Derivate per lo studio di funzione

» || concetto di derivata e fondamentale nello studio delle
caratteristiche di una funzione

| permette di stabilire

le caratteristiche di monotonia,
= i determinare 1 punti di massimo e minimo di una funzione,

» |e caratteristiche di concavita e convessita.



Caratteristiche delle funzioni

|l diagramma di una funzione e caratterizzato dalle proprieta di
monotonia, dalla concavita o convessita e da alcuni punti particolari.

Esaminiamo le caratteristiche di questi punti.

H e un punto di max relativo proprio .

K e un/punto di minimo relativo
roprig/di f(x) (anche min assoluto)

B é¢/max assoluto

ono punti di flesso




Monotonia — studio della derivata prima

|

Teor 1 Se y = f(x) e una funzione continua in un intervallo
[a, b] e derivabile nei punti internt, ]a, b[, si ha:

Se f ’(x) e sempre positiva allora f(x) e strettamente
crescente In [a, b]

f’(x) >0 = y = f(x) é strettamente crescente
Se f ’(x) e sempre negativa allora f(x) e strettamente
decrescente In [a, b]

f’(x) <0 = y =f(x) e strettamente decrescente

\



Monotonia — studio della derivata prima

Esempiol y=x2-3x-1

f’(x)=2x-3

f/(x) >0 per x> 3/2
f’(x) <0 per x<3/2

“4 -3 -2

: /l-:::

f’(x) >0 per x>3/2 => f’(k) strett. 'cresc'ente pef X> 3/2

f’(x) <0 per x<3/2 ==>{’(x) strett. decrescente per x< 3/2



Monotonia — studio della derivata prima

Esempio2 v =senx Y

f’(x) =cos x . 12

E— i ’ 3 4 5/5/
er /2 <x< 37mt/2 — | | | . |




Monotonia — studio della derivata prima

Il teorema 1 ¢ invertibile ma “non perfettamente™, infatti:

Teor 2 Sevy =f(x) é una funzione continua in un intervallo
[a, b] e derivabile nel punti interni di [a, b] si ha che:

y = f(x) é crescente = f '(x) 20
y = f(x) e decrescente = f’(x) <0




Monotonia — studio della derivata prima

Esempiol y=2x3-1

f’(x) = 6x2
£°(x) 5/6x2 >0

per ogni x eR a 3 2 1 1 2 3

() crescente ==> f’(x) >0




Punti di Massimo e Minimo

Dalla relazione tra segno della derivata 1° e monotonia possiamo
ottenere facilmente alcuni teoremi che permettono di determinare i

punti di max e minimo relativo

Teor 3 (Teor. di Fermat) Se y = f(x) & una funzione definita in
un intervallo [a, b], se ¢ e un punto interno ad [a, b] (quindi di

accumulazione a dx e a sx) e f(x) e derivabile in c si ha:
c e punto di max relativo per f(x)

Se =1(c) =0

c e punto di min relativo per f(x)

\



Esempiol y=sinXx
y’ = COS X

consideriamo la funzione
y=sinx nell’;

Per X = nt/2 max relativo

t

tervallo [0, 2m]

unti di Massimo e Minimo

f°(mf2 )=cosn/2 =0
r x/=3 n/2 min relativo

ff (3 n/2)=cos(3 n/2) =0




Punti di Massimo e Minimo

Oss.1 Essendo ¢ punto interno non puo essere punto di frontiera.
Nei punti di frontiera possiamo avere MAX e MIN relativi senza
che f’ calcolata in essi s1a =0

0Oss.2 ll/teorema 3 e condizione necessaria ma non sufficiente cioé il
non e invertibile

c e punto di max relativo per f(x)

flc)=0 —F
c e punto di min relativo per f(x)

tti nell’esempio seguente £’(¢) = 0 ma non c¢i sono Max 0 minimi.



Esempiol y=x3+2

2(x) = 3x?

punto di max o di min,
nsy un flesso a tangente
ontale.

Punti di Massimo e Minimo




unti di MaSSimO e Minimo Massimi € Minimi

Esiste tuttavia. una condizione necessaria e } i ;\ _ﬁ

sufficiente che caratterizza i punti di massimo N
e minimo relativo

|
] ]
C

Teor 4 Sey =f(x) e una funzione definitain D e ¢ € un punto internoaD e
se inoltre

f(x) e continuain c e se

y=f(x) & derivabile in un intorno 1(c)-7c/ e si ha:
a sinistra di ¢ (x)>0
adestradic ['(x)<0

a sinistra di ¢ f(x)<0

adestradic f'(x)>0 _

__ ¢ e punto di Max relativo per f(x)

. C e punto di Min relativo per f(x).

\\



Punti di Massimo e Minimo

/ Massimi e Minimi

Cbss al Teor. 4

(X) continua in ¢

(X) derivabile in un intorno di ¢ .
I S
I / ;

N/

Il teorema e applicabile e permette il calcolo dei massimi e minimi




Punti di Massimo e Minimo

|

Cbss al Teor. 4

|

(X) continua in ¢

(X) derivabile in un intorno di ¢

a non nel p)/nto c Ff(c)

A
F =1,

£ (x)>0

f (3

Massimi e Minimi

<0

\6

f (o3)<0 .

Ol- — — — — &=

C

|l teorema e applicabile e permette il calcolo dei massimi € minimi




unti di Massimo e Minimo

Cbss al Teor. 4
f
(x) discontinua in ¢ '\

f (x>0
(X) derivabile in un intorno di ¢ / f (x)<0
|
\ a non nel )/ntoc A f(c &r\
p J© A,

x)<0

i
I
I
I
I
I
C

i

Sa Il teorema NON e applicabile.



Punti di Massimo e Minimo

T£H

Esempiol y=x2-3x-1.

15

+18

f’(x)=2x-3
f’(x) >0 per x> 3/2

f°(x%) <0 per x<3/2 s

| punto P di ascissax =1,5 e

inatay = - 3,25 e un punto di
Imo relativo ed anche minimo . | | . l4s
uto per la funzione




Derivata II — Concavita, Convessita,
Flesst

La derivata seconda e la derivata della funzione derivata prima.
Es. y=f(X)=x3-3x?+1 f’x)=3x°-6x f”’(x)=6x—6

Lo studio della derivata seconda permette di determinare le
caratterisy'che di concavita o convessita della funzione

Teor 5 Sey = f(x) e una funzione derivabile due volte nei punti
interni di un intervallo I e se f ”’(X) € continua in I
allora si ha:

Se f’(x)>0 V'xinterno ad | = y=f(x) volge la concavita
verso [’alto in 1.

Se f”(x)<0 V'xinterno ad | = y=f(x) volge la concavita
verso Il basso in I.

\\



rivata II — Concavita, Convessita, Flessi

Esempiol y=x3-3x>+1

. 6x/£ | | | | /

ff{(x) >0 per x>1 ==> {(X) concavita verso ALTO pe

. . . ) —4 ) )
f %) <0 per x<l ==> {(x) concavita verso BASSO per x<1




Caratteristiche delle funzioni — Punti
estremanti

Si dicono Punti Estremanti di f(x) 1 punti di max e min
relativo della funzione:

ef massimo relativo

X, € punto di max relativo
roprio per f(x) se

siste almeno un intorno di X, tale
he f(x) <f(X,) VXel X#X,




Caratteristiche delle funzioni — Punti
estremanti

definiamo meglio I concetti precedenti:

ef minimo relativo B

X, € punto di min relativo per
(X) se
siste almeno un intorno di X, tale
he f(x) > f(xy) VXxel X+ X,

ef minimo relativo

0 €/punto di minimo relativo
10 per f(X) se

almeno un intorno di X, tale || massimo e il minimo relativo sono
Chey\i(x) > 1(xo) Vxel X=X, concetti locali, cioe relativo ad un
Intorno del punto.




Caratteristiche delle funzioni

definiamo meglio I concetti precedenti:

Def massimo assoluto

X, € punto di max assoluto per
f(x) se

f(x(r,l)A7V(x) vxeD
Def minimo assoluto

X, € punto di minimo assoluto per
f(x) se

(Xo) < f(x) ¥xeD

[{\nax e il nim assoluti sono proprieta generali di tutta la funzione




Caratteristiche delle funzioni

definiamo meglio I concetti precedenti:

ef Punto di Flesso a tangente

Flesso orizzontale ascendente

rizzontale
| X, € punto di flesso (ascendente) a
tangente orizzontale per f(x) se .

N

| ed esiéte un intorno 1(x,): Vxe 1(x,) / :
X € Xy = F(X)< f(X,)

X> Xy = T(X)> 1(X,)




Caratteristiche delle funzioni

definiamo meglio I concetti precedenti:

ef Punto di Flesso a tangente
bliqua

X, € punto di flesso (ascendente) a
tangente obliqua per f(x) se

X & X4 = f(x) sopra la tangente

Flesso ascendente a tangente obliqua




