ANALIST 3 - L19:
TRASFORMATA DI FOURIER IN L2

1. PROLUNGAMENTI CONTINUI DI OPERATORI LINEARI

Lemma 1.1. Sia T: X — Y un operatore continuo tra due spazi normati X eY,
sia V' un sottospazio denso in X. Se T si annulla in ogni punto di V allora T é
identicamente nullo su tutto X.

Dimostrazione. Siccome T ¢ continuo, la controimmagine del valore zero T~1({0})
¢ un chiuso di X. Se T si annulla su V tale controimmagine deve contenere la
chiusura di V/, che per densita coincide con tutto X. O

Proposizione 1.2. Sia T: V — Y wun operatore lineare e continuo, dove V & un
sottospazio vettoriale denso nello spazio normato X e Y é uno spazio di Banach.
Allora esiste ed é unico un operatore lineare e continuo T: X =Y che prolunga T
daV a X, ovvero tale che T(x) = T(x) per ogni x € V. Inoltre abbiamo che

Dimostrazione. Dato x € X, per la densita di V esiste una successione (v, )nen di
elementi di V' che converge ad z in X. Essendo T un operatore limitato ne segue
che la successione (T, )nen € di Cauchy in Y, in quanto

[T — Tomlly <Tlly_y l[ve — vl x -
Siccome Y & completo allora esistera in Y il limite y = lim,, oo Ty Sia (wp)nen

un’altra successione in V' che converge a z in X; e sia z = lim, o, 7w, il corri-
spondente limite in Y. Per continuita dell’operatore 7" abbiamo

z—y= nan;o(Twn, —Tv,) = T(lirrln(wn —vp)) =T(x—z)=0.

Dunque z = y, ovvero il punto limite y non dipende dalla successione scelta per
approssimare x. Possiamo definire allora in modo univoco una funzione T: X — Y
che ad ogni z € X associa il punto y € Y ottenuto come limite y = lim,,_, o, Tz,
dove z,, & una successione in V' che approssima z. Chiaramente si tratta di un pro-
lungamento di 7', poiché se x € V possiamo scegliere la successione costante v, =
e concludere che Tx = Tx. _

Dalla linearita e continuita di 7" seguono anche la linearita e la continuita di 7.
Infatti, per ogni a,b € X e A € C, se (v,,)nen € una successione in V' che approssi-
ma a e (Wy)nen € una successione in V' che approssima b, allora (v, + Awy, )nen @
una successione in V' che approssima a + Ab e abbiamo

T(a+ Ab) = lim T(vy, + Awy,) = lim Tv,, + Alim Tw,, = Ta + ATb.
n n n
Inoltre,
HTG’HY = HHTILHT””HY = h,ILn”TUn” <7y =y lirrlnanHX =Ty _y llallx

e dunque T & continuo con HTHX_W < |IT|ly_y- Essendo un prolungamento
abbiamo anche

Tx T
H HY ” UHY _ HT||V~)Y'

7 _ >
H HX—>Y ;CES)(\{O} ||17HX veV\{0} ||U||X

Date: ultimo aggiornamento, 10 dicembre 2020.
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Le norme operatoriali di TeT dunque coincidono.

L’unicita segue dal lemma 1.1: se T7,75: X — Y sono due operatori lineari e
continui che prolungano 7', allora l'operatore 75 — 77 €& un operatore lineare e
continuo su X che si annulla su V', dunque 75 — 77 ¢ identicamente nullo e quindi 7%
coincide con T7. O

2. TRASFORMATA DI FOURIER DI FUNZIONI LP

Nella scorsa lezione abbiamo visto che la trasformata di Fourier F: V — V) agisce
come una biezione sullo spazio V formato dalle funzioni L' con trasformata in L'.
Lo spazio V é contenuto in L? per ogni p € [1, 4+o00]. Indichiamo con V, = (V, ||| »)
lo spazio normato formato dallo spazio vettoriale V dotato della norma di LP.
Sappiamo che V, é un sottospazio denso di LP, in quando V contiene le funzioni
lisce a supporto compatto. Per ogni coppia di esponenti p,q € [1,+00] possiamo
considerare la trasformata di Fourier come un operatore lineare da V, a V,. Ci
chiediamo se sfruttando la densita sia possibile estendere ’operatore di trasformata
a tutto lo spazio LP per qualche p > 1. Grazie alla proposizione 1.2 possiamo
estendere 'operatore di trasformata di Fourier a tutte le funzioni in LP quando
esso risulta continuo su V, a valori in V, per qualche ¢, ovvero quando vale una
stima del tipo

(1) H]?HLq <Cpqgllfllpe, V€V,

per qualche costante C,, positiva e finita. Noi sappiamo gid che stime della
forma (1) valgono quando:

e p=1,¢qg=o00con C; =1, come segue immediatamente dalla definizione
di trasformata

Hf HLoo < ||f||L1§
e p=2,q=2con Oy = /2, come si deduce dall’identita di Plancherel

£ ]2 < V2r £l -

La stima (1) non ¢é disponibile per tutte le possibili coppie di esponenti. Vediamo
alcune condizioni necessarie.

Proposizione 2.1. Se vale la stima (1) allora necessariamente: gli esponenti p e q
formano una coppia di esponenti coniugati,

11
S+ =1
P q

Dimostrazione. Sia f € V una funzione non nulla. Consideriamo la famiglia (fx)x>o0
delle riscalate di f,

iaz) = f(x).

La norma LP? di f) é data da

e = ([ a) ™ = ([ 17607 S an) ™ =2 F 1l

La trasformata di f si ottiene con la regola per la trasformata di funzioni riscalate,

Ao =57%)

93 o

La norma LY di fl)\ é data da

130, = 5 ([I7E)[ a

/q
= %71Hﬂ‘m
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Se vale la stima (1) allora dovra essere

||f)‘HLq i+£—1“ﬂ|m
c, . > =\
R T P T

per ogni A > 0. Questo implica che la funzione potenza A Ar a1 deve essere
una funzione limitata su |0, +ocl, e cid & possibile se e solo se I’esponente ¢ nullo,
dunque deve essere % + % =1. O

Proposizione 2.2. Se vale la stima (1) allora necessariamente q > 2.

Per la dimostrazione ci serviamo delle proprieta dei cosidetti polinomi di Shapiro
descritti nel seguente lemma.

Lemma 2.3. Sia (P,(2))nen, € (Qn(2))nen, due famiglie di polinomi definiti in
modo ricorsivo dalle sequenti formule,
Po(2) =1, Qo) =1,
Poi1(2) := Po(2) 4+ 22" Qn(2),
Qn+1(2) = Pﬂ(z) - Z2nQn('z)7
per ogni z € C e n € Ny. Allora:
e i polinomi P, e @), hanno grado 2" — 1;

e | coefficienti di P, e di Q,, sono tutti uguali a 1 0 a —1;
e sulla circonferenza unitaria, dove |z| = 1, vale lidentita

(2) |Pa(2)* + [Qn(2)]* = 2"
Le prime coppie della sequenza dei polinoni di Shapiro sono:
Pi(z) =1+2, Qi(z)=1-2,
Py(2) =1+ 2422 — 23, Qa(2) =142 — 2%+ 23,
P3(2) =142422 2342442526457, Q3(2) =142422—28 242542027,

Osserviamo che dall’identita (2) si ricava un utile stima per il polinomio trigo-
nometrico associato a P,,
n+1

(3) |P.(e)| <272, VzeR

Dimostrazione del lemma 2.3. Procediamo per induzione su n. Quando n = 0 la
verifica delle tre proprietd ¢ immediata. Supponiamo come ipotesi induttiva che le
tre proprieta valgano per la coppia di polinomi P, e @,. Dalle formule ricorsive
ricaviamo che:
e Tl grado di P, & 2" — 1 e il grado di 22" Q,, ¢ 2" + (2" — 1) = 2"+1 — 1,
dunque il grado di P,41 e di @Q,4+1 coincide con il piu grande dei due,
ovvero 2"t — 1.
o I coefficienti di P41 e di 11 corrispondenti ai monomi con grado minore
di 2" coincidono con quelli di p,, mentre i coefficienti corrispondenti ai
monomi con grado maggiore o uguale a 2" sono uguali o opposti a quelli
di @,, (con indice traslato di 2") e quindi sono tutti uguali a +1.
o Siccome |a + b|* +|a — b|* = 2(|a|* + [b]°) per ogni coppia a,b € C, quan-
do |z| = 1 abbiamo

PG+ Qa2 = [P + 22" @u()] +]Pae) 2@l =
=2 (1P + 17 1Qu()P) = 2 (IPa(2) + |Qu(2)*) =

2 . 2n+1 _ 2(n+1)+1'
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Dunque le tre proprieta valgono anche per i polinomi P, 11 € Qp41- O

Dimostrazione della proposizione 2.2. Sia ¢ una funzione non nulla di V tale che
la sua trasformata ¢ abbia supporto contenuto nell’intervallo [—1/2,1/2]. Per
ogni n € N consideriamo la funzione f,, € V definita da

(4) ful@) = Po(e)(x),

dove P,(el*) ¢ il polinomio trigonometrico corrispondente al polinomio di Shapi-
ro P,. Grazie alla stima (3) otteniamo

n+

1
= 19l Ls -

£l < max|[Po(e)] @], <2
z€eR

Il polinomio P,, pud essere scritto come

2" —1

P,(z) = Z erz,
k=0

con coefficienti ¢;, € {—1,1}. Per linearita la trasformata di f,, diventa

5) &) = 3 aFleto@)©) = 3 edé— k).
k=0 k=0

Per come abbiamo scelto ¢ il supporto di (;AS(§ — k) é contenuto nell’intervallo

1 1
h-sok+ 5],
[ 2 + 2
dunque fn & decomposta nella somma di 2" componenti con supporti disgiunti;
risulta allora che nella somma in (5) in ogni punto £ solo al pit un termine risulta
non nullo e abbiamo

2" —1
~ q ~ q
@] = > |oe-ml".
k=0
Siccome la norma L9 & invariante per traslazioni, integrando in & ricaviamo che

17l 0 = 27 19l -

Se vale la stima (1) allora dovra essere

Fallpe 250191l (i-py 19l
Chq = > — =2"4q72 ,
P anHLp 2 En ||¢HLP ' \/§||¢||Lp

per ogni n € N; questo implica che la progressione geometrica on(5-3) é limitata
per n — 0o, e dunque dovra essere é — % < 0, ovvero g > 2. ([l

Combinando insieme le proposizioni 2.1 e 2.2 otteniamo che una stima del tipo (1)
& possibile solo quando g = p’ é I’esponente coniugato di p e p € [1,2]. I casi estremi
con (p,q) = (1,00) e (p,q) = (2,2) li abbiamo dimostrati. Nei casi intermedi
corrispondenti a 1 < p < 2 la stima (1) ¢ effettivamente valida e va sotto il nome
di disuguaglianza di Hausdorff-Young per la trasformata di Fourier.
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1/q

N

1
> 1 1/p

Teorema 2.4 (Hausdorff - Young). Sia p € [1,2] e sia p' = p/(p — 1) Uesponente
coniugato. Allora esiste una costante Cp, > 0 tale che

(6) HfAHLp' <C’p ||fHLP’ vfev

La dimostrazione del teorema si puod ottenere dai due casi estremi con tecniche
di interpolazione un tantino sofisticate e che esulano dagli scopi del nostro corso,
pertanto non la forniamo in dettaglio in tutta la sua completezza. Ci sono alcuni
casi speciali che comunque possiamo dimostrare facilmente utilizzando le proprieta
della trasformata a nostra disposizione.
Dimostrazione del teorema 2.4 in un caso speciale. Consideriamo il casoin cuip = %
e p’ = 4. Abbiamo che

4 P22 7 5
Wz = 117112 (F* =
= ||FLf * f] ||2L2 (trasformata della convoluzione)
=27 || f * ing (identita di Plancherel)
1 3 3
<27 (f | gass 1 fllpars)®  (disug. di Young per conv.: 14 5 =7+ 7).

4 4

Dungue ||F] .. < @04 | fll 0. -

La stima di Hausdorff-Young (6) ci dice che la trasformata di Fourier ¢ un opera-
tore lineare e continuo da V, a V,y quando 1 < p < 2. Siccome V, é denso in L?(R)
la proposizione 1.2 ci assicura che é possibile estendere per continuita ’operatore
di trasformata, in modo unico, a tutto lo spazio L?, e quindi possiamo definire la
trasformata di Fourier per ogni funzione f € LP per ogni p € [1, 2],

F: LP(R) — L” (R).

Rileggendo la dimostrazione della proposizione 1.2 abbiamo che, data f € LP, la
trasformata f F[f] si ottiene come limite in LP" della successione di trasforma-
te (fn)neN dove (fn)nen € una successione di funzioni in V che approssima f in
norma LP.

Tra tutti i casi possibili quello che ci interessa di piu ¢ il caso p = 2 per almeno
due motivi:

e abbiamo p = p’ se e solo se p = 2, e dunque F agisce come una trasforma-
zione sullo spazio L?, rimanendo in L?;

e lo spazio LP é uno spazio di Hilbert se e solo se p = 2, e dunque in tal caso
possiamo utilizzare le strutture della geometra euclidea (prodotto scalare,
proiezioni ortogonali, basi ortonormali).
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3. PROPRIETA DELLA TRASFORMATA SU L2

Consideriamo la trasformata di Fourier definita su L2,
F: L*(R) — L*(R),

ottenuta come prolungamento continuo, nella norma L?, della trasformata su V. Le
identita di Parseval e Plancherel che abbiamo dimostrato valere per funzioni di V
si estendono a tutto L2.

Proposizione 3.1. Per ogni coppia di funzioni f,g € L?>(R) abbiamo
(f,9)2®) = 27(f, 9) L2(m),
Hf HL2(]R) =V Hf||L2(R)

Dimostrazione. Siano (fn)nen € (gn)nen due successioni di funzioni di V che con-
vergono, rispettivamente, ad f ea g in norma L2, Allora le successioni delle trasfor-
mate ( fn)neN e (gn)nen convergono, rispettivamente, a f e a g sempre in norma L2.
Su V valgono le identita,

<ﬁ1a§n>L2(R) = 27T<fn7gn>L2(]R)7
H'anl/z(]R) =V2r ||f’ﬂ||L2(]R) '

Passando al limite per n — oo per la continuitd del prodotto scalare e della norma
otteniamo le identita per f e g. O

Anche la formula di inversione per la doppia trasformata si estende per continuita
a tutto L2.

Proposizione 3.2. Per ogni funzione f € L*(R) abbiamo

[ =2rfkg.
Dimostrazione. La trasformata di Fourier F & un operatore continuo su L?, e quindi
anche la doppia trasformata f +— FF[f] = f @& continua su L2. L’operatore lineare
che ad ogni funzione f associa la sua rovesciata fr(z) = f(—=x) & anch’esso continuo

su L2, in quanto ||fr||;> = || fll;2- Ne segue che l'operatore T: L? — L?, definito
da

Tf:=f-2rfg,
¢ un operatore continuo su L2. Siccome la formula di inversione ¢ valida su V abbia-
mo che T si annulla su V, che é denso in L?, quindi, per il lemma 1.1, ’'operatore T
si annulla su tutto L?, e dunque la formula di inversione vale su tutto L2. O

Sempre per continuitd si estendono facilmente molte altre proprieta della tra-
sformata di Fourier che abbiamo visto valere per funzioni L'.

Proposizione 3.3. Per la trasformata di Fourier su L? valgono (ancora) le se-
guenti proprieta elementari: se f € L2(R) allora

e la traslata di una funzione si trasforma in un’armonica modulata dalla
trasformata,

9(x) = f(a+p) = §() = " F(©);
e un armonica modulata si trasforma nella traslata della trasformata,
g(x) = " f(z) = §(&) = J(€ ~p);

e [a riscalata si trasforma in un multiplo della riscalata, con un fattore di
scala reciproco, della trasformata,
(&
)

g(a) = f(hr) = g(¢) =

y\»—*
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o [a rovesciata di una funzione si trasforma nella rovesciata della trasformata,

9(x) = f(—z) = 9(&) = f(=¢);
e il coniugato di una funzione si trasforma nel coniugato della rovesciata della
trasformata,

g(z) = fl@) = §(&) = f(~¢€).

Dimostrazione. Tutte queste proprietd sappiamo gia che valgono per le funzioni
di V. Per estenderle a tutto L2, possiamo procedere in modo simile a come abbiamo
fatto per la formula di inversione, e ci basta osservare che i seguenti operatori lineari
(o antilineari nel caso del coniugio) sono continui su L?:
e per ogni p € R, loperatore di traslazione che alla funzione f(z) associa la
traslata f(z + p);
e per ogni p € R, Poperatore di modulazione che alla funzione f(x) associa
I'armonica modulata e'P* f(x);
e per ogni A > 0, Poperatore di traslazione che alla funzione f(z) associa la
riscalata f(Ax);
e loperatore di rovesciamento che alla funzione f(x) associa la rovescia-
ta f(—z);

e l'operatore di coniugio che alla funzione f(z) associa la coniugata f(x).
]

Osservazione 3.4. La proposizione 3.1 dice che la trasformata F ¢ una isometria
e dunque é iniettiva. La proposizione 3.2 dice che f = F {ﬁ fR} e dunque la

trasformata & suriettiva. Quindi F ¢ una biezione su L? e la sua inversa ¢ data da

Ff = oo Fln)

che ¢ anch’esso un operatore lineare e continuo. In particolare ogni funzione di L?
¢ sempre la trasformata di una funzione di L?; per questo motivo il lemma di
Riemann-Lebesgue non & pit valido per funzioni di L?, in quanto non tutte le
funzioni di L? sono continue o sono infinitesime all’infinito.

Combinando I'identita di Parseval con la formula di inversione si dimostra facil-
mente che anche per funzioni f, g € L? vale la formula dello scambio dei cappelli,

-~ >~ 1 ~= 1 -2 = 5
[Fo=tF.0) = 5-Fdw = 5-F0 = 15 = [ 13
Proposizione 3.5. Date due funzioni f,g € L*(R) abbiamo

Flf gl = 5T %5

Dimostrazione. Abbiamo giad dimostrato nella scorsa lezione la validita della for-
mula per funzioni in V. Date f, g € L? scegliamo due successioni (f,,)nen € (gn)nen
di funzioni in V tali che (f,) converge a f in norma L? e (g,) converge a g in
norma L2,

Usando la disuguaglianza di Holder ricaviamo che la successione dei prodot-
ti (fngn) converge al prodotto fg in norma L', infatti

1fngn = Fallpr < fnlgn — Dl + 1(fn = gl <
< nllz2 llgn = gllze + 11 = fllz2 lgll 2 »

e ||full 2 converge a | f|l;. mentre ||f, — fll;2 € |lgn — gl|;> convergono a zero.
Siccome la trasformata F é continua da L' a L* otteniamo che la successione delle
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trasformate dei prodotti F[f,g,] converge alla trasformata del prodotto F[fg] in
norma L (ovvero uniformemente).

Siccome F & un’isometria su L2, per le successioni delle trasformate abbiamo
che (f,) converge a f in norma L? e (g,) converge a § in norma L2. Usando la
disuguaglianza di Young ricaviamo che la successione delle convoluzioni (fn * n)
converge alla convoluzione f* g in norma L (dunque uniformemente), infatti

1o %Gn = F 59l e <|1Fo % @ = 9| oo + || (= F) %3] oo <
< |\ fall o 180 = Gll 2 + || o = Fll 12 1911 2 »

e anHL2 converge a Hﬂ|L2 mentre an — ﬂ‘LQ e ||gn — gl 2 convergono a zero.
Avendo scelto f,, g, € V sappiamo che per esse vale la formula della trasformata

del prodotto,
1~
]:[fn 'gn] - %fn *Gn-

Per unicita del limite (in L*°), quando n — oo otteniamo la formula per il prodotto
di feg. O

Osservazione 3.6. Per quanto riguarda la trasformata della convoluzione di due
funzioni in L?, sappiamo che se f,g € L? la convoluzione f * g & una funzione limi-
tata, continua e infinitesima all’infinito, ma, come mostra ’esempio 3.7, potrebbe
non essere in L per alcun p € [1,2] e dunque, per il momento, non abbiamo modo
di dare senso alla sua trasformata. Quello che possiamo fare é applicare la propo-
sizione 3.5 al prodotto delle due trasformate fe g che sono funzioni L? e utilizzare
la formula di inversione,

FIFgl= 57 x§=2n(f 5 ).

Siccome I'operatore inverso della trasformata, F—1[f] = i]—"[f]R, agisce con le stes-
se proprietd della trasformata, e quindi possiamo definirlo come operatore lineare
continuo da L' a L®, otteniamo che

‘F_l[f /g\] = f*gv
che formalmente corrisponde alla proprieta F[f % g] = f/g\ che gia conosciamo per
funzioni di L'.

Esempio 3.7. Vediamo un esempio di una funzione f di L? tale che per ogni p < co
la convoluzione f * f non sta in LP. Consideriamo la funzione

flo) = 1 ,
VI Jal(L+ log(1 + [a])

Si tratta di una funzione pari, non negativa e descrescente per x > 0, con norma L?
finita, infatti

2 _ B 0 dx . Ooi_
HfIILz*/}Rf(f”)zd‘”*Q/0 (1+x)(1+10g(1+x))22/0 TEDE

Quando 0 < y < x, abbiamo 0 <  —y < x e quindi per monotonia f(z—y) > f(x),
inoltre f(y) ; dunque per x — +oo otteniamo

rzeR

> 1
V1+lyl(1+log(1+]x]))

(f  f)la) > / fe - ) i) dy > fl) / " i) dy >
1 Ty P 2

~
~

Z Ara(lrlog(lt )2 o vIty (Itlog(lta)2 " (oga)?
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Quando 0 < p < oo la funzione (log )2 non ¢ integrabile in un intorno di +oco e
dunque per confronto f * f ¢ LP.

Per quanto riguarda la trasformata della derivata di funzioni L? abbiamo una
proprietd analoga a quella vista per funzioni L'.

Ricordiamo che, se f e g sono funzioni localmente integrabili su R, allora g si
dice derivata debole di f quando vale I'uguaglianza

(7) / f(@)!(x) dz = — / g@)p(x)de, Ve CZ(R).

per ogni funzione ¢ liscia e a supporto compatto. Nel caso in cui f ed g sono
funzioni di L? possiamo scrivere la condizione (7) nella forma

(f.¢")=—(9.4), Vo€ CIR).
Proposizione 3.8. Sia f € L? una funzione dotata di derivata debole f' € L?(R).
Allora
F(©) = ief ().
Dimostrazione. Sia ¢ una funzione liscia a supporto compatto in R. Siccome ¢ e ¢’

sono funzioni di L' abbiamo a\(f) = iquS. Siccome f e la sua derivata debole sono
in L? abbiamo

(f's0) =—(f,¢).
Per I’identita di Parseval segue che
(F.6) = ~(].¢") = ~(].i€0) = (i€, 9)-
Dunque
(F —icf.8) =0,
per ogni ¢ € C°(R), ovvero F7 —i€f ¢ ortogonale all'insieme S := F(C) delle

trasformate delle funzioni lisce suppporto compatto. Essendo F una isometria su L?
ed essendo C'° denso in L?, ne segue che anche S ¢ denso in L?, e quindi I'unica

funzione ortogonale a S in L? ¢é la funzione nulla. Dunque 3”7 — igf: 0.
O

Anche per quanto riguarda la derivata della trasformata in L? abbiamo un
risultato analogo a quello di L'.

Proposizione 3.9. Sia f € L?(R) tale che anche zf(x) € L?(R). Allora la trasfor-
mata [ possiede una derivata debole che coincide (quasi ovungue) con la trasformata
della funzione —ixf(x),

Oef = Flo— —iaf(z)].

Dimostrazione. Sia ¢ una funzione liscia a supporto compatto. Abbiamo che ¢ e ¢’
sono funzioni di L! e dunque ¢’ (z) = iz¢(z). Abbiamo

/]?(5)(;5’(5) d¢ = /f(ac)q?’(m) dz (scambio dei cappelli)
= / f(2)iz(z) da (trasformata della derivata)
=— /(—mcf(x))(g(x) dx (segno in evidenza)

= — /]—"[—ixf(a:)](é’)gﬁ(@ d¢  (scambio dei cappelli).
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4. ESEMPI DI CALCOLO DI TRASFORMATE

Esempio 4.1. La funzione sinc(z) := Si‘;"” appartiene a LP se e solo se p > 1.
Quindi non sta in L' ma sta in L2. Abbiamo gia calcolato che la trasformata

di rect(z) := x[—1/2,1/2)(z) & data da F[rect](&) = sinc({/2), dunque
sinc(z) = rect(2z).

Applicando la formula della trasformata della riscalata e la formula di inversione
otteniamo

Sine(€) = grect(5€) = mrect(~2€) = -1 (€).

2 2
Esempio 4.2. Consideriamo la funzione
_ (sinz)? . 9
fz) = e (sincx).

Si tratta di una funzione L', ma il calcolo della trasformata tramite la definizione

non & semplice,

7 (sin z)? —iz

f(&) = / 2z ° da.
Possiamo vedere invece f come prodotto di due funzioni di L? di cui gia conosciamo
la trasformata e usare le formule per la trasformata del prodotto,

~ 1 —

7€) = Flsinesinc](€) = o (sinexsine) (6) = 5 (xi-1#x(- 1) () = 5 (2~ [a])+-

Esempio 4.3. La funzione f(z) = %4—1 appartiene a L?, ma non a L', in quanto
1 . .
|f(x)] = (22 +1)"2. Per ogni z € C con Rez > 0 abbiamo che

0 e—zt t=+o0 1
e tdt = [— } =-.
/0 z dt=0 z

Dunque se z = 1 — iz, otteniamo

1 e : ;
= / e tel® dt = / g()e D dt = G(—x),
0 R

1—ix
dove g(t) = e7"x[0,00(t). Dunque

—i o
f €Tr) = - = —1g —XT
() = - = ~ig(~),
Grazie alla formula di inversione ricaviamo che

F(&) = —ig(—€) = —i2mg(€) = —2mie " X[o oo (£)-

Esempio 4.4. Sia f(z) = %H' Fattorizziamo il polinomio al denominatore come

prodotto di fattori di secondo grado irriducibili (in R),
gt +4=(2"+20+2)(2" —22+2) = ((z+1)°+ 1) ((z — 1) + 1),
e decomponiamo la funzione razionale f come somma di frazioni semplici,
8 T +2 x—2
= = — == 1 - — - 1
1) 41 (z+1)241 (z—-1)2+1 gr(@+ 1) —g-(z—1),
dove abbiamo posto

r+1 1 n 1
= T - .
2 +1 2 +1 2 +1

Sappiamo che I%H ¢ la trasformata di h(t) := eI, La derivata debole di h ¢ la

g+ (z) =

2ix
241"

funzione A/ (t) = —sgn(t)e~*l, e la sua trasformata sara data dalla funzione
Dunque

1~ 1 -~ 1~ 1
g+(z) = :|:§h(x) + éxh(sc) = :l:ih(:t) - ilh ().



ANALISI 3 - L19: TRASFORMATA DI FOURIER IN L2 11

Per la formula di inversione
526 = %55 () — S () = mh(~€) — wih(~€) = 7 (+1 ~ isgn(€)) e
Tornando alla funzione f, la trasformata sara
1(6) = €g3(€) — 4= (€) = 2m(cos(€) + sgn(€) sin(&) ) =
= 27 (cos(€) + sin |§|)e*‘5‘.
5. ESERCIZI
5.1. Trasformata di Fourier di funzioni LP.

Esercizio 5.1. Fornisci unn esempio esplicito di una funzione ¢ € V tale che g/b\ abbia
supporto contenuto in [—1/2,1/2].

Esercizio 5.2. Spieg perche le funzioni definite in (4) sono funzioni che stanno in

V.
Esercizio 5.3. Dimostra la stima (6) di Hausdorff-Young nel caso in cui p’ = 6.

Esercizio 5.4. La trasformata F ¢ una biezione continua da V, a V;) per p € [1,2].
Spiega perché la sua inversa F~! non ¢ continua da V[’, a Vp quando p < 2.

5.2. Proprieta della trasformata su L2.
Esercizio 5.5. Completa i dettagli della dimostrazione della proposizione 3.3.

Esercizio 5.6. Costruisci un esempio esplicito di una funzione L?(R) continua ma
che non ¢ infinitesima all’infinito.

Esercizio 5.7. Cosa ottieni se applichi 4 volte la trasformata di Fourier? Ricava
una formula per calcolare F4[f] = FFFF[f].

Esercizio 5.8. La funzione g(z) = e~ 2% & una autofunzione dell’operatore F in L2
corrispondente all’autovalore v/2m, infatti Flg] = v/2mg.

e Determina tutti i polinomi p(x) di grado minore o uguale a 3 per i quali si
ha che p(z)g(x) & una autofunzione di F, ovvero per i quali esiste A € C
tale che

Flpgl = Apy.
e Determina tutti gli autovalori di F.

5.3. Esempi di calcolo di trasformate.

Esercizio 5.9. Calcola le trasformate di Fourier delle seguenti funzioni:

cos 1 T
1+ 22’ 2z — 3i’ (22 +1)%’
1
sin(3z) sinc(2z), x(sinc(z — 1))

bz +1)(3z —1)’
FEsercizio 5.10. Calcola la trasformata di Fourier della funzione

> i
_ ite
f(x) = ; T2 dt.

Esercizio 5.11. Calcola gli integrali:

0o 0o . 2 ) . 4
/ cos(27r:v)e_”2 dz, / (sinz) dez, / (sin z) dz.
0

2 2
e T o X

Esercizio 5.12. Per ogni a > 0 definiamo i nuclei di Poisson F,(z) := L+

a
. T aZtaxZc
Calcola la convoluzione F, x Fy,.
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Esercizio 5.13. Per ogni a,b > 0 calcola I'integrale

/+°° sin(ax) sin(bx) d.

2

— 00

Esercizio 5.14. Calcolala norma L? della funzione f(z) la cui trasformata di Fourier

é la funzione
ey 1—1f siné

flo =5 =

FEsercizio 5.15. Considera le funzioni

sine(z/2)e!*”,

1
T) =
perkeZexeR.

e Verifica che (1;,)rez € un sistema ortonormale in L?(RR).
e Determina se si tratta di una base ortonormale per L?(R).



