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. Dire per quali p € R converge uniformemente la successione di funzioni;

fn(m) =nPz" (1 - x)lO’ HAS [Oa ]-]

. Sia f : R? — R la funzione definita da £(0,0) =0 e

_ log(1 + 22 y?)

fOz,y R

se (z,y) # (0,0)

Dire se f & continua e differenziabile.

. 2
. Siano S = {(z,y,2) € R?, a? +y* + 22 <4} e E = {(z,y,2) € R3, 2 + % + 2* < 1}.
Calcolare L3(SNE).
. Dire se il sistema

zyz—1=0

32242y +22-6=0

determina una curva nell’intorno del punto P = (1,1, 1) e, in caso affermativo calcolare della
curva la curvatura in P.

. Dire se la forma differenziale
w(z,yz) = (3x2y+ sz) dx + (333 +2y) dy + (x2 —|—2z) dz

¢ esatta e, in caso affermativo, trovarne una primitiva.



Correzione

1. Dire per quali p € R converge uniformemente la successione di funzioni;
fo(z) =nP2™ (1 —2)* zcl0,1].

Vp € R e Vx € [0, 1] risulta

D’altrra parte

n

fi(z) =nP [nz""1(1- )0 — 2" 10(1 — z)g] =nP2" (1 - 2)°(n— (n+10)2)

Pertanto il punto z,, = ﬁ e il punto di massimo per f, e si ha

n 10
= = =nP n 1-— n — n® 1010 1
On = max fn = fu(2n) =n <n—|—10) ( n—|—10> (n + 10)10 (1+10/n)"

Ne possiamo concludere che

0 se p <10
lim «, = 1010710 e p =10
el +o0o se p> 10

Ne deriva quindi che la convergenza di f,, a zero & uniforme se e solo se p < 10.

2. Sia f : R? — R la funzione definita da f(0,0) =0 e

_ log(1 + 22 y?)

fOz,y ey

se (z,y) # (0,0)

Dire se f e continua e differenziabile.
Dalle proprieta del logaritmo, sappiamo che esiste § > 0 tale che

log(1+1)
t

‘<2, YVt #0, t € (-0, 9)

Allora se 0 < 22 y? < 6, possiamo ottenere la stima:

y2

zt 4 9?2

log(1 + 22 y?)
22 2

a2 <242

|f(z,y)| =

Ne possiamo quindi concludere che

lim z,y) =0
(z,y)—(0,0) f@:9)

e quindi f ¢ continua anche nell’origine. Analogamente, ricordando che f,(0,0) = f,(0,0) =
0, ragionando nello stesso modo otteniamo la stima:

flay) | _|los(+a®y*)| | y* || = x| < 2]l
VaZ+ 2 z?y? xt +y? z? + g a

e quindi le funzione f ¢ differenziabile anche nell’origine.



3. Siano S = {(z,y,2) € R?, 22 + 9>+ 22 <4} e E = {(n,y,2) € R?, 22 + y9—2 + 22 < 1}
Calcolare L3(SNE).
Osserviamo che L3(SNE) = L3(E) — L3(E\S) =37 1:3-1—L3(E\S) =47 —L3(E\ S).
Daltra parte

y?
E\S={(z,y,2) € R®, 2% +¢y*+ 22 >4, x2—|—§+z2 <1}

Pertanto (x,y,2) € E\ S se e solo se 4 — 22 — 22 < y? < 9(1 — 22 — 22). La proiezione
dell'insieme E \ S sul piano y = 0 & data quindi dell’insieme dei punti (z,2) € R? tali che
4 — 2722 <9(1 — 2% — 2?) ossia 8(z2 + 2?) < 5. Ponendo infine per semplicita a = 1/5/8 e
passando in coordinate polari, si ottiene:

£3(E\5)22// (3\/1—x2—22—\/4—x2—z2) dxdz =

a

—47r/0ap<3\/1 —p?— \/4—p2) dp=4n [_(1 e ;(4—p2)3/2}

0

1 5
cn (R )
4. Dire se il sistema,
zyz—1=0
3224292 +22-6=0

determina una curva nell’intorno del punto P = (1,1, 1) e, in caso affermativo calcolare della
curva la curvatura in P.

Indicata con ® : R? — R2? la funzione che determina il sistema, si ha

zZ TZ X
J@(xayvz):<gm 4?! 25)

1 1 1
J<I>(15171)(6 4 2>

11
det <4 2)2—27&0

possiamo applicare al sistema il teorema del Dini sulle funzioni implicite. Esistono quindi
r, R >0, tali che Vo € (1 —r,1+r) esistono unici (y, z) € Br(1,1) tali che ®(z,y,z) =0. 1l
sistema determina quindi una curva ¢(x) = (x,y(x), z(x)). Derivando il sistema rispetto ad
x, si ottiene:

e nel punto P:

Essendo

yz+azy z+zyz =0
6x+4yy +222'=0

eperx=1
1+y'(1)+2(1)=0
6+4y'(1)+22(1)=0



e quindi y'(1) = -2, 2/(1) = 1. Allora ¢'(1) = (1,—2,1). Derivando infine una seconda volta

yet+yZ+yzt+aoy’ztayd +yd +ryd +xy’ =0
6+4(y)+4yy" +2(2)2+222"=0

eperx =1
—241-24y"(1)-2+1-2+2"(1)=0
6+16+4y"(1)+2+22"(1)=0

e quindi y”(1) = =18, 2”(1) = 24. Allora ¢"(1) = (0, —18,24). Concludendo
_ A" _ V146

=" 0F sy

. Dire se la forma differenziale
w(z,yz) = (3x2y+ 2z z) dv + (a:3 +2y) dy + (x2 +22) dz

¢ esatta e, in caso affermativo, trovarne una primitiva.

Risulta 5 5
ay 2 ag 2
ay _°Y ar 0T
Oaq Oas
0z Y o *
9az _ o Das _y)
0z oy

Pertanto la forma differenziale & chiusa e quindi anche esatta essendo definita in tutto lo
spazio. Integrando a; rispetto ad x si ottiene che deve essere f(z,y,2) = 23 y+2% 2+ g(y, 2)
e quindi f, = 2% + g, = ® + 2y, allora g, = 2y e quindi g(y, 2) = y* + h(z). Derivando
infine in z f, = 22 + ' = 22 + 22. Pertanto una primitiva della forma differenziale w & la
funzione f(z,y,2) = 2%y + 22 2 + y? + 2%



