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. Trovare I'insieme di convergenza della serie di potenze:
o0

>
n+3

n=0

e calcolarne la somma.
. Sia f : R? — R la funzione definita da:

Z'Qy

Fla.y) = se (,y) # (0,0) e £(0,0) =0

Dire
i) Dire se f & continua in (0, 0),
ii) dire se f ¢ differenziabile in (0, 0),

iii) calcolare la derivata direzionale:

9 11
f(17 1), dove v & data da v = <’ )
ov 5

[\)

. Calcolare il volume del solido

2
M:{(Jc,y,z)eR3, 22+ + 2% >4, x2+y2—|—i—6§1, zzO}

. Calcolare il valore massimo ed il valore minimo della funzione f(z,y, z) = 22 +y?>+ 22—z +1
sull'insieme: K = {(z,y,2) € R3, 2>+ 4>+ 22 <1, z+y+ 2 =0}.

. Dire se I'equazione 23 — y® + 23 — 2% 2 — y 22 = 0 definisce nell’intorno del punto P = (1, 1,0)

una superficie §. In caso affermativo, trovare di S nel punto P il piano tangente e la curvatura
media.



Correzione

1. Trovare l'insieme di convergenza della serie di potenze:
o0

>

n+3

n=0

1
lim {/ =1
n— 00 n+3

il raggio di convergenza della serie di potenze ¢ » = 1. Inoltre la serie diverge per x = 1 e

e calcolarne la somma.

Essendo

converge per = —1. Pertanto U'insieme di convergenza e [—1,1). Posto infine
(oo} 1;"
= —, e (—1,1
s@ =Y o we (L)
n=0
n+3
z3 s(x) = *
n+3
n=0
e quindi

Infine integrando, si ottiene

3 ()—/Z r dt——/z t+1+—1 dt = — xj-i— +log(l —x)
xsx—olit = | o = 5 ta+log x

Possiamo quindi concludere che Vz € (—1,1), x #0

2. Sia f : R? — R la funzione definita da:

Z'Qy

f(%y)zﬁ

se (z,y) # (0,0) e f(0,0) =0

Dire
i) Dire se f & continua in (0,0),
ii) dire se f ¢ differenziabile in (0, 0),
iii) calcolare la derivata direzionale:
of

1 1
—(1,1), d e data d =—, —=
81)(’)’ ove v ¢ data da v ( , 2)

[\)



Notiamo che

22y
Vat +yt
Pertanto la funzione & continua in (0,0). D’altra parte f,(0,0) = f,(0,0) = 0 e quindi la
funzione f & differenziabile in (0, 0), se e solo se

= |y

=0

li (z,y) li = v
im  o(x,y) = im
(w,y)—(0,0) Y (@y)=(0,0) /2d + yi\ /22 + y2

D’altra parte se z > 0

23

1
olnr)=5m =)
Pertanto f non & differenziabile in (0,0). Infine se (z,y) # (0,0):

2 g3 1
fo= <2wy\/$4+y4—x2y a: 4) 1
Yy

x4+

23 1
fom (st 2 )

Vrt oyt ) ot oyt
e quindi
1
£]~a1 - T = 1,1 :O
f2(1,1) 7 fy(1,1)
Allova o7 )
—(1,1) = =
31)(7 )

. Calcolare il volume del solido

2
M:{(x,y,z)eR3, 22+ + 2% >4, x2+y2—|—i—6§1, zzO}

Deve essere
4—a2% —y? <22 <16(1 — 2% —¢?)

ui di posto p = /22 + 9?2 si ha 4 — p? < 16(1 — p?), ossia
p p

SP> 5 = Po
Otteniamo qulndl

Lg(M)z//B (4\/17x27y2—\/4—m2—y2)d93dy

e passando in coordinate polari

£3(M):27r/p°p(4\/1_p2_\/4_p2> dp=2n {—g(l—p2)3/2+;’(4—p2)3/2}

0

Po

0

3 3

1 445 4 8] 87(3-V5)
et } 3v5

4, 4
=27 |——(1— )24+ -(4—=
”[3( 50 33



4. Calcolare il valore massimo ed il valore minimo della funzione f(z,y, z) = 22 +y?>+ 22—z +1
sullinsieme: K = {(z,y,2) € R3, 22 + 3> +22 <1, v +y+ 2 = 0}.

Studiamo prima la funzione col vincolo x + y + z = 0. Usando il metodo dei moltiplicatori
di Lagrange, si ottiene il sistema

20 —1-X2=0
2y—A=0
2z—A=0
r+y+2=0
Dalla seconda equazione si ottiene A = 2y e dalla prima e dalla terza x = # ez =uy.
Infine dalla quarta equazione y = —1/6. Pertanto si ottiene il punto
2 1 1 4 2 2 5
P== - —= 1 P)y=—4+——-—=-4+1=-=
L <6’ 6’ 6) evale f(P) =g+ 51175

Studiando ora la funzione con i due vincoli x +y + 2z = 0 e 22 + y? + 22 = 1 si ottiene il
sistema

20 —1=-A—2px=0

2y —A—2py=0

22—=A—-2pz=0

z+y+2=0

2 +y?+22=1
Ora dalla seconda e dalla terza equazione, ottengo A =2y —2puy e 2z — 2y + 2uy — 2uz =0
ossia (y — z)(p — 1) = 0. Ora se fosse 4 = 1 si avrebbe A = 0 e la prima equazione
diventerebbe —1 = 0. Pertanto deve essere y = z e dalla quarta e dalla quinta equazione
r=—2zez==+1/v6. Otteniamo quindi gli altri due punti

2 1 1 2 1 1
(-G w ) A %)
Infine 5 5
f(P2)=2+%, f(PB):Q_%

Possiamo quindi concludere che il punto di massimo & P,, mentre il punto di minimo & P;.

5. Dire se 'equazione z3 —y3 + 2% — 22 2z — y 22 = 0 definisce nell’intorno del punto P = (1, 1,0)
una superficie S. In caso affermativo, trovare di S nel punto P il piano tangente e la curvatura
media.

Risulta aF
e =322 — 2% — 22y
e quindi
OF
—(1,1,0) =—-1+#0
o (1L1,0) = —1 7

Possiamo quindi applicare il teorema del Dini ed ottenere nell’intorno del punto (1,1) la
funzione implicita z(x,y). Derivando rispetto ad z e rispetto ad y, si ottiene

322 + 3222, — 222 — 222, — 2yz2, = 0
—3y% + 3222y — 1’2Zy - 22— 2yzzy =0



e nel punto (1,1,0)

{ 3—2,(1,1) =0
—3—2,(1,1) =0

Pertanto z;(1,1) = 3, z,(1,1) = —3. Il piano tangente ad S in P & il piano di equazione
—3x—-1)+3y—1)+z=0.

Derivando una seconda volta si ottiene

6x + 6zzf, 4322250 — 22— 202y — 202y — X2 2g g — 2yz§ —2yz2, ., =0
6zzyz, + Szgziy — 2Tz — x2zwy — 2225 — 2Yzy2y — 2Y22,4 =0
—6y + 6225 + 3222,y — 122y — 222y — 222, — 2yz§ —2yzzy, =0

Nel punto P
6—6—6—2:,(1,1)—18=0
6—2;,4(1,1)+18=0
—6 — 2y,(1,1) =18 =0

Ne deriva z;5(1,1) = 24, 254(1,1) = =24, z5,,(1,1) = 24.

Ricordando infine la formula per la curvatura media di un grafico si ha

(14+9)24—18-24—(1+9)24  9-24

1
H(1,1) = = =
(1,1) 2 (1+18)3/2 (19)3/2




