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1. Dire per quali p € R la successione di funzioni:

ful@)=nPa" (1—zz)", z€l0,1]

converge uniformemente. Dire inoltre per quali valori di p € R, esiste una funzione g € £1([0, 1])
con | fn(z)| < g(x), Yn e N, Vz € [0,1].

2. Studiare la continuita e la differenziabilitd della funzione f : R? — R definita dalla legge:

locos(zy) (z,y) # (0,0)

f(xv y) = e
0 se (z,y) = (0,0)

Colcolare inoltre la derivata della funzione f nel punto (7, 1) nella direzione v = (%, @)

3. Trovare i punti critici della funzione f(z,y) = 22 y%(1—2 —y) e dire se sono punti di massimo
o minimo relativi.

4. Calcolare I'integrale doppio:
// log (9:2 + y2) dxdy
M
dove M = [0,1] x [0, 1].

5. Calcolare il volume del solido:
M={(w.y.2) e R 2+ <2 <4 (1= Va? 7))

Correzione

1. Dire per quali p € R la successione di funzioni:

falx) =nPa"” (1 _33\/5)4, x €10,1]

converge uniformemente. Dire inoltre per quali valori di p € R, esiste una funzione g € £1([0,1])
con | fu(x)| < g(z), Yn € N, Vx € [0,1].

Va € R risulta
lim f,(x)=0

n—oo



D’altra parte
= 3
fh(z) =nP [na" " (1 x\/g)‘* — a2 (1 xﬁ)3 2301/2}

— Pyl (1- x\/gE)S [n —(n+ 6)3:3/2}]

2/3
La funzione f, assume il suo valore massimo «,, per © = x, = ( n ) e risulta

n+6
4
o n 2n/3 - n 4 B 1 n/6 647’lp
" n+6 n+6) |[\1+6/n (n + 6)4
e quindi
0 sep<4
lim o, ={ e %6* sep=4

n—roo

+oo sep>4

Pertanto la convergenza della successione uniforme se e solo se p < 4. Infine

6 n - —
far(f) = (1 — xﬁ)4 [pnp L™ 4 nPa™ log aj} = (1 — ],‘\/5)4 nP~tz™ [p 4 nlog z]
Pertanto il valore massimo di f,(z), rispetto ad n, viene assunto per n = —p/logz e vale
4
pP —p/ log 4 - (1 — Z‘\/E)
ogT (1 _ _ p _
(—log x)px (L=ava) =pe (—logx)P 9(z)

Per studiare il comportamento di g per x — 17, osserviamo che

—logx lim = log(1 —y)

lim = lim =1
z—1- 1—x y—0 Y
Pertanto 4
-2\’ (1—2y2)
_ PP
o) = (55 ) T
Infine 5 ( \( 2)
1—=x l—z)(1+xz+=x
_ 1 .3/2 _ _
l—zvz=1—2 T2 2
Pertanto » ™
1-— 1 1
o) = pPe— x (1+z+z?)
(—logayp) (L+a37)F (1—a)p

Pertanto la funzione g integrabile in [0,1] se e solo se p —4 < 1 ossia p < 5

2. Studiare la continuita e la differenziabilitd della funzione f : R? — R definita dalla legge:

B se (2,y) # (0,0)

flz,y) =
0 se (z,y) = (0,0)



Colcolare inoltre la derivata della funzione f nel punto (7, 1) nella direzione v = (%, §>
Ricordando che

. 1—cosz 1

ZI_I)I(I) 22 )

si ottiene che esiste un numero ¢ > 0, tale che

<1 selz| <0

1—cosz
22

Si ottine quindi se 0 < |zy| < ¢

y2

I4+y2

1 —cos(zy)| |1 —cos(xy)
x4 + y2 -

I2y2

Ne deriva pertanto che la funzione & continua in (0,0). Essendo f;(0,0) = f,(0,0) =0e

1 — cos(zy) ‘ 1 — cos(zy) y? 2] < |2
= z| <
(z* +y2) (/22 + y?) r2y? x4 92 2 + 9?2

ne possiamo concludere che f & differenziale anche in (0,0). Infine se (z,y) # (0,0)

_ ysin(zy) [2* + y?] — (1 — cos(zy)) 42
w (% 1 2)2

zsin(zy) [z* +y?] — (1 — cos(wzy)) 2y
(2% + y2)2

fy=
E quindi
—873
(7t +1)2
—4
(mh +1)2

fo(m, 1) =

fy (7"7 1) =
Ne possiamo concludere che

ﬁ
ov

—87%-1/2—4- V3/2 47 4+2V3
(4 +1)2 - (m4 4+ 1)2

(7Ta 1) =

. Trovare i punti critici della funzione f(z,y) = 2% 4?(1—2 —v) e dire se sono punti di massimo
o minimo relativi.

Risulta

ry?(2—-3x—2y)=0
2?y(2—-22-3y) =0

fo=2zy*(1 -z —y)—2°y* =0 :
fy=22%y(l—2—y)—22y>=0 ossia
Sono dunque punti critici ogni punto del tipo (a,0) e (0,b), Va,b € R. Inoltre abbiamo anche

2—-3zxz—-2y=0
2—-2x—-3y=0



e quindi y = 272“ e quindi 4 —4x — 6+ 9x = 0 ossia x =

Abbiamo infine:

e quindi y = 275/5 =

(SN

2
5
fre=2y2(1—2—y)—2z2y*> 229>
foy=4oy(l —o—vy) —2zy? —22%y
fyy=22*(1—z—y)—22%y—22%y
Risulta allora
fou(2/5,2/5) = =3(2/5)°
fy(2/5,2/5) :—2(2/5)2
fyy(2/5,2/5) = =3(2/5)

Possiamo quindi concludere che (2/5,2/5) ¢ un punto di massimo relativo. D’altra parte

H(a,0)=(8 2a2((1)—a)> H(O,b):(2b2(éb) 8)

e quindi detH (a,0) = detH(0,b) = 0. Tenendo conto che la funzione si annulla sugli assi
coordinati e che il suo segno si puo capire facilmente dalla figura:

possiamo concludere che i punti (a,0) con a > 1 sono punti di massimo relativo, mentre se
a < 1 sono punti di minimo relativo. Invece i punti del tipo (0,b) sono punti di massimo
relativo se b > 1 e di minimo telativo se b < 1. Infine i punti (1,0) e (0,1) sono punti sella.

// log (x2 + y2) dxdy
M

. Calcolare I'integrale doppio:

dove M = [0,1] x [0, 1].
Risulta

Integrando per parti, si ottiene

1 1
2
/ log(2? + y%) dy = y log(z? + 4?)] */ I
0 0



1 2 1
1
—log(1 +22) —2 1— =2 )V ay| =1og(1 +22) -2 2/7(1:
ol +o7) [/0 ( x2+y2> y] og(l o) —2+ o 1+ (/a2

=log(1+2?) —2+2x arctan(y/x)|(1) =log(1 + z?) — 2 + 2z arctan(1/x)

Infine, integrando sempre per parti:

1
// log(z? + 3?) dedy = —2 + / (log(1 + 2*) + 2w arctan(1/z)) da =
M 0

1 2
1 2z 1 1
= -2+ (zlog(l + 2?) +2? arctan(l/z))|0 7/0 L e +:c21 CymE (962)} dx =

1 2

™ X s ™ s

— 24log2+ L~ [ X _dr= 241082 7_(1_7):7 log 2—3
tlog 2ty /01+x2$ tlog sty 1) = gtee

. Calcolare il volume del solido:

M:{(“”yvz)ERSv x2+y2§2§4(1—\/x2Ty2>}

Posto p = y/22 + 42, le due superficie si intersecano se p? = 4(1 — p), ossia p> +4p—4 =10
e quindi p = pp = 2(v/2 — 1). Possiamo quindi concludere che

Ls(M) =//B [4(1— \/W)—(szryz)] dfvdy=27r/0p0(4p—4p2—p3)dp=

" - 87r(\/§— 1)2 lm]

4 1
:27T|:2p2_p3_p4:| 3
0

3 4




