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1 SUCCESSIONI E SERIE DI FUNZIONI

1.1 Successioni di funzioni: convergenza puntuale ed uniforme

Definizione 1.1 onvergenza puntuale
Sia fr, : A— R (dove ACR en e N) una successione di funzioni e f : A — R una data funzione,
diremo che la successione f, converge puntualmente alla funzione f (nell’insieme A) seV x € A risulta:

lim f,(z) = f(x)

n—oo
Usando la e-definizione di limite, si ottiene che Vz € A, V& >0
I ng, . tale che Vn>n, . risulta |fy(z) — f(z)] <e (1)

Da notare che nella definizione (1.1) di convergenza puntuale, indice n,, . oltre il quale vale la dis-
aguaglianza richiesta, dipende sia da € che dal punto x € A in cui si calcolano le funzioni e puo variare al
variare di z € A (pur mantenendo fisso €).

Definizione 1.2 Convergenza uniforme Diremo invece che la successione f, converge uniforme-
mente alla funzione [ sull’insieme A, se

Ve>0 In. tale che Yn>n. risulta |fo(z)— f(zx)|<e VzeA (2)

Da notare che nella definizione (1.2) di convergenza uniforme, l'indice n. oltre il quale vale la dis-
aguaglianza richiesta, dipende solo da ¢ ed & quindi lo stesso qualunque sia x € A.
Dalla (2) deriva pure subito che la successione f,, converge uniformemente ad f su A se e solo se, posto

oy = sup{|fn(z) — f(z)|, v € A} (3)
risulta
Sz, 0 =0 W



Ovviamente la convergenza uniforme implica la convergenza puntuale ( su di uno stesso insieme A),
mentre il viceversa in generale ¢ falso: ossia la convergenza di una successione di funzioni puo essere puntuale
ma non uniforme.

Un esempio interessante € la seguente successione

falz)=2" ze€ A=(0,1)

Per ogni z € (0,1) risulta
lim z" =0
n—oo
e quindi la successione f,, converge puntualmente alla funzione identicamente nulla in (0, 1) ( che indichiamo
con f ). Usando la e-definizione di limite, otteniamo che se 2 € (0,1) e e > 0
loge

|fu(z) — f(x)| =a" <e < n> log © =Ny e

D’altra parte la convergenza di f,, ad f non ¢ uniforme come si puo notare o osservando che

lim n, . = +oo
rx—1—

oppure osservando che, in questo caso:
o = sup{[fu(z) — f((2)], © € (0,1)} =sup{z", € (0,1)} =1 VneN

e pertanto la richiesta (4) non ¢ verificata.

Osserviamo infine che la definizione di convergenza uniforme puo essere scritta anche nel seguente modo:
Ve >0 dn, tale che

Vn>n. risulta f(z)—e< fulz) < f(z)+e Ve A

In altre parole V n > n. il grafico della funzione f,, deve essere compreso tra i grafici delle funzioni f — ¢ e
f + e, come viene visualizzato dalla seguente figura:

/\ graf e
graf f
SN————spraf f,

graf f-¢

Concludiamo il paragrafo con alcuni esempi.

1. Dire per quali valori di p € R converge uniformemente la successione:
fu(x) =nP 2™(1 —2?), z€]0,1]. (5)

Risulta
lim f,(z)=f(z) =0V z€[0,1]



Per vedere se la convergenza di f,, a zero & uniforme, dobbiamo calcolare il valore massimo di
|fn — f(@)] = fn(z). Risulta
i) =nP [na" ' (1-2%) =2z 2" =nP 2" ' (n— (n+2)z?)

n

La funzione f,, risulta pertanto crescente nell’intervallo [0, x,,], dove

n
Ty =
n—+2
Risulta quindi:
n \"? n
n =S n ) €10,1)} = P 1-
an =sw(fute), e o) = () (12 25)
Pertanto
0 sep<l1
lim o, =< 2/e sep=1

n— oo

400 sep>1

Allora la convergenza di f, a f é uniforme soltanto se p < 1.

. Dire per quali valori di p € R converge uniformemente la successione di funzioni:
2 2
fal@)=nPVze™* z€R, >0 (6)

Risulta
lim f,(z)=0, VpeR, Vx>0

D’altra parte, risulta:
1

)= (52

—2n? xﬁ) e T = (1—4n’2?) e

Risulta quindi che

1
f;l(x)>0<:>0<x<%

Ne possiamo concludere che

1 1 _
an =sup{fu(z), x>0} = f, <2n) =nP ﬁe 1/4

In conclusione

la convergenza di f,, a zero é uniforme <= lim o, =0<= p< 3
n—oo

. Studiare la convergenza uniforme della successione:
fal@)=vVn?+nzx+a?2—n, xR (7)

Razionalizzando, risulta:

2
lim f,(x)= lim nriw zfzf(x), Ve eR
n—00 n=oo\/n2 +nx+x2+n 2

D’altra parte, posto g,(x) = fn(x) — f(x), si ottiene:

n+2zx 1 n4+2x—vVn?2+nz+a?

/
) = - — =
9n(2) 2vn?2 +nx+x2 2 2vn2 +nx+ x2



Ne deriva quindi che
g (r) >0 n+2x>Vn?2+nx+ a2

Deve quindi essere n+2x > 0en? +4nx+42%2 >n?>+nx+a22ossian+2x>0ez(x+n)>0. La
funzione g, ¢ dunque crescente in (0, +00). Siccome

lim g,(x)= lim g,(x)=+o0

xr——+00 xTr——00

ne segue che la convergenza di f, ad f su tutto R non & uniforme. D’altra parte se a > 0, allora

Qp = Sup{gn(x)v T e [_aa a’]} = max{gn(_a)a gn(a)}

Pertanto la convergenza di f,, a f & uniforme in [—a, a].

1.2  Alcuni teoremi sulla convergenza uniforme
Enunciamo ora alcuni importanti teoremi relativi alla convergenza uniforme.

Teorema 1.1 Teorema sull’inversione dei limiti
Siano f, : A — R, ne€ N ed f : A — R funzioni assegnate ed xg un punto di accumulazione di A.
Supponiamo che:

i) fn converge uniformemente ad f su A,

ii) VYn € N esiste il limite:
lim f,(z) = L,.

T—rT0
Allora:
a) esiste il limite
lim L, =L,
n—roo

b) esiste il limite di f(x) per x — xo e risulta:

lim f(z)=L.

Tr—x0

Da notare che la tesi puo essere espressa in maniera piu diretta scrivendo:

lim ( lim fn(x)) = lim (lim fn(x)> (8)

n— 00 (w—)wo T—x9 \n—00

ossia i due limiti per n — oo e per x — xg si possono scambiare.
Dimostrazione. Per provare la parte a) della tesi, proviamo che la successione {L,, }nen € una succes-
sione di Cauchy. Dalla definizione (2) di convergenza uniforme, risulta che: ¥ ¢ > 0 3 n. tale che

Vn>ne si ha |folz)— f(z)|<e VzeA
Ne deriva quindi che se n,m > n.:
[fn(2) = fm(@)| < [fnl2) = f(@)] +[f(2) = fim(2)] <26 Vo e A
Facendo ora tendere z — xq, nella relazione precedente, si ottiene:

|Ly, — Ly | < 2¢



La successione { Ly, }nen € quindi una successione di Cauchy e pertanto esiste il

lim L, =1L

n—0o0

Per provare la parte b) della tesi osserviamo che fissato € > 0, possiamo scegliere m = m. € N tale che
[fm(z) — f(x)] <eVze A (9)
|L, — L] <e (10)
Siccome per l'ipotesi ii) fi,(x) = Ly, per x — x, possiamo infine scegliere 6 = d. > 0, tale che
|[fm(z) — L] <eVox e Acon 0 < |x—ux| <0 (11)
Dalle relazioni (9), (10) e (11), possiamo infine ottenere che se x € A e 0 < |z — x| < d:
[f (@) = LI < |f(z) = fm(@)[ + [fm(2) = Lin| + | L — L| < 3e

e quindi vale la tesi b). q.e.d.

Corollario 1.1 Teorema sulla continuita del limite
Supponiamo che f, : A— R, ne N ed f : A — R siano funzions tali che

i) fn converge uniformemente ad f su A,
it) Yn € N la funzione f, ¢é continua in A.

Allora anche la funzione limite f é continua in A.

Pertanto la convergenza uniforme preserva la proprieta delle funzioni di essere continue.
(Fare la dimostrazione per esercizio come corollario immediato del teorema 1.1.

Osservazione 1.1 Se la convergenza di f, ad f non é uniforme, allora il teorema precedente e il suo
corollario in generale non sono veri. Un esempio puo essere la sequente successione:

falz)=eT"% ze€ A=10,1]
Infatti risulta:

i £, =0 ={ § 7500

n—o0 sex =0
e quindi f non é continua in x = 0. Da notare che risulta:
li li =1
e (Liﬁ(ﬁ f"(x))

Teorema 1.2 Teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale
Supponiamo che f, :[a,b] = R ed f :[a,b] = R siano funzioni tali che

i) fn converge uniformemente ad f su [a,b],

ii) fn € continua in |a,b] ¥ n € N;



Allora si ha che . .
/ f(x)dz = lim [ f,(z)dx (12)

n—oo a
Si possono quindi scambiare i due simboli di integrale e di limite, infatti la formula precedente puo anche
essere scritta nel modo

/b ( lim fn(sc)) dx = nh_>rrgo b fn(x)dx

n—oo

La dimostrazione viene lasciata per esercizio.

Osservazione 1.2 Osserviamo che se la convergenza di f, ad f non é uniforme, il teorema di passaggio al
limite sotto il segno di integrale, in generale, non vale. Consideriamo infatti la successione

fulz) = nre ™ ge [0,1]

Risulta che
lim f,(z)=f(z)=0 Vzel0,1]

n—roo

D’altra parte
2
fl(x)=ne " (1—2na?)

n

Pertanto la funzione assume il suo valore massimo nell’intervallo [0, 1], nel punto x = \/% e risulta

1 n —1/2
anp = fo(—) =1/ e
Ne deriva quindi che

lim «, =+
n— oo

La convergenza di f, a f risulta quindi essere mon uniforme. Notiamo infine che risulta

21

1 —nx 1
| fawyde = -S| =Ja-e)
0 2 2
0
0ssia
. ! 1
B o =3

D’altra parte

/Olf(x)da:/olodx()

Pertanto in questo caso non vale la (12).

Osserviamo infine che e possibile enunciare un teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale
con ipotesi pitt deboli di quelle da noi considerate. Infatti 'ipotesi ii) puod essere sostituita dell’ipotesi: ii’)
fn € Riemann-integrabile su [a,b] Yn € M. Allora si pud provare che anche f ¢ Riemann-integrabile e vale
la (12).

( Riportiamo qui la dimostrazione di questo teorema pitt generale solo per completezza, ma non sara
richiesta all’esame).

Verifichiamo che la funzione limite f & Riemann-integrabile.

Ve > 0, sia s = s tale che |fs(x) — f(x)] < e ¥V z € [a,b]. Essendo la funzione f; Riemann-integrabile, esiste
una partizione P = {a = xg, 1, - ,xn = b} tale che

S(fs7P)—s(fs,P) <e



dove

N
S(fs; P) = ZM;S)(%‘ — i), s(fe, P) =Y m{ (@ —z;1)

j=1 j=1
con
M;S) =sup{fs(z), = € [z;_1, ;]}, m§.s) =inf{fs(z), = € [z;_1, z;]}

OraVz € [z;_1, x]
F(@) = f(2) = fol@) + folx) S MY e, flz) = f(2) — fola) + folz) 2 ml) —c.

Pertanto M; —m; < M;S) — mgs) + 2¢€ e quindi:

S(f,P) = s(f,P) <S5(fs, P) = s(fs, P) +2e(b—a) <e(1+2(b—a))

Pertanto f & Riemann-integrabile in [a, b].

Teorema 1.3 Teorema di passaggio al limite per le derivate
Supponiamo che fp :[a,b] = R, f :[a,b] > R e g : [a,b] = R siano funzioni tali che

i) fn converge uniformemente ad f su [a,b],
ii) fn € derivabile in [a,b] con derivata prima continua in [a,b] ¥ n € N,
iit) f! converge uniformemente ad g su [a, b
Allora la funzione f risulta derivabile in [a,b] e vale l'uguaglianza f'(z) = g(z) V x € [a, b].

Si possono quindi scambiare i simboli di limite e di derivata, infatti la relazione f’(x) = g(x) pud anche
essere scritta come

<lim fn)/(x): lim f () (13)

n—oo n—oo

Dimostrazione. Usando la formula fondamentale del calcolo integrale, possiamo scrivere Vx € [a, b]:

nm=h@+/UWMt (14)

Passando al limite in (14) per n — oo e ricordando il teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale,
si ottiene:

Siccome la funzione g € continua in [a, b] essendo il limite uniforme di una successione di funzioni continue,
dal teorema fondamentale del calcolo integrale si ricava che f/(z) = g(z) V& € [a, b]. q.e.d.

Osserviamo che nel teorema precedente, si suppone, oltre alla convergenza uniforme di f,, a f, anche la
convergenza uniforme di f; a g. Se questa seconda ipotesi non & verificata, il teorema in generale, non vale.
Consideriamo ad esempio la successione

fulw) = W;u% T € [-1,1]



Risulta Vo € [-1,1]
lim f,(2) = f(z) = Va? = ||

n—oo
1
\Ja2+ = — |z
n
otteniamo una funzione pari. Se z > 0 si ha :
1
ho(z) =122+ — —x
n

X

NEZES

Pertanto il massimo valore della funzione h,, nell’intervallo [—1,1] ¢ assunto nel punto = 0 e quindi

Inoltre la convergenza e uniforme. Infatti, posto

hn(x) =

e quindi

W (z) = —1<0 VYazelo1]

1

Allora f, converge ad f uniformemente. Osserviamo ora che

T

fi(x) = —— Vaze[-1,1]
VJar+ i
e quindi
1 sex € (0,1]
lim f/(z) =g(z) = 0 sex=0
n—oo

-1 sexz€[-1,0)

Essendo f! continua nell’intervallo [—1,1] e g discontinua nello stesso intervallo, per il teorema sulla conti-
nuita del limite, la convergenza di f/, a g non puo essere uniforme.
Il teorema non vale, in questo caso, in quanto la funzione limite f non e derivabile nel punto xy = 0.

Osserviamo infine che il teorema precedente sul passaggio al limite per le derivate puo essere dimostrato
senza l'ipotesi che le derivate prime f/, siano continue. In particoplare, vale il seguente teorema:

Teorema 1.4 Teorema di passaggio al limite per le derivate pit generale
Supponiamo che f, :[a,b] = R, [ :[a,b] = R e g : [a,b] = R siano funzioni tali che

i) esiste il

lim f,(a) €R,

n—r00
ii) Vn e N, f, € deriwabile in [a,b] ,
iit) fl converge uniformemente ad una funzione g su [a,b]
Allora
a) fn converge uniformemente in [a,b] ad una funzione f,
b) f € derivabile in [a,b] e f'(z) = g(x) Vz € [a, D]

Dimostrazione. (Dimostrazione inserita solo per completezza ma non richiesta per 1’esame)



a) Verifichiamo che Vz € [a,b], {fn(z)}, & una successione di Cauchy. Infatti Ve > 0, sia n. € R tale che
Vn, m > n.:
[fr(@) = fm(@)l <& Vo €lab], |fala) = fula)l <e
Allora:
|fu(@) = frm(@)] = [fu(2) — fala) + fu(a) — fm(a) + frm(a) — frm(2)] <

< [fu(a) = fm(@)| + [(fa(2) = fin(2)) = (fu(a) = fin(a))]

Pertanto, applicando il teorema di Lagrange alla funzione f,, — f,,, si ottiene che esiste un punto
¢ € [a, b] tale che:

(@) = fi(@)] < [ fn(a) = fm(a)] + |(£1(c) = fru(c))(b—a)| < e +e(b—a)

Da quest’ultima diseguaglianza si ottiene pure che la convergenza di f, al suo limite, che indichiamo
con f, & uniforme.

b) Consideriamo infine un punto zy € [a,b] e poniamo

onfe) = D ZLAR0) g g o) — i}

La successione o, converge uniformemente in A, infatti se z € A:

fn(x) - fn(mo) - fm(x) + fm(wo)

Tr — X

lon(z) — Jm(x)l =

e quindi, sempre per il teorema di Lagrange, esiste un punto c tra = e zq tale che |0, (z) — o (z)| =
| £l (¢) = f].(¢)|. Possiamo quindi concludere che Ve > 0, 3 n. tale che Vi, m > n., |on(x)—on(x)] <
e Va € A. Applicando infine il teorema sull’inversione dei limiti alle successione o,,, si ottiene

g(wo) = nh_)n;o I (zo) = lim <lim Un(x)> = lim <lim on(x)) =

n—oo \ T—xo T—2o \n—00

f(x) — f(zo)

T—rXTo Tr — X

= f'(xo)

q.e.d.

1.3 Serie di funzioni

Data una successione di funzioni f, : A — R, possiamo definire la serie di funzioni

Z fn(2) (15)
n=1

considerando, come nel caso delle serie numeriche, la nuova successione (di funzioni): s, : A — R, definita
da:

su(@) = fi(x) = filx)+ fa(2) + ...+ fulz) z€A
j=1

La successione {s,}necnr viene chiamata serie (di funzioni) o successione delle somme parziali della
serie (15).

Tutte le definizioni ed i teoremi, che avete visti per le serie numeriche, si possono estendere al caso di
serie di funzioni ( basta pensare ad z € A come ad un parametro fissato ).
In particolare, per esempio, diremo che:



i) la serie (15) converge puntualmente in A se converge puntualmente in A la successione di funzioni s,

ii) la serie (15) converge uniformemente in A se converge uniformemente in A la successione di funzioni

Sns

iii) la serie (15) converge assolutamente in A se converge in A la serie di funzioni:

> (@)l
n=1

In particolare i teoremi visti nel paragrafo precedente per le successioni di funzioni si possono enunciare
anche per le serie di funzioni. Abbiamo quindi:

a) Continuita della somma Supponiamo che f,, : A — Red s : A — R siano funzioni tali che

i) fn é continuain AVneN;
ii) la serie (15) converge uniformemente ad s su A.

Allora la funzione s & continua in A.
b) Integrazione per serie Supponiamo che f, :[a,b] = R ed s : [a,b] — R siano funzioni tali che

i) fn € continua in [a,b] V n € N ;
ii) la serie (15) converge uniformemente ad s su [a, b].

Allora si ha che , -
/ s(x)dx = Z/ fn(z)dx
a n=1"7a

Ossia si possono scambiare i due simboli di integrale e di serie, infatti la formula precedente puo anche
essere scritta nel modo seguente

b [ oo 0o b
/ (Z fn(ac)> dx:Z/ ful) do (16)
a n=1 n=1"va

¢) Teorema di derivazione per serie Supponiamo che f, : [a,b] > R, s : [a,b)] > Re g : [a,b] &> R
siano funzioni tali che

i) fn ¢ derivabile in [a,b] con derivata prima continua in [a,b] V n € N ;
ii) la serie (15) converge uniformemente ad s su [a,b] ;

iii) la serie delle derivate f/, converge uniformemente ad g su [a, b]

Allora la funzione s risulta derivabile in [a.b] e vale 'uguaglianza s'(z) = g(x) V z € [a, b].
In altre parole si possono scambiare i simboli di serie e di derivata, infatti la relazione s'(z) = g(z) pué
anche essere scritta nel modo seguente:

(Z fn> (@)=Y fn(@) (17)

n=1

Per le serie di funzioni si puo definire un ulteriore tipo di convergenza che viene chiamata convergenza
totale.

Definizione 1.3 Definizione di convergenza totale
Diremo che la serie di funzioni (15) converge totalmente sull’insieme A se, indicato con

B = sup{|fu(z)] ; = € A} (18)

risulta convergente la serie a termini positivi

> Bn
n=1

10



L’importanza della definizione precedente deriva dal seguente
Teorema 1.5 Se una serie di funzioni & totalmente convergente, allora & anche uniformemente convergente.

Dimostrazione. Poniamo:

n
=D fi e o=l o
J=1

RisutaVz € AeVn,meN, n<m
m m
|sa(2) = sm(@)| = | D fil@)|< Y Bi=om—on
j=n+1 Jj=n+1
Passando al limite per m — oo nella relazione precedente, si ottiene Vo € A en € N
sn(z) — s(@)| <o —on

Siccome o, — o, Ve > 0 In, tale che Vn > n. |s,(z) — s(z)| < e Vo € A. Pertanto la serie considerata
converge uniformemente. q.e.d.

Notiamo che il viceversa del teorema precedente non vale; ossia una serie di funzioni puo essere uniforme-
mente convergente senza essere totalmente convergente. Un esempio ¢ dato dalla successione f, : [0,1] —
R, n € N il cui grafico ¢ indicato in figura:

A

(L L)

2n’2n

_1 1 _1
2n+1 2n 2n—1

Analiticamente risulta:

1 1 1
falx)=(2n+1) (ac— 2n—|—1> sex € <2n—|—1’2n>

falz) = —(2n—1) (x_ 2n1_ 1) sex € (21n2n1_1>

fn(a:):OsemE[O,l]—( ! 1 )

2n4+1'2n—1
Posto .
sn(x) = ij(x) x €[0,1)
j=1
sen,m €N, n<m siha:
o) = 5@ = | 32 5i0)| < .

11



Pertanto la successione s,, converge uniformemente alla funzione

Zf] x € [0,1]

D’altra parte
1
Bn = sup |fu(z) ==

z€[0,1] 2n

e quindi la serie considerata non converge totalmente.

Consideriamo,per concludere, alcuni esempi.

a) Studiare la convergenza della serie di funzioni

o0

x
Z$4+3’I’L4 reR

n=1

Osservando che V x # 0
T =
zi43nt|  nd

_r
3+ 4

si ottiene, dal criterio del confronto, che la serie considerata converge assolutamente V z € R . D’altra
parte
ot +3nt — 423 3(n?+2?) (n? - 2?)

ful®) = (% +3n%2 (x4 + 3n4)?

Pertanto f, assume il suo valore massimo per x = n e risulta

n 1

Bn="raln) =77 =

n*+3nt 4n3

Allora la serie Y ° | 3, & convergente e quindi la serie di funzioni considerata é totalmente convergente
e quindi uniformemente convergente.

b) Studiare la convergenza della serie di funzioni

> ()

La serie considerata é una serie geometrica di ragione

r+1
r—1

q:

e quindi é convergente se e solo se |g| < 1, ossia se e solo se x € (—00,0). Usando la formula:
Sit=a iy
l—gq

si ottiene che:

Pertanto
sup{|s(z) — sn(z)|, © € (—00,0)} = +0

12



e la convergenza della serie di funzioni é solo puntuale e non uniforme nella semiretta (—oo,0). Da
notare infine che se a < b < 0, allora

1
sup{ s ', xe[a,b]}:k<1
x—1
e quindi
k/,'fL
— <
5(2) = sn(@)] < T

Ne deriva che la convergenza della serie di funzioni considerata & totale e quindi uniforme nell’intervallo
[a, b].

1.4 Serie di potenze
Tra le serie di funzioni hanno particolare interesse le serie di potenze.

Definizione 1.4 Serie di potenze
Una serie di funzioni si chiama una serie di potenze se la successione f, ¢ del tipo:

fn(x) = an (x — x0)"

1l punto zy e un punto fisso che viene chiamato il punto iniziale della serie di potenze e la successione di
numeri reali {a,} viene chiamata la successione dei coefficienti della serie di potenze.

Noi permetteremo inoltre che n possa assumere anche il valore n = 0 in modo che il primo termine della
serie sia la funzione costante
0
fo(x) = ap (x — )" = ag

Pertanto una serie di potenze é una serie di funzioni del tipo
oo
> an (@ = z0)" (19)
n=0

Indicheremo con X l’insieme dei numeri reali z in cui la serie di potenze converge, ossia in simboli
o0
X=<zeR ; E an, (x — x0)" converge (20)
n=0

L’insieme X viene chiamato insieme di convergenza della serie (19). Da notare che risulta sempre X # ()
in quanto almeno zy € X.

Definizione 1.5 Raggio di convergenza
1l raggio di convergenza di una serie di potenze e definito come

r=sup{|z —xzo| ; v € X} (21)

Da notare che pud essere r = 0 e allora la serie di potenze converge solo per x = xg ossia X = {xg};
oppure pud essere anche r = 400 e allora I'insieme di convergenza X non é superiormente o inferiormente
limitato.

Molto importante é il seguente:

Teorema 1.6 Proprieta del raggio di convergenza

Sia
o
Z an, (x — xo)"
n=0

una serie di potenze ed r sia il suo raggio di convergenza. Allora :
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i) sex € R e|x —xo| <7, la serie di potenze converge assolutamente in x,
ii) se x € R e |x — x| >, la serie di potenze non converge in x,

iii) se p € R € tale che 0 < p < r, la serie di potenze converge totalmente nell’intervallo chiuso [ro —
ps o + pl.

Dimostrazione. Sia z € R con |x — xo| < r. Dalla definizione (21) di raggio di convergenza e per la
seconda proprieta caratteristica dell’estremo superiore, esiste y € X con |z — xg| < |y — xo|. Siccome y € X,

la serie
oo
> an(y —x)"
n=0

converge. Pertanto si ha

nll)ngoan(y—xo) =0.

Possiamo quindi trovare un numero positivo k € R tale che

lan(y —20)"| <k VneN

Risulta allora:

n
T —x
|an(z = 20)"| = [an(y — x0)"| ol <kq
Yy—2o
dove abbiamo posto
r — X
q =
Yy—>To

Siccome ¢ € (0, 1), per il criterio del confronto, si ottiene che la serie

o0
> lan(z — z0)"|
n=0

¢ convergente. Abbiamo quindi provato la i). La ii) & immediata. Per ottenere la iii), osserviamo che posto
x =z + p, risulta |x — xg| = p < r e quindi per la parte i) la serie di potenze converge assolutamente in x e

quindi converge la serie:
oo o0
Z |lan(z — z0)"| = Z lan|p"
n=0 n=0

Basta infine osservare che

lan| p" = sup  an (x —20)"| = By
z€[zo—p,x0+p]

q.e.d.

Alcune importanti osservazioni sono le seguenti.

a) L’intervallo (zg — 7,29 + 7) viene chiamato l'intervallo di convergenza della serie di potenze. La
parte i) del teorema appena enunciato, afferma che la serie di potenze converge ( in veritd converge
assolutamente) se x € (g —r,xo + 1), mentre la parte ii) afferma che la serie di potenze non converge
se x & [vo — 1,20+ 7];

b) La parte iii) del teorema precedente afferma che la serie di potenze converge totalmente e quindi anche
uniformemente in ogni intervallo chiuso del tipo [z — p, zg + p|, qualunque sia p € (0,7);

c¢) Da notare anche che la serie di potenze, pur avendo la proprietd enunciata al punto iii) del teorema,
pué non convergere né uniformemente né totalmente in tutto 'intervallo (grande) (zo — 7, o + 7);

14



d) Da notare infine che gli estremi 20— e xo+r dell’'intervallo di convergenza sono esclusi sia dall’enunciato
i) che dall’enunciato ii) del teorema precedente. Infatti, come vedremo in seguito con alcuni esempi, il
comportamento di una serie di potenze in tali punti dipende dai singoli casi che si stanno considerando
e puo essere diverso in esempi diversi.

Uno strumento molto utile per calcolare il raggio di convergenza di una serie di potenze e il seguente0:

Teorema 1.7 Calcolo del raggio di convergenza

Sia
o0
n
g an (x — o)
n=0
una serie di potenze. Supponiamo che esista uno dei sequenti due limiti

lim {/|a,| =1L (22)

n—o0

oppure

lim (9l g (23)

n—0o  |ay|

( dove L pud essere un numero reale o anche +oo ). Allora il raggio di convergenza della serie di potenza
risulta essere uguale a :
% seLeR ,L#0
r=< 4oo seL=0 (24)
0 se L = 400

Dimostrazione. Basta applicare il criterio della radice o del rapporto per le serie numeriche, pensando ad
x come ad un parametro fissato diverso da xg. q.e.d.

Consideriamo per concludere alcuni esempi.

1. Trovare I'insieme di convergenza della serie di potenze:

o0
>
n!
n=0

La serie di potenze considerata viene chiamata la serie esponenziale ( vedremo in seguito perche).

Risulta :
Ap41 - n! o 1
an | (n+1)! n+1
Pertanto
lim |22 =
n—oo | Gp

Allora r = 400, la serie di potenze converge assolutamente quindi V z € R e converge totalmente in
ogni intervallo del tipo [—p, p] qualunque sia p > 0.

2. Trovare I'insieme di convergenza della serie di potenze:

n=1
In questo caso risulta:
Ap+1 n
Gnp, n+1
Pertanto
. An+1 .
i L~ im =
n—oo | Q n—oon + 1
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Allora il raggio di convergenza ¢ r = 1 e quindi la serie converge assolutamente per ogni x € (—1,1).

Ora se z = 1, la serie diventa 270;1% ed e quindi divergente, mentre se x = —1, la serie diventa
—1)" . . . . . . . . < . . .

fo:l ( n) e quindi, per il criterio di Leibniz, & convergente. Concludendo l'insieme di convergenza

della serie considerata ¢ X = [—1,1).

. Trovare I'insieme di convergenza della serie di potenze:

oo x"
>3
n=1
In questo caso risulta:
Ap+1 _ ’I’L2
an (n+1)2
Pertanto )
a n
lim | = lim =1
n—o00 A, n—o00 (n —+ 1)2

Allora il raggio di convergenza ¢ r = 1 e quindi la serie converge assolutamente per ogni x € (—1,1).

Ora se z = 1, la serie diventa Zzo:l n% ed & quindi convergente, mentre se z = —1, la serie diventa

—1)"™ . .. .
> ( n2) che risulta pure convergente ( anche assolutamente ). Concludendo Iinsieme di conver-

genza della serie considerata ¢ X = [—1,1].

. Trovare I'insieme di convergenza della serie di potenze:

In questo caso risulta:

Ap+41 3" + 1
an 3ntl 4]
Pertanto
lim |22 Z 9 i oL 2
n—00 | Ap n—oo 3n+1 +1 3

. . . N _ 3 . . . . 3 3
Allora il rag?{glo di convergenza & 7 = 5 e quindi la serie converge assolutamente per ogni x € (—3, 3).
Ora se x = 3, la serie diventa

o0 31’L
25
n=1

ed & quindi divergente ( perché il termine generale non tende a zero ), mentre se x = —%, la serie
diventa -
> G
3n+1
n=1

che risulta non convergente ( sempre perché il termine generale non tende a zero). Concludendo

I'insieme di convergenza della serie considerata e X = (—%, %)

. Trovare I'insieme di convergenza della serie di potenze:

n

;(n-i-l) log (n + 2)

In questo caso risulta:
Ap+1
Qn




Pertanto
(n+1) log(n+2)

Ap41 m
n—oo (n + 2) log (n + 3)

2%

lim

n—oo

Allora il raggio di convergenza ¢ r = 1 e quindi la serie converge assolutamente per ogni x € (—1,1).

Ora se z = 1, la serie diventa
oo

1
Z (n+1) log(n+2)

n=0

ed é quindi divergente, mentre se x = —1, la serie diventa

o0

(=D"
Z (n+1) log (n + 2)

n=0

che risulta convergente ( basta applicare il criterio di Leibnitz sulle serie a termini di segno alterno ).
Concludendo 'insieme di convergenza della serie considerata ¢ X = [—1,1).

1.5 Serie derivata e regolarita della somma di una serie di potenze

Data una serie di potenze
o0
n
E an (x — x0)
n=0

chiameremo serie derivata la serie

Z nay, (x —xo)" ! (25)

cioe la serie di potenze che si ottiene derivando termine a termine la serie di potenze iniziale. Vale il seguente
teorema:

Teorema 1.8 Una serie di potenze e la sua serie derivata hanno lo stesso raggio di convergenza.

Dimostrazione. Indichiamo rispettivamente con X e X’ ed r ed ' gli insiemi di convergenza e i raggi di
convergenza di una serie di potenze e della sua serie derivata e proviamo che deve essere sia r < r’ sia r’ < r.
Primo passo r < 7',

Ser =0¢&ovvioche 0 <7’. Ser >0, siax € X —{xg}. Verifichiamo che Vy € R con 0 < |y — z¢| < |z — 20|
risulta y € X', Infatti:

n

n Yy — o

n
| r — X

’n an(y — mo)"*1| =

— |\ T — X
|y_x0‘|n( 0)

Siccome z € X, possiamo trovare k > 0 tale che:
|an(z —xo)"| < k, Yn e N

e quindi posto
Yy— o
Tr — X

q:

risulta:
k

R N

Essendo ¢ € (0,1) la serie Zzo:l nq" ¢ convergente e quindi converge pure la serie di termine generale
|n an(y — xo)"*l‘. Ne deriva quindi, per definizione di raggio di convergenza che

ly — ol <7’ (26)

Siccome la (26) vale Vy € R con |y — zo| < |z — x¢|, si ottiene che vale pure |z — z¢| <’ e siccome x & un
generico punto di X — {x}, si ricava che r < 7’.
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Secondo passo ' <.
Se ' = 0 & ovvio che 0 < r. Se r' > 0, ragionando in maniera simile al passo primo, sia z € X’ — {z¢} e
verifichiamo che Vy € R con 0 < |y — o] < | — xo| risulta y € X. Infatti:

n—1

n
Yy— o

1
<K'y —xolq
X

lan(y — 20)"] < 1 |an(e — 20)"| Jy - ol \

Essendo ¢ € (0,1) la serie Zzozl q" ! & convergente e quindi converge pure la serie di termine generale
|an (y — x¢)™|. Ne deriva quindi, per definizione di raggio di convergenza che

ly — ol < (27)

Siccome la (27) vale Vy € R con |y — zo| < |x — xo|, si ottiene che vale pure |z — xo| < 7 e siccome z & un
generico punto di X’ — {x}, si ricava che ' < r. q.e.d.

Osserviamo ora che se una serie di potenze

o0
Z an, (x — xo)"
n=0

ha un raggio di convergenza r positivo, possiamo definire la funzione somma ponendo V x € (xg —r, 29 +7)

s(z) = Z ap, (x — xo)"
n=0

La funzione somma s risulta derivabile in ogni punto = € (xg — r,zo + r). Infatti, fissato un punto = €
(xo —r,xo+7) e scelto p con |z —xg| < p < r, in vista della convergenza totale nell'intervallo [zg — p, o + ]
sia della serie di potenze considerata che della sua serie derivata, applicando il teorema di derivazione per
serie, si ottiene che la somma s é derivabile in = e vale

§'(z) = Z nay, (x — )" "

Da notare ora che questo ragionamento pud essere ripetuto per ottenere le formule

oo

s'(x) = Z n(n—1)a,(r—1x9)" 2
n=2
" (x) = Z n(n—1)(n—2)a, (x —xo)" >
n=3

e, in generale, per ogni naturale h
o0
s (z) = Zn(n—l)(n—Z)...(n—h—l—l)an(x—xo)"_h
n=h

Osserviamo infine che, se nella formula precedente, poniamo x = x, otteniamo
s (x0) = hlayp
Possiamo quindi concludere tutte queste osservazioni enunciando il seguente:

Teorema 1.9 Se

oo
Z an (x — x0)"
n=0
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¢ una serie di potenze con raggio di convergenza r positivo, allora la funzione somma s : (vo—r,xo+7) > R
ha derivata di ogni ordine eV x € (xg —r,0 +7) eV h € N wale la formula:

s (z) = Z nn—1)(n-2)...(n —h+1)a, (x —x0)" " (28)

n=~h

In particolare
s (xo) = hlay (29)

1.6 Polinomio di Taylor e serie di Taylor

In questo paragrafo cercheremo di dare una risposta alla seguente domanda:

Data una funzione f : (zg — r,29 +r) — R , esiste una serie di potenze tale che
oo
f(x) = Zan(:v—xo)” Vee(xo—r,zo+r) ?
n=0

Ossia la funzione f si puo sviluppare in serie di potenze ?

Dal teorema finale del paragrafo precedente, risulta che condizione necessaria affinche tale serie di potenze
esista e che la funzione f abbia derivate di ogni ordine e che tra la funzione f ed i coefficienti {a,} della
serie di potenze valgano le relazioni
£ (o)

n!

VneN

Ay —

L’unica serie di potenze quindi che eventualmente risolve il problema ( di avere come somma la funzione f
) ¢ la seguente serie di potenze

% £(n) (4
> ey
n=0 :

Questa serie di potenze viene chiamata la serie di Taylor della funzione f e la somma finita corrispondente,
ossia

") (g |
sn(z) = Z ! j(l o) (z — 20)’
=0 7

viene chiamata il polinomio di Taylor di ordine n della funzione f.
La differenza f(z) — s,(x) viene chiamata resto di Taylor ed indicato col simbolo R, (x,zg), ossia

m ) (g |
Ry (x,m0) = f(z) — sn(z) = f(x) — Z fP (o) (x — x0)? (30)

1
=07

Noi studieremo il comportamento del resto di Taylor sia per x — xg che per n — oco. In tale studio sara
utile il seguente teorema:

Teorema 1.10 Sia f : (xg — 7,20 + 1) = R una data funzione. Allora:

i) se [ ¢& derivabilile n volte nell’intervallo (xg — r,xo + 1), allora:

R, (x,x
lim Zn(®:20) _ (31)
T—x0 (x - J;O)"
it) se [ ¢ deriwvabilile n + 1 volte nell’intervallo (xg — r,z0 + ) e la derivata (n + 1)-esima é continua in
(xo — ryxo + 1), allora il resto si pud esprimere mediante il sequente integrale :

Ry (z,x0) = (_nil!)n / x(t—:r)” FOFOt) dt (32)

Zo
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Dimostrazione. Dalla definizione (30), il resto e derivabile n volte in (xg — r, 2o + ) e risulta per h < n:
R (2, x0) = £ (2) Z f —1)...(j—h+1)(x—x0) "

In particolare
RMW (20, 20) =0 YheN, h<n

Ry (w,20) = - f | G =1 (= n+2)(z =zl T =

j=n—1
= V@) - f‘”‘”(wo) — £ @) (@ — a0)

Usando pertanto il teorema di De ’'Hospital, si ottiene:

(n—1)
lim Ru(@,20) _ lim Bn ‘(@ 20) _
=m0 (x —29)" w—wo nl(x— x0)
(n—1) _ f£(n—1)
-1 (i LS

T (x — x0)

_ f(")(x0)> =0

Per ottenere la (32), ragioniamo per induzione su n.
Per n = 1, si ottiene, integrando per parti:

Ra(am0) = £(2) = flan) = o) = 0) = | ") dt— fao) (@ — @) =

T x

(t—a) f"(t)dt — f'(xo)(x — z0) = f/ (t—x) f"(t)dt

0

= (t—ux) f’(t)liiio 7/1/,

Supponiamo ora che la formula (32) sia vera per un certo valore di n e verifichiamola per n+1. Risulta:

0

L) (o _ (n+1) (4
Roa,20) = () = 3 T (0 = ot = Rfo) — L0 (o

Usando infine l'ipotesi induttiva e una integrazione per parti, otteniamo:

_1\n T (n+1) T
Rn+1(l‘,$o) _ ( 1) / (t . x)n f(n+1)(t) dt — M (l‘ _ xo)n+1 =

n! 0 (n+1)!
—1\n —r n+1 t=x z
_( nl!) ((t n+)1 £ () L n—lk ] /mo (t — )t Fnt2) ) dt) 3
(n+1) _1\n+1 pz
_m (l’ _ xo)nJrl _ ((nl_il)' /xo (t _ :L,)’I’L“rl f(n+2) (t) dt

q.e.d.
Dalla formula (32) deriva il seguente importante:

Teorema 1.11 Condizione sufficiente di sviluppabilita in serie
Supponiamo che la funzione f : (xg — r,xo + 1) — R abbia derivate di ogni ordine e che esistano due
numert positivi M ed L tali

‘f(n)(ﬂt)‘SML" VneN e Vze(rg—rxo+T) (33)

allora la funzione f risulta sviluppabile in serie di Taylor nell’intervallo (xg — r,xo + 1) ossia

> ) (g
x):ZfT(!O)(:cixo)” V& (zo—720+7)
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Dimostrazione. Dalla (32) e dall’ipotesi (33), si ottiene:

1

| Ry (2, 20)| < CES]

MLn+1 ‘LE o l'()|n+1

Ne segue quindi che
lim R, (z,20) =0 Va € (xg—r,xo+7)

n— oo

q.e.d.

Osserviamo che una funzione pud essere derivabile infinite volte senza essere sviluppabile in serie di
Taylor. Consideriamo infatti la funzione definita da f(0) =0 e

f(z) = €T se x #0
Questa funzione é derivabile infinite volte e risulta:
f™0)=0 VneN

Ne deriva quindi che

2, )
Zf Om_oveer
= nl

mentre f(z) >0 V z # 0. Pertanto la funzione f non é la somma della sua serie di Taylor.
Verifichiamo, ad esempio, che risulta f/(0) = f”(0) = 0. Infatti:

1
— (0 -z
£(0) = tim LB =SO _ €
z—0 x z—=0 X
Ora, facendo la sostituzione % =y, si ottiene:
-5
e =
lim — lim ye ¥ = lim L =0
z—0t T y—>—+00 y——+oo eY
Analogamente si ottiene
-
e =
lim =0
x—0~ x
e quindi f/(0) = 0. D’altra parte, se x # 0:
-5
’ € =
r)=2
fw)y =2

Ragionando come prima si ottiene pure

17 . e «?
f7(0) = lim 2

x—0 x

0

Piti in generale, si pué facilmente dimostrare, ragionando per induzione, che per ogni n € N risulta:
(n) ~% 1
[ (z)=e2 Pyn | =] YV #0
x

dove Ps,(t) é un polinomio di grado 3n in ¢ e quindi la funzione f in zero ha derivata n—sima zero, qualunque
sian e N.
Concludiamo il paragrafo, scrivendo lo sviluppo in serie di Taylor di alcune funzioni elementari.
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1.7 Alcuni sviluppi in serie di Taylor

1.

La serie geometrica V z € (—1,1) abbiamo

1 oo
17;5:2)90" (34)

. Dalla serie geometrica, con semplici varianti, si ottengono i seguenti sviluppi in serie, sempre validi se
x e (-1,1)
1 oo
=Y (-)ra” (35)
14+ o
1 oo
n 2n
o= ()" (36)
l1+z n=0

Integrando per serie gli sviluppi (35) e (36) si ottengono i seguenti sviluppi in serie validi sempre per
x € (—1,1) relativi alle funzioni logaritmo ed arcotangente:

o anrl
log (1 = -1
og(1+2) = Y (~1)" (37)
n=0
0 2n+1
arctan x = nz::o(—l)” ;n 1 (38)
4. La serie esponenziale Per ogni x € R vale :
. e "
n=0
5. Le funzioni trigonometriche Risultano validi V € R i seguenti sviluppi in serie di Taylor :
oo .I‘Q n+1
sinx = )t 40
sin x nz:%( ) Gnt ) (40)
> p2n
S —1)" 41
cos ;)( ) @) (41)

6. Serie binomiale Se z € (—1,1) e « € R, vale il seguente sviluppo in serie di Taylor :

=3 () (12)

n=0

dove

(a ) _a(@-1D@-2)...(a-n+1)

n n!

Verifichiamo che vale lo sviluppo in serie (42), il meno immediato degli sviluppi in serie ottenuti sopra,
che non si puo ottenere dal teorema generale sugli sviluppi in serie in quanto le stime richieste sulle derivate

successive della funzione f(z) = (1 + z)

* non valgono. Infatti:

fM@E)y=a(@—1)(a=2)---(a—h+1)(1+z)*"

e quindi se h > «.

lim f™(2) = 400

rz——1t
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Osserviamo in primo luogo che la serie di potenze che sta a secondo membro della (42) ha raggio di
convergenza r = 1 ( verificarlo per esercizio ) e quindi, se poniamo:

s(m):g)( g ) " xe(-1,1)

otteniamo una funzione derivabile infinite volte in (—1,1). Se indichiamo infine con
g(x) = (1+2)"%s(x) ze(-1,1)
Risulta:
g(@)=1+2)"" A +2)s' (@) - as()]
D’altra parte, derivando per serie, si ottiene se x € (—1,1):
/ _ — « n—1 - @ n
(1+m)s(m)—z:ln<n>x +2:1n<n>x
e ponendo nelle due somme precedenti rispettivamente h =n — 1 e h = n si ottiene:
«a > @ @
/ _ h
1+z)s'(z) = ( 1 >+;[(h+1)< bl >—|—h ( h >] x

Osserviamo infine che:

« « ala—1)---(a—h ala—1)---(a—h+1
(h+1)(h+1)+h<h>:(h+1) : (h)+1)(! Dot /-

:a(a—l)..];!(a—h—i-l) o hih—a ( Z)

Ne possimo concludere che (1 + z) s'(z) = as(z) e quindi ¢'(z) =0 Vz € (—1,1). Pertanto g(z) = g(0) =
1 Yz e (—1,1) e vale la (42).

1.8 Alcuni esercizi in cui si usa il Polinomio di Taylor

1. Calcolare il seguente limite
) x —sinx
lim ———
z—0 r — arctanx

Usando la formula di Taylor, possiamo scrivere

3

x
sine =z — 3 + R3(z)
e —
arctanx =« — 3 + R3(z)
Si ottiene quindi
3
z—sinz - R3(x) _ - Li(ax)
r — arctan x % — Rs(x) % B E;(S:c)

e ricordando la prima proprietd del resto nella formula di Taylor, si ha che

. T —sinz 3 1
hm _—mm == = —
z—0 r — arctanx 6 2
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2. Calcolare il seguente limite

% — g Sinz

lim ———&—
z—0 1 —cosx
Ricordando le formule di Taylor
2
x
e’ :1+x+?+R2($)
R —
cosz =1-— 1 + Ry(z)
si ottiene )
ex_x_% B %.%‘Q—FRQ(.Z')— Rsafac)
= —
1 —cosx 7—RQ(x)
Pertanto .
L et —gp -2 Y
lim ———& = —
z—0 1 —cosx 3
3.

Determinare a € R ( se esiste ), tale che il seguente limite esista finito :

1—(az)? — sinz
lim 7 L
x—0 x

Usando la formula

11 .
(1+y)1/2:1+§y*§y2+1%2(y)

e la formula per il seno con un termine in piu, ossia

3 45
Slnx:x*g+a+R5(l’)
si ottiene :
i 1 1 ~ 2 4
1—(ax)2—smx :1—§a2x2—§a4x4+R2(a2x2)—1—|—x——x——
x

Deve quindi essere a? = % In tal caso il limite risulta

. 1—(ax)2—3i,% 1 1
Lo, p =\ 10

. Trovare lo sviluppo in serie di Taylor della funzione f(x) = arcsinx
x € (—1,1) . Osserviamo che risulta

, 1
re ==

e quindi dalla serie binomiale , ottengo

Integrando per serie si ottiene infine

f(z) = arcsinz = » < —7%1 ) 1 g2n+l

n=0
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Da notare che se n > 1 risulta:

< _i )(—1)” (=D (=3)(=5)...(~2n+1)

135...(2n—1)
2n

2n

Vale pertanto la seguente formula di Taylor per la funzione arcoseno

i T3 0 Ry
arcsinT = x — — X X
6 ' 20 °
1.9 Alcuni esercizi di ripasso

Studiare la convergenza uniforme della seguente successione di funzioni:

=n’z" (1-2') z€[0,1]
Risulta :

nhHH;O fa(x)=0 Yz €]0,1]

Per vedere se la convergenza a zero é uniforme, dobbiamo trovare il massimo valore di f, in [0, 1].
Risulta:

fi(x) =n?[nz""" (1—2") — 42" 2?]

2, n—1
Il punto di massimo é quindi z,,

=n‘z (n— (n+4)z*)

N . . .
V/ 7z ¢ il valore massimo di fn é dato da

n/4 —n/4 2
B o n _n - 4 4n
o = fulem) =n <n+4> (1 n+4><1+ >

n n+4
Ne deriva quindi che

lim o, = +o0o
n— oo

Allora la convergenza di f,, a zero non é uniforme.

Studiare la convergenza della serie di funzioni

2
n
Z P z € [0,+00)

n=1

Usando il criterio del confronto, si ottiene se x > 0

nax? 1 x2
n3 + 503 nZ 1 4 %z

La serie si comporta quindi come la serie
oo
>
2
n
n=1
pertanto risulta convergente V x € [0, +00). Per vericare se la convergenza é totale, indichiamo con
2

fn($> = o

n3 + a3
e osserviamo che:

2nz(n® +23) —na?322  2ntz—nat
fulz) = =

B (n3 4 3)2

nx(2n3 — 23)

(n3 +a3)2 (n3 +a3)?2

25



Ne possiamo concludere che la funzione f, assume il suo massimo valore nell’intervallo [0, +00) nel
punto x =n /2 e tale valore massimo vale

w1 _ YA

VD) = s =

Ne deriva quindi che la convergenza non é totale su [0, +00). Notiamo peré che se z € [0,b] dove b é
un qualunque numero positivo , allora se n é sufficientemente grande il modo che la funzione f, sia
crescente nell’intervallo [0, b] allora il valore massimo di f,, viene assunto in x = b e risulta

n b2
fn(b) = B

e quindi la convergenza risulta totale ( e quindi uniforme ) su [0,d] .

. Trovare I'insieme di convergenza della serie di potenze

o0 27l
712::1 nlog(n+1)

Essendo | )
lim 9L gy g " st )

=2
n—oo n—oo  n+1 log(n+2)

il raggio di convergenza della serie di potenze considerata é r = % Inoltre se z = %, la serie diventa

[ee]

> et
= nlog(n+1)
che risulta essere divergente. Infine se x = —% la serie diventa
= nlog(n+1)
che risulta convergente per il criterio di convergenza per le serie a termini di segno alterno.

. Trovare I'insieme di convergenza delle serie di potenze

oo n+
log (n+1) Z

= n=1

Mg

TL

o
2”+5” Z::\/n—kllog(n—i—l)

In ogni caso, indichiamo con a,, i coefﬁmentl delle serie di potenze che considereremo. Per la prima
serie, risulta quindi:

n

i)

HMS |

im P i 2" log (n+1)

1 log(n+1) 1
- =" lim ———= =
n—oo  ay n—oo 2"t log (n4+2) 2n—ooolog(n+2) 2

il raggio di convergenza della serie i) é quindi r» = 2. Inoltre se x = 2, la serie diventa

- 1
;::1 log (n+1)

che diverge essendo
1 1

log (n+1) ~ n+1
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Infine se z = —2 la serie diventa

o0

> s

“— log(n+1)
che risulta convergente per il criterio di convergenza per le serie a termini di segno alterno. L’insieme
di convergenza della serie i) é quindi [—2, 2).
Per la seconda serie, si ha:

Ap+41 . n-+2 n! . n+2

li 1 fm — 2 = lim — =0
ngrgo an, nlﬁn;o m+1)!n+1 nggo (n+1)2

Pertanto r = 400 e la serie ii) converge V = € R.
Per la terza serie, si ha:

N LR L ()" +1 _1
lim = lim gnil gl :g i S :g
Pertanto » = 5. Inoltre se x = 5 e £ = —5 si ottengono rispettivamente le due serie

i 5N . i (_1)n5n

n=1 n=1
e nessuna di queste due serie converge perché il termine generale non tende a zero. L’insieme di
convergenza della serie iii) é quindi (-5, 5).
Infine per la quarta serie, risulta quindi:

i 2ot . Vn+1llog(n+1)

= lim
n—oo @,  n—oo/n+2log(n+2)

e il raggio di convergenza della serie iv) é quindi r = 1. Inoltre se = 1, la serie diventa

>
‘= vVn+1log(n+1)

che diverge. Infine se x = —1 la serie diventa

3 (=D"
; vVn+1log(n+1)

che risulta convergente per il criterio di convergenza per le serie a termini di segno alterno. L’insieme
di convergenza della serie vi) é quindi [—1,1).

. Calcolare i seguenti limiti:

o z—tanz . log(1+a?) —log® (1 + x)
i) lim ——— 4i) lim
z—0 3

Per calcolare il primo limite, usiamo i polinomi di Taylor:

23

tanx = x + 3 + Rs(x)
22

cosz =1-— 5 + Ry(z)

Si ottiene allora:
T —tanz —% 2% — Ry(x)

z(l—cosz) g (””—22 — Ry(x))
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Pertanto
. r —tanx 2
Im —m—— = ——
z—0 x (1 — cosx) 3

Per calcolare il secondo limite, usiamo il polinomio di Taylor:
2
log(l+z)=1z— 5 + Ry(x)

Si ottiene allora:

4 2 2
log (1 +2%) — log? (1 +x) = 2% — % + Ro(z?) — <x - % + Rg(x)> =

4 4
ﬁg+&w>(ﬁ+2+ﬁmﬁ+M&wﬁ&@O

3
= a® — Za' + Ry(a®) — R3(z) — 2 Ry(w) + 2 Ra(a)
Pertanto
_log (1+2?) —log® (1 + )
im =1
x—0 (ES

. Scrivere il polinomio di Taylor di ordine quattro della funzione
f(CE) _ esinz
Risulta
fl(x) =e™" cosz , f’(z) =e™" (cos’z —sinz)
f"(x) = ™" (cos® z — sinz cosz — 2 sinx cosx — cosx) =
sin @ ( 3

=e cos x—SSinxcosx—cosx)

W () = esn® (cos*z — 3 sinz cos® — cos® z — 3 sinz cos® z — 3 cos® z+

3sin’z +sinz) = e ” (cos’ z — 6 sinz cos® z — 4 cos® z + 3 sin’ z + sin z)
Possiamo quindi scrivere
; z2 ozt
e =142+ — — — 4 Ry(x)
2 8
. Studiare il comportamento della successione di funzioni:
3
nIr
T)=—F—— z>0
fn( ) 1’4 + ’I’L2 ’ et

Ovviamente la successione ha limite puntuale zero V & > 0. Per vedere se la convergenza a zero é
uniforme, dobbiamo trovare il valore massimo di f,. Si ottiene:

327 (z* +n?) —2342® B 2% (3n? — a*)

(x4 +n2)® B (24 +n2)”

fa(z)=n
Pertanto il punto di massimo é x,, = V3 v/n. Come valore massimo otteniamo allora

_(3)3/4
3n24+n2 4 vin

o, = n (Sn )

Pertanto

lim «, = +o0
n—oo

e la convergenza di f, a zero non é uniforme.
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1.10 Serie di Fourier
Definizione 1.6 Serie di Fourier Viene chiamata serie di Fourier (o serie trigonometrica ) una serie
di funzioni del tipo
o0
ao .
5 —i—;(an cosnx + by sinnz)

Consideremo anche in questo caso, in analogia con quanto fatto per le serie di potenze, il problema della
sviluppabilitd in serie ( di Fourier ) di una data funzione, ossia il seguente problema: ” Data una funzione
f:+ R — R, esiste una serie di Fourier tale che

oo
T :@+ a, cosnx + b, sinnx) VzeR 77
2
n=1

Osserviamo in primo luogo che, siccome le funzioni che intervengono nella definizione di serie di Fourier sono
funzioni periodiche ( di periodo 27), la funzione f deve essere anch’essa periodica di periodo 27, ossia

flz)=f(x+27) VzeR

Notiamo che, anche per le serie di Fourier, esiste una relazione tra la funzione f, somma della serie, e i
coefficienti {a, } e {b,} della serie di Fourier. Infatti supponiamo che valga 'uguaglianza

ap > .
flz) = Y + Z(an cosnz + b, sinnz) VzeR

n=1

e che la serie di Fourier a secondo membro converga uniformemente in modo che sia possibile integrare per
serie. Risulta allora integrando nell’intervallo (—, 7):

flx)de =mag
(Abbiamo usato il fatto che

/ cosnxdm:/ simnnzder=0 VneN )
Ossia -
ap = — f(z)dx

™ J_x

D’altra parte, se moltiplichiamo entrambi i membri della uguaglianza
a o0
flz) =2+ Z (an cosnx + by, sinnz)
2
n=1
per coshz ( h € N numero fissato ) e integriamo per serie sull’intervallo (—m, 7), otteniamo :
™ a s
f(z) coshxdx:;o cos hx dz+
—T

—T

s
sinnx coshx dw)

—T

+Z(an/ cosnx cosh:vdm—f—bn/
n=1 -7

Usando ora la formula 1
cosnz coshx = 5 [cos (n + h)x + cos (n — h) x]

/cosnxcoshxdx:{o sen 7 h (43)

si ottiene subito che:

T sen=~h

—T
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Usando invece la formula:
1
sinnx coshx = 3 [sin (n + h) 2 + sin (n — h) 2]

si ottiene invece che .
/ sinnx coshzxder =0 Vn, he N (44)

— T
Ne deriva quindi che:

f(x) coshxdr =may,

—T
ossia

ap = — f(x) coshxdx
T™J—x

Con un ragionamento simile, moltiplicando 1'uguaglianza
a o0
7)== + an cosnx + b, sinnx
2
n=1

per sin h z e integrando per serie e ricordando che:

/ sinnxsinhxdzz{o sen 7 h (45)

T sen=h

—T

si ottiene

b, =— f(z) sinhzdz
71'

—T

Le due successioni {ay} e {by} cosi ottenute, ossia:

ag = % 3 f(z)dx (46)
ap = % ’ f(z) coshxdx (47)
by, = % ! f(z) sinhxdz (48)

—T

vengono chiamati i coefficienti di Fourier della funzione f.

Ne deriva quindi che 'unica serie di Fourier che eventualmente ha la funzione f come somma é la serie
di Fourier i cui coefficienti sono i coefficienti di Fourier di f. Tale serie viene chiamata la serie di Fourier
della funzione f.

Per studiare il problema della sviluppabilita in serie di Fourier di una funzione periodica (di periodo 2 ),
avremo bisogno di alcuni risultati preliminari, che ora esporremo.

Cominciamo col seguente:

Teorema 1.12 (Diseguaglianza di Bessel) Sia f : [—m,7] — R una funzione Riemann—integrabile
nell’intervallo [—m,m| e siano {a,} e {bn} i coefficienti di Fourier di f, allora vale la disuguaglianza, nota
col nome di diseguaglianza di Bessel:

—T

2 > T
NS (@) <= [ g
5 + 2 (a2 +02) < - [ (x)dx (49)
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Una conseguenza importante della diseguaglianza di Bessel ¢ che, essendo il secondo membro della (49)
finito, ne deriva che la serie dei quadrati dei coefficienti di Fourier di f é convergente e quindi risulta che

lim a, = lim b, =0 (50)
n—oo n—oo
ossia , in modo esplicito ,
lim f(z)cosnzdr = lim f(z)sinnzdx =0 (51)
n—oo J_ n—oo J_

Dimostrazione. Indichiamo con

sn(x) = % + Zah coshx + by, sinhx

e osserviamo che risulta
F (@) =2 f(x) sn(@) + s (z) = (f(z) = sa(x))* 2 0

Integrando sull’intervallo [—, 7], ottengo allora:

s

2 ﬂf(x)sn(x)dx—/ s2(z)dx < 7Tfz(av)dav

—T —T —T

Osserviamo ora che:
f(x)sn(x) = % flz)+ Z [an f(x) coshx + by, f(x) sinhx]
h=1

e quindi

[ V)

/71' f(l') sn(m)d (C;) +hz::1 a“h -|—b2 )

—T

D’altra parte

s2(z) = <a20+2ah coshz + by, sinhx) <a20+2ak coskx + by sinka:) =

h=1 k=1

= — +ag Z(ah coshx + by, sinhx)+
h=1

+ Z (ap, coshx + by, sinhx) (a coskx + by sinkx)
hok=1

e quindi integrando e ricordando le relazioni (43), (44) e (45), si ottiene:

"2 ap ~ 5

» si(x)de=m 35 + Z(ah +b3)

h=1
Risulta quindi
a2 n T
™ (; +3 0+ bi)) <[ P
h=1

e la disuguaglianza di Bessel si ottiene per n tendente all’infinito. q.e.d.

Avremo bisogno anche della seguente:
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Teorema 1.13 ( Identitd trigonometrica) Vx € R e Vn € N, vale l'equaglianza:

2 sin (g) (; +é cos kx) — sin Kn + ;) :r} (52)

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione su n € N, ricordando che Vo, 8 € R vale:
sin(a + B) + sin(a — ) = 2 sin(«) cos(f)

Sen =1 si ha:

e quindi la (52) vale.
Supponiamo ora che 'identita valga per un certo numero naturale n. Ottengo:

= 2 sin (%) (; —&—i cos km) + 2 sin (g) cos(n+1)x =

k=1

— sin [(n—i—;) w} +2sin (g) cos(n + 1)z =

caffor ) el (vr1+3) ] [ (n+2) (o014

q.e.d.

Siamo ora in grado di enunciare il teorema di sviluppabilita in serie di Fourier di una funzione periodica.
Cominciamo col dare la definizione di funzione regolare a tratti nell'intervallo [—, 7].

Definizione 1.7 (Funzione regolare a tratti) Diremo che una funzione f : [—m, 7] — R ¢é regolare a
tratti se esiste un numero finito di punti

ag=-—"n1<a1<ax<...<QQ,=T

tali che in ogni intervallo aperto (a;—1,a;) i =1,2,...,n la funzione [ ha derivata prima continua ed inoltre
si suppone che esistano finiti i limiti

hm f($):f(al+) ’ hm f/(‘r):f/(ai+)7 vj:oala"'anf]-

z—a; z—a)
lim f/(l') :f/(a’b_) ) lim f(il') :f(al_)7 Vi = L,2,...,n
T—a; T—a;

Vale il seguente:

Teorema 1.14 Teorema di sviluppabilita in serie di Fourier Sia f : R — R una funzione periodica
di periodo 2 7. Supponiamo inoltre che f sia regolare a tratti nell’intervallo [—m, 7| ed indichiamo con

s(2) = = ( lim f(z+h)+ lim fa+ h)) = S(f@) + Fa)) (53)

2 \ h—0+

Allora
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i) la serie di Fourier di f converge puntualmente ¥V x € R e risulta

s(z) = % + Z (ancosnx + b, sinnx) (54)
n=1

it) se f & continua, allora s(x) = f(x) e la convergenza della serie di Fourier a secondo membro di (54)
e uniforme su tutto R .

Dimostrazione. Parte i) Ricordando I’espressione analitica dei coefficienti di Fourier di una funzione
(vedi (46), (47) e (48) ), si ottiene:

a - .
Sn(x) = ?O + E (ay cos kx + by sin kx) =
k=1
1/ﬂf(t)1+§n( kt cos kx + sin kt sin kx)| dt
i - in k¢ sin =
= PP cos kt cos kx +s sin kx

—2 [ 5w

E, usando la sostituzione ¢t — x = s, si ottiene:

1 n
3 + kz:lcos k(t — x)] dt

1 n
5 + ;cos ks] ds

Usiamo ora il seguente semplice risultato la cui verifica viene lasciata per esercizio: se ¢ : R — R é una
funzione periodica e regolare a tratti in [—, 7], allora Va € R:

[ 7: g(t)dt = [ 7; g(t)dt

ossia l'integrale di g € lo stesso su ogni intervallo di lunghezza 2 7. Posso scrivere pertanto:

1 n
3 + kz_:l cos k‘s] ds

@) =2 [ g

—T—x

sn(z) = % i flz+s)

—1T

Osservando infine che:

jR— 1
5—}—;(305 ks] ds=§

SR I R 1 ["
f/ ,_~_E cos ks dSZ*/
) _ |2 T Jo
k=1
Ed usando l'identita trigonometrica, ottengo:

0 sin (n s
L[ s - e U g

—T

. gy S 1/2)s
+7/0 [f(z+s) = fla+)] 2 sin(s/2) !

Infine, se poniamo:
flz+s) - fla-)
2 sin(s/2)
flz+s) = flat)
2 sin(s/2)

G(z,s) = se s € (—m,0)

G(z,s) = se s€ (0,m)
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possiamo esprimere la differenza s,, — s come:

1 (" 1

sn(z) —s(x) = = G(z, s) sin (n + 2) sds =

1 [7 S\ . 1 /" . (S

== G(z,s) cos (§> sin nsds + = /_Tr G(z, s) sin (5) cos nsds = A,, + B,

™

—T

Essendo f una funzione regolare a tratti, si ha che la funzione G(z, -) é continua a tratti in (—m, ) e limitata.
Infatti risulta, per esempio:

lim G(z,s) = lim flats) = flat) = lim f(x+s)=f'(z+)€ER

s—0F 50+ 2 sin (£) 50+
Possiamo in conclusione applicare la relazione (51) e ottenere:

lim s,(x) —s(x) = lim (A4, +B,)=0VzeR
n— 00 n—0o00
Parte ii) Se f é continua, risulta s(z) = f(z) Vo € R. Inoltre, indicando con «,, B, rispettivamente

i coefficienti di Fourier di f’ e osservando che, essendo f continua, si pud integrare per parti, si ottiene
YneN n>1:

ap, = E/Tr f(x) cos nxdx = 1 [sinnnx flx)

T J)_x s

’ —E/Tr f(x) sinnmdx] =

Analogamente si ottiene pure:
1
bp=—a, YVEN n>1
n

Possiamo quindi concludere, usando la diseguaglianza:

—

lab| < 3 (a® +b°)
valida Va,b € R, che

1 1 2
n bn:* n nl) < = 2 2 -
oal 4ol = £ laal 4 1601) < 5 (02462 + 5

Per la diseguaglianza di Bessel, applicata alla funzione f’, possiamo pertanto concludere che la serie

Z |an| + |bn)

é convergente e questo implica che la serie di Fourier di f é totalmente convergente e quindi anche uniforme-
mente convergente. q.e.d.

1.11 Esempi di serie di Fourier

Negli esempi che consideremo in seguito, nella maggior parte dei casi, definiremo esplicitamente la fun-
zione f solo nell’intervallo [—7,7) ed useremo la notazione f* per indicare I'etensione di f ottenuta per
periodicita: ossia ff : R — R ¢ l'unica funzione definita su tutto R, periodica di periodo 27 tale che

fH@) = f(z) Vo € [r,m).

Un’osservazione utile prima di considerare i casi numerici, € la seguente:
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Osservazione 1.3 Osservazione importante Se f : [1,7] — R & una funzione dispari , cio€ se f(—x) =
—f(x), alloraag =a, =0 ¥Yn>1e

2 s
bn:f/ f(z) sinnaxde
T Jo

Verifichiamo per esempio la proprietd per a, quando n > 1. Per la proprieta additiva dell’integrale, risulta:

Qy, = 1 ( ’ f(x) cosn:valac—f—/7r flx) cosnmdx)
0

m -7

Ora, usando la sostituzione x = —t nel primo integrale, si ottiene:

0 0 ™
dv=— [ f(- —nt)dt = — d
_ﬂf(x) cosnxdx /7r f(=t) cos(—nt)dt /0 f(t) cosntdt

Analogamente si pud verificare che se f & pari, ossia se f(z) = f(—z), allorab, =0 Yn>1e

ao:%/() flx)dzx
ap, = i/oﬂ f(x) cosnzdx

1 sexe(0,n)
flx) = 0 sex=0,—7

T
-1 sex € (—m0)

La funzione considerata é dispari e quindi basta calcolare i coefficienti {b, }. Risulta
2 (7 2 (7
bn:f/ flx) sinnxdmzf/ sinnxdr =
T Jo T Jo

2 7T 2
(_cosnﬂc ) =—(1—cosnm)
0 n

™ n

Essendo cosnm = (—1)", si ottiene
2 gen é dispari
m™n
b, =
0 se n é pari

Otteniamo quindi il seguente sviluppo in serie di Fourier

fHa+) + fHx—) 4isin(2n+1)x

s(z) = 2 T r on+ 1

n=0
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Da notare che dalla relazione precedente, per x = 7, osservando che f(5) =1 e che

sin [(Qn—i— 1) g} =sinnw cosg +sing cosnm = (—1)"

si ottiene

z:: n+1

2. Sia f(z) = |z| « € [-m, 7] In questo caso la funzione é pari, pertanto basta calcolare i coefficienti {ay, }.

Si ottiene : )
2 [T 2 [T 2
aozf/ f(m)dx:aozf/ cde=22 —¢
T Jo T Jo T 2

2 (" 2 (7
:f/ f(x) cosnxdx:an:f/ r cosnxdr =
T Jo T Jo

T 1/“, } 2 cosn x|~
- — sinnxdr| = —— [—
0

2
} =5 (1 —cosnm)
n lol ™ n

s

2 | sinnzx
n

Ne segue quindi che

—n§ se n é dispari

0 se n é pari
ap =
s

Si ottiene quindi il seguente sviluppo
" ™ 4 cos(2n+1)
fla Z (2n+1)2
Da notare che la serie a secondo membro é totalmente convergente su tutto R e quindi anche uniforme-
mente convergente.

3. Sia f(x) =2 z € [—m,m).
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La funzione é dispari e quindi

2 [T 2 (7
:f/ f(z) sinnmdx:f/ x sinnxdr =
™ Jo T Jo

T 1 /" ] 2 { (—H)™ 1 sinnz|”
x| + — cosnxdr| = — |—m + —
o nJy T n non |

| =2

n

2 [ coSN T

™ n

Si ottiene quindi il seguente sviluppo in serie

Da notare che se x = 7 , s(w) = 0 mentre f(7) = 7.

4. Sia f(z) = 2% z € [-m, 7.

Si ha

2 (7 2 2
aozf/xd:v—fﬂ-— —n?
™3

T

2 9 2 [sinnz ,|"

Ay = — < cosnrdr = — T
m™Jo ™

4 [ cosnx

nTm n

Lo sviluppo in serie é

cosnx

Fi(a) = éwuz =
n=1

Osserviamo infine che per = 0 , otteniamo la formula

e

n=1

n+1

Concludiamo il paragrafo sulle serie di Fourier con le seguenti osservazioni:
i) Se f é una funzione periodica di periodo 27 e regolare a tratti allora Va € R:
T a+2m
fod= [ f@)d
—T a
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ii)

Infatti dalla proprietd additiva dell’integrale, si ottiene:
T a a+2m T
fo= [ f@dos [ fedes [ fde
—T —7 a a+2m
Ora facendo la sostituzione y = x — 27 nell’ultimo integrale, si ottiene:

/ﬂ f@yde= [ fyremdy=— [ f(e)de

+27 a —T

Se f é una funzione periodica regolare a tratti, allora ala serie di Fourier di f converge uniformemente
in ogni intervallo [a,b] in cui f é continua.

Riportiamo qui la dimostrazione per completezza ( Non verrd esposta a lezione né chiesta all’esame)
Consideriamo in primo luogo la funzione considerata nell’esempio 3): cioé la funzione g* che prol-
unga con periodicitd 27 la funzione g(z) = =, = € [, 7). Abbiamo visto che risulta

n+1

Z sin (n x) (55)

Verifichiamo ora che la convergenza della serie di Fourier (55) é uniforme in ogni intervallo del tipo
[—a,al], con a € (0, 7). Infatti se m > n:

m —_1)k+1

Sm(x) — sp(x) = Z % sin (k x)

k=n+1

e, moltiplicando per cos(z/2) ed usando la formula 2 sin « cos § = sin(a + ) + sin(a — 3), si ottiene:

m _1\k+1 m 1\k+1
[$m(x) — sn(x)] cos(z/2) = Z % sin[(k+1/2) z] + Z % sin [(k — 1/2) z]
k=n-+1 k=n-+1

Sostiuendo infine A = k nella prima somma e h = k& — 1 nella seconda somma, si ottiene :

(=1t m— 1 1)h+2
[$m(x) — 8p(x)] cos(z/2) = Z % sin[(h+1/2)x] + h sin[(h+1/2)z] =
h=n+1 h=n
(_1 m—+1 (_1)n+2 m— h+1

:Tsin[(m—i—l/Q)x]—i— sin[(n+1/2)x Z sin[(h+1/2):1:]

n+1

Ne deriva quindi che, se z € [—a, a], vale la stima:

11 R 1
cos(a/2) [sm(z) = sn(z)] < — + n+1 + Z h(h+1)

m
h=n+1

Ne deriva quindi che la serie (55) converge uniformemente in [—a, a).

Osserviamo infine che se zy € (—m,7), la funzione ¢g*(x + 7™ — z) nel punto xy ha un salto che é
dato da:

6= lim ¢*(x+m—x0) — lim ¢*(z+7m—x) = —27
Supponiamo infine, per semplicitd che la funzione regolare a tratti che consideriamo sia discontinua
solo nei punti del tipo zo +2k7, k € Z, con 2y € (—m,m) e che in zg il suo salto sia §. Allora la
funzione

F(z) = f(z) + 5=gt(e -+ 7~ 20)

38



é continua nel punto xq ( verificarlo per esercizio). Pertanto la serie di Fourier di F' converge uniforme-
mente su tutto R e quindi la serie di Fourier di f converge uniformemente in ogni intervallo in cui
converge uniformemente la serie di Fourier di g*(x 4+ 7 — x0).

ii)

Supponiamo che f : R — R sia una funzione regolare a tratti ma periodica di periodo T, ossia che
f(z) = f(z+T) Vo € R. Allora la funzione:

o) =1 (327)

é regolare a tratti e periodica di periodo 27, infatti:

g(x+27r):f<21;(x+27r)> :f<21;x+T> :f<21;rx> = g(z)

Pertanto ¢ si sviluppa in serie di Fourier. Da notare che, usando la sostituzione:

_ T
s=5 -
si ottiene: s

1 (7 1 (7 2
ag 7T/_ﬂg(ff)flf 7T/_Trf<2 ):v T/T

1 ™ T/2 2
an:f/ ()cosnxdx——/ (nﬂ> s

T J_x T/2 T

T/2

ﬂ\S’

bn:l/ ()Smn:vd:c——/ sm(n
™ —T

Otteniamo pertanto per la f il seguente sviluppo in serie di Fourier:

M Wn8)+bn Sin(ZﬂTns)

5 = +Zancos(

T/2

1.12 Alcuni esercizi di ripasso

1. Trovare la somma della serie di potenze:

n
s(x):Z x”
— n+1

Come si puo verificare facilmente, la serie considerata ha raggio di convergenza r =
funzione s é definita nell’intervallo (—1,1). Moltiplicando per x e derivando, si ottiene:

o0 n / o0 oo
n=1 n=1 n=1
/
n 1y T
€T =X =
1-z)  (1-2)p2

z t
2ot0) = | e

t A B

G0 1-t a=u2

1 e quindi la

(ws(z)) =

Ne deriva quindi che:

Infine scomponendo
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si ricava A = —1, B =1, possiamo concludere quindi che

1
x s(x) zlog(l—x)—i—m—l

e quindi se z € (—1,1) — {0}:
log(1 — 1
_logl—2) .
T -z

. Studiare il comportamento della serie di funzioni:

o0

Z nz?me "l gz eR
n=1

Usando il criterio del rapporto, supponendo x # 0, otteniamo:

n 1) g2n+2 —(n+1)|z| 1
aH:(n—i— )z e n+ 22 o—lal

an, nx2n e ()=l T on
Pertanto la serie converge solo se 22 e~ |*l < 1. Posto f(x) = 22 e~ 1#l per z > 0, risulta:
@) =ze (2 —2)
pertanto la funzione f ha un massimo per x = 2 e risulta:

f(2):;2<1

La serie di partenza quindi converge Vx € R e siccome converge pure la serie:
oo 4 n
> (=
n=1
la serie considerata converge totalmente e quindi anche uniformemente su tutto R.

. Sia f(x) = sin(2?) — (sin 7)? — az?, a € R. Trovare, al variare di a € R l'ordine di infinitesimo di f
per x — 0. Usando il polinomio di Taylor del seno, posso scrivere:

3 5

siny:y7%+%+R5(y)
e quindi:
6 10 6 10
2T 2y _ (g2 T 2(0) —
fl@)==z 5 + i + Rs5(x?) (:17 +36+ GIE + R:(z)
xt 228 2% 23 Rs(x) 25 Rs(x) 4
Tyt el — s T A2 )‘”
Pertanto se o # 1/3 si ottiene
o flx) 1
e

e la funzione f é un infinitesimo di ordine 4 per  — 0, mentre se o = 1/3:

_f@ 1 11
m o == =
20 20 6 36 60

e la funzione f ¢ un infinitesimo di ordine 6 per x — 0.
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4. Trovare I'insieme di convergenza della serie di potenze:

Osserviamo che

Usando il polinomioi di Taylor del logaritmo

y2
logy=y— % +r2(y)

2
ottengo
log (1+2) —1=n(L- L L R/m))—1=
n log - =n\_-—523 2(1/n =
= 5+ nRy(1/n) =~ +on)
 2n naRA ) = 2n o
Ne deriva quindi, ricordando il limite fondamentale:
v_1
lim & =1
y—0 Yy
che: )
—5=5 +on+1
lim 2L = iy —20F2 m+D) _,
n—o0 Oy n—oo —5n —+ O(TL)

Pertanto il raggio di convergenza della serie di potenze é r = 1. D’altra parte

lim 2 = ¢ limn(l—o(n)> :g

—00 1/n —00 2n

e quindi la serie considerata non converge per z = 1. Infine, posto:

flx)=e—¢€" 1°g(1+i), x>0

f(z) = —e® los(1+3) <1og <1 + ;) - i 1)

Indicando ora con ¢ la funzione in parentesi tonde, osserviamo che

risulta

1
lim g(x)=0, g(1)=log2— 3 >0

T—+00

1 1 1

et D) @r1E o a@eip O

g'(x) =

e quindi g(z) > 0 Vz > 0. Per il criterio di Leibniz, possiamo quindi concludere che la serie considerata
converge per r = —1.
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2 FUNZIONI DI PIU VARIABILI REALI

In questo capitolo studieremo alcune proprieta delle funzioni di piu variabili reali, cominciando con le
funzioni a valori reali e passando poi ad alcune estensioni al caso di funzioni a valori vettoriali.

2.1 Lo spazio R"

Indicheremo con
R" ={zx = (x1,29,...,%n), , ER, i=1,2,...,n}
E ben noto che R™ & uno spazio vettoriale di dimensione n, rispetto alle operazioni:
) o+y= (21,22, Tn) + (Y1, %2, -, Yn) = (T1 + Y1, T2 + Y2, - - -, Tno + Yn),
i) Az =A(z1,29,...,2n) = (Az1, 22, ..., ATy).

In R"™ & definito anche un prodotto scalare ossia una funzione R™ x R™ — R che rende R™ uno spazio
normato.

Se z, y € R", chiameremo prodotto scalare tra x e y e lo indicheremo col simbolo z - y, il seguente
numero reale:

n
acy:leyl (56)
i=1
Lasciamo come esercizio la verifica delle seguenti proprieta elementari:
a) (Simmetria) z-y=y-x Vz, y € R",
b) (Proprieta distributiva) (z+y)-z2=z-24+y-2z Vz, y, z € R",
) AMa-y)=Az)-y VAER, z, ye R",
d) z-2>0 VzeR"™,

o

e) z-x =0 seesolosex=0.

Chiameremo infine modulo o norma euclidea di x € R™ il seguente numero non negativo:

Interessante e la seguente:
Teorema 2.1 Diseguaglianza di SchwarzVz, y € R":
-yl <[] ]yl (58)
Dimostrazione. Vi € R, dalle proprieta del prodotto scalare, si ottiene:
0<(z+ty) - (z+ty) =z +2tx-y+t*|y?

Essendo il polinomio di secondo grado in ¢ a secondo membro della relazione precedente sempre > 0, il suo
A deve essere < 0, ossia deve essere:
(z-y)* —|z[ly| <0

e quindi vale la (58). q.e.d.

E interessante notare che nella diseguaglianza di Schwarz vale il segno di uguale se e solo se i due vettori
x e y sono linearmente dipendenti (verificarlo per esercizio).

Usando infine la diseguaglianza di Schwarz, possiamo ora verificare che il modulo di un vettore z € R"
gode di proprietd molto simili a quelle del modulo di un numero reale (n = 1). In particolare vogliamo
mettere in risalto le seguenti tre proprieta:
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i) VeeR™, |x|>0e|z] =0« z = 0;
i) VAER, z € R™ |Az|= ||z,
iii) Diseguaglianza triangolare Vz, y € R"

lz +y| < |z|+ |yl (59)

Verifichiamo la (59), essendo le altre due proprietd immediate. Si ottiene, usando la diseguaglianza di
Schwarz:

+yP=(z+y) (@+y) =z +2z-y+ |y* <|z)* + 22| |y| + [y|* = (Jz| + |y|)?

Da notare infine che, nella diseguaglianza triangolare, oltre che nei casi banali che sia x =0 o y = 0, vale
il segno di uguale se e solo se i vettori sono paralleli e concordi, ossia se e solo se 3\ > 0 tale che z = A\ y.
Usando il modulo di z € R", possiamo definire, come nel caso di R, una topologia che ci permetterd di
introdurre la nozione di limite.
In particolare porremo se r >0 ez € R™:

B.(z)={yeR", ly—z| <r}

e chiameremo B,.(z) la sfera (aperta) di centro z e raggio .
Se A CR"™exy € A, diremo che zy é un punto interno ad A se Ir > 0 tale che B,.(zg) C A e diremo che A
é un insieme aperto se Vax € A x é un punto interno ad A. Chiameremo poi un insieme C' C R™ un insieme
chiuso se il suo complementare R™ — C' é aperto.

E chiaro quindi ora che concetti come punto di accumulazione, punto isolato, chiusura e frontiera di un
insieme si possono estendere in maniera ovvia ad R™.
In particolare vogliamo mettere in risalto le seguenti definizioni:

i) diremo che A C R™ ¢ un insieme limitato se 3k > 0 tale che

|| <k Vze A

ii) Se A C R™ é un insieme aperto, diremo che A & sconnesso se 3 A1, As C A, entrambi diversi dall’insieme
vuoto, con le seguenti proprieta:
a) A, As sono entrambi insiemi aperti,
b) risulta
AlmAQZ(D (& A1UA2:A
Ossia un aperto A & sconnesso se puo essere suddiviso in due sottoinsiemi non vuoti, disgiunti ed

entrambi aperti.

c¢) Diremo che un aperto A C R™ & connesso se non & sconnesso. In particolare se Ay, Ay sono due aperti
con AyNAs =0 e A; U Ay = A, allora uno dei due insiemi A; o A, deve essere vuoto.

2.2 Limiti e continuita
Le definizioni di limite gia note per R si possono estendere facilmente ad R™. In particolare:

i) se {&n}nen € una successione di elementi di R™ ed z € R", diremo che z,, converge ad = per n — oo
e scriveremo

lim z, =x
n—oo

se Ve >0 dn. € R tale che |z, —z| <& Vn > n,,
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ii) se f : A— R (A CR") & una data funzione e z & un punto di accumulazione di A diremo che

lim f(z)=LeR

T—xTo

se Ve >0 3J. > 0tale che |f(z) —L| <e Vo e Acon0 < |z —xg| <.
In particolare se 2o € A e L = f(z¢) diremo che f & continua in z.

Valgono anche per le funzioni di piu variabili i teoremi fondamentali validi per le funzioni di una variabile.
In particolare vogliamo ricordare:

Teorema di Weierstrass Se f : K — R € una funzione continua e K C R™ & un insieme limitato e
chiuso, allora f assume minimo e massimo in K.

Teorema di Cantor Se f : K — R ¢ una funzione continua e K C R™ € un insieme limitato e chiuso,
allora f & uniformemente continua.

Teorema degli zeri Se f : A — R ¢ una funzione continua, A C R™ ¢ un insieme aperto e connesso
e se esistono due punti x1, z2 € A con f(z1) > 0 e f(xz) < 0. Allora esiste un punto x € A con

f) = 0.
2.3 Derivate parziali e differenziale

Definizione 2.1 Sia f : A — R dove A C R™ ¢é un insieme aperto, una data funzione e sia xg € A.
Definiamo le derivate parziali di f rispetto ad x; i = 1,2,...,n in xq e le indicheremo rispettivamente con
uno dei simboli

of

8xi

(%0), fu,(x0), Da, f(x0), Di f(xo)

nel modo seguente :

of . f(@o+ hei) — fzo)
=1
oz ") = 1 h
qualora tale limite esista finito, dove abbiamo indicato con e; il vettore (0,0,...,0,1,0,...,0) con 1 che

compare al posto i-esimo.

Come si vede dalla definizione, le derivate parziali sono i limiti dei rapporti incrementali che si ottengono
incrementando la funzione f rispetto ad una sola delle variabili e lasciando inalterate le altre.

Per le derivate parziali quindi, valgono le stesse regole di derivazione per funzioni di una sola variabile
che gid conosciamo, considerando, quando si deriva rispetto ad x;, le altre variabili come costanti.
Consideriamo alcuni esempi, notando che nel caso n = 2 le variabili vengono indicate con (z,y) invece che
con (x1,x9) e analogamente se n = 3 con (x,y, z) invece che con (21, xa,3).

Se f(x,y) = z sin (x y) risulta :
fa(x,y) = sin(zy) + zycos (v y)

fy(wy) = a? cos (zy)

Un caso interessante é quando la funzione f é un polinomio di primo grado, ossia :
n
f(z) :Zaixi s, €ER,i=1,2,...,n
i=1
In tal caso fy,(z) = a;, ¥ x € R™ e il grafico di f, ossia 'insieme:
n
{(z,2) e R"™; 2= f(z) = Zai x;}
i=1

¢ un piano nello spazio R™+!.
Nel caso di una funzione di piu variabili si puo definire anche la derivata in una direzione diversa da
quella degli assi coordinati.
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Definizione 2.2 (Derivata in una direzione)
Se v € R™ é una direzione, ossia un vettore con |v| = 1, indicheremo con

0 hv) —
£($0):%%f($0+ Z) f(xo)

(60)
qualora tale limite esista finito. Tale limite viene chiamato la derivata di f nella direzione v nel punto
Xg.

Ovviamente la definizione (60) & una estensione del concetto di derivata parziale e, se v = e;, risulta:

0 0 0
X (w) = 2 w0) = T

Consideremo ora alcuni esempi che mostrano come possano esistere le derivate parziali in certe direzioni
e non in altre e come ’esistenza delle derivate parziali, anche in ogni direzione, non assicura, nel caso di piu
variabili, la continuita della funzione.

1. Sia f: R? — R la funzione che in (0,0) vale zero e tale che.

ry
flzy) = 212 V(z,y) # (0,0)
Essendo la restrizione di f agli assi coordinati identicamente nulla, si ha:
af af
—(0,0) = =—(0,0)=0
50,0 = 50,0
D’altra parte, se v € R? & una direzione e v = (cos 6, sin ), 0 € [0,2 ), risulta:
of . h2cos6 sind . cosf sinf
gy (0 0) = fim e = lim ———

Pertanto la funzione f non ha derivate parziali nelle direzioni diverse da quelle degli assi coordinati (se
cos @ sin @ = 0). Notiamo anche che, se restringiamo la funzione alla retta y = mx, m € R, risulta.

mx2

m
= = V
flz,mz) 224+ m2z2 14+ m?2 z70

Pertanto la funzione f non & continua in zero.
2. Sia f: R? — R la funzione che in (0,0) vale zero e tale che.
2%y

f(JU,y):W

v (z,y) # (0,0)

Essendo, come nel primo caso, la restrizione di f agli assi coordinati identicamente nulla, si ha:

of _of _

D’altra parte, se v € R? ¢ una direzione e v = (cos 6, sin ), 6 € [0,2 ), risulta:

%(0 0) = lim h3 cos? 0 sin 6 B
Ov "7 h—0 h3(h2 costh +sin® )

20 o 2
cos® 0 sinf cos® 0
= lim —5— = — se sinf # 0
h—0 hZ cost 0 +sin“ @  sinf
Pertanto la funzione f ha derivate parziali in ogni direzione. Notiamo infine che, se restringiamo la
funzione alla parabola y = 22, risulta:

4
1
a - Vz#0

zd + ot — 9

fla,2?) =

Pertanto la funzione f non & continua in zero.
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3. Sia f: R? — R la funzione che in (0,0) vale zero e tale che.

f(2,y) = ——2— ¥ (x,y) # (0,0)

Essendo, come nei casi precedenti, la restrizione di f agli assi coordinati identicamente nulla, si ha:

of _o9f _
55 (0.0 = 8y(o,())_o

D’altra parte, se v € R? ¢ una direzione e v = (cos 6, sin ), 0 € [0,2 ), risulta:

of h? cosf sin 6 h cos sin 6
g — g o cosusmo . Ncosf st
g (00 = Jim Ikl R0 A

Pertanto la funzione f non ha derivate direzionali se cosf sin @ # 0.. Notiamo infine che risulta:

]
z, = —\y| <
@yl = T = lyl <yl

Pertanto la funzione f & continua in zero.

Come abbiamo gia osservato una funzione di piu variabili puo avere derivate parziali senza essere continua,
in contrasto con quello che succede per funzioni di una variabile. In effetti, per funzioni di piu variabili, il
concetto che estende quello di derivabilita per funzioni di una variabile ¢ il concetto di differenziabilita, che
ora andremo a definire.

Per comprendere meglio questa definizione ¢ utile osservate che, il fatto che una funzione di una variabile
sia derivabile in un punto xg, pud essere espresso nel seguente modo

0= tim @ =F@) s T@) = S@0) = F@o)(e — o)

T—To r — X T—T0 r — X0

ossia che esista una funzione lineare L : R — R ( quella data dalla legge L(z) = f'(xzo) z) tale che:

i (@) = £(a0) = L@ = w0)

T—To T — X0

=0

Definizione 2.3 (Funzione differenziabile) Diremo dunque che la funzione f : A C R™ — R ¢ dif-
ferenziabile nel punto xy € A se esiste una funzione lineare: L : R™ — R tale che

lim f(z) = f(wo) — L(z — o)

T—To |(L‘ — ,’1’,‘0|

=0 (61)

La funzione lineare L che compare nella definizione di differenziabilitd viene chiamata il differenziale di
f in xg e sara indicata nel seguito col simbolo d f(zg) .

Vale il seguente importante:
Teorema 2.2 Se una funzione f: A CR"™ — R ¢ differenziabile in xg € A, allora:

i) f ha derivate parziali in xg rispetto ad ogni direzione v € R™ e risulta

& (o) = L(v) (62)

it) f & continua in xg.
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Dimostrazione. Parte i) Dalla definizione di differenziabilita, risulta che:¥e > 0 36, > 0 tale che:

’f(x) — f(xo) = L(z — o)
|

x — ol

<eVaxeA 0<|x—xo <0

In particolare se x = xo + hv con h € R, |h| < d.:

f(zo + hv) — f(z0)
h

L(v)’ _ ‘f(ffo + hv) —VJ:l(on) —Llhy)|

e quindi vale la (62).
Parte ii) Risulta:

|f(z) = f(wo) — L(z — )

|
— L(r —
F— 2 — o] + |z — o)

[f (@) = f(zo)| <

e quindi la tesi si ottiene dalla (61) e dal fatto che l’applicazione lineare L & continua. q.e.d.

E interessante osservare che dalla (62), si ottiene in particolare che, se f & differenziabile in xo allora

of
81‘1'

(o) =L(e;) i=1,2,...,n

e quindi Vo € R™:

7

L(z)=1L (Z x; €i> = le L(e;) = Zfz %(xo)
i=1 i=1 =1

Se indichiamo infine con D f(x¢) il gradiente di f in xq, ossia il vettore:

D fao) = (gi@o), 2 o) Efi(xo))

vale la seguente formula di rappresentazione per il differenziale:

L&) = d f(a0)(e) = 1 5 (w0) =+ D f (o) (63)

i=1

11 piano in R™*!, parallelo al grafico di L e passante per il punto (zg, f(x0)), cioé il piano di equazione

2= o) + 30 2L (ao) (@i~ w0) (64)
i=1

viene chiamato il piano tangente alla superficie grafico della funzione f nel punto zg.
Nel caso particolare di una funzione di due variabili, ’equazione del piano tangente nel punto (xg, yo, f(Zo, Yo))
diventa:

z = f(xo,90) + fao(zo,90)(x — x0) + fy(z0,y0)(y — yo)

Molto utile, per lo studio della differenziabilita di una funzione, ¢ il seguente teorema, noto in letteratura
col nome di teorema del differenziale totale:

Teorema 2.3 Teorema del differenziale totale
Sia f: A= R, dove A CR™ ¢ un aperto, una data funzione. Supponiamo che:

i) f abbia derivate parziali in ogni punto x € A,

it) tutte le derivate parziali di f sono continue in un punto xg € A.
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Allora f ¢ differenziabile in xg.
In particolare se f € C(A), ossia se f ha derivate parziali continue in ogni punto di A, allora f ¢ differen-
ziabile in ogni punto di A.

Dimostrazione. Dalla formula di rappresentazione (63), risulta che, se il differenziale di una funzione
esiste deve essere la seguente funzione lineare

L(z) =d f(zo)(z) =D f(xg) -z Yz € R"
Si tratta quindi di dimostrare che:

f(z) = f(xo) — D f(xo) - (x — o)

li =0 65
o0 iz — a0 (65)
Dall’ipotesi i), Ve > 0 36 = 6. > 0 tale che Bs(xg) C A e
0 0
‘ai(z)—ai(xo) <eVzé€Bs(xg), i=1,2,...,n (66)
Fissato ora x € Bs(z), poniamo zg = g, 2, =z ese j=1,2,...,n—1:
7 n
Zj = Z Then+ Z ZToh €h = ($17x2a"'7xja$0j+1am0j+27"'7-/1;077,)
h=1 h=j+1

(ossia z; & il vettore le cui prime j componenti sono uguali alle prime j componenti di z, mentre le ultime
n — j componenti sono uguali a quelle di z(.) Si ottiene

f@) = flzo) =Y (£(z) = f(zj-1))

j=1

Notiamo che z; — z;_1 = (xj — xoj) e; ossia, passando da z;_; a z; viene incrementata solo la variabile
j—esima dal valore z ; al valore ;. Possiamo applicare il teorema di Lagrange per funzioni di una variabile,
per ottenere che esistono punti z; appartenenti al segmento di R™ di estremi z;_; e z;, tali che :

f(x) = f(zo) = Z aij(zé)(xj — o )
j=1
Osservando infine che se x € Bs(xo) anche 2} € Bs(zo) j=1,2,...,n, ricordando la (66), si ha:

|f(x) = f(zo) = D f(xo) - (x — o) <Ezlxj_$0j‘

Jj=1

Possiamo quindi concludere che:

f(x) = f(zo) = D f(xo) - (x — x0) <E§n: |2 — o]

|x — o]

e quindi vale la (65). q.e.d.
Va notato che il teorema del differenziale totale da solo una condizione sufficente a che una funzione f
sia differenziabile, ma non necessaria; ossia una funzione puo essere differenziabile in un punto senza che le

sue derivate parziali siano continue in quel punto. Consideriamo infatti la funzione che in (0,0) vale 0 e se
(x,y) # (0,0) & definita da:

f(z,y) = xy sin o
Va2 +y2
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Siccome la funzione f si annulla sugli assi coordinati, risulta f,(0,0) = f,(0,0) = 0. D’altra parte

f(z,y) _ Ty sin 1
/$2+y2 /x2+y2 /$2+y2

Pertanto la funzione f ¢ differenziabile in (0,0). Osserviamo ora che se (z,y) # (0, 0), risulta:

<yl

. 1 2’y L
Fln ms (m) T WErer (m)

Se poniamo quindi y = x con x > 0, si ha:

fo(,) = 2 sin (\/%g) B (\/15)3 o (x/;:v>

Pertanto non esiste il

fae(,y)

lim
(z,y)—(0,0)

e la derivata parziale f, non & continua in (0, 0).

Consideriamo per concludere alcuni esempi.

1. Sia f: R? — R la funzione che in (0,0) vale zero e tale che

sin (z y)
f(z,y) = === V(z,y) # (0,0
(r.9) = S V() £ 0,0
Essendo ovviamente f € C1(R?—{(0,0)}), la funzione f & differenziabile in ogni punto (zg, yo) # (0,0)
e le sue derivate parziali si ottengono dalle usuali regole di derivazione. Per studiare la differenziabilita
nell’origine, osserviamo che la restrizione di f agli assi coordinati ¢ identicamente nulla e quindi:
of of

—(0,0) = =—(0,0) =0
0.0 = 0.0
Ne deriva quindi che f ¢ differenziabile in (0, 0) se e solo se

sin (z y)
(@)= (0.0) 22 + 12

Osservando infine che se y = x il quoziente precedente diventa:

sin (z2)  sin (2?)
Pa T a2 %isexHO

Pertanto la funzione f non & differenziabile in (0,0). Notiamo infine che dalla diseguaglianza:

|z y|
- \/acQ T yz

sin (z y)
\/xz + 2

si ricava che la funzione & continua in (0, 0).

<yl

2. Sia f(x,y) = \/4—22 —y2, (z,y) € A= By(0.0). La funzione f € C'(A) e quindi & differenziabile
in ogni punto di A. In particolare f & differenziabile nel punto (1, %) € A. Vogliamo ora scrivere

lequazione del piano tangente alla superficie S = graf f nel punto (1, %, @) ( da notare che @ =

f(1,4) e che S in R? ¢ la semisfera superiore di centro (0,0,0) e raggio 2 ). Risulta :

—x —y

fm(a:,y) = m ’ fy(x,y) = m
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e quindi :

1 —2 1 1
.fa;(la 5) = \/ﬁ ’ fy(lvi) = \/ﬁ

Pertanto 'equazione del piano tangente ad S in (1, /12, @) ( vedi la (64)), & data da :

2 1 1
T+ 2

—

\ﬁ(y*Q

. Sia f(z,y) = xy — 22 y? e v la direzione v = (cos ,sin 0), § € [0,2 ). Calcolare la dirivata di f nella
direzione v nel punto (1, 1)

a) Usiamo in primo luogo le (62),(63). Risulta f, =y —2zy?, f, =2 —22%y e quindi f,(1,1) =
-1, f,(1,1) = —1 ne deriva quindi che

of

3 (1,1)=D f(1,1) -v = (—1,-1) - (cos 6,sin §) = —cos O — sin 6§
v

b) Usiamo la definizione:
g(Ll) ~ lim f(I4+hcos®,1+hsin@)— f(1,1) _
ov h—0 h

~ lim (14 h cos 0)(1 + h sin 0) — (1 + h cos 0)(1 + h sin 0)?

= —gin # — cos 6
h—0 h

. Sia f: R? — R la funzione definita dalla legge:

sin(z y) se 0
flay) = { v v

T sey=20

Dire se f ¢ differenziabile nei punti del tipo (a,0), a € R.

Risulta i h0) - £(a.0) .
. a+hn,0)— fla, . a+h—a
Jz(a,0) = }ngb o = ;133% : =1
sin(a h) .
. fla,h) = f(a,0) - —a . sin(ah)—ah
fula.0) = Jimy = = ey =i e <O

Pertanto, posto per semplicita: o(z,y) = f(z,y) — f(a,0) — fz(a,0)(z — a) — fy(a,0)y, si ha:

sn@y) _ o (=
oz, y) = y a—(x—a) sey#0
x—a—(x—a) sey=0

Ricordando infine che, se y # 0

2303
sin(zy) =xzy — 5 + R3(zy)
si ottiene: 3 9 5 o
z Rs(z x Rs(z
o(my) = TV Fewy) 2y Bs(ry)
6 Y 6 Y
Possiamo quindi concludere che
oz, 23 R3(x
(z,y) < Y +‘ 33( 3) ‘msy‘
(@ —a)? +y? 6 3y
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e quindi
im @Y
(z9)—=(a,0) y/(x — a)? + y?
Possiamo quindi concludere che la funzione f & differenziabile in (a,0). In effetti, notando che vale lo

sviluppo in serie di potenze:

[e%S)
ZCQ n+l,2n

fla,y) = Z(—U”Tﬁ)! Y(z,y) € R?

n=0

possiamo concludere che f € C*°(R?).

2.4 Derivate seconde e teorema di Schwarz

Sia f: A — R una funzione definita in un aperto A C R™ esiai € {1,2,...,n}. Supponiamo che la funzione
f sia derivabile rispetto alla variabile x; in ogni punto di A. Possiamo allora definire la funzione derivata
parziale

of
A= R
65(}1‘
come la funzione
reA— of (z)
Gxi
Se la funzione % ¢ a sua volta derivabile rispetto alla variabile z; j = 1,2,...,7n in un punto zy € A4,

diremo che la funzione f & derivabile due volte in xg rispetto alle variabili x; e z; ed indicheremo tale
derivata seconda con uno dei seguenti simboli:
0% f
ﬁxiaxj

(w0), fa;2;(%0); Da,z;(w0), Dij(xo)
Per esempio, se la funzione f & una funzione di due variabili, abbiamo le seguenti derivate parziali seconde

facx 9 fmy ) fy:v ) fuv
Per esempio se:
fl,y) =y +2xy® —2®
Risulta :
folz,y) =22y + 2y — 327
fylz,y) =2* +4zy

fxa:(xuy) = 2y— 6z
foy(z,y) =22 +4y
fyz(xay) = 2£L'+4y
fyy(fﬂ,y) =4z

Da notare che f,, = fy2. Questo fatto non é casuale, ma é conseguenza del seguente:

Teorema 2.4 Teorema di Schwarz Se una funzione f : A — R ha derivate parziali miste rispetto alle
variabili x; ed T fo,2; € fu; 2, n tutti i punti di A e se tali derivate parziali miste sono continue in un
punto xo € A allora sono uguali in tale punto, 0ssia fz, (o) = [z, 2, (T0).

Dimostrazione. E sufficiente considerare il caso di due variabili e z = x;, Yy = x;. Dallipotesi di continuita
delle derivate miste, si ha che Ve > 0 36 = . > 0 tale che Bs(xg,y0) C A e

Iny(gvn) - f"cy(51705y0)| <e |fyT(€a77) - fym(x07y0)| <e V(fﬂl) € B&(Z‘anO)

Sia ora (z,y) € Bs(xo,yo) e consideriamo la funzione:

9(z,y) = [f (@, y) = f(@,90)] = [f(x0,y) = f (20, 90)] =
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= [f(z,y) — f(x0,y)] — [f(=,90) — f(x0,0)]

Applicando il teorema di Lagrange, prima rispetto alla variabile z e poi rispetto alla variabile y, risulta che
esistono due punti 2/, 3’ rispettivamente tra x e xg e y ed yg taliche:

g(x,y) = [fo(a',y) = fo(@',90)] (# — 20) = foy(2',¥")(y — yo) (@ — 20)

Analogamente, applicando sempre il teorema di Lagrange, ma questa volta prima rispetto a y e poi rispetto
ad z, si ottengono due punti z”/, y” rispettivamente tra x e g e y ed yo per cui:

9(z,y) = [fy(2,y") = fy(zo,y")] (¥ — %0) = fya2(z",y")(y — yo) (2 — x0)
ossia fry(2',y") = fy2(2”,y"). Tenendo infine conto che (2',y’), (”,y") € Bs(xo, yo), si ricava che

|fzy(x07y0) - fyz(anyO” < |fzy(x07y0) - fmy(mlvylﬂ + |fyz(m//7y”) - fyx(xmyo)' <2e

Il teorema segue allora dall’arbitrarieta di €. q.e.d.

La funzione che ora considereremo fornisce un controesempio al teorema di Schwarz. Sia f: R? = R la
funzione che vale zero nell’origine e tale che

23y — zy
x2 4 y?
Risulta f,(0,0) = f,(0,0) =0 e se (z,y) # (0,0):

f(xay) = se (x’y) # (070)

Ba?y —y) @ +y?) 22’y —ay’)  aty+4a®y’ —y°

fo(z,y) = (22 + 12)2 - (22 + y2)?
oy = 3@ 4 y7) 2ty —ay?) 2t - Aaty? —ayt
AN (22 + 12)2 (22 + 12)2
Ne deriva quindi che
T fx(ovy) _fz(oao) T _y5 _
fxy(oao)—;lg}) ” _yl—%F__l
T fy(xa()) —fy(0,0) 1 31‘5 _
fya:(oao)—ili% - —il_)l%;—l

2.5 Funzioni a valori vettoriali e differenziabilita della funzione composta

Sen, meNed f: ACR"— R™, diremo che f & una funzione a valori vettoriali se m > 2. In questo
caso f(x) € R™ e quindi potremmo scriverlo come

f(@) = (fi(2), f2(@), -, ()

dove Vi =1,2,...,m la funzione componente i—esima ¢ una funzione a valori reali.

Per funzioni a valori vettoriali si possono estendere in maniera ovvia la maggior parte delle definizioni e
delle proprieta che abbiamo enunciato per funzioni a valori reali (m = 1).
In particolare vogliamo ricordare la definizione di differenziabilita:

Se f: A — R™ & una funzione a valori vettoriali definita in un aperto A C R™ ed ¢ € A, diremo che f
¢ differenziabile in xq se esiste una funzione lineare L : R™ — R™ tale che

lim f(x) = f(z0) — L(z — 20)

T—zo |z — xo]

=0 (67)
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Se indichiamo con L(z) = (Li(x), La(x), ..., Ly (x)), si ottiene subito che la funzione f & differenziabile in
xzo se esolose Vi =1,2,...,m la componente f; e differenziabile in x( con differenziale L;. Usando dunque
la formula di rappresentazione (63), risulta:

Li(x) =d fi(zo)(x) = D fi(xg) - Vx € R"

Se indichiamo quindi con Jy(zo) la matrice m x n che contiene nella riga i—esima il vettore D f;(x¢) i =
1,2,...,m ossia la matrice:

of ) of
611 (o) 32 (o) .. ai‘i (o)
of of af

Jp(wo) = | om (o) G (20) oo (o) (68)
Ofm. O Ofm
aj;l (o) 3%2(%0) a,{m (zo)

possiamo scrivere la seguente formula di rappresentazione per il differenziale L:
L(z) =d f(zo)(x) = Jf(xo) -z Ve € R" (69)

dove il prodotto a secondo membro della (69) va inteso come il prodotto riga per colonna della matrice m x n:
J¢(xo) e della matrice n x 1 (o vettore colonna ):

T
T2
T
ossia in modo esplicito:
3 3 3
R AW TR
0 9 0 T2 Df2 Xg) T
o) a= | B B o B || 7| o] PRO
: ' : D fl(wo) -
0 fm 0 fm 0 fm Tn m (L0
G (zg)  Gm(wo) ... G2 (w0)

La matrice J¢(zo) viene chiamata la matrice jacobiana della funzione f nel punto zo. Osserviamo
infine che da questo modo esplicito per esprimere la (69) e dalla diseguaglianza di Schwarz, si ottiene la
seguente diseguaglianza ( la cui verifica viene lasciata per esercizio):

[Ty (o) - 2| < [Jp(20)] || (70)

dove abbiamo indicato con

el = [ 33 (Letw)

i=1 j=1 J

Usando la matrice jacobiana si puo enunciare il teorema sulla differenziabilita della funzione composta
in maniera formalmente simile al caso di funzioni di una variabile. Infatti vale il seguente:

Teorema 2.5 Teorema sulla differenziabilita della composta Siano f : ACR" - R™ eg: B C
R™ — RF due date funzioni. Supponiamo che f(A) C B, che f sia differenziabile nel punto xo € A e che g
sia differenziabile nel punto corrispondente yo = f(x) € B. Allora la funzione composta h : A C R™ — RF,
h(z) = g(f(x)) ¢ differenziabile nel punto o € A e vale la formula:

Jn(xo) = Jg(f(20)) - Jf(20) (71)

dove il prodotto va inteso prodotto riga per colonna delle due matrici.
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Ne consegue che la funzione composta ha derivate parziali in zy ed in forma esplicita risulta Vi =
1,2,...,k Vs=1,2,...,n

e (a0) = > S an)) G2 ) (72)

Jj=1

Dimostrazione. Indichiamo con o : R™ — R* la funzione cosi definita: o(yp) =0 e

9(y) — 9(yo) — J4(¥o) - (v — yo)
|y - y0|

o(y) = se Y # Yo

Risulta pertanto:
9(y) — 9(yo) = Jg(yo) - (¥ — yo) + o(y) |y — yo| Yy € R™ (73)

Inoltre, per la differenziabilita della funzione g in yq, risulta:

lim o(y) = 0= o(yo)

Y—Yo

ossia la funzione ¢ é continua in yy. Abbiamo pertanto dalla (73)
9(f(2)) = 9(f(x0)) = Jy(yo) - (f (z) = f(20)) + o (f(2)) [f(2) — f(xo)| =

= Jy(yo) - (f(z) = f(wo) — J¢(20) - (¥ — 0)) + Jy(v0) - (J(w0) - (x — 20)) +
+o(f(z)) |f(z) — f(xo)]

Ne deriva che:

9(f(x)) = 9(f(x0)) = [Jg(y0) - Js(x0)] - (x — o)

|z — o]
= J, (o) - (f(a:) - f(ﬁoﬁg_JiiTo) (z— $0)> + (74)

Notiamo infine che che

/(@) = Flzo)| ’f(w) — f(wo) = Jy(wo) - (x — o)

|z — x0| |z — xo]

|J¢(x0) - (¥ — o)
|z — xo]

Essendo f differenziabile in xy possiamo trovare § > 0 tale che

‘f(x) — fxo) = Jy(wo) - (x — o)

<1 Vz € Bs(xg), x # xo
|z — xo]

Ne possiamo concludere, usando anche la diseguaglianza (70), che:

[f(x) = f(zo)]

<14|J v B
o S L)l Vi € Baao)

Possiamo infine concludere la dimostrazione passando infine al limite per x — x¢ nella (74). q.e.d.
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2.6 Formula di Taylor e massimi e minimi relativi per funzioni di piu variabili

La formula di Taylor per funzioni di piu variabilli si ottiene dalla formula di Taylor per funzioni di una
variabile applicata alla restrizione della funzione di piu variabili al segmento congiungente xy con x. Noi
scriveremo con precisione solo la formula di Taylor col resto di ordine due, che sara quella che useremo nello
studio dei punti di massimo e minimo relativi. La formula di Taylor pit generale si puo ottenere ragionendo
nello stesso modo, ma con notazioni piti complicate e per questo non sara considerata in questi appunti.
La formula di Taylor che dimostreremo ¢ la seguente:

Teorema 2.6 Formula di Taylor col resto di ordine due Sia f € C?(A) dove A C R™ ¢ un insieme
aperto e siano x, xg € A, allora posto:

Ro(z,x0) = f(x) — f(x0) — D f(z0) - (¥ — x0)—

1 <  0%f
3 > m(%)(% — xo4) (2 — Toj) (75)
i =1
risulta: IS
iy P2l@z0) o (76)

Dimostrazione. Fissato zo € A, sia r > 0 un raggio tale B,(z9) C A. Fissato x € B,(zg) e t € [0,1],
poniamo:
F(t) = f(xo +t (x — z9))

la restrizione della funzione f al segmento che congiunge xy con x. Per il teorema sulle differenziabilita della
funzione composta F' € C?([0,1]) ed usando la formula (72) risulta:

F/(t) = Z gg{l(% +t(x—x0))(mi —.’E()i)

n 32
F//(t) = Z 6(5(;;J (1’0+t(1‘—$0))($1—$02)(1‘] —,I()j)
ij=1""

Essendo F € C?([0,1]), possiamo usare la formula (32) con n = 1, per scrivere:
1
F(1) = F(0) + F'(0) — / (t—1)F"(t)dt
0
e aggiungendo e togliendo F”(0), risulta:

F(1) = F(0) + F'(0) - /Ol(t S )[FY(6) ~ F"(0)] di + 5 F(0) = F(0) + F'(0) + 5 F'(0) ~ B

dove abbiamo posto
1
E= / (t—1)[F"(t)— F"(0)] dt
0
Osserviamo infine che essendo le derivate seconde di f continue in zg, Ve > 0 3§ = 6. € (0,r) tale che:

0% f
6xi<9xj

_ ﬁ(m )
(’)xi(‘)xj 0

(zo +t(x — x)) <eVax € Bs(xg), t €]0,1]

Ne segue quindi che, per 'errore E vale la stima:

n

1 2
En
‘E|§Z€|ZL‘Z’*I’0¢| |$j*$0j|/0(17t)dt§7‘$71’02

ij=1
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e quindi ricordando (75):
|Ra(x, x0)| < en?
|x — 202 — 2
Vale quindi la proprieta (76) del resto. q.e.d.
Usando la formula di Taylor, possiamo dare delle condizioni che ci permettano di individuare eventuali

punti di massimo o di minimo relativi per funzioni di piu variabili.

Cominciamo per completezza col ricordare la definizione di massimo e minimo relativi.

Se f : A — R ¢ una funzione e xy € A, diremo che zy & un punto di massimo ( minimo) relativo per f
se esiste > 0 tale che f(z) < f(xo) ( >) V2 € AN B,(x9).
Un primo semplice risultato che si pud enunciare ¢ un teorema simile al teorema di Fermat per le funzioni
di una variabile. In particolare vale il seguente :

Teorema 2.7 Se f : A — R ¢é una funzione e xg € A é un punto di massimo o di minimo relativo per f,
e se:

xo € un punto interno ad A, ossia se esiste p > 0 tale che B,(zo) C A,
f ha derivate parziali in xq
allora f,,(xo) =0V i=1,2,...,n.

Come nel caso di funzioni di una variabile, questo teorema da solo una condizione necessaria a che il
punto g sia un massimo o minimo relativo, ma non sufficiente. Ossia un punto xy puo verificare le condizioni
fao;(®g) =0V i=1,2,...,n e non essere né un punto di massimo né di minimo relativi. Da notare che un
punto zo € A che verifica le condizioni f,,(xg) =0V i=1,2,...,n viene chiamato un punto critico.

Allo scopo di comprendere che tipo di condizioni analitiche possono essere aggiunte al fatto che xg sia un
punto critico al fine di ottenere che tale punto sia un punto di massimo o di minimo relativo, ricordiamo in
primo luogo cosa si pué dire per funzioni di una variabile.

In particolare ricordiamo che se f [a, b] — R é una funzione con derivate seconde continue in (a,b), xo € (a,b)
e

1) fl(xo) = 07
ii) f"(w0) <0

Allora zy é un punto di massimo relativo per f. Infatti dalla formula di Taylor troncata ai termini del
secondo ordine, si ha che

fl/ (xO)
2

f(@) = f(xo) + f'(z0)(x — 20) + ( — 20)” + Ra(w, )

dove Ry (x,xq), il resto della formula di Taylor, ha questa propriet4 :

lim Lz(x, 7o)

=0
z—xo (x — 29)?

Ricordando 'ipotesi i), si ottiene allora

f//(‘,L,O)
2

2 f"(xo)+32($’xo)

(x — zo)2 + Ra(x,20) = (z — 20) 2 (x — x0)2

f(@) = flxo) =

Ricordando infine I'ipotesi ii) e la proprietd del resto, si ottiene che Ir > 0 tale che se |z — zg| < r

Ro(x,0) _ f"(20)
(x — x0)? < 4

Pertanto se |z — zo| <7

2 f"(@0)

<
4_0

f(@) = f(@o) < (2 = z0)
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Ossia xg é un punto di massimo relativo.

Abbiamo ricordato questi conti relativi a funzioni di una variabile per far notare I'importanza del segno
del termine di ordine due della formula di Taylor nello studio dei punti di massimo e minimo relativi.
Nel caso di funzioni di piu variabili il termine di secondo ordine della formula di Taylor ¢ dato, come si vede
dalla formula (75), dall’espressione:
I 02
2 > (%aiaj;j(xo) (zi — zoi)(zj — 20j)
1,7=1

espressione che & un polinomio di grado due nella variabile x —xy 0 come viene spesso chiamata in letteratura
una forma quadratica.

Per poter enunciare quindi condizioni sufficienti a che un punto critico per una funzione di piu variabili sia
un punto di massimo o minimo relativi servono alcune definizioni e proprieta relative alle forme quadratiche
che ora introdurremo.

Chiameremo dunque una forma quadraticia una funzione @ : R™ — R del tipo:

Qz) = Z Qjj T Ty (77)
i =1

dove a;; = a;; i, j = 1,2,...,n sono numeri reali fissati.
Se indichiamo con A la matrice simmetrica n X n i cui elementi sono i numeri a; ;, con notazioni gia usate
nei paragrafi precedenti, possiamo scrivere:

Qz)=(A-z)- 2 Ve eR"
Ovviamente ogni forma quadratica & una funzione regolare ( di classe C*°) ed omogenea di grado due, ossia
QAx) =XQ(z) VAER, r € R"

Molto importanti nella teoria delle forme quadratiche sono le seguenti definizioni.
Data una forma quadratica @ : R™ — R, diremo che :

i) @ ¢ definita positiva se
Q(x)>0 Vo e R", 2 #0,

ii) @ ¢ definita negativa se
Qz)<0 Vaz eR", #0,

iii) @ ¢ semi-definita positiva se
Q(z)>0 VxeR",

iv) Q & semi-definita negativa se
Q(z) <0 VzeR"

v) @ ¢ non definita se esistono due punti diversi x; e xo tali che

Qz1) >0 e Qz2) <0
ossia se () assume valori di segno contrario

Da notare che una forma quadratica pué essere semi-definita positiva (o negativa ) senza essere definita
positiva (o negativa ). Infatti la forma quadratica in R?:

Q(z,y) = 2

semi-definita positiva in quanto Q(z,y) > 0, ma @ si annulla anche in punti diversi da (0,0) e quindi non
definita positiva.
Useremo in seguito il seguente risultato relativo alle forme quadratiche definite:

@ @
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Teorema 2.8 Sia Q : R™ — R una forma quadratica, allora:

i) Q é definita positiva se e solo se 3m > 0 tale che
Q(z) > m|z|* Vo eR", (78)
i1) Q ¢ definita negativa se e solo se AM < 0 tale che
Q(z) < M|z|? Yz eR", (79)
Dimostrazione. Proviamo la 7). In modo simile si ragionera, nel secondo caso. Indichiamo con
S={zxeR", |z|=1}

la frontiera della sfera unita di R™. Se @ ¢ una forma quadratica definita positiva, essendo una funzione
continua ed essendo S un insieme limitato e chiuso, () assume il suo valore minimo su S, ossia v € S con

Qz)>Qv)=m>0 VzeS

Osserviamo infine che se x € R", = # 0 allora I%\ € S e quindi ottengo:

weo(2) -9

2l ) =P

g.e.d. Siamo ora in grado di dimostrare il seguente:

Teorema 2.9 Sia f : A — R una funzione con derivate parziali seconde continue in A, dove A C R"™ ¢é un
insieme aperto. Supponiamo che xg € A sia un punto critico per la f, ossia che

of
(9:1%

(20) =0 i=1,2,...

ed indichiamo con @ la forma quadratica delle derivate seconde di f in xg, ossia la forma quadratica:

n

o f

(zo) T T
ij=1

Allora:
i) se la forma quadratica @ ¢é definita positiva, il punto xo € un punto di minimo relativo,
i1) se la forma quadratica @ ¢ definita negativa, il punto xo é un punto di massimo relativo,

1) se la forma quadratica @ non é definita , il punto xoy non é né un punto di minimo relativo né un punto
di massimo relativo.

In questo caso il punto xo ( punto critico che non é né di massimo né di minimo relativo) viene
chiamato un punto sella.

Dimostrazione. Proviamo la 7). Applicando la formula di Taylor (75), ricordando che D f(zg) = 0 ¢ la
stima (78) per le forme quadratiche definite positive, si ottiene che

F@) — f(wo) = %Q(m — 20) + Ra(w, 20) > %m 1@ — 20| + Ra(z, o) =

Ricordando infine la proprieta (76) del resto, possiamo trovare un raggio positivo r, tale che

R?(x7 I'O)

m
< — VzeB,
|2 — xo? v (%)

4
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Si ricava pertanto che

m m m
F@) = fwo) = lo —ao (5 =T ) = o =20 2 0 Va € By (o)
e quindi o ¢ un punto di minimo relativo.
La 47) si verifica in modo simile e quindi viene lasciata per esercizio. Per ottenere la i), osserviamo che
se  non e definita, allora esistono due vettori v1, ve € R™ che possiamo supporre di modulo uno, tali che
Q(v1) > 0, Q(v2) < 0, risulta allora, sempre per la (75),

f(l‘o + t’Ul) — f(iL'o) = %Q(tvl) —+ RQ(’JSO + tvl,:co) = t2 <1Q(U1) +

Ro(zo + t017$0)>
2

t2

Siccome Q(’Ul) >0e per la (16),
]iQ(f,EO +21 Ul,xo) 0 s 0

si ottiene che 3r > 0 tale che
flzo+tv)— flxzg) >0 Vi, |t|<r

In maniera simile si puo provare che 3p > 0 tale che
fzo +tvg) = f(zo) <O Vi, [t| <p

Pertanto il punto xg non € né di massimo ne di minimo relativo. q.e.d.

Osservazione La conclusione del teorema ora dimostrato non € piu vera se la forma quadratica @ invece
che definita positiva o negativa € solo semi-definita positiva o nagativa. In tal caso, come vedremo poi
considerando alcuni esempi, il punto xy pud ancora essere un punto di minimo o massimo relativo ma puo
anche essere un punto sella.

Concludiamo questa parte, dando alcune condizioni analitiche che ci permettono di stabilire se una forma
quadratica & definita ( positiva o negativa) oppure no.

Caso di R? Se la forma quadratica & definita in R? risulta una funzione del tipo:
Qz,y) =aaz® +2bxy+cy’

dove a,b,c € R sono numeri fissati. Nel caso specifico che stiamo considerando, cioé quando la forma
quadratica & quella delle derivate seconde di f in (g, yo), risulta

a= fez(0,%0)
b= fxy(IanO)
c= fyy(l’o,yo)

Se y # 0, possiamo scrivere

2
Qz,y) =ax®+2bxy+cy® =y? (a (x) +2b($> +c> =2 (at2—|—2bt+c)
Yy Yy

dove abbiamo posto t = % Ne deriva quindi che la forma quadratica @

i) é definita positiva se e solo se A =b%>—ac<0ea > 0;

ii) é definita negativa se esolose A=b>—ac<0ea<0;

iii) é semi-definita positiva se e solose A =b> —ac=0ea >0 ;

v

)
i)
) é semi-definita negativa se e solose A =0 —ac=0ea<0;
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v) é non definita se e solo se A = b? —ac > 0.

Osserviamo infine che nel caso della forma quadratica delle derivate seconde di una funzione f in (zg, o) ,
risulta
A= f2 (20,50) — fr2(20,%0) fyy(x0,y0) = —det H(zo,yo)

dove abbiamo indicato con H la matrice 2 x 2 delle derivate seconde di f, ossia

_ fxx('r7y) fxy(xvy)
Hz,y) = < Fyol@.y) Foyla.y) )

La matrice H viene chiamata la matrice hessiana di f in (z,y).

Nel caso generale, il problema di determinare se una forma quadratica @) sia definita e legato al problema
di determinare il segno degli autovalori della matrice simmetrica A, associata alla forma quadratica.
Per completezza ricordiamo che un numero A € R si dice un autovalore della matrice A, se esiste un vettore

non nullo v € R™ tale che
A-v=X\v

ossia, detto in maniera equivalente se

det (A—X1)=0 (80)
Essendo A una matrice simmetrica, le soluzioni dell’equazione (80) sono reali e, contate con la dovuta

molteplicita sono n. Risulta, dalle definizioni, immediato il seguente risultato:

Se A & una matrice simmetrica, indichiamo con
A< A< <A,

gli autovalori della matrice A, allora:

i) @ é definita positiva se e solo se il minimo autovalore A; > 0;

ii) @ é definita negativa se e solo se il massimo autovalore \,, < 0;

v

)
)

iii) @ é semi-definita positiva se e solo se A; > 0;
) @ é semi-definita negativa se e solo se A, <0 ;
)

Q@ é non definita se e solo se A\ <0 e A, > 0.

Questa proprieta ora ricordata ¢ una coseguenza del seguente:

Teorema 2.10 Siano
m =min{Q(v), v € S}

M = max{Q(v), v € S}

dove ricordiamo che S = {v € R", |v| = 1} allora m ed M sono rispettivamente il pit piccolo e il pit, grande
autovalore della matrice A associata alla forma quadratica Q.

Dimostrazione. Dimostriamo il risultato per m, analogamente si procedera per M. Indichiamo con w € S
un punto di minimo, ossia un punto tale che Q(w) = m. Allora = w & un punto di minimo assoluto per la
funzione

Q(z) D% j=1 GijTi T "
Fip) = L) = Bl o)
Infatti, se x #£ 0:

oo Q@) oz w) = Flw
ro) = (%) 2 0w - Fw)
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essendo w un vettore unitario. Ne deriva quindi che

oF
— = =1,2,...
(%ch(w) 0 Vh=12,...,n
D’altra parte
OF \ _ 2oije1 0ij(Oni @y + 2 0ng) |2 — 22 (ZZj:l @i g 93:‘)
Oxp, v= ||

Pertanto se = w, ricordando che la matrice A & simmetrica, si ottiene:

n
Z apjw; —muwp, =0 Vh=1,2,...,n
j=1
Ne deriva quindi che m & un autovalore della matrice A. Risulta anche il piu piccolo degli autovalori. Infatti
se A € R & un altro autovalore e v € R"™ un suo autovettore, si ottiene:

Q(v) = (A-v)-v= A/

e quindi
Q
A= |v(|? = F(v) > F(w) =m

q.e.d.

Nel caso di tre variabili, 'equazione det(A — A I) = 0 & un’equazione di terzo grado che puo essere scritta
nella forma seguente:
M+aX+bA+c=0

Allora valgono le seguenti affermazioni che lasciamo per esercizio:

i) le soluzione dell’equazione considerata sono tutte negative e quindi la forma quadratica associata &

definita negativa se e solo se
a>0,06>0c>0 (81)

ii) le soluzione dell’equazione considerata sono tutte positive e quindi la forma quadratica associata &
definita positiva se e solo se

a<0,b>0c<0 (82)
Ricordiamo infine che nel caso generale, se indichiamo con Ay (k =1,2,...,n) i minori principali che si
possono estrarre dalla matrice A (ossia la matrice formata dagli elementi a;; i =1,2,...,k; j=1,2,...,k),
allora:
i) la forma quadratica @ associata ad A & definita positiva se e solo se detAr, >0Vk=1,2,...,n,
ii) la forma quadratica @ associata ad A & definita negativa se e solo se (—1)*detA, >0Vk=1,2,...,n

Consideriamo per concludere alcuni esempi.
1. Trovare gli eventuali punti di massimo o di minimo relativi della funzione :
2

fla,y) =ye Y

Abbiamo:

fo=—2zye ™V =0
f= (-2 e =0
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Pertanto i punti critici sono due (0, %) e (0, —%).D’altra parte :
fa::v — (_2y + 41‘2 y) e—x2—y2 _ 2y(2$2 _ 1) e—x2—y2

foy = (—22+429?) e~V = 22(2y% — 1) e v

fyy — (_4y _ 2y+4y3) e—xz—y2 _ 2y(2y2 . 3) e—;ﬁ—yz

e quindi :
[ —V2e71/? 0
B, \/i) B ( 0 —21/2e71/2

H(O’_%) - ( ﬂi)—m 2@0671/2 )

Allora det H (0, %) = det H(0, —\%) = 4e71. Ne deriva quindi che il punto (0, %) ¢ un punto di

massimo relativo , mentre il punto (0, f%) ¢ un punto di minimo relativo.

. Trovare gli eventuali punti di massimo o di minimo relativi della funzione:

fly) =2 +y* —zy

Abbiamo :
fr=2x—y=0
fy=-3y*—2=0

Pertanto :

y=2z y=2z

-3(42%) —z2=0 z(122+1)=0
Ottengo quindi i due punti critici : (0,0) e (—75, —%). D’altra parte si ha :

127

foa=2, fxy:_lv fyy:_ﬁy

won = (5 ) e (500

Possiamo concludere quindi che (0,0) é un punto sella , mentre (f%, f%) é un punto di minimo

relativo.

Pertanto

. Trovare gli eventuali punti di massimo o di minimo relativi della funzione :

f(l'7y) _ xye_xZ_yz
Abbiamo :
fo=(y—2a%y)e ™V =y(1-22%) e ¥ =
fy=(@ 22y} eV =x(1-2y>) eV =0

Per;nanto i punti critici sono cinque: (0,0), (%7 %), (%7 —%)7 (_%, %) e (—%, —%) D’altra
parte :
foo=(—day—2zy+42y)e™ ¥ =20y(22% —3)e
foy = (1= 227~ 22 442 y?) 7
Fyy = (—4oy - 2ay+dxyP)e ™ Y =22y(2y2 —3)e Y
e quindi :

0
1

)

O =

H(0,0) = (
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1 1 1 1 —2¢71 0
Higs ) =H - =( 0, 50

- %

1 1 1 —2e7 ! 0
Hp= =1y = (To 2 hen)

Ne deriva quindi che il punto (0,0) é un punto sella, i punti (%, %) e (—%, —%) sono punti di
1 1

. . . . 1 1 . . .o . .
massimo relativo, mentre i punti (ﬁ’ *ﬁ) e (*ﬁv ﬁ) sono punti di minimo relativo.
. Trovare gli eventuali punti di massimo o di minimo relativi della funzione :

flay) =2y +y° —day
Abbiamo:

fo =22y —4y=0
fy=2+3y*—4x=0

Ne deriva quindi
r(x—4)=0 " 32 —4=0

Pertanto i punti critici sono quattro

Pi= 00 =00, 2= (22) P (2o 2)

D’altra parte :

foy=22—-4
fyy =6y

e quindi :

Ja
S
S~—
I
7N
|
H;O
O»Jk
~~_
Ja
X
S~—
I
N
= O

=
&
\
N
O%‘%
5o
N———
=
=
Il
N
\
=5l

0)
12
V3

Ne deriva quindi che i punti P; e P, sono punti sella, P; ¢ un punto di minimo relativo, mentre Py e
un punto di massimo relativo.

. Trovare gli eventuali punti di massimo o di minimo relativi della funzione :
flay,z) =2 +y’ + 2% —zz—ay

Abbiamo:
fe=322—2—-2=0
fy=2y—x2=0
f=2z—2=0

Dalle due ultime equazioni si ottiene: y = x/2, z = x/2 e quindi dalla prima 322 — x = 0, pertanto i
punti critici sono due (0,0,0) e (1/3,1/6,1/6). D’altra parte :

frm:6x7 fmy:_lv fIZ:_]-v fyy:27 fyz:07 fzz:2
e quindi :
0o -1 -1 2 -1 -1

H(0,0,00=H,=| -1 2 0 |, H(1/6,1/3,1/3)=H,=| -1 2 0
-1 0 2 -1 0 2
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Allora

-2 -1 -1
det(Hy —AI)=det| -1 2—-X 0 =
-1 0 2—-A

=—2-N+2-N[2A+X—-1]=-(\ -4\ +2)\+4)
2—X -1 -1
det(Hy — A1) = det -1 2=-Xx 0 =
—1 0 2—A

= —(2-N+2-NB+A 4N =—-(N—-612+10)—4)
Possiamo quindi concludere, usando le proprieta (81) e (82), che la matrice H; non ¢ definita, mentre
la matrice Hy ¢ definita positiva e quindi (0,0,0) & un punto sella, mentre (1/3,1/6,1/6) ¢ un punto
di minimo relativo.
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3 MISURA ED INTEGRALE DI LEBESGUE

Questo capitolo & dedicato allo studio delle prime proprieta della misura e dell’integrale di Lebesgue in
R™.

Inizieremo tuttavia col dare alcune definizioni e concetti di base riguardanti la teoria della misura in
generale.

3.1 Misure ed insiemi misurabili

Indichiamo con X un insieme e con P(X) l'insieme delle parti di X ossia la famiglia di tutti i sottoinsiemi
di X. Indichiamo inoltre con [0, +oc] = [0,00) U {+00} la semiretta reale completata.

Definizione 3.1 (Misura non negativa) Diremo che una funzione o : P(X) — [0,00] ¢ una misura
non negativa (o una misura esterna non negativa) se

i) a(f) =0,
i)

a(d) < i a(Bp) VA, B, € P(X) con AC G By, (83)
h=1 h=1

La proprietd (83) che definisce una misura viene chiamata proprieta c—subadditiva.

Da notare il fatto che la (83) implica la monotonia della misura, ossia il fatto che se A C B allora
a(A) < a(B).

Alcuni esempi interessanti di misure sono i seguenti:

a) Counting measure

E la misura definita da

a(A) = cardinalita di A = numero degli elementi di A
b) Misura di Dirach
Fissato zg € X, si chiama misura di Dirach concentrata in xg, la misura definita da:
] 1 sexge A
a(A)—{ 0 sexg¢ A

¢) Misure d—approssimanti di Haudorff

Supponimo che X = R" e §, k siano due numeri positivi, definiamo
HE(A) = inf{Z(diam(Bh))k, Ac | B, diam(By) < 5}
h=1 h=1

dove diam(B) = sup{|z — y|, =,y € B}.
Se 0 < § < &, risulta HE (A) < HE(A), VA C R™. La misura

H*(A) = Jim HF(A) =sup HF(A) ACR" (84)
—0+ >0

viene chiamata la misura di Hausdorff k-dimensionale di A.
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d) Misura esterna di Lebesgue

Indichiamo con @ C R™ un rettangolo n—dimensionale limitato e chiuso, ossia un insieme del tipo:
Q = [al,bl] X [CLQ,bQ] X ... X [an,bn]

dove a;, b; € R, a; <b;, i =1,2,... n.
Chiameremo misura di @ e la indicheremo con |@| il numero non negativo:

n

QI =TT ®: —a)

=1

Allora la funzione:
E(A):inf{Z|Qh|, AC UQh} (85)
h=1 h=1

viene chiamata la misura di Lebesgue o la misura esterna di Lebesgue di A.

La verifica che le funzioni di insieme sopra definite siano in effetti delle misure non negative viene lasciata
per esercizio. Per dare un’idea peré del tipo di ragionamento da seguire riportiamo la verifica nel caso della
misura di Lebesgue. Sia dunque

(o]
AcC U By,
h=1
Possiamo supporre che £(Bp,) < 400 V h € N perche altrimenti la o-subadditivita ¢ immediata. Usando
la seconda proprietd caratteristica dell’estremo inferiore, possiamo allora ¥V h € N, € > 0 trovare una
successione di rettamgoli { ;h)} tale che
keN

BiclJoM e Y ]Q;h)‘ < L(Bp)+e2h
k=1 k=1

Siccome - o e
AcUscJ ey
h=1 h=1k=1
risulta della definizione (85):
L) <> 3[R <> L)+
h=1k=1 h=1

Pertanto la o—subadditivita della misura di Lebesgue si ottiene per ¢ — 0.

Una proprieta elementare che uno si aspetta da una misura “ragionevole” & che sia additiva su insiemi
disgiunti, ossia che, se AN B =0, allora «(A U B) = «(A) + a(B).

Come vedremo anche nel seguito piu in particolare per la misura di Lebesgue, questa proprieta non vale in
generale per una coppia generica di insiemi disgiunti, ma solo se A, B stanno in una opportuna sottofamiglia
di P(X): la sottofamiglia degli insiemi misurabili.

Seguendo la teoria della misura sviluppata dal matematico Caratheodory, noi daremo la seguente definizione:

Definizione 3.2 Definizione di misurabilita secondo Caratheodory Se o é una misura non negativa
su di un insieme X, diremo che M C X ¢é un insieme a—misurabile se

a(A)=a(ANM)+a(A-M) VACX (86)
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Va notato che, essendo ogni misura o—subadditiva, per verificare che un insieme & a—misurabile, basta
verificare che
a(Ad) > a(ANM)+a(A—M) YVACX con a(d) < +o00 (87)

Dalla (87) si ricava subito che ogni insieme M con a(M) = 0 & misurabile.
Va notato inoltre che la definizione di misurabilita (86) equivale alla seguente richiesta:

a(BUC)=a(B)+a(C)VBCM,VCCX-M

Noi indicheremo con M, C P(X) la famiglia degli insiemi a—misurabili.
Fondamentale nella teoria della misura e il seguente:

Teorema 3.1 Sia a una misura non negativa su di un insieme X. Allora M, é una o—algebra di insiemi
e la misura « ristretta ad M, é o—additiva, ossia:

i) Se M € M, allora X — M € M,;

i) se {Mp},cn € una successione con M, € My Yh e N, allora:

GMheMQ; ﬁMheMa

h=1 h=1

ii1) se {Mp},cn € una successione con My € My Vh € NeMy,NM,=0 VYh#k, allora:

Of([j.&ﬁ) :iii(IUWﬁ)
h=1 h=1

Dimostrazione.

i) Questa proprieta ¢ immediata, perche la definizione di misurabilita ¢ simmetrica rispetto alla differenza,
in quanto
ANX-M)=A-M

A—(X—M)=ANM

ii) a) Verifichiamo in primo luogo che se My, My € M, allora M1 U My € M,,. Se A € P(X), per la
misurabilita di My, si ottiene:

a(A) = a(AN M)+ a(A— M)
e per la misurabilitd di My applicata ad A — My:
a(A) =a(AN M)+ a((A— M) N M) + a(A— M, — M)
ed usando ancora la misurabilita di M; sui primi due addendi:
alA)=a((ANM)U({(A—M)NM))+a(A—M — M) =

=a(AN (M UM,))+ a(A— (M UM,))
Pertanto M; U My € M,,.

b) Ora con un breve ragionamento per induzione (farlo per esercizio), si puo verificare subito che il
risultato si puo estendere ad un numero funito di insiemi, ossia

k
se M € Mo, h=1,2,....k = |J My e M,
h=1
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¢) D’altra parte, dalle relazioni:
X — (Min M) = (X — M) U(X — M)

Ml_MQZMlm(X_MQ)

si vede subito che 'intersezione e la differenza di insiemi misurabili & pure misurabile, come pure
I'intersezione di un numero finito qualunque di misurabili.

iii) Sia ora M} € M, una successione di insiemi. Supponiamo che sia in primo luogo M, N My = () se
h # k. Applicando la (86) con M = My ed A= AN (M U Ms), si ottiene:

(Aﬂ(MluMg)) (AﬂMl)—f—Oé(AﬂMg)

(o)

Usando infine la monotonia della misura, risulta:

(Aﬂ UMh> zk:aAth

h=1 =1

e quindi Vk € N:

Mw

OéAﬂMh)

1

=

e quindi, facendo tendere k — oo:
a(AﬂUMh> ZO{AﬂMh >a<AﬂUMh>
h=1 h=1 h=1

Ne deriva quindi che:

« (Aﬂ fj Mh> = ia(AﬂMh) (88)

h=1 h=1

Usando la misurabilitd della riunione finita di misurabili si ottiene infine:
k k k I~
a(A)_a<AﬂUMh>+a<A—UMh> > a(AnMy) +oz<A UMh>
h=1 h=1 h=1 h=1
e per k — oo, dalla (88):

= Saae o (- 0 -

h=1

- (Amth> ‘o <A_Q1Mh>

Da cui segue la misurabilita della riunione infinita.

Se gli insiemi M}, non fossero a due a due disgiunti, basta considerare la nuova successione: M| = M;
ese h>1:

My = Mpy1 — U M;

per ottenere una nuova successione di insiemi ancora misurabili con M; N M, =0 se h # k e con

Y-

&C8

68



q.e.d.

Corollario Una conseguenza importante del teorema precedente ¢ la seguente proprieta che consente di

passare al limite su successioni monotone. In particolare
) Supponiamo che M}, € M, sia una successione crescente ossia supponiamo che My, C M1 Yh e N

(89)

allora:

[e ]

af U My) = hlingo a(My)

h=1

) Supponiamo che M}, € M, sia una successione decrescente, ossia supponiamo che My, 1 C M}, Yh € N
e supponiamo inoltre che a(M;) < 400, allora
[e ]
(90)

a( () My) = Jim_a(M),)

Dimostrazione.
) Possiamo supporre che sia a(M},) < +o0o, Vh € N. Ponendo per semplicitah My = ), definiamo la

M}/L:Mh—Mh—l heN

nuova famiglia di insiemi:

Otteniamo che M; € Mo Vhe N, M N M| =0 se h#ke

Y-

C8

>
I
—

8

Possiamo quindi concludere che:
k
U My) =a U Mj) = Z (M;) = lim " a(M;) =
= h=1

k
Z[ (Mp) — a(Mp—1)] = klinolo a(My)

= lim
k—)oo
Jj=1
) Per ottenere il secondo teorema di passaggio al limite, basta porre M; = M; — Mj ed applicare il
: /
q.e.d.

primo teorema di passaggio al limite alla successione Mj,

3.2 Misure metriche
Supponiamo in questo paragrafo che X sia uno spazio metrico, ossia che sia definita in X una distanza d
Ricordiamo, per comodita dello studente, che una distanza € una funzione d : X x X — R con le seguenti

proprieta:
i) d(z,y) >0ed(z,y) =0+ x=y;
i) d(z,y) =d(y,x) vV z,y € X;

iii) d(z,y) <d(z,2) +d(z,9) Vv,y,2 € X
Definizione 3.3 (Misura metrica) Se X & uno spazio metrico ed o é una misura su X, diremo che o &
(91)

una misura metrica se
a(AUB)=ca(A)+«a(B) YA,B C X, con dist(A,B)
inf{d(z,y), v € A, y € B}.

dove dist(A, B) =
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Per le misure metriche vale il seguente importante:

Teorema 3.2 Se a ¢ una misura metrica su X, allora ogni insieme chiuso é a—misurabile.

Dimostrazione. Sia C' C X un insieme chiuso e sia A C X un insieme con a(A) < +o0. Indichiamo con

1
Cp = {xEX, dist(z,C) > h} heN

C}, é una successione crescente di insiemi ed, essendo X — C un insieme aperto, risulta:

x-c=Jaon
h=1
Poniamo infine D; =Cy ese h>1, Dpy1 = Chyq — Ch.

Osserviamo che risulta:
dist(DQ h+2, D2 h) >0

) VheN 92
d@St(D2h+1,D2h,1)>0 ( )
Infatti se © € Dajpi90 € y € Doy, risulta :
dist(z,C) < — 1 dist(y,C) > -~
ist(z, SShTT ist(y, 57
Fissato allora € > 0 esiste z € C con
1
) ) <
dist(z,z) < dist(z,C) +¢e < h 11 +e
Ne segue che
d(zy) > d(y.2) = d(z2) > - — o=
GY = AR S oy T a1 f T 2h2h+ 1)
e quindi:
1
dist(D D >
ist(D2n+2: D2n) 2 535527

Analogamente si prova la seconda delle (92).
Dalla (92) ed un semplice ragionamento per induzione, si ricava, Vk € N

k

k
ZO& AmDQh —04<Aﬂ UD2h> <a(A)<+oo
h=1

h=1

k k
ZO& AmDQh 1)—0{ (Aﬂ U Doy 1) <a(d) < 4+

h=1 h=1
e quindi

Za ANDp) <2a(A) < +o0
h=1

Ricordando infine che: i

U @nDy)=4Anc
h=1

dist(ANC,ANCy) >0

possiamo concludere che:

a(ANC)+a(A-C)=a(ANC) +a< G >

h=1
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a(ANC)+ < CJ ) Z (AN Dy) =

h=k+1
=a(AN(CUCK)+ > a(ANDy) <a(A)+ Y a(ANDy)
h=k+1 h=k+1

Si ottiene infine la misurabilitd di C, ricordando che

oo

Jim > a(AnDy) =0
h=k+1

q.e.d.
Osservazione 1 In uno spazio metrico (X, d), indicheremo con B la minima o—algebra che contiene gli
insiemi chiusi. Tale minima c—algebra viene chiamata la c—algebra degli insiemi di Borel e gli elementi
di B vengono chiamati insiemi boreliani ( o di Borel).
Ne deriva quindi che, se @ é una misura metrica in (X, d), allora B C M,,.

Osservazione 2 La misura di Lebesgue definita dalla (85), & una misura metrica in R™. Siano infatti
A, B C R"™ due insiemi con dist(A, B) = § > 0 e sia @}, una successione di rettangoli con

AUBC GQ}L

h=1

Noi possiamo supporre, a meno di suddividere ognuno dei rettangoli ), in un numero finito di rettangoli
pit piceoli che sia diam(Q),) < ¢ in modo che, se un rettangolo interseca A non puo intersecare anche B.
Se indichiamo quindi con
A:{heNa thA#w}
IB:{h€N, QhﬁB7é®}
risulta T4 NIg =0 e
Ac @ Bc | @

h€la help
Si ottiene quindi
Z|Qh|>Z|Qh|+Z|Qh|>ﬁ L(B)
hela help
Ne segue che

L(AUB) > L(A) + L(B)

Ragionando nello stesso modo si pué verificare che anche la misura di Hausdorff k-dimensionale definita
dalla (84) ¢ una misura metrica.

3.3 Misura di Lebesgue

Come abbiamo appena notato la misura di Lebesgue € una misura metrica su R™ e quindi ogni insieme
boreliano ¢ Lebesgue—misurabile.

Per brevita in seguito la famiglia degli insiemi misurabili secondo Lebesgue verra indicata con M.

Oltre alle proprieta generali che derivano dalla teoria astratta della misura, la misura di Lebesgue ha le
seguenti proprieta:

1. Vo € R™, L({z}) = 0. Ne segue, per la proprietd o—subadditiva della misura, che ogni insieme A C R"
numerabile ha misura nulla;

2. Invarianza per traslazioni la misura di Lebesgue ¢ invariante per traslazioni, ossia se g € R",
allora L(xg+ A) = L(A) VACR™
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3. se A >0, allora L(AA) = A" L(A);

4. se f :]a,b] = R é una funzione non negativa ed integrabile secondo Riemann, allora il sottografico di
f:
My ={(z,y) € R*, x € [a,b], 0 <y < f(2)}

é un insieme misurabilie secondo Lebesgue e si ha

b
£ty = [ (@) de

Da notare che se g [0,1] — R ¢é la funzione che usualmente viene presa come esempio di funzione non
integrabile secondo Riemann, ossia la funzione:

(z) = 1 sexel0,1]NQ
IEI=3 0 sexe[0,1] - Q
risulta L(M,) = 0.
5. La misura di Lebesgue ¢ una misura di Radon, ossia ha le seguenti proprieta:

a) Se K C R™ é un insieme compatto, allora L(K) < +oc;

b) VE C R" risulta:
L(E) =inf{L(A), A aperto E C A}

¢) VM € M, risulta:
L(M) =sup{L(K), K compatto K C M}

6. La misura di Lebesgue é una misura regolare, ossia: VE C R", esiste M € M con E C M e
L(E)=L(M).

7. Esistono degli insiemi che non sono Lebesgue-misurabili.

Lascieremo la dimostrazione di queste proprieta per esercizio. Ne riporteremo solo alcune per mettere in
evidenza il modo di ragionare.

5. b) Basta osservare che nella definizione di misura di Lebesgue i rettangoli @5, si possono scegliere
aperti. Infatti, fissato € > 0, se il rettangolo Q5 non fosse aperto, lo posso sostituire con un rettangolo
aperto Q) con Q C @}, e |Q}| < |Qn| + 227", cosf che risulta:

EcC U Q}, = A(insieme aperto) e L(A) < Z Q] < Z |Qn| + €
h=1 h=1 h=1

5. ¢) Supponiamo in primo luogo che M sia limitato e che sia M C Bpg. Siccome B — M € M,
Ve > 0 esiste un aperto Q = Q. con B — M C Qe

LQ—(Br—M))=L(Q)—-LBr—M)<c¢
Poniamo K = B — Q. K essendo limitato e chiuso, é un insieme compatto. Verifichiamo ora che:

i) K c M,
i) M-~ K cQ—(Bgr—M).

Infatti se 2 € K, allora * € B, = ¢ Q e quindi ¢ Bg — M e pertanto x € M. D’altra parte se
reM—-K,alloraze M, c¢ K. Alloraxz € Qex € Q— (Br— M). Per la ii), segue allora che

LM—-K)=L(M)-L(K)<e
Se M non é limitato, ricordiamo che per la (89):

L(M) = lim L(M N Bp)

Pertanto se A < L(M), esiste R > 0 tale che L(M N Bgr) > A e, per la prima parte della dimostrazione,
esiste un compatto X C M N Bg con L(K) > .
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6. Basta considerare il caso L(F) < 400. Siccome
L(E) =inf{L(A), A aperto E C A}
YV h € N, posso scegliere un aperto Ay tale che:
1
FE C Ah, E(Ah) < ﬁ(E) + E
Possiamo inoltre supporre che la successione Aj, sia decrescente ( se cosi non fosse basta sostituire Ay,

con A}, = A1 NAsN...NA).

Posto allora
oo
M= ﬁ Ay,
h=1
si ottiene un insieme Lebesgue-misurabile, essendo intersezione di aperti, con E C M e (vedi (90)):

£(M) = lim £(Ay) < £(E)

7. Riportiamo un esempio di insieme non misurabile secondo Lebesgue nel caso n = 1.
Consideriamo la relazione di equivalenza in R definita da:
T~y <= y—zr=recQ
( dove ricordiamo che Q é I'insieme dei numeri razionali ). Indichiamo con [z] la classe di equivalenza
di z, ossia:
[z]={ye R, y~u}
e osserviamo che Vr € R, [z]N(0,1) # 0. Infatti sceltor € Q con x—1 < r < z e posto y = z—r, risulta

y~xey€ (0,1). Possiamo allora costruire un insieme A prendendo da ogni classe di equivalenza un
singolo elemento che sta nell’intervallo (0, 1). In altre parole I'insieme A ha le seguenti proprieta:

- AcC(0,1),
—-VyeR3IxecA conx~y,
— sewxy,r9 €A,z # 1o, allora x1 e x2 non sono equivalenti tra loro.
Verifichiamo ora che :
—ser,s € Q. r+#s, allora:
(r+A)N(s+A4) =10,
—Vze(0,1) Ire 9n[—1,1] tale che z € r + A,
— se indichiamo con r, h = 1,2,... la successione di tutti i numeri razionali contenuti nell’intervallo

[—1,1], ossia:
{rn; h=1,2,... } =9Qn[-1,1]
e poniamo:
F={Jn+4
h=1
si ha la doppia inclusione:
(0,1) c Fc[-1,2]

Infatti se fosse (r + A) N (s + A) # (), esisterebbero x,y € Aconr+x=s+yequindiy—z=s—r.
Risulterebbe pertanto y ~ x in contrasto con la definizione di A. Se x € (0,1), esiste y € A con y ~ x
equindiz —y=re Qossiaz=r+ycr+Aedr=x—ye(—1,1) Infineser € [-1,1] ez € A,
risulta —1 <r+z < 2.

Supponiamo infine, ragionando per assurdo, che A sia misurabile. Risulterebbe:

L(F) = iﬁ(rh +A) = iE(A) <3
h=1 h=1

e quindi deve essere £(A) =0 e quindi L(F) = 0. Questo contrasta col fatto che (0,1) C F.
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3.4 Integrale di Lebesgue

Una volta definita la misura di Lebesgue, possiamo definire 'integrale di Lebesgue. Il modo che seguiremo
é molto simile a quello usato per definire I'integrale di Riemann.

Sia M C R™ un insieme misurabile e limitato. Diremo che una funzione s : M — R é una funzione
semplice misurabile se esiste una partizione misurabile di M:

P={M;,Ms,...,M}
ossia una famiglia finita di insiemi misurabili My, h =1,2,...,k, con

k
MyNMy =0se h#h e UMh:M

h=1

tale che valga la rappresentazione:

k
s(z) = Z chom, () TeM (93)
h=1
dove ¢p, h=1,2,...,k sono numeri reali e pyy, é la funzione caratteristica dell’insieme M}, ossia:

(@) = 1 sex e M,
PMATI = 0 seax ¢ My,

Indichiamo con § la famiglia delle funzioni semplici misurabili.
Risulta immediato verificare che S é uno spazio vettoriale di funzioni e che se s,t € S, allora anche s V¢
e s At stanno in S, dove
(s Vt)(z) = max{s(z),t(z)}

(s At)(x) = min{s(x), t(x)}

E pure facile verificare che se s € S e

k

.
s(z) =Y cnpm, (x) = Z djpnr (x)

h=1

dove My e M J’ sono due pertizioni distinte di M, allora:

k K
Z Chﬁ(Mh) = Z dJE(MJ/)
h=1 j=1
Possiamo quindi definire se s € S e

k
s(@) = 3w, (@)
h=1

k
/ s(z)dx = Z enL(Mp) (94)
M h=1

Sia ora f : M — R una funzione limitata. Definiamo rispettivamente l'integrale inferiore di f e l'integrale
superiore di f le due quantita:

hUﬁ=ﬂ@deQW{/;d@dw;seS,sﬁf} (95)

M
I.(f) /Mf(x)dxinf{/Mt(x)dx; tes, fgt} (96)
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Diremo che f ¢ integrabile secondo Lebesgue su M se I;(f) = I;(f) e in tal caso il valore comune verra
indicato col simbolo [,, f(x) dx.

Pertanto una funzione f : M — R limitata e integrabile se e solo se :

Ve>03s,teScons< f<te /(t(m)—s(m))dw<5 (97)
M

In tal caso risulta dunque

/Mf(x)dm:sup{/Ms(x)dx; seS, sgf} (98)

/M @) da = inf{/Mt(a:) deitesS, f< t} (99)

Se la funzione f non & limitata o se I'insieme M non e limitato, allora l'integrale si definisce in genere
come un limite. In particolare:

oppure

i) Supponiamo che f : M — R, con M insieme misurabile e limitato, sia una funzione non limitata e
non negativa, diremo che f & integrabile in M se:

a) per ogni numero naturale h la funzione troncata:

fu(z) = min{f(z), h}

é integrabile in M,

b) risulta finito il limite:

lim /M fr(z)dx

h—o0

Tale limite verra indicato col simbolo [,, f(x) d.

ii) Supponiamo che f : M — R, con M insieme misurabile e limitato, sia una funzione non limitata che
puo assumere anche valori negativi, diremo che f € integrabile in M se e solo se lo sono le due funzione:
[t (z) = max{f(z),0} e f~(z) = —min{f(z),0} e porremo in tal caso:

/M flx)de = /M fH(x)de — /M f~(z)dx

ili) Supponiamo infine che f : M — R sia una funzione definita in un insieme M misurabile e non limitato.
In tal caso porremo:

/f(a:)dx: lim fH(z)dr — lim [ (z)dx
M

R—+4o00 MNBr R—o0 MNBr
supponendo che i due limiti a secondo membro siano finiti.

Indichiamo infine con £(M) lo spazio delle funzione che sono integrabili su M.
E facile da verificare che £!(M) & uno spazio vettoriale e che I'integrale & un funzionale lineare su £!(M).

Osservazione 1 Se f : [a,b] — R & una funzione limitata ed indichiamo con IR;(f) ed IR,(f) rispet-
tivamente gli integrali inferiore e superiore di f secondo Riemann, risulta:

IRi(f) < Li(f) < I;(f) < IRs(f)

Pertanto se una funzione limitata & integrabile secondo Riemann lo & anche secondo Lebesgue.
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Osservazione 2 Una funzione continua f : [a,4+00) — R, pud essere integrabile in senso generalizzato

secondo Riemann senza essere integrabile secondo Lebesgue. Un esmpio e dato dalla funzione

f(z) = sir;x x € 27, +00)

Infatti se b > 2w, integrando per parti, si ottiene:

b sin x Ccos T
de = —
27 X X

b/
COS T
5 dx
b X

Siccome

si ottiene che il secondo integrale nella diseguaglianza precedente ha limite finito per b — 400 e quindi la

funzione f é integrabile in senso generalizzato in [2 7, +00). D’altra parte:

(2k+1)7 k 2j4+D)7
/ f+(m)dac=Z/ Smxdxz
2 2

. j=172Jm z
k 2j+1)7 k
1 (2 2 1
> P — sin xdx = — -
;(2j+1)7r/2j7r 71';2]—1—1

e quindi f ¢ L1([27, +00)).

3.5 Massimo e minimo limite per una successione

Prima di continuare nello studio dell’integrale di Lebesgue e introdurre il concetto di funzione misurabile, &

necessario ricordare la definizione di minimo e massimo limite per una generica successione ay,.

Indichiamo con:
ay = inf{ap, h >k}

Br. = sup{an, h >k}

(100)
(101)

otteniamo due successioni {ayg tren € {8k }ren rispettivamente non decrescente e non crescente. Esistono

quindi i limiti:
a= lim ay =sup{ag, k€ N'}
k—o0

8= lim B =inf{B, ke N}
k—o0
Tali limiti vengono chiamati rispettivamente

liminfa, e limsupay
h—ro0 h— 00

In simboli:

liminf a;, = sup inf ay
h—ro0 hp k>

limsup ap = inf sup ay
h—00 h k>h

Del minimo e massimo limite vogliamo mettere in evidenza le seguenti proprieta:

1. Risulta sempre

liminf a, <limsupa, ;
n—oo n— oo
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liminf a,, = —00
n— 00

se e solo se a, non & inferiormente limitata;

lim sup a,, = 400
n—oo

se e solo se a, non & limitata superiormente;

4. se a € R, risulta che

o = liminf a,,
n— oo

se e solo se:

o Ve >03n. € N talechea, >a—¢ Vn > ng;
e Ve > 0, insiieme N, = {n € N, a, < a + ¢} ¢ infinito;

5. se B € R, risulta che

B =limsupa,
n—r oo

se e solo se:
e Ve >0 3dn. € N tale che a,, < B+¢ Vn > ng;
e Ve > 0, linsiieme N, = {n € N, a, > 3 — ¢} & infinito;
6. risulta
lim inf a,, = lim sup a,,
n—00 n— o0

se e solo se la successione a,, ha limite e risulta

lim a, = liminfa, = limsupa,, ,

n— oo n—oo n—oo
7.
limsup (—a,) = —liminf a,
n—00 n—00
liminf (—a,) = — limsup a,
n—>00 n— 00
8. se {an} e {b,} sono due successioni, allora:

lim sup (a,, + b,) < limsup a, + limsup b,

n—roo n—oo n—r oo

liminf (a,, 4+ b,) > liminf a, + liminf b, .
n— o0 n—o0 n—oo

Da notare inoltre ¢ il fatto che, se una delle due successioni {a,} o {b,} ha limite, allora nelle dis-
eguaglianze precedenti vale il segno di uguale.

9. esistono due sottosuccessioni di a,: {by }nen € {¢ntnenr, tali che

lim b, =liminfa,, lim ¢, =limsupa,
n—oo n—o0 n—oo n—oo

Dimostrazione
1. Segue subito dalle definizioni;
2. Verificarlo per esercizio;

3. Verificarlo per esercizio;

7



4. Dimostriamo solo la condizione necessaria, lasciando per esercizio la condizione sufficiente. Supponiamo
quindi che « sia il minimo limite della successione {ay},. Usando la notazione introdotta in (102)
risulta che Ve > 0 In. tale che Vn > n., b, > a — ¢ e quindi a, > b, > a — . D’altra parte
VneN, b, <a<a+eequindi Vn € N,Im = m(n) > n tale che a,, > a + ¢ e quuindi vale anche
la seconda di ii).

5. si ragiona come nel caso precedente e quindi viene lasciato per esercizio,
6. se
«a = liminf a,, = limsupa, € R
n—00 n—00

dalle proprietd enunciate in precedenza, risulta che, se € > 0, allora:

e Jy . talechea, <a, <a+e Vn> v,

e Jv/ tale che a,, > B, >a—¢e Vn >l
Se ne conclude quindi che se n > max{ve,v.}
a—e<ap,<a+e
e quindi che

lim a, =«
n— oo

3.6 Funzioni misurabili
Una funzione f : M — R (M € M) si dice misurabile se V ¢t € R, I'insieme :
Ft)={e e M; f(z)>1}

€ misurabile.
Vale il seguente semplice teorema:

Teorema 3.3 Sono equivalenti le sequenti affermazioni:
a) f: M — R é una funzione misurabile;
b) Vt € R linsieme Fy(t) ={z e M ; f(z) <t} e M;
c) Vt € R Uinsieme Fa(t) ={zx e M ; f(z) <t} € M;
d) Vt € R Uinsieme F5(t) ={z € M ; f(z) >t} € M.
Dimostrazione. a) = b) Risulta Fy(t) = M — F(t)) e quindi Fy(t) e M Vit € R;

b) = c¢) Risulta
> 1
B@:HHG‘J

e quindi Fh(t) e M Vit eTR;
¢) = d) Risulta F5(t) = M — F»(t)) e quindi F3(t) e M Vit € TR;

d) = a) Risulta
> 1
F(t) = hL:Jl Fy <t - h)

e quindi F(t) e M VteR. q.e.d.
Altre importanti proprieta delle funzioni misurabili sono date dal seguente:

Teorema 3.4 Siano f,g : M — R due funzioni misurabili, allora:
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1. L’insieme
N={zxeM, f(x)>gx)}

€ misurabile;
2. le funzione f 4 c e ¢ f sono misurabili Ve € R;
3. le funzioni f + g, f% e f g sono misurabili;
4. se fn : M =R (heN) éuna successione di funzioni misurabili, allora, posto
®(z) = sup{fn(z) , he N'}
U(z) =inf{fr(z) , h e N}
st ha che ® e VU sono funzioni misurabili;

5. se fn: M — R (heN) é una successione di funzioni misurabili, allora sono pure misurabili le due

funzioni
fla) = limsup fu(x) e g(x) = lminf fo(x)

h—o0

Dimostrazione.

1. Se z € N, allora f(z) > g(z) e quindi esiste r € Q con f(x) > r > g(z) e quindi € F(r) N Ga(r)
(Usiamo le notazioni del teorema precedente) Ne deriva che

N=J F(r)nGa(r)

reQ
Pertanto N € M.
2. Esercizio.

3. Risulta Vt € R:
{zeM, fla)+gl@)>t}={zeM, f(z)>t-g(x)}

e il risultato segue da 2) e da 3). Ora se t < 0, allora
{reM, f)*> >t} =M
mentre se t > 0
{zeM, fa?>tt={zeM, fz)>VttU{ze M, f(z)<—Vt}

In ogni caso dunque, l'insieme {x € M , f(x)? > t} é misurabile. Infine per provare la misurabilitd
del prodotto, basta notare che:

(f(2) + 9(2))* = (f(z) — g())’
4

f(@)g(x) =
ed usare la misurabilitd della somma, della differenza e del quadrato.

4. Risulta Vt € R: -
{reM, ®@)>t)=|J{zeM, fx)>1}
h=1

{reM, V) <ty=|J{zeM, fulx)<t}
h=1
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5. Basta applicare la 4) e ricordare che
f(z) = inf{pn(z) , he N}
g9(x) = sup{¢n(z) , h e N'}

dove

on(z) =sup{fp(z), kN, k>h}
Yn(r) = inf{fx(z) , k€N, k> h}

Notiamo in particolare che dalla proprieta 4) si ottiene che se f é una funzione misurabile, allora sono
misurabili anche le funzioni:

T (x) = max{f(x),0}
f7(z) = —min{f(z),0}
|f(@)| = fT(x) + ()

q.e.d.
Concludiamo infine il paragrafo sulle funzioni misurabili, dimostrando il seguente:

Teorema 3.5 Se f : M — R ¢ una funzione misurabile e limitata e se M é un insieme misurabile limitato,

allora f € LY(M).

Dimostrazione. Possiamo supporre che sia f > 0 ed indichiamo con k£ una costante positiva tale che
0< f(z)<k Yz e M. Sia h € N, poniamo

k
t =S j=0,1,2...,2"

Mj={zeM ,t;1 < flx)<t;} j=12,...,2"

Gli insiemi M; sono tutti misurabili, sono a due a due disgiunti e

2h
UM =m
j=1

Consideriamo infine le due funzioni semplici:

2h

sp(z) = th—l o, (@)

2h,
th(z) = th oum; (z)
j=1

Risulta ovviamente
sp(z) < flx) <tp(z) Ve eM

inoltre
2h 2h

k kL(M
[ s = [ si@rde =37 0~ 1) £0) = 3 55 £05) = Z5

j=1 j=1

Ne deriva quindi che Ve > 0, se scelgo h € N tale che

k £(M)
T <é€
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ottengo che
/ (tn(x) —sp(x)) de <e
M

e quindi f € L1(M). q.e.d.
Da notare che le due successioni costruite nella dimostrazione precedente convergono uniformemnte ad f
su M.

Da notare inoltre che, se f : M — R & continua in M, allora f é misurabile, infatti in tal caso l'insieme
{r e M, f(x) >t} é un insieme aperto ( relativamente ad M).

3.7 Teoremi di passaggio al limite sotto il segno di integrale

Dimostreremo in questo paragrafo i tre principali teoremi di passaggio al limite sotto il segno di integrale
presenti nella teoria di integrazione di Lebesgue. Il primo e il seguente:

Teorema 3.6 Teorema di Beppo Levi Sia f; : M — R una successione di funzioni misurabili e non
negative tali che fj(x) < fjp1(x) Ve e M , V j € N. Indichiamo con:

f(z) = lim fj(zx) , zeM

Jj—oo

allora:

/M f(z)dx = lim /M fi(z) dz (106)

Jj—o0

Dimostrazione. Essendo f; < f, risulta:

Jim /M fi(@) da < /M /(@) do

e quindi basta provare che vale anche la disuguaglianza contraria, ossia:

lim /M fi(x)dx > /M f(z)dx (107)

j—o0

Consideriamo, in primo luogo, il caso in cui 'insieme M sia limitato e la funzione f sia pure limitata. In
questo caso, dalla definizione di integrale, risulta:

/Mf(x)dm:sup{/Ms(a:)dx; ses, sgf}

Sia dunque s € S una funzione semplice misurabile con 0 < s < f. Supponiamo che sia:

k
s(x) = Zchcth(as) , €M

h=1
dove {M},} é una partizione di M. Scelto un numero « € (0, 1) indichiamo con:

Fy={zeM; fj(x) > as(x)}

Dalla monotonia della successione {f;} risulta che F; C Fj41 V j =1,2,... ed inoltre:
Ur=M
j=1

Infatti se x € M e s(z) =0, allora z € F;, Vj € N, mentre se s(z) > 0, si ha:

lim fj(z) = f(z) > s(z) > as(x)

j—o0
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e quindi, per il teorema della permanenza del segno, 3 jo € N tale che f;(z) > as(xz) YV j > jo e quindi
x € F; ¥V j > jo. Ricordando infine che, se x € F; f;(z) > as(x), integrando su Fj, ottengo:

/M fi(z) dz > /Fj fi(z)dz > a/ s(z) dz = azk:ch,z(Mh nE;)

5 h=1
Passando infine al limite per j — oo, ottengo :

k N )
lim / fi@)dz > a e lim LMy N Fy) =a) LMy (| F)) =
M =1 7T j=1

) —» 00
J h=1

k
= aZchﬁ(Mh) = a/M s(z) dx

h=1

Facendo tendere o a uno, ottengo:

Jlggo /M fi(z)dz > /M s(z) dx

Prendendo infine I’estremo superiore al variare di s € S, s < f ottengo :

lim /M fi(z)dz > y f(x)dx

j—o0

Se M non fosse limitato, tenendo conto che f; > 0, risulta V R > 0:

lim fi(xz)dz > lim fi(x)dx :/ f(z)dz
M MNBg

j—o0 j—o0 MNBg

e quindi si ottiene il risultato facendo tendere R all’infinito. Infine se f non fosse limitata, so avrebbe:

lim /ij(x)dxz lim (fj/\k)(a:)dx:/ (f NE)(z) de

j—o0 j—o0 M M

e si ottiene la (107) facendo tendere k all’infinito. q.e.d.

Teorema 3.7 Lemma di Fatou Sia f; : M — R una successione di funzioni misurabili non negative,
allora:

/ (liminf f;(z)) de < liminf | f;(z)dx
M M

j—o0 J—vo0
Dimostrazione. Indichiamo con :
f(a) = limint fy(z) =€ M
gn(x) = inf{f;(z) ; j > h}

La successione {gy } verifica le ipotesi del teorema di Beppo Levi essendo una successione crescente di funzioni
non negative. Applicando tale teorema e ricordando che limy_, o gn(z) = f(x), ottengo:

y f(z)dx = hli_)n;<> /M gn(x) dx

D’altra parte se j > h gp(z) < fi(z) ¥V z € M e quindi:
/ gn(x) dz g/ filx)de Y j>h
M M
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Ne deriva quindi che:

lim [ gn(z)dz <liminf / fi(x) da
h—oo Jar Jj—o0 M

q.e.d.
Da notare che nel Lemma di Fatou puo valere il minore stretto, come dimostra il seguente esempio:

[i(®) = jpoi)(x) ze(0,1)

Teorema 3.8 Teorema di Lebesgue della convergenza dominata Sia f; : M — R una successione di
funzioni misurabili. Supponiamo che esista una funzione non negativa g integrabile con:

Ifi(x)| <g(x) YeeMejeN (108)
Supponiamo inoltre che ¥ x € M esista il limite :

f(z) = lim f;(z)

]—)OO

Allora:
/ f(z)dx = lim fi(x) dx
M

Jj—o0 Jar

Dimostrazione. Dalla doppia diseguaglianza:

—9(z) < fj(z) < g(2)

ottengo che le due successioni:
uj(z) = g(x) — f;(x)
vj(z) = fi(z) + g(x)

sono entrambe non negative. Applicando il Lemma di Fatou, si ottiene:

J—00

= )dx — i
/. @) dstimsu [ pi@
liﬁgp /M fi(z)de < /M f(z)dx

D’altra parte, sempre per il Lemma di Fatou, applicato alla seconda successione ottengo:

/Mg(x) dx — /M f(x)dz = /M(g(:z:) — f(z))dz < liminf /M(g(as) — fi(z))dx =

e quindi semplificando:

/f(x)d$+/ g(x)de:/ (f(z) + g(x)) dz <liminf | (f;(z) + g(x))dz =
M M M M

J—00

= hjrggéf /M fi(x)dz + /M g(x)dz

/f(x)dxgliminf/ fi(z)dz
M J=0 M

Questa diseguaglianza, insieme a quella gia ottenuta, ci permette di concludere la dimostrazione. q.e.d.

e quindi :
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Consideriamo ad esempio la seguente successione di funzioni
fal@)=n?2"(1—2) z€][0,1]

dove p € R é un parametro fissato.
Risulta
f(z)= lim f,(z)=0 Vz €][0,1]

n—oo
D’altra parte:
fi@)=n? [na" 1 —2)—2"] =nP2" " [n—(n+1)a]

e quindi il punto x = #—1 é il punto di massimo assoluto per f,, in [0, 1] e il suo valore massimo é:

n n " n nP n "
an = fu () =P 1- =
n+1 n+1 n+1 n+1\n+1

lim o, =0&p<1

n—oo

Risulta quindi che

Pertanto la convergenza di f, a zero e uniforme se e solo se p < 1. D’altra parte, da un calcolo diretto si ha:

! ! n n _ 1 1 = np
Aim@Mm=Avf@r—x*de—“(n+1‘n+z)—<n+nm+m

1
lim fa(@)de =0 & p<2
0

n—r oo

e quindi

Pertanto vale il teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale se e solo se p < 2.
Osserviamo infine che

Ofn
fa(x) =pnPta"(1—z) + 0’2" logz(l — z) = n?~ ' 2" [p — n logz](1 — x)
n
Pertanto il volore massimo di f,(z) al variare di n ( pensando ad z fissato) si ottiene per n = £ e il valore

massimo e dato da

1—=z

o) = (TL) e/ =) = e

0,1
log x ze[0.1)

(—loga)?

Risulta quindi
fo(z) <g(z) Y2el0,1)

Siccome
. —logx
lim =
z—1- 1—=x

la funzione g risulta integrabile in [0,1) se e solo se p — 1 < 1 ossia p < 2.
Ossia f, ha una funzione dominante integrabile se e solo se p < 2.

3.8 Alcune conseguenze dei teoremi di passaggio al limite

Alcune conseguenze dei teoremi di passaggio al limite sotto il segno di integrale sono le seguenti.

i) Se f; : M — R & una successione di funzioni misurabili non negative allora:

/M ifj(w) dm:i;/ij(JC)Olaj
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ii) Se f : M — R & una funzione misurabile non negativa ed {M} é una partizione misurabile di M,
allora:

y flx)de = z:l f(z)dzx

h=1Y Mn

iii) Se f : M — R & una funzione misurabile non negativa ed {M},} é una successione crescente di insiemi

misurabili con
o0

M= U M,
h=1

allora:

/ f(@)dz = lim f(z)dzx
M

h— oo M,

iv) Se f : M — R & una funzione misurabile non negativa ed {Mj} ¢ una successione decrescente di
sottoinsiemi misurabili di M. Se indichiamo con

o0
F= ()M,
h=1
e supponiamo che f sia integrabile su M, allora:

/ f(z)dx = lim f(z)dx
P

h—o0 My,

v) Se f; : M — R é una successione di funzioni misurabili non negative con f;11 < f; V j e se f1 é

integrabile su M, allora:
li ; dr = li fi(x)d
/ (j im fj(w)) x jlm / i(x) dx

vi) Assoluta continuita dell’integrale Se f € £!(M), allora:
Ve>030. >0 tale che se F C M e L(F) < d. allora / |[f(z)|dx < e
F

Dimostrazione Possiamo supporre che sia f > 0. Se f é limitata ( ossia se 0 < f(z) < k), allora si
ha:

| e <keir)
F

e quindi basta scegliere 6. = 7. D’altra parte se f non ¢ limitata, posto f(x) = min{f(z), h} si ha

/ f(z)dx = lim fr(z)dx
M M

h—o0

e quindi, fissato € > 0 3 h = h(e) tale che:

[ (@ = s s < 5
M

Allora
Lﬂmm=ﬁmm<mmm+ﬁnmwg

13
< [ (@)= fu@)dat [ futwyde < 5+ ne(r)

e quindi basta scegliere in questo caso d. = 5.
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vii) Funzione non negativa con integrale nullo Sia f : M — R una funzione misurabile non negativa
e tale che [, f(x)dz = 0 Allora posto:

P={zeM; f(z)>0}

risulta che L(P) = 0.
Infatti indicato con:

Ph:{xeM; f(z)>;}

ottengo una successione crescente di insiemi con

P=|Jnp
h=1
Inoltre:
sl < [ f@de< [ f@de=0
h Ph M
Allora L(P,) =0V h e quindi anche £L(P) = 0.

Enunceremo brevemente il fatto che £ ({x € M ; f(x) > 0}) = 0 dicendo che f(x) = 0 per quasi
ogni x € M ( o quasi ovunque in M).

Pit in generale se P(z) é una affermazione relativa ad una variabile x € M, diremo che P(x) vale
quasi ovunque o per quasi ogni z € M, se 'insieme

X={xeM , P(x) é falsa}
ha misura nulla (£(X) = 0).

Concludiamo il paragrafo col seguente esercizio:
Esercizio Se f € £L}(M) allora f é misurabile.

Dimostrazione Supponiamo f limitata ed M limitato. Dalla definizione di funzione integrabile, posso
trovare due successioni di funzioni semplici sy, t, con s, crescente e t; decrescente tali che sp(z) < f(z) <

th(z) Ve eMe
/ (th(2) — sn(z)) dz < %
M

Indichiamo ora con
s(z) = lim sp(x)

Risulta allora s(z) < f(z) < t(z) e

/ (t(x) — s(x)) de = lim (th(x) — sp(x)) de =0
M

h=oo /s
Pertanto possiamo trovare un insieme misurabile X con £(X) = 0 tale che
s(x) = flx)=t(x) Ve eM-X
Allora
{reM, fley >t} ={zeM, s(z)y>t}N(M-X)UXnN{zeM, f(r)>t}) =M UM

ed M; é misurabile perché s é misurabile ed M5 é pure misurabile come sottoinsieme di un insieme di misura
Zero.
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3.9

Formula di riduzione per un integrale multiplo

Indicheremo in questo paragrafo la variabile z € R™ con z = (y,2z) con y € R™ (me N, 0<m<n) e
ze€R"™. Se ACR"™ ey e R™, indicheremo con

AV ={2eR"™™, (y,2) € A}

Siccome useremo la misura di Lebesgue in spazi di dimensione diversa, per maggior chiarezza indicheremo
con L la misura di Lebesgue nello spazio R®. Cominciamo col provare il seguente:

Teorema 3.9 Sia M C R"™ un insieme misurabile e limitato. Allora la funzione:

fly)=Ln-m (MY) yeR™

e una funzione integrabile su R™ e risulta:

f(y) dy = L,(M) (109)
Rm

Dimostrazione. Faremo la dimostrazione per passi successivi.

a)

Passo 1 Se M = Q = [a1,b1] X [az,b2] X ... X [an,by] & un rettangolo, allora il teorema & vero. Infatti
in questo caso

MY — QY = [@mt1, Dmr1] X oo X [an, bn] sey € [a1,b1] X ... X [am, by
0 sey & [ar,b1] X ... X [Gm, bm]

La formula (109) si mantiene pure vera se
k
M=Jo;=P
j=1

€ un purirettangolo, ossia la riunione di un numero finito di rettangoli chiusi con intQ; NintQ; =
0, i # j ( dove con int Q indichiamo 'insieme dei punti interni a Q).

Passo 2 La formula (109) & vera se M = A & un aperto limitato. Infatti in questo caso si puo trovare
una successione crescente di plurirettangoli Py, con

o0
A= U P,
h=1
Siccome
o0
A= P VyeRr™
h=1
si ottiene:

m Rm he1

= lim Lym (PY) dy = hlim L, (Py) = L(A)
— o0

h—o0 RmMm

In maniera del tutto simile, si prova che la formula (109), vale se l'insieme M = K é un insieme
compatto. Basta osservare che in questo caso si pud trovare una successione decrescente di aperti
limitati Ay, con

B
h=1
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¢) Passo 3 Supponiamo che M sia un insieme misurabile limitato qualunque. Possiamo trovare allora
una successione crescente di compatti K ed una successione decrescente di aperti limitati A;, con

K,cMcA, VheN

lim ,Cn(Kh) = hhm [fn(Ah) = E(M)
—00

h—o00

Se indichiamo, per semplicita, con:
fn(y) = Ln-m(K})

an(y) = Ln—m(AZ)

risulta:
fnly) < fly) <gnly) YyeR™

[ 000 = 500 dy = £0d) = £0K) 0 se i oo

Ne consegue quindi che f € L}(R™) e

fly)dy = lim fuly)dy = L, (M)

Rm™ RmM

q.e.d.

Possiamo ora enunciare il teorema che sara lo strumento principale che ci permettera di calcolare integrali
multipli.

Teorema 3.10 Teorema di: Fubini o Formula di riduzione Sia f : M — R una funzione integrabile
su M insieme misurabile. Allora:

i) per quasi ogni y € R™, la funzione f(y,-) € LY(MY),

i1) la funzione

9(y) = f(y,z)dz
Mv

€ integrabile in R™ e risulta:

| atwan= [ sy (110)

Dimostrazione. Basta considerare il caso che f sia limitata ed M sia pure limitato.
Osserviamo in primo luogo che se f = s é una funzione semplice misurabile, allora la (110) é vera. Infatti
se supponiamo

k
f@) = s(x) = cjoum, (@)
j=1

si ottiene ricordando la (109):

k

k
/Ms(x)dx—jzlcjﬁn(Mj)—ch/ Lo (M) dy =

j=1 /R

:/ i:cjﬁn_m(M]y) dyz/m (/My 5(y, 2) dz) dy
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D’altra parte, se f € L1(M), esiste una successione crescente di funzioni semplici misurabili s;, ed una
successione descrescente di funzione semplici misurabili ¢; tali che

Sh(ya Z) < f(y7 Z) < th(yv Z)

hlim (tn(z) — sp(x))dz =0
—o0 J s

Indichiamo per semplicitd con

only) = /M sn(y,2) dz
Unly) = /My tn(y, 2) dz

€ con
o(y) = hlim en(y)
—00

Y(y) = lm P (y)

Le funzione ¢ e 1 sono funzioni misurabili su R™ con ¢ < 9 e
2 ¥

| 0 - ewnds=tm [ @) = enw)dy = im [ (o) = (@) de =0
m — 00 Rm — S\

Esiste dunque un insieme misurabile X C R™ con £,,(X) = 0 tale che ¥(y) = ¢(y) Yy € R™ — X. Pertanto

se y € R™ — X la funzione f(y,-) sta tra le due funzioni semplici s;,(y, ) e tx(y, ) con

| (tn(52) = 510,22 = () = 1) > 050 b
Pertanto f(y,-) € LY(MY) e

f(y,2z)dz = lim sp(y,z)dz = lim th(y,z)dz
My h— o0 My h— o0 My

Ne consegue che la funzione
9w) = [ fly.z)dz
My

é misurabile su R™ e

/m g(y)dy = hlijgo - (/My su(y, 2) dz) dy = han;o y sp(z)de = /M f(z)dx

q.e.d.
Scriviamo infine la formula di riduzione generale (110) in alcuni casi particolari che useremo nelle appli-
cazioni.

Teorema 3.11 (Formula di riduzione per un integrale doppio su un dominio normale rispetto
all’asse y)
Se
M = {(z,y) € R?, x € [a,0], a(x) <y < B(z)}

dove o, B : [a,b] — R sono due funzioni continue con a(z) < p(z) ¥ z € [a,b] e sia f : M — R una
funzione continua, allora dalla (110) si ottiene la sequente formula:

faydedy= [ ([ fedy) do (111)
/], [,

(Diremo in questo caso che l’insieme M ¢ normale rispetto all’asse y).
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Analoga alla formula (111) & la seguente formula che si ottiene scambiando x con y:

Teorema 3.12 (Formula di riduzione per un integrale doppio su un dominio normale rispetto
all’asse x)
Sia
M={(z,y) € R*, ye[ab], aly) <z <By)}

<z
dove @, B : [a,b] — R sono due funzioni continue con a(y) < B(y) e se f : M — R sia una funzione

continua, allora:
b B(y)
J[ sewdsdy= [ [ s dy (112)
M a a(y)

In modo simile, si puo domostrare la seguente formula di riduzione piu generale:

Teorema 3.13 (Formula di riduzione per un integrale multiplo)
Sia
M ={(z,y) e R", z € A, a(z) <y < p(z)}

dove A C R"! & un insieme misurabile limitato e chiuso ed o, B : A — R sono due funzioni continue con
az) <Bx)VreAesiaf: M— R una funzione continua, allora vale la sequente formula:

//M f(z,y) dzdy :/A </jz) f(z,y) dy> dz (113)

Concludiamo questo paragrafo, con alcuni esempi.

1. Calcolare I'integrale

ry
dzx dy
/ /D l+y
dove D ¢ il triangolo di vertici (0,0), (1,0),(1,1)

A

Il domnio D & normale rispetto all’asse y e risulta
D:{((ﬂ,y)ERQ 5 1'6[0,1} R OSyﬁx}

Ne deriva quindi, dalla formula di riduzione
1 x 1 T
1
// Y dxdy:/ (/ rY dy)dx:/ (x/ (1—)dy>dx:
pl+y o \Jo 1+y 0 0 L+y
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1
—/ x log (1+z)dx
0

Wl =

:/ z(z —log(1+4x))dr =
0

D’altra parte, integrando per parti, si ottiene
1

1 [t 22
_,/ e =
o 2Jo 1+x
1 1 [t 1 1 1/1 1
== log2— = —14+——)dr==1log2—=(=—1+1log2) ==
9 8 2/0 (”T +1—|—x>x 9 8 2<2 +°g> 1

1 1 1
// Ty dedy=-——-=—
pl+y 3 12

// xdrdy
D

D={(z,y) € R* 2> +¢y*> <4, x>0}

Il dominio é normale rispetto all’asse y e risulta:

D={(z,y) €ER? ,2€0,2], —V4—22<y<\V4— 22}

Possiamo dunque scrivere:

2 Vi—a? 2
1 .
//xdxdy:/a: / dy da::2/ x\/4—x2dx:—27(4—x2)%
D 0 —Vi—z? 0 3

. Calcolare il volume di una sfera.
Siccome la semisfera superiore ( di raggio R e centro l'origine ) é il grafico della funzione

flay) = VI ==

dalla definizione di integrale, risulta che il volume V' della sfera e dato dall’integrale

V:2// VR —x2 —y2dxdy
D

1 2
/ zlog(l+z)dx = % log (1 4 )
0

Pertanto

= |

. Calcolare l'integrale

dove

0 3

dove
D ={(z,y) € R*,2” +y* < R?}
Risulta dunque dalla formula di riduzione:
R VvV R?—z2
Vz?/ / VR?—2?—y2dy | dx
“rR\J-vRE=2=

Fissato ora x € [—R, R] , nell’integrale piu interno, consideriamo la sostituzione

y=+vVR?— 22 sint

Risulta allora, dalla formula di integrazione per sostituzione per integrali di funzioni di una sola vari-
abile:

VR=2? z
/ \/RsznyQdy:(}227502)/2 V1 —sint costdt =
—+v/R2—x2 7%
H B 2t
:(RQ—xQ)/ cos2tdt:(R2—a:2)/ —’—C%dt: g(RQ—xQ)
_% —

jus
2

Ne possiamo concludere che



4. Calcolare l'integrale

// zy? drdy
D

dove D ¢ il cerchio di centro il punto (1,0) e raggio 1. Osserviamo che il dominio D pué essere scritto
come:

D={(z,y) €eR?*, (x—1)*+4* <1}
ed é normale sia rispetto all’asse x che rispetto all’asse y. Scrivendo D nella forma

D={(z,y) €ER*, 2€[0,2], —\/1—(z—-1)2<y<+1—(z—1)2}

possiamo ridurre 'integrale nel seguente modo:

//nydedyz/oz (/mazyZdy> dng/;x( 1—(95—1)2)3 dx

/1 (z—1)2
Usando infine la sostituzione x — 1 = sint si ottiene:

™

2 [2 2 | —cos®
// chchacdy:f/2 (1+sint) cos*tdt = = cos’?
b 3/ 3

x )
2

+ / cos*tdt

jus I
-z 5

Ricordando infine che

1 26)\° 1 1 4t
cos’ t = (cos® 1)* = (H(;S()> = <1+2 cos (2t) + m”) -

2
1/3 cos (41)
=—(=+2 2
4<2+ cos (2t) + 5 )

si ottiene che:

VB

N w

™

| =

/ cost t dt =
// zytdedy = il
D 4

x
——dzd
/ /D Ty
dove D é il triangolo di vertici (0, 0), (

,1),(2,0) Considerando D normale rispetto all’asse x, ossia
scrivendo

si ottiene che
. Calcolare l'integrale

D={(z,y) e R*, ye0,1],y<z<2-y}
abbiamo la seguente formula di riduzione:

1 2—y 1 1 27 2,2
et [ "1 (S5 -
D (] 0o \Jy +y 2 Jo 1+y

1
2-—2
/0 1+y2y dy =2 arctany—log(1+y2)|(l) = g —log 2
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3.10 Formula di cambiamento di variabile nell’integrale multiplo

Anche nel caso dell’integrale multiplo vale una formula di integrazione per sostituzione che estende quella
che conosciamo per l'integrale di funzioni di una sola variabile, ma nel caso di pid variabili la dimostrazione
risulta molto pit complicata.

Cominceremo col considerare il caso in cui il cambiamento di variabile sia dato da un’applicazione lineare.
In questo caso, vale il seguente:

Teorema 3.14 (Cmbiamento di variabile lineare) Sia L : R™ — R"™ un’applicazione lineare non
singolare (cioé iniettiva e suriettiva) ed E C R™ un insieme limitato. Allora E € M se e solo se L(E) € M
e vale la sequente formula:

L(L(E)) = |detJy| L(E) (114)

dove Jy, é la matrice jacobiana di L (vedi (68)).

Dimostrazione. Ricordiamo che, dalla definizione di matrice jacobiana, nel caso di funzioni lineari, risulta:
L(z) = Jp - x dove il prodotto si intende prodotto riga per colonna della matrice n x n Jy, e della matrice
n x 1 (vettore colonna) z.

Verifichiamo, in primo luogo, che la formula (114) vale nel caso che la funzione lineare L sia particolare.

Primo caso ( Caso diagonale) Supponiamo che la matrice Jy, sia diagonale, ossia:

dq 0o --- 0 1
... x2
L(x) = (dy x1,da 22, ..., dp ) = 0 * "l :

Allora se I = [a1,b1) X [ag,b2) X -+ X [an, by), risulta :
L) =114 —ap)l = { [T1dsl | | [T — as) | = ldet Jo| £(T)
j=1 j=1 j=1
Tale formula si estende poi ai plurintervalli e agli insiemi misurabili e limitati.

Secondo caso (Matrici semplice) Chiameremo semplici matrici di due tipi diversi:

Tipo 1 Siano h, k € {1,2,...,n} con h # k, indichiamo con J,(le) la matrice n x n che si ottiene dalla
matrice identita scambiando le due colonne di posto h e k. Ad esempio:

0 1 .- 0
J1(1) _ |1 ' 0o --- 0
0 0 --- 1

Risulta ovviamente det J}(le) = —1 e, se poniamo y = L;le(x) = J,Slk) -z, risulta ¥y, = zg, yr = xp, €

yj = x; Vj # h, k. Pertanto se L = L;Ll,l la (114) vale. Osserviamo infine che se J & una generica

matrice n x n di elementi a; ;, allora J - J}(le) ¢ la matrice che si ottiene dalla matrice J scambiando le
due colonne di ordine h e k. Vediamolo per esempio nel caso h =1, k = 2:

a11 a9 a1n O 1 O
J-Jia = ?2.1 o el 1 R
an1 Aanp2 Qnn 0 0 1
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a2 @11 arz - a1n
a2 G21 Aa23 - a2 n

an2 0Aap1 Aanp3 Gnn

Tipo 2 Siano h, k € {1,2,...,n} con h # k e sia ¢ € R, indichiamo con J,Egk) = J}(fk) (¢) la matrice
n X n i cui elementi sono dati da

ank =c¢, a;;=0;; se (i,7) # (h,k)

Ad esempio
1 c 0
2 0 1 0
J 1( 2) = ..
0o 0 --- 1

Risulta detJ,(Lz) = 1 e, ragionando per semplicita nel caso che abbiamo considerato, se poniamo y =
L®)(z) = J1(22) -z, risulta:

Y1 =1 +cx2

Y2 = T2

Yn = Tn

Pertanto se I = [a1,b1) X [a2,b2) X -+ X [an, by ), risulta L(z)(I) = A X [a3,b3) X -+ X [an,by,) dove A &
il sottoinsieme di R? indicato in figura:

A
Y2
ba
a1 +cas by +caz Y1
Ne deriva quindi che
LILB(D) = Lo(A) - | ] (b5 —ay) | = £(1)
j=3

Osserviamo infine che se J ¢ una generica matricie n x n di elementi a; ;, allora risulta:

all a12 PR aln 1 C .« .. 0
2 as1 Q292 - a2 0 1 .- 0
J-J%) = ol —
anl a/n2 P a,nn 0 O ... 1
ap1 aii1c+aiz aiz -+ dip
. a1 Q21C+az22 Q23 -+ Q2qp
Ap1 Ap1C+ap2 A3 -+ Gupp
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1 C 0 a1 a2 a1n
J(Q) _ O 1 cee O ) a1 a9 PR agn B
12 - . -
0 0o --- 1 an 1 an 2 Ann
a1 +cajz aiz+cazz - Qip+Cazp
. ag 1 az1 azn
Gn 1 Qn 2 Ann

Risulta pertanto che det(.J - J1(22)) = det(J1(22) -J) = det J. Osserviamo inoltre che la matrice J,EQ)(—C) &

I'inversa della matrice J,SQk) (¢).

Caso generale Se L ¢ una generica funzione lineare, allora esistono un numero finito di matrici semplici
del tipo uno o due: Jy, Jo, ..., Jy e Ji, Jb, ..., Ji, tali che vale la decomposizione:

JiThe gy Jy. - Jy=D (115)

dove D ¢ una matrice diagonale.
Per semplicita, verifichiamo questo fatto nel caso n = 3. Risulta:

ai1 a2 ais 1 C 0
Jrp-Ji2=1| a21 a2 a23 01 0 |=
azi ass ass 0 01

a11 aric+aie ais
= a21 a21C+agze a3
az1 azi1c+azz ass

Scegliendo quindi
a2

aii
risulta:
air 0 ais
Jr-Jia= | a21 ahy az3
azy az, a33
Stiamo supponendo ovviamente che sia a11 # 0. Se questo non fosse, dovremmo prima fare uno scambio di

colonne, in modo che cio avvenga.
Proseguendo, si ottiene:

a1 0 ails 1 0 ¢
I
(Jo-Ji2)-Jiz=| as1 aby ass 01 0 |=
as i a/32 ass 0 0 1
aiq 0 a110+a13
!
= | a21 asy azi1c+azs
/
31 Q39 G31C+ass
Scegliendo ora
__as
a11
risulta:
aiq 0 0
/ !
(Jp-Ji2)-Jizg=| a21 aby ass

/ !
a1 azg dagg
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Infine :

aii 0 0 1 0 0
A /
((Jp - Ji2) - Jig] - Jag = | a21 ahy ahg 01 ¢ |=
! !
az1 Q3o Q33 0 0 1
aiq 0 0
/ i A
= | a21 a39 GypC+ajs
/ / !
az1 dzp G33C+ags
Scegliendo ora
a/
_ Qa3
c= /
g2
risulta:
aj 1 0 0

/
(Jp-Ji2)-J13]-Jaz=A=| a21 ajy O
li 1
azi1 Gzg 0azgz
Quest’ultima scelta si puo fare se al 5 # 0. Se questo non fosse, dovremmo prima fare uno scambio di colonne,
in modo che cio avvenga.
D’altra parte

1 0 0 aiq 0 0 a1 0 0
Jo1-A=1 ¢ 1 0 ag1 ahy 0 aj1ctag; ahy O
0 0 1 a1 az, agg as1 a3 433
e quindi se ¢ = %:
a1 0 0
Jg 1° A= 0 a'22 0
az1 ajy ajg
Possiamo quindi concludere, con opportune scelte di ¢ che
a1 0 0
J32'[J31'(J21~A)]: 0 CL/22 0 =D
0 0 afs
Dalla decomposozione (115), si ricava che
Jp=J7 gyt gDty gt (116)

Ricondando i passi uno e due e le osservazioni fatte sulle matrici semplici, possiamo concludere che vale la
formula (114). q.e.d.

Per estendere la formula (114) al caso di cambiamenti di variabile pit generali dobbiamo dare una
definizione precisa di cio che intenderemo con cambiamento di variabile.

Siano A, B C R"™ due insiemi aperti e ® : A — B una data funzione. Diremo che ® ¢ un diffeomorfismo
tra A e B se:

i) ® & una corrispondenza biunivoca tra A e B, ossia @ & iniettiva e suriettiva;
ii) e CH(A) e @ ! e CY(B).

Molto importante per la dimostrazione della formula del cambiamento di variabili & il seguente:

LEMMA Siano A, B C R" due insiemi aperti, ® : A — B un diffeomorfismo ed U C A un aperto
limitato con U C A. Allora Vo > 0 37y > 0 tale che se g € U e 0 < r < rg, risulta:

@(Qr(x())) cr (QT‘(l—‘rU) (fO)) (1].7)
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dove abbiamo indicato con @, (x¢) il quadrato n—-dimensionale chiuso di centro zq e lato 2r, ossia
Qr(x0) = [x01 — 71 To1 + 7] X [To2 — r@o2 + 7] X ... X [Xop — 1, Zop + 7]
ed F' : R" — R" ¢ la trasformazione affine:
F(z) = ®(x0) + Ja(zo) - (z — 0)

Dimostrazione. Sia d = dist(U,dA). Siccome U C A, risulta d > 0. Pertanto se poniamo
. — d
K=<(xeA, dist(z,U) < 3

otteniamo un insieme compatto K con U C K C A. Essendo ® una funzione continua risulta pure che
®(K) C B ¢ un insieme compatto. Possiamo trovare quindi una costante M > 0 tale che

o (W) <M Yy € $(K) (118)

Ricordiamo che se J = {a;;} & una matrice n x n, allora

Essendo ® € C'(A), le funzioni gf’} sono continue in A e quindi uniformemente continue in K. Fissato
J
quindi o > 0, possiamo trovare una costante ro = ro(co) > 0 tale che

o € (0 ) (119)

4
) 2 \/ﬁ

|Ja(z') — Jo(2")] V', 2" € K, con |2/ — 2| < ro (120)

<
- M+/n
Sia ora xg € U. Siccome ® ¢ un diffeomorfismo, det Jg(z9) # 0 e quindi 'applicazione lineare L(z) =

Jo(xg) - o & invertibile e L= (y) = Jg-1(yo) - y dove yo = ®(x). Ne deriva quindi dalla (118) e ricordando
anche la stima (70) che, se 2/, 2" € R™

2 — ] = |L7 (L@ = 2"))] = e (o) - (L@ —2"))| < M|L(a/ — ") (121)

Supponiamo ora che y € ¢(Q,(z )) con r € (0,7¢) e cerchiamo di provare che y € F(Q,(1+)(0)). Usando
le notazioni z = ®~1(y) e T = F~1(y), si ha F(T) = y = ®(z) e quindi per la (121):

v — 7 < M|L( - 7)| = M|F(2) - F(z)| =

— M|F(2) - ®(x)| = M|®(x0) — ®() + Ja(z) - (¢ — o)

Osserviamo infine che 2 € Q,(x9) C B, sz(w0) C K in quanto =g € U e ry/n < d/2. Pertanto il segmento
congiungente x con xg € tutto contenuto in K. Possimo ora scrivere, per ogni componente ®;:

@i(m)f@(xo):/{) = (@ilao +t (z — 20))) dt = Z

[ ) — o ) dt

Pertanto risulta .
B(x) — Dlag) = /0 (Ja (o +t(z — 30)) - (z — 20)) dt

Possiamo quindi concludere che

1
|xff|§M/0 (Jo(xo 4+ t(z — x0)) — Ja(x0)) - (x — x0) dt| < M

|z —xo| <or

ag
Mn
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Possiamo pertanto concludere Vi =1,2,...,n che
[T — xos| <|Ti — x| + |xi —x04| <or+r=r(1+o0)
Ossia che y = F(T) € F(Qr140)(70))- q.e.d.
Siamo ora in grado di dimostrare la seguente:

Proposizione Siano A, B C R" due insiemi aperti, & : A — B un diffeomorfismo ed C' C A un insieme
limitato e chiuso. Allora vale la diseguaglianza:

L(®(C)) < /C o (2)] de (122)

Dimostrazione. Ricordiamo che, dalla definizione di misura di Lebesgue (vedi (85), risulta che:
L(C) = inf{L(P), P plurintervallo chiuso con C C P C A}
Osserviamo ora che risulta pure:
L(C) =inf{L(P"), P eP', CcCP} (123)

dove P’ & la famiglia dei plurintervalli che sono riunione di un numero finito di intervalli n—dimensionali
chiusi, ognuno dei quali & prodotto di n intervalli unidimensionali i cui estremi sono numeri diadici. Ossia,
indicato con

h
D{Qk, heZz, ke/\/}
si ha che

N
/ / / /
PepP < P _Ulj
j=1

dove I} = I' & un intervallo del tipo:
I' = [a1,b1] X [ag,ba] X -+ X [an,b,] con a;, by €D Vi=1,2,...,n

La dimostrazione di (123) viene lasciata per esercizio.

Cominciamo dunque a dimostrare la (122) nel caso che C' = P’ € P’ sia un plurintervallo contenuto in
A. Siccome P’ & un compatto e P’ C A, possiamo trovare un aperto U con P’ C U C U C A e applicare il
Lemma. Fissato dunque o > 0 sia g = r9(0) > 0 la costante con le proprieta indicate dal Lemma. Possiamo
infine scegliere r € (0,7¢) tale che:

iy Va', 2" € P con |2/ —2"| <r
|det Jg(2') — det Jop(2")| < o (124)

i) Iy, 29,...,2n5 € P’ tali che

N
P =[] Qu(x)) con Q, (z)NQ, (w;) =0 seij

j=1

Usando infine la notazione



—Z|deth> ) 2™ (14 o)™ 1+O—"Z/ \det Jo(x;)| do <

'r‘(x.])

N
S(l—&—a)”Z/Q(

\det Jo(z;) — det Jo(x)| dz+ (1 + o)™ Z/ \det Jg ()| dz <
(z;)

z;)

o(l+o)"m(P)+ (1+o)" . |det Jg(x)| dx

Infine se 0 — 0, si ottiene
L) < / \det Jo(z)| do (125)
P/

Per ottenere la (122) nel caso generale, basta osservare che é possibile trovare un successione decrescente

Pl eP conCCPe
L (o - }Dl P,Q) = £(C) — lim L(P;) =0

e quindi
L(®(C)) < lim L(®(P))) = lim |det Jo ()| dx :/ |det Jo ()| dax
h— 00 P}/L C

h—o0

q.e.d.
Proposizione Siano A, B C R"™ due insiemi aperti, & : A — B un diffeomorfismo ed £ C A un insieme

limitato e chiuso. Indichiamo con D = ®(E) C B. Allora se f : D — R ¢ una funzione continua non
negativa, risulta:

/f dy</ F(D(2)) |det Jo ()] dz (126)

Dimostrazione Siccome f & uniformemente continua in D, Ve > 0 possiamo decomporre D come
N
=Uo
=1

dove gli insiemi D; sono misurabili tali che M; —m; < ¢ dove M; ed m; sono rispettivamente i massimi ed
i minimi valori che la funzione f assume su D;. Allora, posto E; = ®~1(D;), si ottiene:

N
[ tway<y o) <
D =1
<eL(D +Zmz ) <eL(D +ij/ |det Jo(2)| dz <

<eL(D +Z/ F(®(2))|det Jo ()| dz < < £(D /f V)[det Jo ()] dz

La (126) si ottiene infine facendo tendere € a zero.
Siamo ora finalmente in grado di provare il:

Teorema 3.15 Cambiamento di variabile nell’integrale multiplo Siano A, B C R"™ due insiemi
aperti, ® : A — B un diffeomorfismo ed E C A un insieme misurabile. Indichiamo con D = ®(F) C B.
Allora se f : D — R ¢é una funzione continua, risulta:

/f dy—/ f(®(x)) |det Jo(x)| dx (127)
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Dimostrazione. Dimosatriamo in primo luogo il teorema nel caso che E sia limitato e chiuso e che f sia
non negativa. In vista della (126), basta provare che vale anche la diseguaglianza:

/f dy>/f )) |det Jo (z)| dz

Questa diseguaglianza si pud ottenere applicando la (126) alla funzione f(®(x))|det Jp(x)| usando come
diffeomorfismo ®~!. Infatti si ottiene, in tal caso:

/f ))|det Jo (z m</f “L(y))ldet Jo (@7 (y))l|det Jo -+ (y)] dy =

:Lﬂw@

Jo-1(y) = (Jo) " (@71 (y))

Se poi E C A é solo misurabile, ricordiamo che per la (??), é possibile trovare una succssione crescente di
compatti K, C E con

dove abbiamo usato il fatto che

L(E) = lim L(Kn)

La formula (127) vale dunque per i compatti Kp e quindi basta passare al limite per h — co. q.e.d.

Due cambiamenti di variabile che useremo spesso sono i seguenti:
a) Coordinate polari in R? Sia ® : R? — R? la funzione definita da
D(p,0) = (p cos 6, p sin 0)
Se consideriamo ® : A — B dove A = (0,+00) x (0,27) e B =R? — {(x,0) € R%, > 0} otteniamo

un diffeomorfismo. Siccome 0 "
[ cos —p sin
J@(p,e)—( sin & p cos 6 )

si ottiene che detJs(p,0) = p. Pertanto se D C B e E = ®71(D) vale la formula :
// f(z,y) dzedy —/ f(p cos 8, p sin 0) pdpdf (128)

a) Coordinate polari in R? Sia & : R3 — R3 la funzione definita da
D(p,0,p) = (psin 0 cos ¢, p sin 0 sin @, p cos 0)

Se consideriamo ® : A — B dove A = (0,+00) x (0,7) x (0,27) e B = R3 — {(z,0,2) € R?, = >
0, z € R} otteniamo un diffeomorfismo. Siccome

sin 6 cos ¢ pcos 6 cos p —p sin O sin @
Jo(p,0,0) = sinfsiny pcosfsing psinbcosgp
cos 0 —p sin 0 0

si ottiene che
detJs(p, 0, p) = p* (sin?’ 0 sin? ¢ + sin 6 cos? 6 cos? ¢ + sin 0 cos? 0 sin? p+
+sin® 0 cos? <p) =p? sin 0 (sin2 6 + cos> 9) =p? sin 0
Pertanto se D C B e E = ®~1(D) vale la formula :

//D f(z,y, ) dedydz =

= // f(psin 0 cos o, p sin 6 sin @, p cos 0) p* sin O dpdfdyp (129)
E
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3.11 Volume di un solido di rotazione

Una applicazione interessante della formula (127) ¢ il calcolo del volume di una solido di ratazione.

Se E C R? diremo che E & un solido di ratazione attorno all’asse z se Vz € R l'intersezione di E col
piano orizzontale di R? passante per il punto (0,0, z) & un cerchio di centro l'origine e raggio r(z), ossia se
Vz € R si ha:

E, = {(x’y> € Rza (ZE,y,Z) € E} = BT(Z)(O,O)

In altre parole, supponendo che la proiezione di E sull’asse z sia un intervallo [a, b], allora
(z,9,2) € B <=z € [a,b], 2* +y* <r%(2)

dove, per semplicita supporremo che la funzione r : [a,b] — R sia una funzione continua non negativa. (
vedi figura)

/

Se consideriamo le coordinate polari in R?, allora la funzione ® : R3 — R? data dalla legge.
D(p,0,2z) = (pcos b,psin b, z)

¢ un diffeomorfismo tra gli insiemi {(p,0,2) € R3, z € [a,b], 6 € (0,27), p € (0,r(2))} ed E* = E —
{(x,0,2) € R3, > 0}. Risulta inoltre:

cos —psinfh 0
Jo(p,0,z)=| sinf® pcos® O
0 0 1

e quindi det Jg(p, 0, z) = p. Applicando dunque la formula di integrazione per sostituzione in R3, otteniamo
la seguente formula:

Volume di una solido di rotazione:

Ly(E) = / / /E dedydz =
- [ o l/ v (/OT(Z) ”d”ﬂ [ e (130)

Usiamo la (130) per calcolare alcuni volumi.

1. Volume di un cono Consideriamo il cono circolare retto C, j della figura:
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S

L’intersezione del cono col semipiano x = 0,y > 0 € indicata nella figura:

A

h

e la retta che da le generatrici del cono ha equazione:

z=h——y ossia y=—(h—2)=r(2)
T

>

Applicando la furmula (130), otteniamo

h .2 2 (1 _ .\3
‘CB(CT,h) = 7T/ " (h — 2)2 dz = 7TL M = 7"2 h
0

T
h? h? 3 g 3
2. Volume di un toro

Consideriamo nel piano y z un cerchio C di centro il punto (R,0) e raggio r con 0 < r < R. Facendo
ruotare C' attorno all’asse z si ottiene la figura geometrica che indicheremo con Tg, nota col nome di
toro, un solido di R? del tipo indicato in figura:

A

.

L’equazione della circonferenza C = 9C ¢ data da (y — R)? + 22 = 72 ed ¢ fomata dalla riunione delle

due semicirconferenze:
y=R+r2—22=r,(2)

yzR—m:r,(z)
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Usando la (130), il volume del toro ¢ dato dall’integrale:

r

ms(Try) = 7r/ (ri(z) —r2(2)) d=

-Tr
Usando infine la sostituzione z = r sin ¢, si ottiene:

[N

£3(TRT)=47T/ R\/r2—22dz:47rRr2/ cos® tdt =

z
=27 Rr? = (27 R)(1r?)

3.12 Alcuni esercizi

Applichiamo in questo paragrafo i risultati dei paragrafi precedenti per calcolare alcuni integrali.

1. Calcolare 'integrale
1
———dxd
//D 1+z+192 Y

dove D é il triangolo di vertici (0,0), (0, 1), (1,1). Consideriamo il dominio D normale rispetto all’asse
x, ossia scriviamo

D={(z,y) € R*, ye[0,1],0 <z <y}
Possiamo allora scrivere
1 1 Yy d
fectegin [ ([ )
pltz+y 0 o 1+x+y

1
/ (log (1 +y+y®) —log (1 +y?)) dy
0
Integrando per parti, otteniamo

1
1
/0 (log (1+y+y*) —log(1+4%) dy =y (log (1 +y +3°) —log (1 +37))|, —

_/1 y(1+2y) 29"
o \1+y+y? 1492

Osserviamo infine che risulta

y(1+2y) _y+2 1 2y+1 3 1
I+y+y? I+y+y? 2 1+y+y? 2 1+y+y?
y? 1
T+y2 1+
Ne deriva quindi che

1 1 T 3 (' dy
——dxdy=1log3 —log2+ = log3 — —
//[)1+m+y2 T dy og og2+ og + /O

2 22 Jo T+y+y2
Concludiamo infine, osservando che
2 2
1 3 3 2y+1
1 2= - S="11
rutd=(vrg) o 4( (2% ))
e quindi
1 1
dy 4 1
RN T
0 0 y
L+ (25)
43 29 +1\|' 2 1
- £ arctan ( yt ) = — (arctan V3 — arctan )
3 2 V3 )l V3

V3
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2. Calcolare il seguente integrale doppio:

// zy? drdy
D

dove D = {(z,y) ; 2*+2¢y*<1, x>0}
Il dominio D e indicato dalla figura:

A

S

Se consideriamo il cambiamento di variabili:

1
O(p,0) = (p cos 6, 7 p sin 9)

¢~ Y (D) = D' =[0,1] x [—gg}

1 cos § —psinf
J¢(p,9)—ﬁ sin 0 pcos@)

det Jg(p,0) =

si ottiene che:

P
V2

1 z 1
// xygdxdy:/ /2 p cos 0 = p? Sin29idp df =
D 0 -z 2 2

Risulta pertanto:

: V2

™

|

1

1 1
= = cos 0 sin? 9df = ——
2V2 5/_; 15v2

3. Calcolare il seguente integrale doppio:

// Va? +y?drdy
D

dove D é il cerchio di centro il punto (1,0) e raggio 1.

A
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Passando in coordiante polari, otteniamo che

<1>_1(D):D’:{(p,9)€722, 96{ 272], 0§p§2cos€}

Pertanto:

™

5 2 cos 0 ] 5
// \/:172+y2d:17dy:/ / ppdp dG:f/ cos® 0 do
D 0 _

_n 3
2
D’altra parte, integrando per parti, si ottiene:

/2 cos® 0d0:/2 cos 0 - cos® 6df = sin 0 cos® 9‘%14-
7% _ 2

us
2

+/2 sin€2cos€sin9d9:2/2 cosH(l—cos29)d9

POSSiamO quindi COnCludere Che:

Bl 9 % 4
/_cos39d9:§/_ 0089d9:§

s
2

z
Pertanto:

// \/:E2+y2d:17dy:3—
D

2
9
// x logy dx dy
D

dove D é il triangolo di vertici i punti di coordinate (0,1),(0,2) e (1,2).

4. Calcolare il seguente:

Considerando il dominio normale rispetto all’asse z, possiamo scrivere:

2 y—1
// xlogydxdy:/ (/ xlogyda:) dy =
D 1 0

1 1
5/ (y—1)% log ydy
0

Integrando infine per parti, si ottiene

1  1\3
/ (y—1)* log ydy = v-1)
o 3

_log2 1

-3 3——)dy=
il (y T y) !
log2 1(|8-1 4-1 2 log 2 )
= — = — —log 2| =

3 3{ 3 3 5 +3 og}

log 2
// glclogydacdyzifi
D
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5. Calcolare il seguente:
/ / 22 y? dx dy
D

D={(z,y), 2*+y*<1,2>0, y>0}

dove

Passando in coordinate polari in R2, si ottiene:

™

i 1 il
1
// nydedy:/z (/ p° cos? 0 sin® 0dp> dG:f/z cos? 0 sin” 6 df
D 0 0 6 Jo

Usando infine la formula:

sin? (26)

1
cos? 6 sin® § = =3 (1 —cos(46))

S

risulta:

6. Calcolare il seguente integrale:

// Ldmdy
pl+z+y

dove D ¢ il triangolo di vertici i punti di coordinate (0,0), (1,1) e (2,0). Dalla figura risulta:

T 1 x T 2 2—x T
et [ (] retess)oee [ ([ e
pl+taz+y 0 o 1+x+y 1 0 I+z+y

1 2
/0 zllog(1 +2xz) —log(1 + z)] dx + /1 z[log 3 —log(1 + )] dx =

3 1 2
:510g3+/ xlog(l—i—Qa:)dx—/ xlog(l+ x) dx
0 0

D’altra parte, integrando per parti, si ottiene:

1

2 1 2
—/ x dx
o o 1+2z

1
/ zlog(l+2z)dr = % log(1 4 2x)
0

ed usando la decomposizione

si puo concludere che:
! 1 1
zlog(l+2x)de=—-1log3— |- —-+ -log 3| == log 3
0

In maniera simile:

2
/ zlog(l+ z)dx = % log(1 + z)
0




ed usando, in questo caso, la decomposizione

x? 14 1
= I —
1+x 1+«

si puo concludere che:

2
1 3
/ xlog(l+x)dx:2log3—5[2—2+1og3]zilog3
0

Possiamo quindi calcolare

x 3 3 3 3
T Grdy="log3+ 2 log3— " log 3 =" log 3
//Dl+x+ymy p 1083 glog s log =g log

7. Calcolare I'integrale:
// (z+y)dedy
D

dove D é 'intersezione del cerchio di centro 'origine e raggio 1 con il semipiano IT = {(x,y) , z+y > 0}.
A

~

Passando in coordinate polari, si ottiene:

//D(:C—Fy)dxdy:[

Ricordando che

3w
4

=5
3

1
1
(/ p?(cos 0 + sin 6) dp> de = B (sin 6 — cos 6)]
0

ENE]

jus
4

si ottiene:

8. Calcolare il seguente integrale:

dove D é l’insieme:

(Vedi figura)
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Consideriamo il seguento cambiamento di variabili:

2

ossia: y = vz, x°v = u e pertanto:

2= ul/2p—1/2
y = ul/2 yl/2

Posto ®(u,v) = (x,y) otteniamo un diffeomorfismo tra gli insiemi (0,1) x (1/2,1) e D. Risulta

1 -1 _ 1 1 L _3
iu 2072 75712’0 2
J@(U,’U):

1 -1 1 1 L _ 1
§U 202 §u2v 2

Pertanto .

det Jp (u,v) = —

et Jo (u,v) 50

Pertanto:
]. 1 1 1 1 1 1 1
//y(lJrz)dxdy:f/ / uz v? <1+u5v75)v7 du | dv =
D 2J1 \Jo

Lt 1t
:7/ (/ (uiy*i Jruv*l) du> dv:f/ (
2 1 0 2 1
2 2
1
2 11 2 1 1
—(31}2+410gv> —3<l—>+4log2

. Calcolare il volume dell’elissoide:

y 4
7+§§1}

2
_ 3 X
E—{(l',y,Z)GR,ﬁ'Fb

dove a, b, ¢ € R sono numeri fissati positivi.

Usando la (113), si ricava:
22 42
[,3(E)=26//D 1—?—b—2dxdy

v

b2

dove D e¢ Dellisse: )
D={(a,y) € R =+ 75 <1}
Se consideriamo il cambiamento di variabili:
D(p,0) = (ap cos 6,b p sin 6)

si ottiene che:
¢ Y(D)=D"=1[0,1] x [0,27]

cos @ —psin 6
sinf® pcosb

J@(ﬂﬁ)zab(

det J(p,0) = abp

Risulta pertanto:

1 2m
Eg(E):QC/ ( \/1—p2pdp> d0:47rabc<—; (1-p7)
0 \Jo

wlw

1
4
=-—mabc
o 3
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3.13 Misura della sfera unita in R"

Applichieremo in questo paragrafo, la formula (109) per calcolare il volume della sfera unita in R™, n

Indicheremo con Bg = {z € R", |z| < R} e con
wp, = Lnp(B1)
Applicando la (109) abbiamo:
Wy, = /11 Ln—1(B,)dz

> 2.

(131)

dove abbiamo indicato per semplicita con B, = (Bj),. Orase z € [-1,1], 2/ € B, <= |[2/| + 2> < 1
|2'] <1 — 22 Pertanto B, & la sfera n — 1-dimensionale di centro 1’origine e raggio v/1 — 2z2. Siccome ¢ facile

vedere che che nello spazio n-dimensionale £, (Bgr) = w, R", abbiamo:

Wy, = /1 Wh—1 (\/1 — 22>n71 dz

-1

ed usando infine la sostituzione z = sin t:
z z
Wn = Wn—1 cos" tdt = 2w, _1 cos" tdt = 2wp_1 ay,
s
-z 0
2

Cerchiamo ora di calcolare a,, n > 2. Integrando per parti, si ottiene:

™

3 x 3
Q= / cos t cos" ! tdt = sint cos" t|02 +(n— 1)/ sin? ¢ cos" % tdt =
0 0

™

2 2
:(n—l)/ cos”*2tdt—(n—1)/ cos™ tdt
0 0
otteniamo quindi la seguente formula di ricorrenza;

n—1
Qp = —— Qg VN >2
n

Siccome

z T
aoz/ cos tdt = =
0 2

s

bl
alz/ costdt =1
0

Per induzione si ottengono le seguenti formule che esprimono «,, o seconda che n & pari o dispari.

VkeN, k>1:
(2k-1)(2k—-3)...5-3 =
(2k)(2k—-2)...4-2 2
vy - @RE=2). 42
Qk+)2k—1)...5-3
Combinando infine le (132), (134) e (135), si ottiene, Vk € N, k > 1:

Qo =

W2k s
=4daop o1 =+

W k-2 k
W2kt 1 27

:4042k+1a2k = m

e da queste, sempre ragionando per induzione si ottengono le formule cercate:

W2Ek—1

P

W == E
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Ossia
(134)

(135)

(136)

(137)

(138)



2k+1 71'k

W2 k+1 = ( (139)

2k + 1)l

3.14 Integrale che dipende da un parametro

Siano A C R™ un aperto, M C R™ un insieme misurabile ed f : A x M — R una funzione misurabile.
Supponiamo che Vo € A f(z,-) € L1(M). Allora possiamo definire la funzione:

o(z) = /M fay)dy ze A (140)

Siamo interessati a studiare la regolarita della funzione g.
Valgono i seguenti due teoremi:

Teorema 3.16 (Teorema sulla continuita della funzione g) Supponiamo xg € A e che:
i) Vye M f(-,y) sia continua in xq,

ii) esista h € LY(M) con
lflzy)l <hy) Vee A, yeM

Allora la funzione g € continua in xq e

g(xo) = /M f(zo,y)dy

Dimostrazione. Supponiamo che z;, sia una successione di elementi di A con xj, — g, allora:

i) Vye M f(zn,y) = f(zo,y) ,

Per il teorema di Lebesgue sulla convergenza dominata, risulta allora:

Jim g(xh)Z/M Jim. f(xh,y)dysz f(zo,y) dy = g(xo)

q.e.d.
Teorema 3.17 (Teorema sulla derivabilita di g) Supponiamo che:
i) f(z,y) abbia derivata parziale rispetto alla variabile xy, in ogni punto di A x M,
ii) esistye h € L'(M) con
0
f(m)‘ <hy)VeeA yeM
3$k
Allora g ¢é derivabile rispetto alla variabile xy in A e vale Vx € A:
dg of
— = — d 141
@ = [ Ly (141)
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Dimostrazione. Sia xg € A e x3 = xg + hs e, dove hgy # 0 é una successione di numeri reali che tende a

zero. Allora:
g(xo + hsex) — g(xo) _/ f(wo+ hser,y) — f(xo,y) d
= Yy
h M hg

Posto infine
f($0 + hs €k, y) - f(‘r07y)
hs

Ps (y) =

risulta:

. 0
lim @,(y) = ! (wo,y) Yy € M

Ss—>00 oxy,

e, per il teorema del valor medio:

pu(y) = \fi( o, y>\ < h(y)

e quindi posso applicare il teorema della convergenza dominata. q.e.d.

Un esempio importante di integrale che dipende da un parametro & il seguente integrale:

+oo
I(z) = / y* eV dy (142)
0
definito per z € R, = > 0.

La funzione f(z,y) = y* e ¥ definita in A = {(z,y) € R%*z > 0, y > 0} é di classe C® e Yz >
0, f(z,-) € L0, +00) e quindi la funzione I' che viene chiamata appunto la funzione Gamma é di classe
C®°. Da notare che risulta:

/ too 8f oo x—1 -y
M(z) = %(w, y) dy = Yyl lgye Vdy (143)
0 0

Da notare anche che si ottiene integrando per parti, per ogni x > 0:

“+ o0 400
MNz+1)= / yre Vdy = —y”* e_y|§oo + / zy* e Vdy =T (x)
0 0

Siccome N
()= / e Ydy=1
0
si ottiene VYn € N:

F'n+1)=nTn)=nn-1)T(n-—1)=nn-1)(n-2)---1T(1) =n! (144)

2

Da notare ancora che, con la sostituzione y = s~, si ottiene:

+oo +oo 5
I‘(l/2):/ y Ve Vdy =2 / e dy=+7
0 0

Usando la (144) possiamo ottenere il seguente risultato, noto col nome di formula asintotica di Stirling:

m — g (145)
1m —— =
n—oo n\/2mmn

Infatti, usando la (144) e la sostituzione y = n(1 + s), so ottiene;

e n!

n +oo +o0o
—_ © / yneydy:‘/ﬁ/ (1+s)"e " ds
n"v2rtn n"v2rn.Jo V2 )
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Scriviamo ora la funzione integranda come e~(*~18(1+5)) ed indichiamo con ¢(s) = s — lg(1 + s). Siccome

1 s
/ = —_ e
w(s) = 1+s 1+4s
il grafico della funzione ¢ ¢é del tipo:
A
i
|
'
i
\
—1 —1/2 ]
Siccome
tim P
s——+oo S
esiste b > 0 tale che ¢(s) > s/2 V s > b. Osserviamo ora che
—1/2 +oo
lim Vne %) ds = lim Vne "¢ ds =0
n—oo J_q n—oo Jy

Infatti se s € (=1, —1/2), ¢(s) > @©(—1/2) = a > 0 e quindi /ne %) < \/ne~™, mentre se s > b
+o0 +oo

/ Ve ¥6) ds < / Vne "3/2 ds =
b b

1 e t/2
— “Hedt
\/77’ nb ¢
D’altra parte
s?2 _s—lg(l+s) s
—lg(1 =—2——~=—h
s—lg(l+s) =7 = 5 s)

Siccome

W(s) = 2 [_32—1—25

5 -5 +21g(1+s)} — 2 H(s)
e a sua volta
! 82
H(s) = C(1+59)2
risulta che la funzione h ha una grafico del tipo:
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Usando infine la sostituzione:

si ottiene, indicando per semplicitd con

1 /n n
an—_Q\/;a Bn—\/;b

b Brn
vn Ve ) ds = ! I (VEY g

V2 J_1/2 VT an
Osserviamo infine che se t € (a,, ),
h (\/5t> > h(b) >0
n

e—tz h(\/%t) < o~ h(b)

Possiamo quindi applicare il teorema della convergenza dominata di Lebesgue, per ottenere:

1 Bn _ P 1 “+o0
lim —/ e t2h<\/gt) dtZT/ e dt =1
« ™ — 00

e quindi

n—00 /7
n
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4 CURVE

Cominciamo col dare la seguente:
Definizione 4.1 Chiameremo curva una funzione:

® : [a, b)) > R"

Il punto p(a) viene chiamato il punto iniziale della curva, mentre il punto p(b) viene chiamato il
punto finale. L’insieme dei valori ¢([a,b]) viene chiamato il sostegno della curva.
Se p(a) = p(b), diremo che la curva ¢ é chiusa, mentre diremo che la curva ¢ € semplice se:
YV t1,t2 € [a,b] , t1 # ta e almeno uno dei due punti interno ad [a,b], risulta ¢(t1) # @(t2).
Una curva ¢ si dice regolare se p € C([a,b]) e ¢'(t) #0 YVt € [a,b].
In tal caso il versore ( vettore di modulo 1):

A
' (2)]

viene chiamato il versore tangente alla curva ¢ nel punto ¢(t). Infatti risulta immediato vedere che la
retta passante per p(t) ed avente direzione T(t) é la retta tangente al sostegno della curva ¢ nel punto o(t).

T(t)

t € la,b]

Vediamo alcuni esempi.

1. Elica circolare Siano a,b € R due numeri positivi. Poniamo:
o(t) = (a cost,a sint,bt) t € [0,27]

Risulta:

¢'(t) = (—a sint,a cost,b) , |¢'(t)] = Va2 + b2

Pertanto ¢ é una curva regolare in R3.

2. Curva grafico di una funzione Se f : [a,b] — R é una funzione di clesse C'*, poniamo:

p(t) = (&, f(t)) t € [a,b]

Essendo ¢/ (t) = (1, f'(t)), la curva ¢ : [a,b] — R? é una curva regolare il cui sostegno é il grafico della
funzione f.

3. Poniamo
p(t) = (* =1, —t) te[-2,2]

Essendo ¢'(t) = (2t,3t? — 1), la curva ¢ é una curva regolare. Per capire come é fatto il sostegno di
questa curva, cerchiamo di ottenerne I’equazione cartesiana, eliminando il parametro ¢ dal sistema:

r=1t>-1
y=1t>—t

Supponendo t > 0, si ha t = v/x + 1 e quindi:

y=f@)=@+)Ve+l-Ve+l=avVz+1l z>-1

Siccome 542
x x
"z) =V +1+ =
(@) 2V +1 2z +1
T = —% é un punto di minimo relativo per f. Tenedo conto della sua simmetria rispetto all’asse x,

possiamo quindi concludere che il sostegno della curva ¢ é un luogo geometrico del tipo di quello in
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figura:

4.1 Lunghezza di una curva

Data una curva ¢ : [a,b] — R™ e una partizione P = {tg,11,...,t,) dell’intervallo [a, ], indichiamo con P
la poligonale che si ottiene congiungendo con segmenti nell’ordine i punti

@(to), @(t1)7 s v‘p(th)

Tale poligonale viene detta poligonale iscritta. Indichiamo con L(P) la lunghezza di tale poligonale, ossia

E immediato vedere che se P’ & una partizione dell'intervallo [a, b] piu fine della partizione P, allora L(P) <
L(P’). Sembra dunque ragionevole definire la lunghezza di una curva ¢ come

L(p) =sup{L(P) , P partizione dell’intervallo [a, b]} (146)

Osserviamo subito che, anche se ¢ € una curva continua, la sua lunghezza puo essere infinita. Consideri-
amo, infatti, il seguente esempio:

o(t) = (t,tsin (1)) te (0,1
©(0) = (0,0)

Fissato ora k € N, consideriamo i numeri

1
ti=——— i=0,1,2,...,2k—1
S+QRE—i)m

ed indichiamo con Py la partizione

1
Pk' = {0,t0,t1,-~-7t2k—15}
o
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e con Py la poligonale associata. Risulta allora:

2k—1 2k—1 2k—1

L(Py) = Z lp(ti) — p(ti-1)| = Z M=(2k—i=h) Z Ejhw

i=1 h=1 2

e quindi
lim L(Pk) = +00
k—oc0

Proviamo ora il seguente:

Teorema 4.1 Se ¢ : [a,b] — R™ & una curva di classe C*, allora la sua lunghezza ¢ finita e risulta

b
L(p) = / 1 (8)] dt (147)

Prima di dimostrare il teorema, osserviamo che, se indichiamo con

[ e
/abw(t)dtz (/abgol(t)dt,/abw(t)dt,...,/ab%(t)dt>

continuano a valere le seguenti due proprieta che sono ben note nel caso dell’integrale usuale (n = 1).

/a b o(t) dt

b
/ () dt = p(b) — p(a) ¥ o € C((a,b]) (149)

Verifichiamo la prima di queste due affermazioni.
Sia v € R™ un versore (vettore di modulo 1) fissato, allora:

I'integrale vettore:

b
< / (1)) dt (148)

n

vept) =Y viei(t) < le(t)] Yt € [a,b]

i=1
Integrando, si ottiene:
b b
v [Cetar< [ et
a a
e quindi la (148) si ottiene scegliendo
o [2 o(t) dt
b
I, e(t) dt‘

(ovviamente supponendo il denominatore diverso da zero).

Dimostrazione.(del teorema) Sia P una partizione dell’intervallo [a, b], allora:

t;
[ e
ti—1
h

t; b
<3 / 0= [ 1)

i=1

h

h
L(P) = Z lo(ts) = p(tia)| = >

i=1

<
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Dalla definizione di lunghezza di una curva, otteniamo quindi

b
L) < / /(1) dt

La disuguaglianza contraria si ottiene ragionando nel modo seguente.
La funzione derivata ¢’ : [a,b] — R™ é continua (per ipotesi) e quindi uniformemente continua in [a, bl;
ossia:

Ve>0 3. >0 tale che se s,t € [a,b] e |s —t| <. = |¢'(s) — ' (t)| < e

Fissato quindi un numero € > 0, sia P = {to,#1,...,ts} una partizione dell’intervallo [a, b] con
ti—tio1 <6, Yi=1,2,...,h

Se s,t € [ti—1,t;], risulta
¢'(s) =¢'(t) + (¢'(s) — ¢ (1))

Integrando rispetto alla variabile ¢ € [t;_1,¢;], ottengo:

ti

() (t; — ti1) = / Sty dt + / ' P(s) — (1) dt

ti—1 ti—1

e passando ai moduli:

+/ 7’ l¢'(5) — " ()] dt < [p(ti) — @(tio1)| +e(ti —ti1)

ti—1

I’ (8)] (ti —tiz1) <

ti
/ ¢'(t) dt
ti—1

Integrando infine in s sempre sull’intervallo [t;_1,¢;], ottengo:

/ "1 ($)) ds < [p(ts) — pltion)] + (b — tin)

ti—1

Infine sommando rispetto all’indice i:

b
/ 10/ (s)| ds < L(P) + e(b— a) < L(p) + (b — a)

La dimostrazione si conclude infine facendo tendere ¢ a zero. q.e.d.

Vediamo ora alcuni esempi.

Lunghezza di una circonferenza La circonferenza di centro l'origine e raggio R pud essere vista
come il sostegno della curva
©(t) = R(cost,sint) t€[0,27]

Risulta allora ¢'(t) = R (—sint, cost) e quindi

27
L(p) = Rdt=27R
0

Lunghezza di una grafico Si ha in questo caso ¢(t) = (¢, f(t)) con f € C([a,b]). Risulta quindi:
b
L(p) = / V1t f2(t)dt

Lunghezza di un’elica Ricordiamo che risulta ¢(t) = (a cost,a sint,bt) ¢t € [0,27] e quindi

27
L(p) = Va2 +b2dt =2m/a? +b?

0
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Lunghezza di un ramo di cicloide Si chiama cicloide il luogo geometrico del piano descritto da un
punto fissato su di una circonferenza quando questa rotola, senza strisciare, su di una retta. Puo essere
vista come il sostegno della curva

r=(t) = R(t —sint)
{ y:@;(t)ZR(l—cost) t e 0,27]

Risulta allora ¢'(t) = R (1 — cost,sint) e quindi

0

2m 27
L(p)=R \/2—2costdt:2R/ sin <;) dt:2R<—2 cos ()
0

4.2 Curve equivalenti

Definizione 4.2 Due curve ¢ : [a,b] = R"™ et : [¢,d] — R™ si dicono equivalenti se esiste un diffeo-
morfismo g : [a,b] — [¢,d] tale che
p(t) = P(g(t)) Vit e lab]

Ricordiamo che con la parola diffeomorfismo si intende una corrispondenza biunivoca tra due insiemi che
sia di classe C!' con inversa pure di classe C'. Nel caso che stiamo considerando ¢ & un diffeomorfismo se e
solo se g € CY([a,b]) e g'(t) 0 V t € [a,b].
Da notare che se g & decrescente, allora p(a) = ¥(b) e p(b) = ¥(a) e quindi il punto iniziale di ¢ & il
punto finale di ¢ e viceversa. Allora ¢ e 1, pur descrivendo lo stesso luogo geometrico (pur avendo lo stesso
sostegno) hanno un verso di percorrenza contrario.
Per esempio sia g : [0,1] — [0,27] la funzione definita dalla legge: g(t) = 27 (1 —t). Allora la curva ¢
definita da

() = (cos (27(1 —t)),sin (27(1 —t))) te[0,1]

rappresenta la circonferenza di centro 'origine e raggio 1 percorsa in senso orario.
Da notare che se ¢ e v sono due curve equivalenti e di classe C!, allora ¢ e 1 hanno la stessa lunghezza.
Infatti usando la sostituzione A = g(t) e supponendo per esempio che sia ¢’(t) > 0, ottengo:

d b
uw=/WWQWM=/\WMQMﬁmw:

b b
— [ wamg ol = [ 1eold=re

Data una curva regolare ¢, una curva ad essa equivalente importante che viene chiamata rappresentazione
con parametro 1’ascissa curvilinea, si ottiene ragionando nel modo seguente.
Se poniamo

s(t) :/ |’ (N\)dX\ t € [a.b]

otteniamo una funzione s : [a,b] — [0,L(p)] con s'(t) = |¢'(t)] > 0 Vt € [a,b], Indichiamo ora con
g : [0,L(¢)] — [a,b] la funzione inversa di s e consideriamo la curva:

P(s) = ¢(g(s)) s €0, L(p)]

La curva v & una curva equivalente a ¢. La sua particolarita sta nel fatto che il suo vettore tangente ¢’(s)
€ un versore, ossia risulta

[ (s)| =1 Vs €0,L(p)]
Infatti:
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4.3 Triedro fondamentale e formule di Frenet

In questo paragrafo e nel capitolo successivo useremo ampiamente il prodotto esterno in R2. Ne ricordiamo
quindi brevemente la difinizione e alcune proprieta fondamentali.
Siano dunque = = (z1,22,73), ¥ = (y1,¥2,¥y3) € R3 due vettori. Indicheremo con z Ay € R? il vettore

definito da:
TNy = (T2y3 — T3Y2, T3Y1 — T1 Y3, T1Y2 — T2 Y1) (150)

Un modo semplice per ricordare la definizione di prodotto esterno & quello di sviluppare risppetto alla prima
riga il determinante della seguente matrice formale:

€1 €9 €3
rAy=det| 1 x2 3 (151)
Y1 Y2 Y3

Alcune proprieta fondamentali del prodotto esterno sono:
. (z+y)Az=xzAz+yAz VayzecR3
2. zAy=Az)Ay=xA(A\y) Vao,yeR3 NeR,

rAy=-yAx Vaz,yc€ R

- W

rAy=0<= =z,y sono linearmente dipendenti,
5. (xAy) - z=(xAy)-y=0 Va,yeR3,

6. se z,y sono linearmente indipendeti la terna (x,y, z Ay) forma una base destrorsa di R? ossia una base
per cui:
Z1 Z2 Zs3
det Y1 Y2 Y3 >0
@Ay (@Ay)2 (@AY)s

In effetti dalle definizione (150), risulta:

X1 T2 €3
det Y1 Y2 Y3 = |z Ay|?
(xAyh (@Ay)2 (xAY)3

7. lx Ayl = V/|x|? |y|? — (x y)? = area del parallelogramma generato dai vettori z, ¥,
8. Dalla definizione (151), si ottiene infine che

r1 Xo I3
det | 11 v2 ys | =z -(yAz) (152)
z1 z9 z3

Sia ¢ : [0,L] — R? una curva di classe C® con parametro la lunghezza d’arco e supponiamo che sia
©"(s) £0V s €0, L]. Siccome |¢'(s)] =1V s € [0, L] risulta:

¢'(s)- ¢'(s) =0V s € [0, L]

ossia il vettore ¢”(s) & ortogonale a ¢'(s).
Indicheremo con 7 il versore del vettore ¢, ossia

1/
is) = 28 0,1 (153)
Essendo ¢”(s) # 0, 7 risulta ben definito in [0, L].
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11 versore 7i(s) viene chiamato il vettore normale alla curva ¢ nel punto ¢(s). Il vettore 7i(s), essendo
normale al vettore tangente ¢’(s), che indicheremo nel seguito con #(s) sta nel piano normale alla curva ¢
nel punto ¢(s).

La quantitd k(s) = |¢”(s)| viene chiamata la curvatura della curva ¢ nel punto ¢(s). k(s) d4 una stima
di quanto varia il vettore tangente nell’intorno del punto ¢(s).

Dalle definizioni date risulta ¥V s € [0, L]:

t'(s) = ¢"(s) = | ()| 7i(s) = k(s) i(s) (154)

11 piano individuato dai vettori #(s) e 7i(s) viene chiamato il piano osculatore della curva ¢ nel punto ¢(s).

Indichiamo infine con b(s) il versore normale al piano osculatore ( e quindi normale sia a i(s) che a 7(s)
) ed orientato in modo che la terna #(s), 7i(s) e b(s) sia destrorsa ossia sovrapponibile mediante traslazione
e rotazione alla base canonica di R3: e1, e, es. Da notare che la terna considerata sard destrorsa se:

t ty t3
det| n1 ng ns >0
b1 by b3

1l vettore b(s) viene chiamato il vettore binormale alla curva ¢ nel punto ¢(s).
Da notare che il vettore b si pué esprimere facilmente usando il prodotto esterno in R3. Infatti risulta:

b(s) = t(s) Afi(s) s € [0, L] (155)

Ricordiamo la (151), si ottiene:

+

AT = det t1 to i3 = (156)
ny N2 N3
= (tanz —nats) el + (tan1 —nat1) e + (t1n2 — nit2)es
Sara interessante valutare la quantita |5’ (s)| che da una stima di come varia il piano osculatore di ¢
nell’intorno del punto ¢(s) (e quindi di quanto la curva si discosta dall’essere una curva piana).
Ragionando come abbiamo fatto prima, ricordando che |b(s)| = 1V s € [0, L], si ottiene che b'(s) - b(s) =

0V s € [0,L] e quindi ¥'(s) sta nel piano osculatore della curva nel punto ¢(s). D’altra parte dalle relazioni
(155) e (154), derivando si ottiene:

-,

V(s) =1"(s) Afi(s) 4+ t(s) Afi'(s) = k(s) 7i(s) Aii(s) + t(s) AT (s) = E(s) AT (s)

Ne deriva quindi che b'(s) ¢ pure ortogonale al vettore #(s) e risulta quindi parallelo al vettore 7(s). Risulta

dunque -
b'(s) =7(s)7i(s) s€[0,L] (157)

La costante di proporzionalitd 7(s) viena chiamata la torsione della curva ¢ nel punto ¢(s).
Osserviamo infine che, essendo 7’ (s) ortogonale ad 7i(s), risulta:

i (s) = a(s) (s) + B(s) b(s)
D’altra parte, derivando le identité:
ii(s) - t(s) = Ai(s) - b(s) =0 s € 0,L]

si ottiene, ricordando anche la relazioni (154) e (157):

7(s) - fls) = —ii(s) - () = —h(s) (158)
ii'(s) - b(s) = —ii(s) - b'(s) = —7(s) (159)

Otteniamo quindi: B .
i’ (s) = —k(s) t(s) — 7(s) b(s) (160)



Le equazioni ottenute relativamente ai vettori del triedro fondamentale, ossia:

s)7i(s) (161)

vengono chiamate le equazioni di Frenet.
Concludiamo questo paragrafo, osservando che dalla (159) si pud ottenere un’espressione analitica per
calcolare la torsione di una curva. Infatti

///(S) . (QDI(S) A(p”(s)) -1 90/1(5) 502(5) 903(5)
7(s) = - £ ,, = g det | @l(s) @h(s) l(s) (162)
P PN ) s )

Se una curva e rappresentata con una parametrizzazione ¥ che non usa come parametro la lunghezza
d’arco, ma un parametro t € [a, b], allora le formule per calcolare la curvatura e la torsione diventano

_ @A)

0= wmp o3

o) — 0 AV "
WO A0

Infatti, posto:

(t) = / ' (V)] dA

si ottiene un diffeomorfismo tra gli intervalli [a,b] e [0, L(¢))]. Posto g(s) il diffeomorfismo inverso, la curva
o(s) = ¥(g(s)) ¢ equivalente a ¢ ed & una rappresentazione con parametro 'ascissa curvilinea. Risulta

quindi: ( )
/ g\s
7= gl
" _ 7 s ! _ W( ( )) "‘/}//(9(5)) 1
©"(s) = (T/’ (9(s)¥'(g(s))] ( (s)) 10 (g(s))] ) [ (g(s))]?

Pertanto, non scrivendo per brevitad l'argomento g(s) dove si calcolano le funzioni al secondo membro, si

ottiene:
S i i Ll VU0l CARR O 0 i CARR 0
4’16 4’16
Abbiamo quindi dimostrato la formula (163). Infine, scrivendo per semplicita:
¢(6) = e~ 0 (9(s) AG)
ottengo:
QDI(S) A <p”(s) _ (U (gTz)/)(g/\(gﬂ(gg(S))
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" _ V" (g(s)) —"(als 1 /_ V" (g(s)) s) — ' (als (s
P = itglanp V) (w%g(s))?) a(s)] 1) ¥ ) Als)

(¥'(g(s)) A "(g(s))) - ¥"(g(s))
¥ (g(s))I°

In conclusione
(@' (s) N p"(5)) - " (5) =

Ricordando infine la (162), si ottiene la (164).

Osservazione 4.1 Se la curva che si considera ¢ piana, ossia se p(s) = (x(s),y(s)) (s sempre la lunghezza
d’arco), allora 7(s) = 0 e si puo definire la curvatura con segno usando sempre la formula: t'(s) = k(s)i(s),
ma scegliendo la direzione del vettore 7i(s) in modo che la coppia (t(s)7i(s)) formi una base positiva di R? e
quindi t(s) = ¢'(s) = (2'(s),7'(s)) e 7i(s) = (=y/(s),2'(s)). In questo caso risulta dunque:

k(s) =1"(s) -7i(s) = y"(s) 2'(s) — 2" (s) y'(s)

ESERCIZI

1. Verificare che il piano osculatore ad una curva in un suo punto ¢(sg) é caratterizzato dalla seguente
proprieta: indicata con d(s) la distanza del punto ¢(s) della curva dal piano osculatore in ¢(sg), vale:

lim d(s)

-0
s—s0 (8 — $0)2

2. Verificare che se una curva piana non é rappresentata con parametro la lunghezza d’arco, allora:
y' () a'(t) — =" () y'(t)

k(t) =
(Vo + 7 ®)

, t€la,b] (165)

3. Verificare che se una curva é grafico di una funzione f : [a,b] — R allora:

RS ((C) 3:< f'(@)
(Vier@) AT

(x)) , x € [a,b (166)

4. Sia ¢ : [a,b] — R3 una curva regolare. Trovare espressioni analitiche per t, i, g, i vettori del triedro
fondamentale.

Ricordiamo che posto
t
)= [ 1Pl
Indicata con g(s), s € [0, L] la funzione inversa di s(t) e posto ¥(s) = ¢(g(s)), si ottiene da definizione:

P"(s)
|97 (s)]

F=1'(s), i = L b=1tAR

Ora




Infine

2" (9()) 2 ¢ (g(s))1> = (£ (9()) - " (9()))* 1" (9(5)) A" (g(s))[?

[ (5)|2 = (g T We)e

Possiamo quindi concludere che

A UNN " ()|’ ()12 — ' (t) (' (1) - " (1)) j PN

0T " (O] e (8) A" (1)] @A)

In particolare si ¢ & lelica ¢(t) = (a cos t, a sin ¢, bt), allora risulta:

¢'(t) = (—asint, acost, b)
o (t) = ( acost, —asint, 0)
¢ (t) A" (t) = (ab sin ¢, —abcost, a?)

) A
lp()| = \/a2+b2 @'(t) - " () =0, [¢'(t) A" (t) = ava® + b2

Possiamo quindi concludere che
(—asint, a cost, b)

V@ T

(—a cost, —asint, 0)

{:

ﬁ:
a

(bsint, —bcost, a)

5:
Va2 + b

4.4 Integrale curvilineo

Definizione 4.3 Sia ¢ : [a,b] — R"™ una curva di classe C* ed f : A C R™ — R una funzione continua.
Supponiamo che ¢(la,b]) C A, allora definiamo:

/f@*/f (1)] dt (167)

Tale integrale viene chiamato l’integrale curvilineo della funzione f lungo la curva .

Da notare che se ¢ e 9 sono due curve equivalenti, allora:

/SDfds:/wfds

Infatti supponendo per esempio che sia ¢’(t) < 0, si ottiene:

/f%—/f )1 MAL/f W (9(®)] (1) dt =
A%wmm W(9(0)) (1) dt = /f (1)) dt = Lf%
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5 Formule di Gauss-Green nel piano

Sia 2 C R? un insieme limitato. Diremo che {2 & un aperto con frontiera di classe C' se Vxy € 99
esiste un intorno U di zg in R? tale che, con una opportuna scelta del sistema di coordianate con centro in

g, Sl possa scrivere:
QNU ={(z,y) €U, z € (—p,p), a <y < afx)} (168)

dove o : (—p,p) — R é una funzione di classe C1((—p,p)) con a(x) > a Vx € (—p,p), dove a,p > 0 sono

opportune costanti positive.
A

Se 2 C R? & un aperto con frontiera di classe C*', allora 99 ¢ il sostegno di una curva regolare. Sia ora
f € CHA) (dove A é un aperto di R? con 2 C A ), valgono allora le seguenti formule:

Teorema 5.1 (Formule di Gauss-Green):

// g(m,y) dady = frids (169)
o Oz o0

//Qgi(x,y)dxdy:/mfyzds (170)

I/($,y) = (I/l(l',y),l/Q(l',y))

indichiamo il versore della normale esterna a 092 in un suo punto (z,y).

dove con

Le due formule precedenti possono essere raggruppate in una unica formula se si usa il concetto di
divergenza. Infatti se G : A — R? (G = (G1,G3)) & una funzione a valori vettoriali di classe C! e se
indichiamo con 56 e

divG = L+ =2
ox dy

la divergenza di G, allora vale il seguente:

Teorema 5.2 Teorema della Divergenza

//divG(z,y)dzdy:/ G-vds (171)
Q 19]9)

Infine applicando il teorema della divergenza al vettore f G con f funzione a valori scalari e ricordando
che
div(fG)= fdivG+grad f -G

otteniamo la seguente formula:

Teorema 5.3 Formula di integrazioni per parti in R? :

// flz,y) div G(z,y) dedy = 7// grad f(z,y) - G(z,y) dedy + fG-vds (172)
Q Q a0
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Prima di dimostrare le formule di Gauss-Green, ricordiamo che se Q = [a,b] X [¢,d] & un rettangolo di
R? ed f : Q — R una funzione di classe C, allora per la (141) la funzione:

d
Fo)= [ Sy s oy
¢ derivabile in [a,b] e risulta
F’<x>/daf<sc )d
= ) Oz ,y)ay

Siano ora «, 8 € C'([a, b]) due funzioni con

Poniamo

Allora F € C'([a, b]) e vale la formula:

B(z)
P = [ ey @56) 80 - fwa@)d @) (173)

Infatti se poniamo per z € [a,b] e u,v € [c,d]

G = | " fey)dy

si ottiene sempre dalla (141) e dal teorema fondamentale del calcolo integrale:

ple _vof
%(mvuﬂ)) - /u %(%y) dy

oG
%(IE,U,U):*JC(I,U) ) %(‘Tauﬂv):f(I?U)

Allora la derivata di F' si ottiene dalla regola di derivazione della funzione composta, osservando che F'(x) =

G(z,a(x), B(x)).

Dimostrazione.(delle formule di Green)
Primo passo Supponiamo in primo luogo che f € C'(A) abbia supporto contenuto in un aperto U dove
vale la (168). Allora:

[ [ a= [ [ S pasa= [ ([”jﬁu,wdy) s

Ora se poniamo
a(z)
F(z) = / flzy)dy

dalla (173), risulta:

[ [z~ [ (P'(2)  flaala)) o'(a) do = - [ if(m(m))a'(x) dr

dove abbiamo usato il fatto che, essendo f a supporto compatto in U, si ha che F(—p) = F(p) = 0.
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Osserviamo ora che in un punto (z,a(z)) € 02 NU si ha:

( (), 1)
+(/(2))?

/ fulds:/ frids =
oQ oMU

/ f(z,ax OZo(zx()x))Q V1+(o(2))2 / f(z,a(z))  (z) dz

Pertanto:

Vale dunque in questo caso la (169).
La seconda formula (170)si ottiene ragionando nello stesso modo ma in maniera pit immediata. Infatti in

questo caso:
x,y) dzd —// (z,y)dxdy =
//a ) dedy mua ) dedy =
a(z) 9
- </ 3£<xy)dy>dx—/ f(@,alz)) da
—» \Ja

p
aﬂfl/g ds = /ﬁ*smufy? ds = /p flz, a(x))de

Secondo passo Essendo 9f2 un insieme compatto, esiste un numero finito di punti z; € 02, i=1,2,..., N
e un numero finito di aperti U; contenenti x;, tali che 9Q NY; si pud rappresentare come in (168) e tali che

D’altra parte, risulta:

N
i=1
Indichiamo infine con Uy = Q e scegliamo una partizione dell’'unitd ¢;, ¢ =0,1,2,..., N relativa alla famiglia
di aperti {Up, Uy, Ua, ..., Uy } ossia una famiglia di funzioni con
N
@i € Cy(Us), pi(z,y) =1 V(z,y) €Q
i=0

Applicando il primo passo, possiamo scrivere:

// fxydxdy*Z//gazxy (z,y)dzdy =
—Z//{ Vo) = G2 o) G )| oy =
_Z/ %fulds—//za% xy)dmdy—/ furds

dove abbiamo usato i seguenti due fatti:

i) essendo g f una funzione di classe C! con supporto compatto contenuto in Uy = Q, risulta:

//Q %(‘Po H(z,y)dedy =0

ii)

Y dp; 0 (& 0
Zax (@,9) = 5 > e (@,9) =5 (1) (z,9) =0 V(z,y) € 2
=0 =0
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q.e.d.
OSSERVAZIONI

o Le formule di Gauss-Green continuano a valere anche se 92 contiene un numero finito di punti {z;, i =
1,2,...,N} in cui una rappresentazione del tipo (168) non vale, come nel caso di un quadrato per
esempio o nel caso in cui la forntiera di 2 sia la riuninone di un numero finito di curve regolari.

e Scegliendo f(z,y) = z o f(z,y) =y o G(x,y) = (z,y), si ottengono le seguenti formule utili a volte
per calcolare la misura di un insieme €.

m(Q)z/asla:ulds:/(myugds (174)

1

m(Q) = 3 /{m (xv1 +yve) ds (175)

Vediamo, per concludere, alcuni esempi.

1. Calcolare I'area della regione di piano A racchiusa da un ramo di cicloide e dall’asse x.

y

2T R

Come abbamo visto, risulta ¢(t) = R (t —sint, 1 —cost) t € [0,27] e quindi ¢'(t) = R (1 — cost,sint).
Il versore della normale esterna nei punti della cicloide é dato quindi da
(—sint, 1 — cost)

2 (1 — cost)

v(t) =
Possiamo allora calcolare:

27
m(A) = / xvrds = / R?(t —sint)(—sint) dt =
0A 0

27 27
= R? (/ sin2tdt—/ tsintdt) =
0 0

2m 2m

1 —cos (2t -

:RQ/ %()dt—}%2 [—t cost|(2J +/ costdt} =R*r+2R’r =31 R’
0 0

2. Consideriamo il seguente ramo di spirale:
o(t) = (t cost,t sint) ¢ € (0,2

Calcolare la sua lunghezza e I'area della regione di piano A compresa da tale spirale e l'asse z.
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a ‘

27

Risulta ¢'(t) = (cost — ¢ sint,sint 4+ t cost) e quindi |¢’(¢)| = /1 + t2. Pertanto la curva considerata

é regolare e risulta:
27
L(y) = V1+2dt
0

Integrando per parti, si ottiene

27
/ V1+t2dt=t/1+ 2
0

2T 27 t2

—dt =
0 0 V1+t2
2w 2w
1
=2nvV1+4n2— V1+t2dt + —dt
0 o V1+t2

Siccome una primitiva della funzione integranda dell’ultimo integrale é data dalla funzione log (t +v1+ t2)
possiamo concludere che

1
L(p)=m 1—|—47r2+§10g(27r+\/1+47r2>

Per calcolare la misura di A usiamo la formula

1
m(A) = 5/aA(qul +ye)ds

Ricordando che
(sint +t cost,—cost + t sint)

V1+1t2

v(t) =

otteniamo

1 2m
m(A) = 5/0 [t cost(sint + ¢ cost) + ¢ sint(—cost + ¢ sint)] dt =

:1/2ﬂt2dt:87'r3:47r3
2 Jo 6 3

. Trovare la curvatura della spirale:
o(t) = (e " cost,e ! sint) t € 0,27

Il sostegno della curva e del tipo:
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Risulta
2/ (t) =e t(—cost, —sin t)
y'(t) =e t(—sin t, +cos t)
2'(t)=e"t(cost, +sint+sint—cost)=2e 'sint
y'(t) =e t(sint, —cost—cost—sint)=—2et cost
Ricordando la formula, si ottiene:
1" ! -2t
p=Y2"rYV _ ° [-2 cos t(—cost—sin t) — 2 sin (—sin t — cos t)] =

(272 +y’2)3/2 (2 6721&)3/2
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6 SUPERFICI DUE-DIMENSIONALI IN R3

Cominciamo col dare la seguente:
Definizione 6.1 Una funzione ¢ : A C R? — R3 (dove A ¢ un insieme aperto), viene chiamata una
superficie se verifica le sequenti proprieta:

i) @ & iniettiva;
it) ¢ € C'(A);

i11) la matrice jacobiana di @, ossia la matrice:

Op1  Op1

ou ov

_ Opa  Op2

JSD - ou Ov
Op3  Ops

ou ov

ha rango massimo in tutti i punti (u,v) € A.

_ (91 Op2 Ops
Pu=\ou ou ou

(a% Opy Op3 )

Da notare che, se poniamo:

Pv =

v’ v’ v
la condizione iii) pud esprimersi richiedendo che @, A @, 0 V (u,v) € A.

Vediamo ora alcuni esempi.

1. Superficie grafico di una funzione
Sia f : A — R una funzione di classe C*(A) Poniamo:

p(u,v) = (u,v, f(u,v)) (u,v) € A
Risulta:
Py = (17 0, fu)
Py = (07 1, fv)
e quindi

(pu/\(Pv:(_fm_fval) ’ “Pu/\@v|: V1+f3+f3>0

2. Sfera in coordinate polari
Consideriamo la funzione ¢ : A — R? di componenti:

z = R sinu cosv
y = R sinu sinw (u,v) € A= (0,7) x (0,27)
z=R cosu

Allora
©u = R (cosu cosv,cosu sinv, — sin u)
¢y = R(—sinu sinv, sinu coswv, 0)
e quindi
D2 (1n2 2 . . . _
©u Aoy = R* (sin” u cosv, sin? u sinv, cosu sinu) =
= R? sinu (sinu cosv,sinu sin v, cos u)

Ne deriva infine che |p, A ¢,| = R%?sinu > 0 essendo u € (0, 7).
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3. Elicoide
Si chiama elicoide il sostegno della superficie data da:

o(u,v) = (v cosu,v sinu, ku) (u,v) € (0,27) x (0, R)
dove k, R sono due costanti positive fissate. Risulta:

pu(u,v) = (—v sinu,v cosu, k)
oy(u,v) = (cosu,sinu, 0)

Pertanto:
Pu A Po = (_k Sinuak Cos u, —U) ) “Pu /\QOU| =V k2 +U2

4. Proiezione stereografica della sfera
Si chiama con questo nome la corrispondenza ¢ : R? — R? che al punto P (nel piano xy) di coordinate
(u,v) associa il punto @ di intersezione tra la sfera di centro l'origine e raggio R e la retta passante
per P e per il polo nord della sfera N (N=(0,0,R)) (diverso ovviamente dal polo nord). Essendo
N =(0,0,R), P = (u,v,0) la retta per i punti P ed N si pud scrivere come sosteegno della curva:

Yt)=N+t(P—N)=(tu,tv,R(1—-1)) teR
Il punto @ si ottiene quando |1 (t)| = R, ossia
t?u? + 120 + R2(1+* — 2t) = R?
ossia
2 R?
u? +v% + R?

Pertanto la funzione ¢ ha le seguenti componenti

t:

2R%y 2R%y uw? +v2 - R?
o(u,v) =

u2+v2+R2’u2+U2+R2’ ’LL2+1}2+R2

5. Superfici di rotazione
Consideriamo nel piano (y, z) una curva di equazioni 1 (t) = (y(¢),2(t)) t € [a,b] e supponiamo che
y(t) > 0 Vt € [a,b]. Allora la superficie che si ottiene ruotando la curva sostegno di ¢ attorno all’asse
z si puo rappresentare nel seguente modo:

z(t,0) = y(t) cosd
e(t,0) = ¢ y(t.0) =y(t) sind  (t,0) € (a,b) x (0,27)
z(t,0) = z(t)

Risulta quindi:
ot = (Y (t) cos 8,y (t) sinb, 2'(t))

wo = (—y(t) sind, y(t) cosb,0)
pr Ao = (—y(t) 2'(t) cos 0, —y(t) 2'(t) sin0,y(t) y'(t))

loe Aol = y(t)y/22(t) + y™(t)
Un caso interessante di superficie di rotazione ¢ il toro che si ottiene quando il sostegno di 1 é una
circonferenza di raggio r e centro nel punto (R,0) del piano (y, z) con R > r; ossia

{ y(t) = R+ cost te(0,27)

z(t) = r sint
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6.1 Superfici equivalenti, piano tangente e versore normale
Come nel caso delle curve, daremo la seguente:

Definizione 6.2 Diremo che due superfici
0: ACR*=R® , ¢ : BCR?> = R3
sono equivalenti se esiste un diffeomorfismo g : A — B tale che

‘P(uv ’U) = ’(/J(g(u, U)) V(u, U) €A

Ricordiamo che g : A — B & un diffeomorfismo se ¢ una corrispondenza biunivoca, di classe C! con
inversa pure di classe C''. Va notato che questo implica che

detJg(u,v) #0 Y(u,v) € A
Notiamo che, se indichiamo con (s,t) le variabili di ¢, si ha:

. 0q 092
Ou = Vs D + Yy Du

_ g1 092
Pv = ¢s 81} + wt 81}
e quindi
0g1 092 092 Og1

¢1L/\<Pv:¢s/\¢taa+wt/\ws%%:

991092 0g2 g
= aps Ay (S92 992091 _ ot g (u, )i A
Vs At ( Ou Ov  Ou Ov et g (1, Us A Y
Sia ora » : A C R? — R? una superficie, sia Q = (ug,v0) € A e sia ¥ : [a,b] — A (¥(t) = (u(t),v(t)))
una curva con sostegno contenuto in A e passante per @ ( per esempio supponiamo che sia Q = 9 (to) con
to € (a,b)). La curva y(t) = ¢(1(t)) t € [a,b] é una curva in R® contenuta nel sostegno della superficie ¢ e
passante per il punto P = ¢(Q) = ¢(ug, vp). Da notare che

Y (to) = puluo,vo) u'(to) + @u(uo, vo) v' (o)

11 vettore v/(to) tangente alla curva v in P é combinazione lineare dei vettori ¢, (ug, vo) € @y (uo,vo) € quindi
sta nel piano generato da questi vettori. Per questa ragione il piano parallelo al piano generato dai vettori
©u(up,vo) € @y (ug,vg) e passante per il punto P, viene chiamato piano tangente alla superficie sostegno
di ¢ nel punto P.Tale piano pud essere rappresentato nel modo seguente:

?(u,v) = @(uo, v0) + pultio, v0) (u — o) + @u (o, vo) (v — v) (u,v) € R?

Il versore

_ Puluo, vo) A pu(uo, vo)
v(uo, vo) =
| pu(t0, v0) A @u (1o, vo)|
viene chiamato il versore normale alla superficie nel punto P = ¢(ug, vp).
Ad esempio, nel caso di una superficie grafico di una funzione, ossia del tipo ¢(u,v) = (u,v, f(u,v)) si ha:

(_fu7 _fm 1)
V14 f24 f2

Noi indicheremo nel seguito con Tr(¢) (P = ¢(ug,v9)) lo spazio vettoriale 2-dimensionale generato dai
vettori o, (ug,vo) € py(ug,vo) € lo chiameremo spazio tangente a ¢ in P. Indicheremo anche con Np(p)
lo spazio vettoriale unidimensionale generato dalla normale v(ug,vo) e lo chiameremo lo spazio normale
apin P.

v(u,v) =
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ESERCIZIO Sia ¢ : A — R? una superficie e P = ¢(ug,vp). Siano inoltre vy, vo € Tp(p) due vettori
linearmente indipendenti. Allora esiste una superficie (s, t) equivalente a ¢ e definita in un aperto B
contenente 1’origine e tale che

1;[}(0’0) = Pa wg(ovo) =U 1/’:&(070) = V2
Infatti supponiamo che sia:
v1 = apy(Uo, vo) + by (uo, vo)
vz = cpy (U, vo) + d py(uo, vo)
e consideriamo la funzione:
P(s,t) = p(ug+as+ct,ug+bs+dt),
(s,t) € B=/{(s,t) € R?, (up+as+ct,vg+bs+dt) € A. Ovviamente B é un aperto che contiene l'origine,
1) é equivalente a ¢ e:
’(/J3<0, 0) = (pu(UOa UO) a+ SD’U(’U’O’ UQ) b= U1

1/&(0»0) = QOU(U(),’U()) c+ @U(umvo) d= V2

6.2 Prima e seconda forma fondamentale e curvatura media di una superficie

Sia ¢ : A — R? una superficie, (ug,v9) € A e P = p(ug,vp). Per semplicita, nel seguito di questo paragrafo,

non indicheremo piu argomento delle funzioni che intervengono e si supporra che sia sempre (ug, vo).
Come abbiamo gia osservato i vettori ¢, ¢, generano lo spazio tangente di ¢ in P: Tp(p). Useremo

anche nel seguito le notazioni standard della geometria differenziale, ossia:

|27 F=py 0y, G=py py,= |9011|2 (176)

T:(? g) (177)

che viene chiamata tensor metrico di ¢ in P.
Da notare che risulta

E:@u'@u:w’u

Indicheremo inoltre con 7' la matrice:

detT = EG — F? = |p, A po|?
Se w € Tp, risulta w = a @, + B, e quindi |w|> =w-w=Ea?+2Faf + G B2 La forma quadratica

I:Tp >R

definita da:
I(w)=Ead*+2Fap+G B> (178)

é una forma quadratica definita positiva che viene chiama la prima forma fondamentale di ¢ in P.
Da notare che usando il prodotto tra matrici, si puo scrivere

(o (3)) wa=(5) 7 (3)

dove I’apice t indica la matrice trasposta.
Ora se w € R3, indicheremo con w' la sua componente nella direzione v, la direzione normale alla

superficie ¢ in P: ossia

1 _ (

w w-v)v

La forma quadratica:
II(U}) : Tp — NP

definita da, se w = a @, + B @y:

_ Puu@® 205,08+ 95, B

IT(w) T(w)

(180)
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viene chiamata la seconda forma fondamentale di ¢ in P.

Osservazione importante

La definizione di prima e seconda forma fondamentale non dipende dalla parametrizzazione scelta per rap-
presentare la superficie. Ossia se ¥ € una superficie equivalente a ¢ allora la prima e la seconda forma
fondamentale definita tramite la ¢ e tramite la ¢ danno lo stesso risultato. Questo fatto per la prima forma
fondamentale ¢ immediato in quanto si ottiene in ogni caso il modulo del vettore del piano tangente che si
sta considerando. Per la seconda forma fondamentale invece la verifica & molto piu laboriosa. (Qui viene
riportata per completezza ma non sara richiesta all’esame).

Supponiamo dunque che ¢ e 1 siano due superfici equivalenti, che sia p(u,v) = ¥(g(u,v)) dove g : A — B ¢
un diffeomorfismo e che P = ¢(ug,vg) = ¥ (s0,t0). Se w € Tp e w = ap, + B, = Aps + By, dovremmo

verificare che:
Puu @+ 205, 0B+ oy, B2 =05, A2+ 295, AB + ¢y, B? (181)

Osserviamo in primo luogo che

0 0
ws i wt g2

8 6
ws ﬂ wt 92

e quindi

wuw%:( +/3891) s+ ( 892+6892)w

Pertanto
d g1

ou

A=« %

e, usando il prodotto tra matrici:

(4)-(3)

D’altra parte:

S D ou ) du Ju?
+(wtsaaglj+wu%gj> %Wtff;
Puv = <1/’ss % w“?j) % +wsaaiglv
+<¢ts(?3€}1+¢”%i2> % Waaugi
0 01 9% ¢

Ricordando infine che ¢ = ;- = 0, si ha:

Cuu @+ 20y, aB+ ¢y, B2 =
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6g1 2 691 8g1 891 2
L 2 (YJl gl vl 2 (YJl
= Vs la <8u> 2o Ju Ov +h ov *

991 092 991092 091092 | 532091 092
Ju 3u+2a6<5‘u ov + Ov Ou 28 dv Ov +

992\ 992092 | o (092\°| _
(8u> 2085 B +4 v B

=), A* + 295, AB + 1y, B?

+U2 [2 o?

+g; |a®

Sia ora w € Tp un vettore di modulo uno, chiameremo curvatura di ¢ nella direzione w e nel
punto P, la quantita:
k(w) =II(w) - v (183)

Indicando con

e con B la matrice:

g ) (184)

/f(w)Z(g)t-B-(g) (185)

Supponiamo ora che wy, ws € Tp, formino una base ortonormale di Tp, poniamo

se w = «p, + B ,, risulta:

(k(w1) + k(w2)) (186)

La quantita Hp viene chiamata la curvatura media di ¢ in P. E interessante notare che la curvatura media
non dipende dalla base ortonormale scelta in Tp. Questo € una conseguenza della validita della seguente
formula che puo essere utilizzata per calcolare la curvatura media:

1 leG—2fF+gF
Hp=—-tr (B-T™ 1
p=gtr V=5 "Fc 7 (187)
dove tr indica la traccia della matrice indicata.
Dimostrazione della (187)
Supposto
wy = apy+ By, wr=Ap,+ By, (188)

consideriamo la superficie ¢ equivalente a ¢ definita da
U(s,t) = p(ug + as+ At,vg+ St + Bt)
in modo che sia:
( 0) (Uo, ’Uo) =P

(,0) Pu 0+ @B =w;
¥1(0,0) = pu A+ @, B = wy

Usando la rappresentazione v, ottengo:

ke(wy) + k(ws) = ¥2,(0,0) + ¢73(0,0)
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D’altra parte
'l/)ss =« (Souua + @uvﬂ) + 6 (Qouva + @vvﬁ)

Yo = A(PuuA+uuB) + B (puvA+ ¢y B)

e quindi
k(wn) + k(ws) = (o + A%) e+2(af+ AB) [+ (8 + B%) g =

e f a’+A%> af+AB
g aB+AB %2+ B?
D’altra parte dalle relazioni (188), ottengo

1 . A
@u:a(wl—ﬁ%) equlﬂdlw2=E(wl_ﬂ‘/’”)+B</)“

Pertanto:
awy — Awy _ Bw; — Bws
Po = aB—-AB"’ Pu = aB—-Ap

Ne deriva pertanto che

G__ot+A o aB+AB o p+B
~(aB-ApP’ © (aB-Ap)P T (aB-ApB)
Infine
po_ g OB+ A2+ APB? —o? B - APB? - 20848 _ 1
B (a B— AB)* ~ (@B—ApB)?

Possiamo quindi concludere che

0?4+ A2 aB+AB\ (E F\ '
aB+AB p*+B> )]\ F G

La formula (187) che permette di calcolare la curvatura media di una superficie assume una forma
particolarmente semplice quando la superficie & grafico di una funzione. In questo caso si ha p(u,v) =
(u, v, f(u,v)) e quindi:

Pu = (1707fu)7 Py = (Oalva)7 Puu = (anvfuu)7 Puv = (0a07fuv)u Pyov = (0707 fvv)

T_(1+ﬁ fu fo >

fufo 1+f2
T—1: 1 ( 1+f’3 _fufv )
T+ 242\ ~fufo 1+ f2

_; fuu fuv
V1t 2+ 2 ( fuv oo )

Pertanto
2 . 2
tp =y | S e 22l foe LB Jee | g (159)
(VitFE=7?)
dove abbiamo indicato con
VIt fi+ 2
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Per comprendere meglio il significato geometrico delle definizioni di curvatura di una superficie in una
direzione e di curvatura media, sara utile la seguente osservazione.

OSSERVAZIONE

Se w € Tp(p) é un vettore di modulo uno, allora k(w) & la curvatura con segno (nel senso dell’osservazione
4.1) della curva piana che ottiene intersecando il sostegno della superficie ¢ col piano individuato dai vettori
w e v (il versore normale a ¢ in P ).

Per verificare questa affermazione, supponiamo che il sistema di riferimento in R? sia scelto in modo che
lorigine coincida col punto P e che e; = w, e3 = v. Supponiamo inoltre che la superficie sia grafico di una
funzione f e quindi parametrizzata dalla funzione p(u,v) = (u,v, f(u,v)), (u,v) € A C R?, con A aperto
contenente (0,0) e (0,0) =P =0, f,(0,0) =0, f,(0,0) = 0. Risulta allora, dalla (185):

k(w)<(1)>t.3. < é)BllBllfuu(O,O)

D’altra parte, la curva intersezione del piano individuato dai vettori w e v con la superficie ¢ si pud
parametrizzare con la funzione 9 (u) = (u, 0, f(u,0)) e quindi per la (165), £(0) = f,.(0,0).

Concludiamo questo paragrafo con due esercizi:

a) Curvatura media di una sfera Consideriamo per esempio la calotta inferiore di una sfera di centro
lorigine e raggio R che possiamo considerare il grafico della funzione:

flu,v) = =/ RZ — u? — v?
Risulta: R2
U v
fu=—e——, fo=————, 1+ i+ [ =
V1+ 2+ f2 V1t 2+ 72 1+ f2+f2

e quindi T(f) = % e quindi, usando la formula (189), Hp = +.

b) Curvatura media di una catenoide Consideriamo nel piano y, z il grafico della funzione cosenoiper-
bolico, ossia I'insieme dei punti (cosh u,u), u € R e facciamo ruotare tale grafico attorno all’asse z. Si
ottiene cosi una superficie che puo essere parametrizzata dalla funzione

©(u,v) = (cosh u cos v,cosh u sin v,u), u € R, v € (0,2m)

che é nota col nome di catenoide e che & del tipo indicato in figura:
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Si ha:
©u = (sinh w cos v,sinh w sin v, 1)
@y = (—cosh u sin v, cosh u cos v,0)
E=1+sinh? u=cosh? u, F=0, G =cosh®u

71 1 cosh? u 0
~ cosh? u 0 cosh? u

(— cos v, —sin v, sinh u)

cosh v

@y = (cosh u cos v,cosh u sin v,0)
Yuv = (—sinh u sin v,sinh u cos v, 0)
Yyy = (—cosh u cos v, —cosh u sin v,0)
e=—coshu, f=0, g=coshu

Possiamo quindi concludere, usando la formala (187), che

1 1 —cosh u 0 cosh? u 0
Hp = — BT Y= —" . =
p=gtr ( ) 2 cosh? u tr ( 0 cosh u ) ( 0 cosh? u )

_ 1 o [ cosh® u 0 —0
2 cosh? u 0 cosh® u | —

¢) Curvatura media di un toro Consideriamo nel piano y, z le circonferenza di centro (R,0) e raggio
r € (=,r) di equazioni parametriche y(u) = R+r cos u, z(u) = sin u, u € 0,27) e facciamo ruotare
tale circonferenza attorno all’asse z. Si ottiene cos una superficie che puo essere parametrizzata dalla
funzione

o(u,v) = ((R+r cos u) cos v, (R+r cos u) sin v, rsinv), ue (0,27), v e (0,2m)
che ¢ un toro. Si ha:

@y = (—rsinu cos v, —r sin u sin v, r cos u)
0y = (—(R+r cos u) sin v, (R+ 7 cos u) cos v, 0)
E:%Ou'@u:7"27 F:gpugovzo, GZ@U'SOUZ(R“FTCOS’U,)Q

71 1 ((R+rcosu)2 0 )

r2 (R + 1 cos u)? 0 r2
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v =—(cos u cos v, cos u sin v, sin u)

Yuw = (—7 cos u cos v, —r cos u sin v. —r sin u)

Yuv = (rsin u sin v, —r sin u cos v, 0)

Yyo = (—(R+r cos u)cos v, —(R+r cos u)sin v, 0)

e=Quu V=", [=¢pu V=0, g=@u- -v=_(R+Tcosu)cosu

Possiamo quindi concludere, usando la formala (187), che

1 T 1 r 0 (R+rcosu)? 0 )
HP7§tT(B'T )727"2(R+rcosu)2 tr <O (R+rcosu)cosu>'< 0 r2 )

1 1 coS U ~ R+2rcosu
~ 27(R+ 7 cos u)

2\r R+rcosu

Da notare che se R > 2r la curvatura media del toro é non negativa.

6.3 Area di una superficie ed integrali superficiali

Definizione 6.3 Sia ¢ : A C R?> — R3 una superficie, definiamo area di ¢ e la indichiamo con A(y)
Uintegrale:

o) = [ [ 1own ol dude (190)
A
Per motivare tale definizione, consideriamo il caso geometrico semplice in cui ¢ sia lineare; ossia
z(u,v) =aru+brv
y(u,v) = agu + by v

z(u,v) = azu+bgv

e supponiamo A = [0,1] x [0, 1]. In questo caso ¢(A) ¢ il parallelogramma generato dai vettori (1,0) = A

1].
e ©(0,1) = B. Essendo ¢, = A e ¢, = B si ha:
A(p) = area del parallelogramma = [A A B| = [py A ¢

Nel caso che ¢ sia il grafico di una funzione, ossia p(u,v) = (u,v, f(u,v)), otteniamo la formula:

A(p) = //A V14 2+ f2dudv (191)

Analogamente nel caso che ¢ sia una superficie di rotazione attorno all’asse z di una curva ¢ (t) = (y(t), 2(t)) t €
[a,b] contenuta nel piano (y, z) la formula per 'area diventa:

b
Alp) = 277/ y(t) VY2 (t) + 22(t) dt (192)
Vediamo per concludere alcuni esempi.
1. Area di una sfera La semisfera superiore é grafico della funzione
flu,v) = VR? —u?2 —v? (u,v) € A= Bg(0,0) .

Essendo



si ottiene, passando in coordinate polari:

A(@)zQ/AWdudsz//ALdudv:

RZ — 02 — 12

R

Rp ( R) 2

—an | —2  gp—anRr(-—/R2— 2‘ — 4R
0 R? — p? P 7o

2. Area del toro Usiamo la formula dell’area per una superficie di rotazione. In questo caso si ha
P(t) = (R+r cost,r sint) t € [0,2n]. Essendo ¢'(t) = (—r sint,r cost), risulta:

27 27
.A(go):27r/ y(t) \/y’Q(t)Jrz’Q(t)dt:Qﬂ/ (R+r cost)rdt =47n° Rr
0 0

Definizione 6.4 Sia ora ¢ : A C R? — R? una superficie e f : B C R® = R una funzione continua con
©(A) C B, allora definiamo lintegrale superficiale di f su ¢ (0 su p(A)) il sequente integrale:

[ 1dr= [ [ st inn el duae

Usando l'integrale superficiale, si possono scrivere le formule di Gauss-Green (o il teorema della diver-
genza) anche per funzioni di tre variabili.

Teorema 6.1 Teorema della divergenza in R> Supponiamo infatti che Q C R? sia un insieme limitato
la cui frontiera Q) sia di classe C* (o di classe C' a tratti). Allora se f € C*(Q) e se indichiamo con
v 0Q — R3 il versore della normale esterna, possiamo scrivere le formule:

// Qgi(x,y,z)da:dydzz//(mful do

///Qgz(x,y,z)dxdydz://(mfugdo
///Qg‘z(x,y,z)dxdydzz/ 8sz/gda

Oppure se F' : Q — R3 ¢ una funzione a volori vettoriali di classe C1(X), allora:

/// didexdydz:// F-vdo
Q o0
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