Università degli studi di Ferrara

Corso di Laurea Magistrale in Matematica – Facoltà di Scienze

Prova di Statistica – 05 febbraio 2013
Problema 1
Si supponga che per determinare a quale epoca appartengono alcuni oggetti rinvenuti in uno scavo archeologico si ricorra ad un metodo basato sulla quantità di radiazioni X emesse in un dato intervallo di tempo da ciascun singolo oggetto. Si assuma che X sia una variabile di Poisson di parametro θ.
a) Trovare lo stimatore di massima verosimiglianza per θ. Valutare se tale stimatore è efficiente per θ.
b) In base alla risposta data alla precedente domanda si concluda in merito all’efficienza della varianza campionaria corretta.
c) Lo stimatore 
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(media campionaria) è consistente per θ?
d) Siano T1=X e  T2=1 due stimatori di θ. Calcolare gli errori quadratici medi e dire quando T2 è preferibile a T1.
e) Si determini un test ottimale con livello di significatività 0.05 fra le ipotesi: 
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 supponendo di avere 25 oggetti dello stesso tipo.
Soluzione
a) Lo stimatore ML è la media aritmetica campionaria.
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b)
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c)

Gli stimatori ML sono consistenti. In alternativa:
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d)

T2 è preferibile a T1 se 
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e)

La regione critica ottimale di ampiezza α è data da:
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Problema 2
Si supponga di avere un campione di ampiezza n=100 insetti dei quali si sa che appartengono tutti ad una fra due possibili specie: una nociva e l’altra no. Per decidere a quale specie appartengono vengono effettuate delle misurazioni e per ogni insetto queste misurazioni vengono sintetizzate in un unico indice. 

a) Assumendo che gli indici ottenuti siano determinazioni indipendenti di una v.c. N(θ,36) con 
θ=0 se la specie è nociva e con θ=1,2 se la specie non è nociva, si applichi il lemma di 
Neyman-Pearson per trovare un test ottimale di significatività pari a 0.05 al fine di decidere se gli insetti appartengono alla specie nociva oppure no.
b) Determinare la probabilità dell’errore di seconda specie.
c) Si voglia ora saggiare l’ipotesi 
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Soluzione
a)

La regione critica ottimale di ampiezza α è data da:
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b)
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c)

Si applica un test di rapporto di verosimiglianza. Si trova che la condizione:
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Problema 3
Un'azienda produttrice di capi in maglia vuole valutare la qualità del processo produttivo dei due stabilimenti di Firenze e Modena. A tal fine prende in esame una partita di dieci maglie da ciascuno dei due stabilimenti. La qualità di ogni maglia viene valutata da un esperto del settore con un punteggio da 1 a 15

	Stabilimento
	Valutazioni

	Firenze
	14
	4
	10
	12
	11
	13
	8
	12
	5
	12

	Modena
	15
	12
	10
	11
	15
	8
	14
	5
	9
	13


a)
Calcolare media, moda, mediana, primo e terzo quartile, deviazione standard e range 
campionari dei punteggi per ciascun stabilimento e commentare sulla tendenza centrale e 
variabilità delle due distribuzioni a confronto.

b)
Tracciare i box-plot delle due distribuzioni e commentare i grafici paragonando e prestazioni 
dei due stabilimenti.

c)
Verificare al livello di significatività 0,05 l'ipotesi che la qualità media delle maglie prodotte 
a Firenze sia inferiore. Costruire un intervallo di confidenza con un grado di fiducia del 99% 
per la differenza della qualità media delle maglie prodotte a Firenze e Modena
Soluzione

	1.a. Calcolare media, moda, mediana, primo e terzo quartile, deviazione standard e range campionari dei punteggi per ciascun stabilimento e commentare sulla tendenza centrale e variabilità delle due distribuzioni a confronto

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	FI
	MO
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Media
	10.10
	11.20
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Moda
	12.00
	15.00
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Mediana
	11.50
	11.50
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Q1
	8.00
	9.00
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Q3
	12.00
	14.00
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	deviazione standard
	3.38
	3.26
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Range
	10.00
	10.00
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	A seconda dell'indice considerato la tendenza centrale risulta la stessa (mediana), o molto simile (media) o più elevata per
	

	lo stabilimento di Modena (moda). Oservando i quartili sembrerebbe che la qualità del prodotto finito di Firenze sia leggermente 

	inferiore a quella del prodotto di Modena.
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Le informazioni sulla variabilità sono invece univoche: le deviazioni standard differiscono di poco e i range sono uguali, quindi

	la variabilità dei punteggi è analoga per i due stabilimenti e quindi la tendenza a produrre maglie qualitaivamente uniformi
	

	è la stessa nei due stabilimenti
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	1.b. Tracciare i box-plot delle due distribuzioni e commentare i grafici paragonando e prestazioni dei due stabilimenti

	
	
	

	
	
	

	
	FI
	MO

	Minimo
	4.00
	5.00

	Q1
	8.00
	9.00

	Mediana
	11.50
	11.50

	Q3
	12.00
	14.00

	Massimo
	14.00
	15.00


	Le due distribuzioni risultano molto simili in quanto a variabilità ed entrambe leggermente asimmetriche a sinistra, cioè negativamente, 

	per la presenza di alcuni valori moto bassi. Anche se le mediane coincidono, i punteggi di qualità dello stabilimento 
	
	
	

	di Modena sono distribuiti su valori tendenzialmente più alti
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	1.c. Verificare al livello di significatività 0,05 l'ipotesi che la qualità media delle maglie prodotte a Firenze sia inferiore 
	
	

	a quella delle maglie prodotte a Modena.
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Stabilim     N      Mean     StDev   SE Mean
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	FI             10     10.10      3.38       1.1
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	MO          10     11.20      3.26       1.0
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Test t per il confronto delle medie di due campioni indipendenti
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	H0: media(Firenze) = media(Modena)
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	H1: media(Firenze) < media(Modena)
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Statistica test: t = -0.74
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Valore critico: t 18;0.0.5 =
	-1.734
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Siccome -0.74 è maggiore di -1.734, valore critico del test, non rifiutiamo l'ipotesi nulla, quindi non c'è evidenza empirica per 
	
	

	dire che la  qualità delle maglie prodotte a Firenze sia peggiore
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


.

Problema 4
a) Dopo aver definito la funzione di verosimiglianza enunciare il principio forte e debole di verosimiglianza, definire poi l’informazione attesa di Fisher.
b) Discutere e definire le distribuzioni campionarie notevoli.
c) Dopo aver definito la funzione potenza di un test di ipotesi, fornire le seguenti definizioni:

1) Test uniformemente più potente

2) Test corretto
3) Test consistente
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