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Prova di Statistica – 15 gennaio 2013
Problema 1 (punti 10)
Il tempo di risposta di un calcolatore si modellizza mediante una variabile aleatoria T dotata di densità (esponenziale negativa di parametro 
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dove 
[image: image3.wmf]J

 incognito. In un esperimento vengono misurati n tempi di risposta T1,...,Tn.
a) Mostrare che [image: image4.emf]è uno stimatore non distorto per 
[image: image5.wmf]J

, valutare se la densità di T appartiene alla famiglia esponenziale e che gli stimatori 
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) sono sufficienti per 
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. 
b) Stabilire se 
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è uno stimatore non distorto di 
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 e calcolarne l’errore quadratico medio. 

(Suggerimento: si ricorda che se 
[image: image11.wmf])
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; in generale una variabile 

[image: image12.wmf])

;

(

b

a

G

»

X

ha funzione di densità:
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dove
[image: image14.emf])
c) Vengono effettuate 16 prove indipendenti e si vuole verificare l’ipotesi 
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Trovare il test più potente fissato il livello di significatività 0.01 ed esprimere la 


regione di rifiuto in termini di 
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Soluzione
a)
[image: image18.emf]
La variabile T appartiene alla famiglia esponenziale di conseguenza lo stimatore


[image: image19.wmf]å

=

=

n

i

i

T

S

1

è stimatore sufficiente e completo per 
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. Lo stimatore 
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 è funzione di S quindi anch’esso sufficiente.

b)
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L’errore quadratico medio è dato da
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Dove la distorsione è data da:


[image: image26.wmf])

1

(

1

1

)

~

(

)

~

(

-

=

-

=

n

T

E

T

b

J

J


Rimane da calcolare la varianza dello stimatore:

[image: image27.emf]
Quindi la varianza dello stimatore proposto è data da:
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Di conseguenza
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c)

Si vuole verificare l’ipotesi semplice: [image: image30.emf]vs 
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. Poiché la variabile appartiene alla famiglia esponenziale (
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 è  noto che la statistica
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è suff e completa, nel nostro caso 
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 diviene 
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) quindi la regione critica ottimale è del tipo:
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 dove la costante c viene determinata in base al prefissato livello di significatività nel nostro caso (dopo opportuni passaggi) si trova c= 13.392

Problema 2 (punti 10)
Sia X una variabile casuale uniforme:


[image: image39.wmf]J

J

J

J

£

£

>

=

»

x

x

f

X

0

    

0;

         

/

1

)

;

(


Dove θ è parametro incognito. Sia X1,...,Xn un campione casuale estratto da tale variabile. Per stimare θ vengono proposti i due stimatori:
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Dove 
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 è la media campionaria e 

[image: image42.emf]
a) determinare il valore di a in modo che lo stimatore A sia non distorto per θ 

b) Quale dei due stimatori è preferibile?
c) Si trovi il test rapporto verosimiglianza di livello α per saggiare l’ipotesi:
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d) Si dimostri che tale test è corretto.
Soluzione

a)

[image: image44.emf]
[image: image45.emf]
b)

[image: image46.emf]
[image: image47.emf]
3)

Lo stimatore di massima verosimiglianza per θ è  Y(X)=X(n)=max(X1,...,Xn)
Indichiamo con 
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Si ha che il rapporto di verosimiglianza è dato da:


[image: image49.wmf]))

(

(

)

/

)

(

(

))

(

(

)

/

1

(

))

(

(

)

/

1

(

)

(

]

,

0

[

0

]

,

0

[

]

,

0

[

0

0

0

X

Y

I

X

Y

X

Y

I

Sup

X

Y

I

X

n

n

n

J

J

J

J

J

J

J

l

=

=


La regione critica di tale test è del tipo:
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Rimane da determinare k
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b) per dimostrare la correttezza è necessario calcolare la sua potenza
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Facendo i calcoli e per 
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Quindi il test è corretto.
Problema 3 (punti 7)
In un paese europeo viene indetto un referendum riguardante l’unione monetaria. Un’agenzia che si occupa di sondaggi vuole stabilire se esiste una differenza tra nord e sud. Nel nord su un campione di 5000 elettori, 2800 hanno espresso di voler votare a favore dell’unione monetaria, mentre nel sud, su un campione di 6000 elettori, 3500 hanno dichiarato di voler votare a favore. Dopo aver specificato la popolazione ed i parametri d’interesse, valutare se questi dati suggeriscono che l’opinione generale degli elettori sia la stessa nelle due parti del paese. (considerare un livello di significatività del 5%), costruire poi l’intervallo di confidenza associato con grado di fiducia del 99% 
Soluzione
Si hanno due popolazioni di riferimento: tutti gli elettori del nord e tutti gli elettori del sud. I parametri d’interesse sono: la frequenze degli elettori del nord che votano a favore dell’unione monetaria (
[image: image57.wmf]N

p

);la frequenze degli elettori del sud che votano a favore dell’unione monetaria (
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)
Si utilizza un test sulle frequenze di due popolazioni

Valore della statistica test: -2.46

Valori critici : +1.96 e -1.96

Decisione: si rifiuta l’ipotesi nulla in favore di quella alternativa

Problema 4 (punti 9)
a) Dopo aver fornito la definizione di sufficienza, completezza e sufficienza minimale di uno stimatore T per la stima di un parametro θ appartenente allo spazio parametrico 
[image: image59.wmf]Q

; enunciare e dimostrare la disuguaglianza di Cramér e Rao.

b) Descrivere la struttura probabilistica dei test d’ipotesi statistiche (errore del primo e secondo tipo, potenza del test...); fornire poi la definizione di Regione Critica Ottimale.

c) Enunciare e dimostrare il lemma di Neyman e Pearson, descrivere poi le proprietà e le conseguenze di tale lemma.
_1419704181.unknown

_1419933952.unknown

_1420272123.unknown

_1420272227.unknown

_1420272348.unknown

_1420273700.unknown

_1420273736.unknown

_1420272405.unknown

_1420272302.unknown

_1420272194.unknown

_1420271976.unknown

_1420272056.unknown

_1419934178.unknown

_1419934219.unknown

_1419934275.unknown

_1419934085.unknown

_1419925542.unknown

_1419933456.unknown

_1419933716.unknown

_1419925631.unknown

_1419924983.unknown

_1419925062.unknown

_1419754005.unknown

_1419754473.unknown

_1419704580.unknown

_1419416615.unknown

_1419417159.unknown

_1419671544.unknown

_1419671893.unknown

_1419672098.unknown

_1419671222.unknown

_1419416556.unknown

_1419416605.unknown

_1419415940.unknown

_1419416420.unknown

_1419414836.unknown

_1419319322.unknown

