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1 Programma

Si riporta di seguito I'elenco degli argomenti trattati durante il corso tenuto nel periodo
marzo-maggio 2016; tali argomenti sono stati presi prevalentemente dal libro di Brezis [1];
la prima parte del corso relativa agli spazi di Sobolev in dimensione uno e relativi problemi
variazionali ¢ stata presa anche dal libro di Buttazzo, Giaquinta e Hildebrandt [2]. Per
l'ultima parte, si fa riferimento ai lavori di De Giorgio[3] e Moser [6, 7]; un buon testo di
riferimento per questa parte ¢ il libro di Giusti [5], anche nella versione italiana [4].
Introduzione ai problemi variazionali; funzione Lagrangiana ed equazione di Eulero-Lagran-
ge associata. Condizioni necessarie per l'esistenza del minimo e principio di Dirichlet. Con-
troesempio di Hadamard; Laplaciano in coordinate polari e determinazione di una funzione
con energia infinita con assegnato dato al bordo continuo. Condizione necessaria e sufficien-
te sul dato al bordo per avere la soluzione del problema di Dirichlet in modo variazionale.
Semicontinuita inferiore e Teorema di Weierstrass rivisito.

Funzioni semicontinue; semicontinuita topologica e semicontinuita sequenziale. Proprieta
delle funzioni semicontinue; definizione di funzionale rilassato e descrizione delle sue pro-
prieta. Condizioni sufficienti per I'esistenza dei minimi; semicontinuita e coercitivita.
Energia di Dirichlet; proprieta delle successioni minimizzanti. Determinazione della nozione
di convergenza secondo la quale le successioni minimizzanti sono compatte. Completamento
delle funzioni regolari mediante tale convergenza.

Definizione di H2(a,b); continuitd Holderiana e descrizione delle principali proprieta. Di-
mostrazione delluguaglianza H'?(a,b) = W'!l(a,b); teoremi di approssimazione per fun-
zioni Sobolev. Estensione di funzioni Sobolev definite su intervalli a tutta la retta reale e
Teorema fFondamentale del calcolo integrale.

Funzioni Lipschitz; caratterizzazioni equivalenti delle funzioni H'?(a,b) con p € (1,00).
Differenziabilita quasi ovunque delle funzioni Lipschitziane. Immersione compatta dello
spazio HP(a,b) in LP(a,b) su di un intervallo limitato. Semicontinuita inferiore dellenergia
di Dirichlet e proprieta di continuita fino al bordo delle funzioni Sobolev. Coincidenza di
varie nozioni di convergenza in ambiente Sobolev.



Caso limite p = 1; funzioni a variazione limitata. Teoremi di immersione continua e compat-
ta. Teorema di Frechet-Kolmogorov. Immersione compatta di H'?(a,b) in C%'=/P(a,b)
nel caso di intervallo limitato e p > 1. Definizione di Hy™*(a,b) e confronti; immersione
continua di H“(R) in C(R). Dimostrazione dell’'uguaglianza H'?(R) = H,”(R); disugua-
glianza di Poincaré e immersione compatta di H!(a,b) in L?(a,b) per ogni ¢ > 1 nel caso
di intervallo limitato.

Teoremi di semicontinuita alla Tonelli e Teoremi di esistenza di minimo di Lagrangiane
a crescita polinomiale; esistenza del minimo in H?(a,b) con p > 1 con (a,b) intervallo
limitato.

Teoremi di semicontinuitd e compattezza debole in H'(a,b). Fenomeno di Lavrentiev.
Alcuni esempi significativi; casi di Lagrangiane convesse e non.

Problemi con condizioni al bordo; soluzioni deboli e loro regolarita. Problema di Dirichlet
omogeneo e non; principio del massimo. Regolarita per soluzioni deboli di equazioni di
Eulero-Lagrange con dato L?(a,b).

Problema degli autovalori; operatori compatti e risolvente. Autovalori del Laplaciano in
dimensione uno. Operatore di Sturm-Liouville; studio dello spettro e della distribuzione
spettrale. Completezza del sistema di autofunzioni. Connessioni con la disuguaglianza di
Poincare e caratterizzazione del risolvente dell’operatore Au = —u. Alcune applicazioni ed
approfondimenti; geodetica e brachistocrona.

Spazi di Sobolev in dimensione n; definizione e caratterizzazioni equivalenti. Dimostra-
zione del Teorema H = W. Riflessivita e separabilita nel caso p € ()1,400). Formule
di derivazione; prodotti, composizione e cambiamento di variabili. Operatore di prolunga-
mento; domini con bordo di classe C' e costruzione dell’operatore continuo di estensione
E:Wbtr(Q) — Whp(R™).

Definizione di WO1 P(Q) e sue proprieta. Disuguaglianza di Poincaré e problemi variazionali.
Regolarita W22(R") delle soluzioni deboli del problema —Awu +u = f con f in L?(R"™).
Regolarita delle soluzioni deboli di equazioni ellittiche; regolarita W?22(£) con dati L?((2)
su domini con bordo di classe C?. Ulteriore regolarita nel caso di dati pill regolari e metodo
degli incrementi di Nirenberg.

Soluzioni in LP () e Teorema di Agmon-Douglas-Nirenberg; metodo di dualita per le solu-
zioni con dati L!(Q2). Problema di Dirichlet non omogeneo; posizione del problema e tracce
di funzioni Sobolev sul bordo di domini regolari.

Tracce di funzioni Sobolev su domini con bordo regolare; problema della suriettivita e spazi
di Sobolev frazionari.

Principio del massimo. Problema di Neumann e soluzioni di problemi al bordo non varia-
zionali.

Soluzioni deboli locali con matrice limitata uniformemente ellittica; dimostrazione della
continuita Holderiana derivata dalla stima del decadimento delloscillazione. Descrizione
dellapporccio di De Giorgi e di Moser.

Funzioni a variazione limitata ed insiemi di perimetro finito; formula di coarea e disugua-
glianza isoperimetrica. Locale limitatezza delle funzioni appartenenti alla classe di De Gior-
gi ellittica mediante iterate successive. Uniforme limitatezza dal basso per soluzioni de-
boli positive; stima del decadimento delloscillazione e continuita Hélderiana. Cenni sulla
dimostrazione di Moser della disuguaglianza di Harnack.

Introduzione alle superfici minime ed al Problema di Plateau; metodi classici (superfici
cartesiane e parametriche). Superfici orientate non parametriche; panoramica dei principali
risultati mediante la teoria dei perimetri.
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Approfondimenti

Vengono di seguito riportati alcuni argomenti che potrebbero essere scelti come materiale
da portare all’esame; gli argomenti riportati non sono stati trattati durante il corso o sono
stati solo parzialmente coperti.

Si sottolinea che la lista che segue € solo una possibile proposta di argomenti; qualsiasi
altro argomento attinente con quanto fatto durante il corso puo essere scelto come materiale
d’esame.

Per 'esame si puo anche scegliere un argomento a scelta tra quelli trattati durante il
corso; in tal caso pero’ si richiede che I'argomento portato tocchi quanti piu argomenti
possibile, in modo tale che il candidato dimostri una buona conoscenza delle metodologie
acquisite durante il corso.

1.
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11.

12.

Teoremi di semicontinuita; varie condizioni che permettano la semicontinuita di La-
grangiane non necessariamente convesse. Problema di esistenza di minimi nel caso di
Lagrangiana con crescita superlineare.

Formulazione e completa risoluzione (dimostrazione esistenza delle soluzioni e delle loro
regolaritd) di un problema variazionale in dimensione uno (Dirichlet, Sturm-Liouville,
brachistocrona, principio di Fermat, problema del profilo ottimo per ’acrodinamica,
la catenaria, superfici minime simmetriche, ecc).

Funzioni a variazione limitata in dimensione uno e applicazione ad alcuni problemi
variazionali (semicontinuita nello spazio delle misure, teoremi di esistenza di minimi).

Fenomeno di Lavrentiev; descrizione del fenomeno, insieme singolare e condizioni che
garantiscano il non verificarsi di tale fenomeno.

Problemi variazionali con ostacolo.
Soluzioni periodiche di problemi variazionali.
Problemi variazionali con Lagrangiana non coerciva.

Teoria spettrale di operatori (esempio modello: Laplaciano). Teoria degli operato-
ri compatti in generale, in spazi di Hilbert in particolare; teorema spettrale per gli
operatori compatti autoaggiunti. Applicazione nello studio dell’operatore Laplacia-
no e sue modificazioni. In questo approfondimento si pud anche studiare il teorema
dell’alternativa di Fredholm e sue applicazioni.

Dimostrazione dei Teoremi di traccia per funzioni Sobolev su domini regolari; per
questo approfondimento serve fare qualche risultato preliminare sugli spazi di Sobolev
frazionari e dimostrare quindi la suriettivita della mappa di traccia. Si potrebbe anche
vedere il caso limite p = 1 in cui si dimostra che 'operatore di traccia e suriettivo da
W) in L1(09).

Dimostrazione della disuguaglianza di Harnack seguendo il lavoro di Moser [7].

Funzioni a varizione limitata in dimensione n; insiemi di perimetro finito e applicazione
allo studio delle superfici minime.

1l Teorema di Hille-Yoshida ed applicazioni ai problemi di evoluzione (equazione del
calore ed equazione delle onde).
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