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Gli esercizi sulla prima parte del programma (fino al Teorema di Banach-
Steinhaus incluso) e utili per prepararsi al primo parziale sono:

(1) 19.05.2011 Esercizio 2, Esercizio 3

2) 06.06.2011 Esercizio 2, Esercizio 3
06.07.2011 Esercizio 1, Esercizio 4
08.09.2011 Esercizio 1, Esercizio 3
24.11.2011 Esercizio 1

25.01.2012 Esercizio 1, Esercizio 2 (a)
15.05.2012 Tutto

13.06.2012 Esercizio 1 (a e b)
09.07.2012 Esercizio 1 (a e b), Esercizio 2
16.07.2012 Esercizio 2

17.09.2012 Esercizio 1

11.01.2013 Tutto

22.01.2013 Esercizio 3 (esame scritto)
28.05.2013 Esercizio 2

25.06.2013 Esercizio 1 (tutto tranne la parte (e)), Esercizio 2
18.07.2013 Esercizio 2

10.10.2013 Esercizio 1

26.11.2013 Tutto

16.01.2014 Primo parziale: Esercizio 1,2
04.02.2014 Esercizio 1, Esercizio 2
25.03.2014 Esercizio 1, Esercizio 2
27-11-2014 tutto

22-01-2015 Esercizio 2, Esercizio 4
11-02-2015 Esercizio 1

17-03-2015 Esercizio 1

11-06-2015 Esercizio 1

7-07-2015 Esercizio 1

6-5-2015 tutto

7-6-2015 tutto

21-06-2016 Esercizio 1

8-7-2016 Esercizio 1

20-07-2016 Esercizio 1, Esercizio 2
23-09-2016 Esercizio 1

2-12-2016 Tutto

20-01-2017 Esercizio 1, Esercizio 2
21-02-2017 Esercizio 1, Esercizio 2
18-07-2017 Esercizio 1

12-09-2017 Esercizio 1

27.11.2017 Tutto

16.01.2018 Esercizio 1, Esercizio 2
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Scritto totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 19.5.2011

(1) (8/12 punti) Siano X e Y spazi di Banach e sia T': X — Y lineare,
continuo e iniettivo. Provare che 77! : T(X) — X e’ continuo se e
solo se T'(X) e’ chiuso in Y.

(2) (8/10 punti) Sia X = LP(0,1) (1 < p < 4o0) esia T : X — X
definito da T'(u)(t) = tu(t). Verificare che T" €’ lineare, continuo e di
norma 1.

(3) (6/8 punti) Sia X uno spazio normato. Sia M un sottoinsieme di X
e N un sottoinsieme di X’. Definiamo

MY :={feX': |f(x)] <1Vee M}

NY:={zeX: |f(z)| <1VfeEN}
Provare che
(a) se By :={z € X : |lz|]| <1} e By, ={f € X' : ||f|]| £ 1}
allora B%:BX/ eBg{,:BX.

(b) se M e’ un sottospazio allora M? = {f € X': f(x) =0Vx €

(4) (9 crediti)(8 punti) Siano X e Y spazi di Banach esiaT: X — Y
lineare. Allora T e’ continuo se e solo se per ogni (x,), C X tale
che z, — zo in X vale che T'(z,,) — T'(zp) in Y.
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Scritto totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 6.6.2011

(1) (9 crediti)(8 punti) Sia X uno spazio di Banach e Y un suo sot-
toinsieme denso e (F},), una successione in X’ . Dimostrare che:
(Fy)n converge debolmente * in X' <= (F),), ¢ limitata in X’ e
(F(y))n converge per ogni y € Y.

(2) Sia T : ¢og — co (dove ¢o denota lo spazio di Banach delle successioni

infinitesime, dotato della norma | - || ) 'operatore lineare definito
da

T(x) = (Tn — Tn+1)nen
per ogni & = (T )nen € Co-
(a) (6/8 punti) Provare che T €’ continuo e calcolarne la norma;
(b) (3/4 punti) Per ogni x = (2,)neN € o sia

zllr = T ]loo +[|2]|oo-

Si verifichi che | - |7 € una norma equivalente a || - ||co-
(c¢) (3/5 punti) dimostrare che T €’ iniettivo;
(d) (4/5 punti) stabilire se T e’ un isomorfismo topologico;
(3) (6/8 punti) Siano X,Y spazi di Banach e sia T : X — Y un

operatore lineare tale che foT € X' per ogni f € Y’'. Provare che
T e’ continuo.
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Scritto totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 6.7.2011

(1) (8 punti) Sia X = C°[0, 1] munito della norma del massimo. Sia

1
T(u) = / u(x)dr + u(1).
0
Verificare che T e’ un funzionale lineare e continuo di norma 2.

(2) (6 punti) Siano X,Y, Z spazi di Banach e J : Y — Z un operatore
lineare, continuo e iniettivo e sia T': X — Y un operatore lineare.
Supponiamo che l'operatore lineare S = J o T sia continuo. Provare
che T e’ continuo.

(3) (6 punti) Sia X spazio di Banach riflessivo. Provare che
(a) ogni f € X’ assume minimo sulla palla chiusa unitaria di X;
(b) dedurre dal punto precedente che ogni f € X’ assume massimo
sulla sfera unitaria di X.

(4) Sia X uno spazio normato. Sia M un sottoinsieme di X e N un
sottoinsieme di X’. Definiamo

MY :={feX': |f(z)| <1Vze M}

NY:={zecX: |f(z)|<1VfEN}
Provare che
(a) (4 punti) se perognir > 0BX :={z e X : ||z|]|<r}eBX =
{feX": |Ifll <r}allora (BY)" = B e (BY)" =By,

(b) (4 punti) Sia M un sottospazio. Sapendo che in tal caso M? =
{feX": f(x) =0Vx € M}, provare che

M ¢ denso <= M° = {0y}
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(1)

(3)

Soluzione

Banalmente si verifica che T(au + bv) = aT(u) + bT(v) per ogni
a,b € R e per ogni u,v € X. Inoltre

T ()] < [Julloo +[[ulloo = 2[[ullog

per ogni u € X. Infine scelta u = 1 si ha che ||u||cc =1 € T(u) = 2.
Possiamo quindi concludere che T ha norma 2.

Essendo T : X — Y un operatore lineare, per provare che T €’
continuo e’sufficiente verificare che T" ha grafico chiuso. Sia x, — x
in X e Txy, — y in Y. Dobbiamo provare che y = Txz. Essendo S
un operatore continuo vale che Sz,, — Sz ossia

J(Txy,) — J(Tx).
Inoltre anche J e’ continuo. Quindi J(Tz,) — J(y). Da cui
J(Tz) = J(y)
ed essendo J iniettivo otteniamo che

Txr =y.

(a) Verifichiamo le ipotesi del teorema di Weirstrass (vedi Corollario
II1.19 del Brezis). La palla chiusa unitaria di X e’ convessa,
chiusa e limitata e ogni f € X’ e’ convessa (in quanto lineare)
e continua e quindi semicontinua. Quindi f raggiunge il suo
minimo sulla palla chiusa unitaria.

(b) Se consideriamo la funzione — f, ragionando come sopra, possi-
amo dire che — f ammette minimo sulla palla B;. In particolare
segue che f assume massimo sulla palla By in quanto

mazp, f = —ming, (—f).
Infine e’ facile provare che per una funzione lineare
mazxp, [ = mazxs, f

dove Sy €’ la sfera unitaria.

(4) (a) Sia f € (BX)". Allora |f(x)| < 1Vz € BX. Se 2 € B{ allora
| <1

re € BX e quindi |f(rz)| < 1 ossia |f(z)] < 1 vz € B{. In
particolare |f| < % ossia f € Bf%, Viceversa sia f € Bl)jr.
Allora |f(z)| < 1Va € B{X. Per ogni « € B;X vale che 2z € B{¥

e quindi [f(1z)] < 1 ossia |f(z)| < 1. Segue che f € (B)°.
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(b)

Sia x € (BX')0. Allora |f(z)| < 1Vf e BX'. Se g € BYX' allora
rg € BX' e quindi |rg(z)| < 1 da cui |g(z)| < 1. In partico-
<

lare segue che [|z[| = supgex, |j411<1 19(2)] 1 ossia x € ijr.

Viceversa se z € ijr allora [|z]| = supgey/, o<1 9(2)] < 1.

Questo implica che |g(x)| < % per ogni g € Bf(/. In particolare
per ogni f € BX' (poiche’ 1f e BX" ) vale che 1Lf(z)| <1
ossia |f(z)] < 1 da cui z € (BX")°.

Se M e denso e f € X' e tale che f = 0 su M allora per con-
tinuita’ f = 0 su X. In particolare otteniamo che M® = {0x}.
Viceversa supponiamo che M? = {0x/}. Quindi se f € X' ¢’
tale che f = 0 su M, allora f = 0 su X. Da un corollario del
Teorema di Hanh Banach (confronta Corollario 1.8 del Brezis)
possiamo concludere che M e’ denso.
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Scritto totale di Analisi Funzionale (3 crediti)

Ferrara, 6.7.2011

(1) Sia X = C'[0, 1] munito della norma |u| := ||u||so +||t/||c0- Per ogni
n € N sia

1
T () :/0 u(x)dx—ku(%).

(a) (10 punti) Verificare che T, ¢’ un funzionale lineare e continuo
di norma 2.
(b) (3 punti) Dimostrare che ||T;, — T'|| = 0 (in L(X)) dove

1
Ty (u) = /0 w(w)da + u(0).

(2) (7 punti) Siano X,Y, Z spazi di Banach e J : Y — Z un operatore
lineare, continuo e iniettivo e sia T': X — Y un operatore lineare.
Supponiamo che ’operatore lineare S = .JJ o T sia continuo. Provare
che T €’ continuo.

(3) Sia X uno spazio normato. Sia M un sottoinsieme di X e N un
sottoinsieme di X’. Definiamo

MY :={feX : |f(z) <1Vxe M}

NY:={zecX: |f(z)| <1VYfe N}
Provare che
(a) (5 punti) se per ognir >0 BX :={z € X : |jz|| <r}eBX =

{feX": |Ifll <r}allora (BY)" = B e (BY)" = By,

(b) (5 punti) Sia M un sottospazio. Sapendo che in tal caso MY =
{feX : f(x) =0Vz e M}, provare che

M ¢ denso <= M° = {0y}
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(1)

Soluzione

Banalmente si verifica che T, (au + bv) = a7, (u) + bT),(v) per ogni
a,b € R e per ogni u,v € X. Inoltre

Tn(w)] < [ulloo + [ulloo < 2[ul

per ogni u € X e per ogni n € N. Infine scelta u = 1 si ha che |u| =1
e T,,(u) = 2. Possiamo quindi concludere che T}, ha norma 2.
Grazie al teorema di Lagrange, per ogni v € X e per ogni n € N
esiste &, € [0,1] tale che

1 1
(To = T)(w)] = fu() = w(0)] = [u'(€)I().
In particolare se |u| =1 si ha che

[(Tn = T)(w)] <

S |-

Questo implica che
1
T =T < —
n

da cui ||T;, — T|| — 0 quando n — oo. Oppure si puo’ arrivare
alle stesse conclusioni usando il teorema fondamentale del calcolo
integrale:

(T = T))| = () = )] = | [ wl(@ydo] < Jul [ do = Lpul

Da cui segue, per definizione di norma, che

1
T =T < —.
n
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Scritto totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 8.9.2011

(1) (10 punti) Sia X = C°[0, 1] munito della norma del massimo. Sia

1
T(u) = / w(w)dz — u(1).
0
Verificare che T e’ un funzionale lineare e continuo di norma 2.

(2) (8 punti) Siano X,Y, Z spazi di Banach e J : Y — Z un operatore
lineare e sia T : X — Y un operatore lineare, continuo e biettivo.
Supponiamo che l'operatore lineare S = J o T sia continuo. Provare
che J e’ continuo.

(3) Sia X uno spazio normato. Sia M un sottoinsieme di X e N un
sottoinsieme di X’. Definiamo

MY :={feX': |f(x)] <1Vee M}

NY:={zeX: |f(z)| <1VfeEN}
Per ogni r > 0 sia BX :=={z € X : |jz|| <r}eBX ={fezX":
|| f|] <r}. Sia 0 < r < R. Provare che
(a) (4 punti) (Bf \ BY)" = (Bg)":
(b) (4 punti) (By)° = BY;
R

(c) (4 punti) (B \ BY)’ = (B )".
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(1)

(2)

(3)

Soluzione

si verifica facilmente che T" e’ un funzionale lineare. Inoltre per ogni
u € C°0,1] |T(u)] < |[ullos + [u(1)] < 2/Julloe. Quindi ||T|| < 2.

Per dimostrare che ||T|| = 2 proviamo che esiste una successione
u, € C°[0,1] tale che ||ul|o = 1 e lim,, |T(uy)| = 2. Sia
() = 1 seO<a:<1—f
T —ne+n—1 sel—l<x<1
Allora
1 1
T(un)zl——i—/ (—nz+n—1)dz+1
n 1—1
1 z? ) 1
=20 rgha ey

che tende a 2 per n — oo.

Da un corollario al teorema della mappa aperta segue che 'operatore
lineare T-! : Y — X e anche continuo. Componendo allora con
'operatore continuo J o7 otteniamo che J = JoT oT~! e’ continuo.

Si osservi preliminarmente che se B C C allora C° c BY.
(a) Dall’osservazione sopra segue che

(Bx)® c (Bx \ BY)".
Poi, se f € (B \ BX)? allora per ogni € Bx \ BX vale

che |f(z)| < 1. Sia z € By. Se$:0alloraf():() Se
x # 0 allora RH M€ B])%(\B Da cui segue che |f(R ﬁ)\
ossia |f(x)| < @ < 1. In entrambi i casi |f(z)] < 1 ossia

J € (B \ B
(b) vedi compito del 6-7-2011.
(c) Dall’osservazione sopra segue che

(Bx )" c (B \ BY)".
Poi, se = € (B \ BX')? allora per ogni f € (B \ BX')? vale
che |f(z)] < 1. Sia f € Bfgl. Se f = 0 allora f(z) = 0. Se
f # 0 allora Rl\fll € By \ BX". Da cui segue che ||f fl@)] <1

ossia |f(lx)\ g/% < 1. In entrambi i casi |f(z)] < 1 ossia
fe By \BY).
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Scritto totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 24.11.2011

(1) (15 punti) Sia m : [0,1] — R una funzione continua non identica-
mente nulla e sia 7" : LQ(O, 1) — L?(0,1) I'operatore definito da

Tu(z) = u(z)m(z).
Dimostrare che
(a) (5 punti) T e’ lineare e continuo;
(b) (5 punti) supponiamo che z € (0, 1) sia tale che M = |m(z)| =
max(o 1] [m(x)]. Per ogni e > 0sia uc(z) := \/%m(x)x[x e,i+4 (7).
Provare che ||Tue||r2 — ||m||oo per € — 0.
(¢) (5 punti) Dedurre che ||T|| = ||m||oo-

(2) (15 punti) Sia C'[0, 1] munito della norma ||u||c1 = ||u||o + ||']|s0
e C[0,1] sia munito della norma || - ||so-
Sia I : C°[0,1] — C0, 1] Poperatore definito da I (u fo
Verificare che I ha grafico chiuso. E’ continuo?
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Soluzioni.

(1) (15 punti)
(a) La linearita’ segue facilmente. Inoltre per ogni u € X

[ Tullz < [l|ull2]m]]oo,

da cui segue che T' €’ continuo con norma ||7|| < ||m||cc-
(b) Supponiamo M > 0 (altrimenti segue facilmente che ||T'|| =
||m||oc = 0). Per ogni € > 0

e m(z T+e 4
1Tl = o [ O P = 5 [ ) e 51 =

2¢ M M2 2¢ M2

per € — 0 essendo m continua in Z.

T—e€
(c) (5 punti) Si osservi che [Ju||2, = 5 ;j;(%ydx — 1 per
€ — 0. Quindi, usando la definizione di norma di un operatore,
segue che
|| Tue 22
1T = 5 = M = [|m]|.
el |72

(2) (15 punti) Sia u,,u € C°[0,1] tale che u, — u in C[0,1] e Tu, —
v € C1[0,1]. Proviamo che v = Iu. Poiche’ u, — u uniformente, si
puo’ passare al limite sotto in segno di integrale e quindi per ogni
t € (0,1) vale che v(t) = limy, o0 Jun(t) = limy_eo fg up(z)dr =
fg u(x)dx ossia

o(t) = /0 " u()dr.

Dal teorema fondamentale del calcolo integrale segue che per ogni
t € (0,1) v'(t) = u(t) ossia per ogni t € (0,1)

T(u)(t) = /Otu(x)dx _ /Ot o (2)dz = v(t).

Infine I €’ continuo per il teorema del grafico chiuso essendo C[0, 1]
e C'[0,1] spazi di Banach con le norme considerta.
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Scritto totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 25.01.2012

(1) (15 punti) Sia X = [? e sia F}, : X — R la successione di funzionali
cosi’ definiti:
F.(z) =z,
per ogni z = (n)nen € X.
(a) Calcolare ||F,|[;

(b) Dimostrare che F,(z) — 0, per ogni x € X ma F,, non converge
a zero in X'

(2) (15 punti) Per ogni u € C'[0,1] sia ||u|| = |u(0)| + ||v/]|so-
(a) Verificare che || - || e’ una norma su C'[0, 1] che rende lo spazio
uno spazio di Banach.

(b) Sia C[0, 1] munito della norma || - || e sia I : C1[0,1] — C[0, 1]
l'operatore definito da I(u)(t) = u'(t). Verificare che I ha
grafico chiuso. E’ continuo?
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(1)

(2)

Primo Parziale di Analisi Funzionale

Ferrara, 15.5.2012

Sia X = LP(0,1) (1 < p < +o0) esia T : X — X definito da
T(u)(t) = (1 — t)u(t). Verificare che T' €’ ben posto, € lineare,
continuo e di norma 1.

Sia (b )ken una successione di numeri reali. Sia X = ¢y munito della
norma || - ||oc € per ogni k € N sia T}, : X — R il funzionale lineare e
continuo definito da

k
Ti(a) =) ajb;
j=1

dove a = (an)n>1-
(a) Calcolare la norma di Tj;

(b) supponiamo che Ya € X la successione (T} (a)); sia limitata.
Dimostrare che (b)y € I'.

Siano X,Y spazi di Banach e sia T}, : X — Y una successione di
funzionali lineari e continui tali che per ogni f € Y’ la successione
(f o Ty,)yn sia limitata in X’. Dimostrare che la successione (T},),, €’
limitata in £(X,Y).
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Soluzioni

(1)

Sia w € LP(0,1), Allora |T'(u)|P(t) = (1 — t)P|u(t)|? < |u(t)|P €
LY(0,1) e quindi |T'(u)|P (che ¢ una funzione misurabile) appartiene
allo spazio L'(0,1), ossia T(u) € LP(0,1). Quindi T e’ ben posto.
Inoltre

[Tullp < [lullp

per ogni u € LP(0,1), ossia ||T'|| < 1. Per provare che ||T|| = 1 sia
un(z) = Ynx o 1. Allora

1
n 1
wmpzvm/ dt)r =1
0

Tunlly = ([ 1= tpan = L - S

_|_
_ Yn z\Jp—i—l 1
 Yp+1 n
quando . — oo.

Per ogni a € X si ha che [Tx(a)| < [lalloe Y25_; [b;]. Quindi

k
ITell < D 1651,
j=1
D’altra parte definito

o segno(bp) = \IbTZ\ sebp,#0 h<k
h 0 altrimenti

e ay, == (af);, si ha che |[ag||c = 1 e Ty(ax) = Zlflzl |bp|. Quindi

k
ITell < bl
j=1

per ogni k € N. Poiche’ ¢y €’ chiuso rispetto alla norma || - || nello
spazio [*° (che e’ uno spazio di Banach) si ha che ¢y €’ uno spazio
di Banach. Essendo la famiglia di funzionali lineari e continui (7% )g
puntualmente limitata, per il Teorema di B.S., esiste M > 0 tale che

k
sup ||Tk|| = sup > |bn| < M.
k Foh=1

Cio’ implica che la serie 7, |by| converge al supy, ||T||.
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(3) Si osservi che (1), €’ limitata in £(X,Y)
<= esiste M > 0 tale che sup,, ||T,,|| < M
<= esiste M > 0 tale che

sup  sup  [[Ty(z)|ly <M
n zeX, |z[x<1

<= l'insieme
B={T,(z): € X, |z[x <1l,neN}
¢’ limitato in Y.
Da un corollario del teorema di B.S. sappiamo che un insieme B

e’ limitato in uno spazio di Banach Y se e solo se f(B) €’ limitato
in R per ogni f € Y’. Ora, nel nostro caso,

fB) ={f(Tn(z)) : v e X, |zlx <1,n €N}
Essendo (f o T},), limitata in X', vale che esiste C' > 0 tale che
[foThlx <C

e quindi per ogni z € X, |z[|x <1 vale che |f(T,(z))| < C da cui
f(B) C [=C,C].
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Scritto totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 13.6.2012
Per il compito totale: svolgere almeno un esercizio a scelta tra (1) e (2).
Ciascuno vale 15 punti.
Per il secondo parziale: limitandosi agli esercizi (2) e (3), svolgere al
massimo 3 implicazioni con al piu’ una ”a = b”. Una implicazione corretta
vale 12 punti, due valgono 24 punti, tre valgono 30.

(1) Sia X uno spazio di Banach e sia « : [0, 1] — X un’applicazione tale
che foa € C[0,1] per ogni f € X’'. Provare che
(a) (6 punti) « e’ limitata (ossia sup;cjo 1 [|a(?)[|x € R);
(b) (6 punti) il funzionale ¢ : X’ — R definito da

1
B(f) = /0 foa(t)dt

e’ lineare e continuo.
(¢) (3 punti) Se X e’ uno spazio di Hilbert munito di prodotto
scalare < -,- >, dimostrare che esiste un unico ¥ € X tale

1
<9z=,a:>:/ <z,at)>dt VrelX.
0

(2) Siano (X, || - ||x), (Y, |l - |ly) due spazi di Banach. Sia T : X — Y
lineare e iniettivo, sia Z = T'(X) e sia
lyllz = llylly + 1Tyl x-

Dimostrare che sono equivalenti le seguenti proprieta’:
(a) T:(X,]|lx) = (Y, - |ly) € continuo;

(b) (Z,]|-|lz) € uno spazio di Banach e T~! : (Z,||-|lz) — (X, |- |lx)

e’ continuo.

(3) Sia H uno spazio di Hilbert e T': H — H un operatore lineare.
Provare che sono equivalenti le seguenti affermazioni
(a) esiste S: H — H lineare tale che (Sz,y) = (x,Ty)
(b) T é continuo.
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Soluzioni

(1) (a) Sia f € X'. Poiche’ foa € C[0,1], per il teorema di Weirstrass
esiste il max,e(o17|f(a(t))] € R. Applicando uno dei corollari
al Teorema di Banach-Steinhaus (con B = {«(t) : ¢ € [0,1]})
segue che B e’ limitato ossia a e’ limitata;
(b) facilmente si prova che il funzionale ¢ : X’ — R €’ lineare.
Proviamo che e’ continuo, ossia che esiste C' > 0 tale che

() < ClIfllx

per ogni f € X'. Sia C = sup;cpoq) [|(a(t))l|x(€ R) e f € X".
Essendo f un funzionale lineare e continuo, si ha che

1 1
[¥(f)] S/O \foa(t)ldtﬁ/o 1 llxle(®)|dt < ClIf]]x-

(c) Sinoti che ¢ € X”. Essendo X uno spazio di Hilbert, si ha che
X ¢’ riflessivo e pertanto esiste un unico z € X tale che

/1 < fia(t) >dt=¢(f) =< f,z> VfeX.
0

In particolare applicando tale uguaglianza sui funzionali del tipo
fz(y) =< x,y > si ha che

1
/ < feya(t) >dt =< fp,z> VreX
0
ossia

1
/ <z,at) >dt =<z,z> VrelX.
0

(2) =" Facilmente si prova che || - ||z € una norma. Proviamo che
(Z,]| - llz) € uno spazio di Banach. Sia (zy,), € Z una successione
di Cauchy rispetto alla norma || - ||z. Allora, dalla definizione di tale
norma, si ha che (z,), €’ una successione di Cauchy in Y rispetto alla
norma || - ||y e T7%(z,) ¢ una successione di Cauchy in X rispetto
alla norma || - ||x. Essendo tali spazi completi, si ha che esiste z € Y
e z € X tali che

2o = 2lly = 0, T (z0) — 2] x =0
per n — oo. Essendo T : (X, || - ||x) — (Y, || - ||y) continuo, si ha che
IT(T~" (2n)) = Tz]ly — 0

ossia
|z — Tz||ly — 0.
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Segue allora che Tx = z ossiache 2 € T(X) = Z ez =T 'z. In
particolare
lon = 2llz = ll2n = 2lly + 1T (zn) = T~ '2]Ix
= llzn = zly + 1T (z0) —2lx = 0

per n — oo. Quindi (Z, || - ||z) e’ uno spazio di Banach.
Proviamo ora che T : (X, || - ||x) — (Z,]| - ||z) € continuo: infatti
essendo T : (X, || - |lx) = (Y, - |ly) continuo esiste C' > 0 tale che

T(x)ly < Clz|x
e quindi
T(x)[z = [T(2)ly +[z[x < (C+1)[z[x.

Applicando il teorema della mappa apertaa T : (X, |- ||x) = (Z,] -
llz) (che € un operatore continuo tra spazi di Banach) segue che
T1:(Z, | lz) = (X, ]| - || x) e continuo.

7<= Dimostriamo che T : (X, || - ||x) — (Y,|| - [[y) €’ chiuso: sia
T, — 0in X e sia Tx, — y in Y. Proviamo che y = 0. Per ipotesi
TV (Z] - lz) — (X,]| - |lx) € continuo. Quindi applicando il
teorema della mappa aperta segue che T : (X, - [|[x) = (Z,] - ||z)
e’ continuo. In particolare poiche’ x,, — 0 in X segue che

Tx, — 0
in Z ossia |Tzyp|y + |zn|x — 0 in X. Dall’unicita’ del limite cio’
implica che y = 0.
?=—" Essendo T lineare, per provare che e’ continuo, dimostriamo
che T €’ chiuso: sia x, — =z e Tz, — y. Allora
(z,Txyp) = (Sz,x,)
per ogni z € H da cui
(2,y) = (Sz,2) = (2,Tx)

per ogni z € H. In particolare y = T'x.
7<=" Per ogni y € H sia f, : H — R il funzionale definito da

fo(y) = (2, Ty).

E’ facile provare che f, €’ lineare. Proviamo che e’ continuo. Infatti,
usando la disuaglianza di Cauchy-Schwartz e la continuita’ di T si
ha che

[f2()] = |(2, Ty)| < [al[Ty| <[] | T]|]y]-

Dal teorema di rappresentazione dei funzionali lineari e continui su
uno spazio di Hilbert segue che esiste un elemento Sx € H tale che

(z,Ty) = f2(y) = (Sz,9).
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Proviamo che S e’ lineare: per ogni x,z € H si ha che
(S(@+2),y) = (x+2Ty)
= (2, Ty) + (2, Ty) = (Sz,y) + (Sz,y) = (Sz + Sz,y)

per ogni y € H ossia S(z + z) = Sz + Sz. (analogamente procedere
per provare che S(Ax) = \S(x)).
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Scritto totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 09.07.2012

(1) Siano X,Y spazi di Banach e sia T': X — Y un’applicazione lineare
e sia T* : Y — X' loperatore definito da

T*(f)(z) = f(T(x)) VfeY' Ve X.

Provare che
(a) (8 punti) T' e’ continuo se e solo se T €’ continuo;
(b) (4 punti) Dimostrare che se T' e’ continuo, allora

T zx,yy = 1T |2y, x)-
(c) (8 punti) Dimostrare che se T e’ continuo e biettivo, allora T
e’ continuo e biettivo.

(2) (10 punti) Sia X uno spazio di Banach e sia « : [0,1] — X tale che
valga la seguente proprieta’: se (z,), C [0, 1] ¢’ convergente, allora
per ogni f € X' la successione reale f(a(xy)) e’ limitata. Provare
che « €’ limitata su [0, 1].
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Scritto totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 16.7.2012

(1) (14 punti) Siano (X, | - ||x),(Y,| - |ly) due spazi di Banach. Sia
T :X — Y lineare, sia

[zl = llzllx + [Ty

Dimostrare che sono equivalenti le seguenti proprieta’:
(a) T: (X,] - llx) = (Y, - lv) € continuo;

(b) (X, |l7) € uno spazio di Banach.

(2) Siano X,Y, Z spazi di Banach e per ogni n € N siano T}, € L(X,Y)
e K, € L(Y,Z). Provare che
(a) (6 punti) se T),(z) — T'(x) per ogni x € X, alloraT € L(X,Y)
esex,, — 2’ in X allora T, (z)) — T(2');

(b) (10 punti) se T,,(x) — T'(x) per ogni z € X ese K, (y) — K(y)
perogniy € Y allora KoT € L(X,Z) e KpoT,(x) = KoT(x)
per ogni x € X.
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Esame scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 17.9.2012

(1) (15 punti) Sia X spazio di Banach, T, : X — X una famiglia di
operatori lineari e continui e D C X un sottoinsieme denso tale che:

Twx — x per n — oo, Yo € D
Provare che le seguenti condizioni sono equivalenti:
(a) sup, | Tl z(x,x) < o0
(b) Thx - x, Ve € X
(2) (15 punti) Siano (X, - [|x) e (Y,]| - ||ly) due spazi di Banach. Sia
T : X — Y lineare, biettivo e sia

lyllz = llylly + 1T yllx.

Provare che le seguenti condizioni sono equivalenti:
(a) T:(X,] - llx) = (Y, |l - |ly) € continuo;

(b) (Y, ||-|l7) e uno spazio di Banach e T=%: (Y, |- |l7) = (X, |- |l x
e’ continuo.
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Primo parziale di Analisi Funzionale

Ferrara, 11.1.2013

(1) Siak e N, k >2esial <p<oo. Perogni (z,)nen sia

Ti((zn)nen) = <‘22> neN

Dimostrare che:
(a) (2 punti) se (2, )nen € 1P allora Ti((zn)nen) € 1
(b) (4 punti) 'operatore T}, : I[P — I! e’ lineare e continuo;
(¢) (4 punti) per p =1 si ha che

1

Tkl zqr, 1y = Z

(d) (4 punti) per p = 400 si ha che

1

||Tk||z:(l°<>, 1 = m%

(e) (4 punti) per ogni 1 < p < oo si ha che

1
1 P’
Tkl ce, iy = (kﬂ'“—l) ;

(f) (2 punti) per k — oo la successione di operatori (Tj) tende a
0in L(IP, 11).

(2) (10 punti) Siano X,Y spazi di Banach e sia a : X — Y una fun-
zione. Dimostrare che o ha immagine limitata se e solo se per ogni
f €Y’ sihache foa: X — R ha immagine limitata.
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Soluzioni

1) Osserviamo che per ogni 1 < p < oo si ha che (2 )ney € IP. Infatti
k
basta provare che (;%n)neN € ' in quanto I C I? per ogni 1 < p < co.
Ora la serie

LN S R
nzlk” 1-— k—1
se e solo se
- <1

e tale condizione e’ soddisfatta in quanto k£ > 2. (In alternativa, se
1 < p < oo la serie

<1 1 1 1

O\ A\ __ _ _
Z(kn) _Z(kp) 1oL 1_kp_1
n=1 n=1 kP

se e solo se

1
ossia se kP > 1, condizione soddisfatta in quanto k > 2. Se p =
0o e k > 2 la successione (kin)n e’ ovviamente limitata.) Cosi’ se
z = (n)nen € P, applicando la disuguaglianza di Holder, si ottiene
che la successione Tj(z) = (2, - &) € I'. Inoltre banalmente si
dimostra che ’operatore T}, €’ lineare e, applicando la disuguaglianza
di Holder, si ha che

esel<p<oo

1 1
1Te(@)lle < 16 )nlly - Nally = (=

1
)7 lall,

esep=1

1 1
I < |l(—= . = _.

Quindi I'operatore T}, : [P — I' €’ lineare e continuo e
e perp=1

1
Tkl zqn, 11y < %
e per ogni 1 < p < oo

1
7

1 P
Tkl ze, i1y < (kp/_l) .

In particolare per k — oo la successione di operatori () tende a
0 in £(I7, 1'). Infine

| ’ﬂ| n
|| Ty ()]|1 _ 27010:1%1 > sup |ZZO:19157

| Tilleqe, 1y = sup -
e, 1) z€lP\{0} |l z€lP\{0} [l zelP\{0} lzlly
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1
1 p sep=1
=G )ully = R
k ( E

pr— se 1 < p<oo.

(2) La funzione o ha immagine limitata in Y se e solo se 'insieme
a(X) ={alz): ze€ X}
e’ limitato in Y. Da un corollario al teorema di Banach-Steinhaus
questo e’ equivalente a richiedere che per ogni f € Y’ linsieme

f(a(X)) sia limitato in R ossia che per ogni f € Y’ la funzione
foa: X — R abbia immagine limitata.
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Secondo parziale di di Analisi Funzionale

Ferrara, 22.1.2013

(1) (14 punti) Sia X uno spazio di Banach riflessivo e T': X — R
lineare. Dimostrare che sono equivalenti i seguenti fatti
(a) T € X';
(b) per ogni successione (z,)peny C X
xn, =2 = (Txy), limitata in R.
(2) Sia (X, |- |x) uno spazio di Banach e Y, Z sottospazi chiusi di X tali
che YN Z = {0x}. Siconsideri su Y x Z la norma
1y, 2l = lylx + |2]x

esuY + Z lanorma |-|x. Sial:Y xZ — Y + Z il funzionale
definito da
I(y,z) =y + 2.
Provare che
(a) (4 punti) I € continua e iniettiva,
(b) (12 punti) I~! e’ continua se e solo se Y + Z e’ chiuso in X.
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Esame scritto di di Analisi Funzionale

Ferrara, 22.1.2013
(1) (7 punti) Sia X uno spazio di Banach riflessivo e T': X — R lineare
tale che se (z,), € debolmente convergente in X allora (Tx,), €’
limitata in R. Provare che T' € X’.

(2) Sia (X, |- |x) uno spazio di Banach e Y, Z sottospazi chiusi di X tali
che Y NZ ={0x}. Siconsideri suY x Z la norma

(v, 2)] = lylx + |z[x
esu Y + Z la norma indotta da X. Sia I : Y x Z — Y 4 Z definita
da
I(y,z) =y + 2.
Provare che
(a) (2 punti) I ¢’ continua e iniettiva,
(b) (6 punti) I~! ¢’ continua se e solo se Y + Z e’ chiuso in X.

(3) (15 punti) Sia X =P con 1 < p < 400 e sia {zp }, una successione
reale. Per ogni k € N sia T}, : X — R il funzionale definito da

k
Tk(a) = anan Va € X.
n=1
(a) Provare che se 1 < p < +o0 allora T}, €’ un funzionale lineare e
continuo con

=

k
1Tell = O leal”)?;
n=1

(b) provare che se p = 1 allora T}, €’ un funzionale lineare e continuo
con

| Tkl[ = sup |zn].
1<n<k

(c¢) Supponendo che per ogni a € X la successione reale {Ty(a)}
abbia limite finito si provi che la successione {x,}, € I?.
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Soluzioni

(1) =" Supponiamo che T' € X’ e sia (zy)nen C X una successione

debolmente convergente. Allora e’ noto (vedere Proposizione III.5
(iii) del Brezis) che la successione (zp)nen € limitata in X ossia
esiste M tale che ||x,|| < M per ogni n € N. In particolare

T ()| < IT[ - l|lznll < [|T]|M
per ogni n € N ossia la successione (T'(x,)), € limitata in R.
7<«=" Per assurdo T non sia continuo. Allora

sup |T(x)| = 4o0.
zeX, |lz||=1

Quindi esiste una successione (z,)neny C X tale che ||z,]|=1e

lim T(x,) = +oo.

n—-+o0o

Essendo X uno spazio di Banach riflessivo, grazie al Teorema I11.27
del Brezis, esiste una sottosuccessione (zy, )nen estratta da (z,)nen
che e’ debolmente convergente in X. Allora la successione T'(zg,, )
dovrebbe essere limitata. Assurdo.

(2) (a) Intanto e’ facile provare che ||(+,)|| ¢’ una normasu Y x Z. In-

oltre essendo Y, Z sottospazi chiusi e’ facile provare che Y x Z
e’ uno spazio di Banach. Infatti se {(yn, 2n)}n € una succes-
sione di Cauchy in Y x Z rispetto alla norma ||(-, -)||, facilmente
si verifica che le successioni {y,}n e {zn}n sono successioni di
Cauchy in X. Quindi esiste yg, 2o € X tali che |y, — yo|x — 0
e |zn — z0lx — 0. Poiche’ Y, Z sono chiusi, segue che yp € Y e
zo € Z. In particolare

[(Yns 2n) — (Yo, 20)|| = [yn — volx + |20 — 20/x — 0.
Poi
e [ ¢ iniettivo: infatti se I(y1,21) = I(y2,22) allora y; +
z1 =Y +zpdacuiy —yo=20—21 € YNZ ={0x}.
Quindi y; —yo =0x = 29 — 21 ossia y; = y2 € 21 = 2o.
e ] ¢ continuo: infatti I e’ lineare (facile da verificare) e

1y, 2)|x = |y + zx < lylx +[2]x = [I(y, 2)]].

(b) ”<=" Osserviamo che I €’ suriettivo: infatti se w € Y+ Z allora
esistono y € Y, z € Z tali che w = y+z. In particolare I(y, z) =
w. Se Y 4+ Z e’ chiuso in X allora I ¢’ un’applicazione continua
e biettiva tra spazi di Banach e quindi ha inversa continua.
"—" Essendo I"! : Y + Z — Y x Z continua, esiste C > 0
tale che

lylx + 2lx = Iy, )|l = [y + 2)|| < Cly + 2|x
per ogni (y,z) €Y X Z.
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Se (Yyn + 2n)n C Y + Z € tale che |y, + 2z, — wo|lx — 0, al-
lora, grazie a (1), le successioni (yn)n € (zn)n risultano essere
successioni di Cauchy in X. Quindi esistono ¥, zg € X tali che
|Yn, — yolx — 0 e |z, — z0|x — 0. Poiche’ Y, Z sono chiusi,
segue che yp € Y e zp € Z. Inoltre |y, + zn — yo — 20|lx <
‘yn - yO|X + ’Zn - ZO|X e quindi y, + 2, — Yo + 20 in X e per
I'unicita’ del limite yg + 20 = wp.
(3) Sia
T, sen <k,
Yk =
0 altrimenti.
Allora y € [P per ogni 1 < p < 400 e quindi dal teorema di rapp-
resentazione dei funzionali lineari e continui su [P segue che il fun-
zionale T}, €’ un funzionale lineare e continuo con

k
N
1Tll = 1Tyl = Q lzal?) ¥

n=1

sel <p<+4ooe
1 Tkll = sup |zn|
1<n<k
se p=1.

Se per ogni a € X la successione reale {T;(a)}r ha limite finito
allora da un corollario al teorema di Banach Steinhaus si ha che

sup ||Tk|| € R.
keN

Quindi
> oL i oL
(D laal”)¥ =sup(D_ |zal”)? € R
n=1 keN n=1
sel<p<+4ooe

Sup |2,| = sup sup |zy|
neN keN 1<n<k
se p=1.
. . . /
Segue quindi che la successione {zy}, € 7.



32RACCOLTA DEGLI ESAMI SCRITTI DI ANALISI FUNZIONALE DAL 2011 AL 2018

Scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 28 maggio 2013

(1) (15 punti) Sia X uno spazio di Banach e T : X — X’ lineare.
Dimostrare che sono equivalenti i seguenti fatti:
(a) T: (X, [ lx) = (X', || [lx) continuo;

(b) per ogni successione (zy,)neny C X e per ogni z € X
xnéx:>T:rn3T:):.
(2) Sia 1 < p < oo e sia X = [P x [P dotato della norma ||(z,y)||x =
|z|lp + ||y|l,r per ogni (x,y) € X. Sia T : (X,||-||x) — R definito
da

e}

Tn+Y
T(z,y) 322%

n=1

per ogni & = (Zp)nen € 1P € ¥y = (Yn)nen € IP'. Dimostrare che:
(a) (6 punti) T e’ un operatore ben posto, lineare e continuo;

(b) (5 punti) per p ¢ {1,400} si ha che

1 1
1 \¥ [ 1 \r
T||x = 7 ;

(c) (4 punti) per p € {1,400} si ha che
||T||x = 1.

(Per la risoluzione del primo esercizio si osservi che per se T' e’ continuo
forte forte, allora €’ continuo debole debole. Poiche’ la topologia debole* e’
meno fine della topologia debole, abbiamo che T e’ continuo debole debole
*. In particolare é sequenzialmente continuo.)
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Scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 25 giugno 2013

(1) (20 punti) Sia (X, |- |x) uno spazio di Banach. Per ogni z € X sia
T, : X’ — R il funzionale definito da T, (f) = f(x).

Provare i seguenti fatti:

(a) per ogni x € X vale che T, € X" e ||Ty||x» = |z|x;
(b) perogniz,y € X eperognia,bec Rvale che Ty, 4y = alp+0Ty;

(c) provare che per ogni successione (zy,)nen C X se x, — xg in X
allora Ty, — Ty, in X"

(d) se (xn)nen C X € tale che sup,, [Ty, (f)] < +oo per ogni f € X’
allora (z,,) € limitata in X;

(e) se fy, converge a f debole* in X’ allora Ty (f,) — T (f) per ogni
zeX.

(2) (10 punti) Sia a € R e sia T 'operatore definito da
oo
T(y) =) yne™
n=1

per ogni y = (y,)n € I2. Dimostrare che T e’ un operatore lineare e
continuo con
e2a

1T x = T o

se e solo se a < 0.
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(1) (a) Fissiamo x € X. Per ogni f,g € X' e a,b € R vale che
Tu(af +bg) = (af +bg)(x) = af (x) + bg(x) = aTr f + bTeg

ossia T, e un operatore lineare. Inoltre da un corollario al
Teorema di Hahn Banach vale che

sup | f(@)] = [l|lx
FEX" |Ifllxr<t

ossia

sup T (f)| = [|2||x-
FeXIIfllxr <1

Questo implica che T, € (X') = X" e ||To||x» = |z|x;

b) Fissiamo z,y € X e a,b € R. Allora per ogni f € X’ vale che
( y g

Toz+by(f) = flaz +by) = af(x) +bf(y) = aTe(f) + 0Ty (f);
quindi Ty py = a1} + T,

(c) sia (zp)neny C X una successione tale che x,, — xo in X. Allora
applicando rispettivamente il punto (b) e poi il punto (a) segue
che

Tz, — Tl x = [| T —ao | x7 = [|l2n — @ol|x.
Quindi 7y, — Ty, — 0 in X.
(d) Sia (xn)nen C X tale che sup,, [Ty, (f)| < 400 per ogni f € X'.

Allora dal teorema di Banach Steinhaus (applicato sullo spazio
X' ) segue che

sup [Ty, | < +50
n
e quindi, grazie alla proprieta’ (a) segue che

sup ||zn||x < o0
n
ossia (z,) €’ limitata in X;

(e) Sia f, convergente debole* in X’ a f. Allora f,(z) — f(z) per
ogni z € X ossia T, (f,) — Tx(f) per ogni z € X.

(2)
(3) Sia a € R. Dal teorema di rappresentazione degli operatori lineari e
continui su {2 si ha che T e’ un operatore lineare e continuo su [? se

e solo se la successione (e"?),en € [? ossia se da

o0
Z e < 4o,
n=1
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Essendo questa una serie geometrica, converge se e solo se |€2a| <1
ossia se e solo se a < 0. Inoltre la norma di T coincide con la norma
in 12 della successione (€"%),cn da cui

1 e2a
1T = \/1_6% 1= \/1_€2a
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Scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 18 luglio 2013

(1) (15 punti) Siano X,Y spazi di Banach e T : X — Y lineare. Di-
mostrare che sono equivalenti i seguenti fatti:

(a) T: (X, ||-llx) = (Y, | - |ly) continuo;

(b) per ogni successione (zn)nen C X e per ogni z € X, se x,, —
z in X allora Tz, =Tz inY.

(2) (15 punti) Sia z € R\{Z +kr: k € Z}. Per ogni y = (yn)nen € [*
sia

T.(y) == Zyn(sinx)”.
n=1

Dimostrare che T}, € (1)’ e che

[ Te|| g2y = [tanz|.
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Esame Scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 10.10.2013

(1) Per ogni (x,)nen sia

Tn
T(enen) = (%)
o n! neN
Dimostrare che:

(a) (2 punti) se (x,)nen € I} allora T((z)nen) € 1Y

(b) (6 punti) per ogni 1 < p < +o0 l'operatore T : IP — [' ¢’ ben
posto, €’ lineare e continuo;

(¢) (10 punti) per ogni 1 < p < 400 si ha che

Tl 2w, 11y € [1,€]-

(2) (12 punti) Sia (X, |- |x) uno spazio di Banach.
Provare i seguenti fatti:

(a) se (zn)nen, (Yn)n C X sono tali che |z, —yp|x — 0 ez, — 20
in X allora y, — zg in X;

(b) se (fa)nen, (gn)n C X’ sono tali che |f, — gnl'y — 0 e fr =X fo
in X’ allora g, = fy in X'
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica
Primo Parziale di Analisi Funzionale

Ferrara, 26.11.2013

(1) Sial <p<oo,siane&NesiaT : [P — [P cosi definito:

Th sek<n

(T(2))k ==
Tp+xp_p sek>n+1

per ogni = (zg)ken € IP.

(a) (5 punti) Dimostrare che l'operatore 7" €’ lineare e continuo
con
T 2wy < 25
(b) (5 punti) calcolare T'(ey,) e T'(fn) dove e, = (6} )ren € fn =
en + ea,. Dedurre che per p =1 e per p = +o0
T 2wy = 25
(c¢) (3 punti) dimostrare che per ogni k > n + 1 si ha che
k

||T(Z e)llw = (2P(k —n) + 2n)

=1

B =

(d) (4 punti) usando la (c) calcolare la ||T'[|z»y per 1 < p < o0.

(2) (548 punti) Siano (X,| - |x) uno spazio normato, (Y,|-|y) uno
spazio di Banach e T': X — Y lineare. Provare che sono equivalenti
i seguenti fatti:

(a) T e’ continuo;

(b) ¥(zp)nen € X limitata (in X) e Vf € Y’ vale che (f(T(xy))n €
limitata in R.
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica
Ferrara, 16.01.2014

Primo parziale (P) e Compito totale (T) di Analisi Funzionale

(a) (P: 15 punti, T: 12 punti) Sia 1 < p < oo, sia n € N e sia
T, : P — [P cosi definito:

Tk sek<n

(T ()i ==
xk+%xk_n sek>n+1

per ogni = (xy)pen € IP.
(i) (P: 4 punti, T: 3 punti) Dimostrare che 'operatore T,
¢ lineare e continuo con ||Ty ||y < 1+ 1

(ii) (P: 4 punti, T: 3 punti) dimostrare che per n — oo
vale che ||T;, — I|[zq») — 0 dove I : [P — [P & I'operatore
identita’;

(iii) (P: 3 punti, T: 2 punti) calcolare T},(e,) dove e, =
(0f)x e per p =1 dimostrare che ||Ty|| ey =1+ £

(iv) (P: 4 punti, T: 4 punti ) per ogni k > n + 1 calcolare

1

(3 el = (1 + Pk = (L4 —1— =),
=1

al fine di dedurre che per ogni 1 < p < oo

1
1 Talleary =1+

(b) (P: 15 punti, T: 7 punti) Sia X uno spazio di Banach e
per ogni n € N sia T, : X — X lineare e continuo tale che
limy, 00 Ty, (2) = x per ogni € X. Inoltre sia T : X — X un
operatore lineare tale che T,, 0T : X — X sia continuo per ogni
n € N. Provare che

(i) (4 punti) sup,, [|Tu||z(x) € R;
(ii) (5 punti) sup,, ||T o T'||z(x) € R;
(iii) (6 punti) T" & continuo.

(c) (T: 4 punti) Siano X,Y spazi di Banach esia T : X — Y
un’applicazione lineare e continua tale che T'(X) sia chiuso e
T(Bx) sia compatto (in Y'). Dimostrare che T'(X) ha dimen-
sione finita.
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(d) (T: 7 punti) Sia F uno spazio di Banach e sia (z,), C F e
xo € E. Provare che i seguenti fatti sono equivalenti:
(i) (xn)n € debolmente convergente a zp in E;
(ii) (zn)n € limitata in E e l'insieme

Vi={feE': lim f(zn)= f(z0)}

& un sottospazio denso di E’.
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Secondo parziale (P) e scritto totale (T) di Analisi Funzionale

(a) (P: 11 punti) Sia E spazio di Banach riflessivo. Per ogni
n € N sia z,, € K,, dove (K,,) ¢’ una successione di sottoinsiemi
convessi chiusi di ¥ tali che

(i) Kp41 C K, per ogni n € N;

(i) Ky ={zx € E: ||z|| <1}
Provare che esiste una sottosuccessione (zy, ) estratta da (z,)
convergente debolmente in £ ad un punto xg € N, K.
(In alternativa si provi che N, K, # 0 (P: 9 punti)).

(b) (P: 15 punti, T: 7 punti) Sia £ uno spazio di Banach e
sia (zn)n € E e zyp € E. Provare che i seguenti fatti sono
equivalenti:

(i) (zn)n € debolmente convergente a xg in E;
(ii) (zp)n €' limitata in E e 'insieme

Vi {fe B lm f(@,) = flzo)}
e’ un sottospazio denso di E'.

(c¢) (P, T: 4 punti) Siano X,Y, due spazi di Banach esia T : X —
Y un operatore lineare e continuo tale che T'(X) sia chiuso e
T(Bx) sia compatto (in Y). Provare che T'(X) e’ uno spazio
vettoriale di dimensione finita.

(d) (T: 12 punti) Sia 1 <p < oo, sian € N esia T}, : IP — [P cosi
definito:
Tk sek<n

(Tn(@))r ==
xk+%xk_n sek>n+1

per ogni 2 = (zy,)nen € IP.
(i) (3 punti) Dimostrare che l'operatore T, €’ lineare e con-
tinuo con |||y < 1+ 1
(ii) (3 punti) dimostrare che per n — oo vale che ||T,, —
Il|zqpy — 0 dove I : [P — [P e’ 'operatore identita’;
(ili) (2 punti) calcolare T, (e,) dove e, = (07)r € per p =1
dimostrare che

1
1 Tall ey = 1+

(iv) (4 punti) per ogni k > n + 1 calcolare HTn(Zf:l )%
al fine di dedurre che per ogni 1 < p < 0o

1
Tl ey = 1+ o
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(e) (T: 7 punti) Sia X uno spazio di Banach e per ogni n € N sia
T, : X — X lineare e continuo tali che lim, o T (x) = = per
ogni z € X. Inoltre sia T': X — X un operatore lineare tale
che T, o T : X — X sia continuo per ogni n € N. Provare che

(i) (2 punti) sup, || Tullccx) € B
(ii) (2 punti) sup,, [T, o T'l|z(x) € R;
(iii) (3 punti) 7" e’ continuo.
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Esame scritto di Analisi Funzionale
(a) (12 punti) Sia 1 < p < oo, sian € Nesia T), : [P — [P cosi
definito:
Tk sek<n

(Tn(@))r ==
a:k—i-%xk,n sek>n+1

per ogni = (2 )nen € IP.
i) (3 punti) Dimostrare che ’operatore T;, ¢’ lineare e con-
p p
tinuo con

1
Tnllcary < 1+ o

(ii) (3 punti) dimostrare che per n — oo vale che ||T),, —
Il|zqpy — 0 dove I : [P — [P e’ Poperatore identita’;

(ili) (2 punti) calcolare T, (e,) dove e, = (6})r e per p =1
dimostrare che

1
Tollcary = 1+ o

(iv) (4 punti) per ogni k > n + 1 calcolare HTn(Zf:l ei)||h

al fine di dedurre che per ogni 1 < p < oo
1
T, =1+ —.
1Tallegey =1+ -

(b) (7 punti) Sia X uno spazio di Banach e per ogni n € N sia
T, : X — X lineare e continuo tale che lim,_,o T,,(x) = x per
ogni z € X. Inoltre sia 7' : X — X un operatore lineare tale
che T), o T : X — X sia continuo per ogni n € N. Provare che

(i) (2 punti) sup, ||To|c(x) € R:
(i) (2 punti) sup,, || T, o T|¢(x) € R:
(iii) (3 punti) 7" e’ continuo.

(c) (4 punti) Siano X,Y spazi di Banach e sia T' : X — Y
un’applicazione lineare e continua tale che T'(X) sia chiuso e
T(Bx) sia compatto (in Y'). Dimostrare che 7'(X) ha dimen-
sione finita.

(d) (7 punti) Sia E uno spazio di Banach e sia (z,,), C Eexg € E.
Provare che i seguenti fatti sono equivalenti:
(i) (zpn)n € debolmente convergente a x in E;
(ii) (n)n €' limitata in E e 'insieme

Vi={feE: lim f(z,)=f(zo)}

e’ un sottospazio denso di E'.
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Soluzione

Esercizio 1.

Osserviamo preliminarmente che, per l'ipotesi di monotonia sulla
successione (K, )n, se z, € K, ¥Yn € N allora in particolare z,, €
K, Ym > n. Poiche (z,,), C K; che ¢ limitato, si ha che la suc-
cessione (), € limitata. Dalla riflessivita di E segue che 3(zy,,) C
(xn), Jzo € F tali che zp, — xo. Dalla monotonia degli indici della
sottosuccessione sappiamo che k,,, > m, quindi, grazie all’osservazione
iniziale, si ha che x, € K, Ym > n . In particolare xy appartiene
alla chiusura debole di K, per ogni n € N. Ora, K, & convesso e
chiuso forte, quindi K, & chiuso anche rispetto la topologia debole.
In particolare zg € K, Vn e quindi xg € N, K.

Esercizio 2.

(a) = (b). Per ipotesi assumiamo che x,, — xy. Dalle proprieta
della convergenza debole segue immediatamente che (xy,), ¢ limi-
tata (prima tesi) e che Vf € E' f(x,) — f(x0); questo implica che
I'insieme V' coincide con tutto E’ e pertanto ¢ denso in esso.

(b) = (a). Per le proprieta della convergenza debole, provare che
xn — o & equivalente a provare che Vf € E' f(x,) — f(x0). Siano
dunque f € E', £ >0, fo € V tali che ||f — fo|l < e (una siffatta f

esiste per la densita di V' in E’) e sia| M = sup ||x,|| < 400 | poiche
n

(Zn)n € limitata per ipotesi).

|f(@n) = f(zo)| < [f(xn) — fol(xn)| + [fo(zn) = folzo)| + | folxo) — f(z0)|
< |If = foll(llzall + llzoll) + | fo(zn) — fo(xo)]
<e(M +[[zoll) + [folzn) — folo)|-

Passando al lim sup per n — oo, e ricordando che fo € V, si ottiene
che

limsup [ f(zn) — f(z0)| < & (M + [|lzo])-

n—oo
Per ¢ — 0 si ha
limsup | f(x,) — f(z0)] <0

n—oo

da cui |f(zn) — f(x0)| — 0.

Esercizio 3.

T(X) chiuso C Y Banach = T(X) Banach. Allora la restrizione
T : X — T(X) ¢ lineare, continuo e suriettivo. Dal teorema della
mappa aperta segue allora che 3¢ > 0 tale che

By ={y e T(X)|[lyll < ¢} € T(Bx).

Pertanto By chiuso C T(Bx) compatto —> By compatto. Dal
lemma di Riesz 7'(X) ha dimensione finita.
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Esercizio 4.
(a) Esplicitando T),(z) dalla definizione si ottiene:

1 1
Tn(.%') = <a}1, ey, Ty g1+ ﬁxl,a}n_,_g + ﬁajg, .. )

n—esimo posto

1 A~
:(xl,...,a;n,a:n+1,xn+2+...)—i—g 0,...,0, 1 LT, ...
1
(2) :$+E(O,...,O,x1,x2,...)
da cui

1 1
ITn(@)ller < llzller + 110, ..., 0,21, 22, . ) flew = (1 + n) [[2]er-

1
Pertanto [Ty gy <1+ —.
n

(b) Utilizzando (3) abbiamo che T,,(z)—1I(z) =

e dunque

I(Tn = D)(2)[ler =

(c) Essendo e, = (0n%), si ha |ley|e,e = 1 Vp e dalla definizione di

1
—(0,...,0
n(v , U, T, X2, )

]l er

1
= T — Illgery < = ——0
n n—oo

T, segue
1
Tp(en) =(0,...,0, 1 ,0...,0. = ,0,...)
—~~ n
n—esimo ~~~
posto 2n—esimo
posto

1 1
ITallery 2 1 Talen)lle =1+ — = [ Tallgeny =1+

(d) Per ogni 1 < p < oo

S S

o
Quindi
1 p
P k (1 + >
n 1
AN =14+ =

Yk n

(st

1Tl ceery > H p

i=16i

/p
Esercizio 5.
(a) Per ipotesi T, converge puntualmente pertanto Va sup,, |1, ()| €

R. Dal teorema di Banach Steinhaus segue che sup,, ||75,|| € R.
(b) lim (T, o T)(z) = lim To(T(z)) ¥ T(z) Yz, ovvero T, o T

n—r00
eX
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converge puntualmente. Quindi Vz sup,, ||(7, o T)(x)| € R. Dal
teorema di Bancah Steinhaus segue che sup,, |1, o T'|| € R.

()

puntualmente
T,0T T Cor BS .
n—00 =" T continuo.

T, oT continuo per ipotesi
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica
Ferrara, 4.02.2014

Secondo parziale (P) e Compito totale (T) di Analisi Funzionale

(1) (T: 12 punti) Sia 1 < p < oo, sian € Nesia T, : [P — [P cosi

definito: .
To(z) = (z + 7:_

per ogni = (zg)ken € IP.

(a) (3 punti) Dimostrare che l'operatore T,, é lineare e continuo

con ||Tyllgary < 1+ 1

)keN

(b) (3 punti) dimostrare che per n — oo vale che || T, —I|[ ) — 0
dove I : [P — [P é I'operatore identita’;

(c) (2 punti) dimostrare che ||T},|[ge) = 1+ 1

(d) (4 punti) per ogni k > n + 1 calcolare
k
1T (> el
i=1
dove e, = (6}}), al fine di dedurre che per ogni 1 < p < oo

1
| Tollcary = 1+ e

(2) (P: 18 punti, T: 12 punti) Sia X uno spazio di Banach e siano
Y, Z C sottospazi di X tali che
eYNZ=10
e perogni x € X esistey € Y e z € Z tale che x =y + 2.
Provare che
(a) (P: 3 punti, T: 2 punti) per ogni x € X esiste un unico
y(=: Px) € Y ed un unico z € Z tale che z = y + 2.
(b) (P: 3 punti, T: 2 punti) l'applicazione lineare P : X — Y é
tale che KerP =7 e ImP =Y,
(¢) (P: 12 punti, T: 8 punti) P: X — Y é continua se e solo se
Y e Z sono chiusi in X.
(3) (P: 12 punti, T: 6 punti) Sia F uno spazio di Banach e sia (f,,), C
E e fy € E'. Provare che i seguenti fatti sono equivalenti:
(a) (fn)n é debolmente* convergente a fy in E';
(b) (fn)n € limitata in E’ e I'insieme

Vi={zeE: lm o) = fola)}

e’ un sottospazio denso di FE.
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Correzione prova scritta di Analisi Funzionale 04.02.2014
Esercizio 1.
(a) Esplicitando T),(z) dalla definizione si ottiene:

xr X X
Tn(x) = (%14—*2,:132—1-*3,1’34-*4,...)
n n mn
1
= (1‘171'2,1'3,...)+g<x2,$3,$4,...>
1

3) :$+ﬁ(x2,x3,w4,...)
da cui

1 1
IToo)lr < el + 2lllen = (14 ) Nl

1
Pertanto [Ty z@ry <1+ —.
n

1
(b) Utilizzando (3) abbiamo che T),(z) — I(z) = E(IEQ, x3,%4,...) e dunque
]l
1T~ D@l < 120
che implica che
1
HTn - IHg(fp) < E m 0.

(c¢) Consideriamo v = e1 +e3 = (1,1,0,...); abbiamo ||v||gee = supy, |vg| =1
e, dalla definizione di T,,,

1 0 1
T,(v)=(1+—,1+—-,0...)=(1+=,1,0,...).
() = (1+ -1+ 2,0.) = (1+,1,0,...)

Per cui

1
HTnHL(Z"") > || Tn(v) e = Sllip [(Tho)el =1+ n

Mettendo insieme a quanto provato nel punto (a), otteniamo che

1
[Tl gy = 1+ -

m

(d) ei=er+e+--+e,=(1,1,...,1,0,...). Perogni 1 < p < oo
m
L i 11 1
Zei :m, Tn<zez>_(1+n’1+n"1+n71707)
1=1 ¢p i=1 ~-
m—1
k p 1\?
Ty Zei :(m—1)<1—|—n> +1
=1 op
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1 P
p m(l—l—)
e n 1

—14 -
Ym a

Quindi

Ty <Zf=1 ei)
k
’Zi:l €i

Mettendo insieme a quanto provato nel punto (a), otteniamo che

1
| Tollzeery =1+ o

1Tl 2ery > ‘

o

Esercizio 2.
(a) Per dimostrare 1'unicitd supponiamo che esistano y1,y2 € Y e 21,290 € Z
tali che x = y1 + 21 = yo + 22. Allora y; — y2 = 23 — 21 da cui si ha

Ny eYNZ={0} _  y=u
ZQ—Z1€YﬂZ:{O} 21 = 29

(b) ker(P) = {x € X|P(z) = y=0} ={zx € Xt =0+2, z € Z} =
{zr € X|z € Z} = Z. Per dimostrare che Im(P) = Y dimostriamo che
Vy € Y dx € X tale che y = Px. Sia dunque y € Y. Considerando
lelemento x = y + 0 = y, si ha che y = Px = P(y + 0) = Py. Infine segue
che (Po P)(xz) = P(P(z)) = Py =y = Px, cio¢ Po P = P.

(¢) Supponiamo dapprima che Y e Z siano chiusi; poiché contenuti in uno
spazio di Banach, saranno anch’essi spazi di Banach. Dal teorema del grafico
chiuso segue che dimostrare la continuita di P & equivalente a provare che
P ha grafico chiuso. Siano pertanto z, € X e w € Y tali che z, — 0 in X
e Px, — w in Y. Dobbiamo dimostrare che w = 0. Dal punto (a) esistono
Yn €Y e z, € Z tali che z,, = y,, + z,. Poiché Pz, = y, segue che

(4) xn_Pxn:yn+Zn_yn:Zn€Z

’Passando al limite per n — oo ‘ in (4) otteniamo che la successione (z,)
tende a w. Poiché Z & chiuso e (z,) C Z si ha che w € Y NZ = {0} da
cui la tesi. Viceversa supponiamo che P : X — Y sia continua. Allora
7Z = KerP = P~ '({0y}) e un chiuso. Resta da provare che anche Y &
chiuso. Sia (y,) C Y tale che y, — y in X. Proviamo che y € Y. Dalla
continuita di P abbiamo che 0 = y, — Py, — y — Py ossia y = Py da cui
yeImP=Y.

Esercizio 3.

(a) = (b). Per ipotesi assumiamo che f, — fo. Dalle proprieta della
convergenza debole * segue immediatamente che (f,), ¢ limitata (prima
tesi) e che Vx € E f,(x) — fo(x); questo implica che l'insieme V' coincide
con tutto E e pertanto e denso in esso.

(b) = (a). Per le proprieta della convergenza debole *, provare che

fn = fo & equivalente a provare che Vz € E f,(z) — fo(z). Siano dunque
x € E, € >0, g € V tali che ||z — z¢|| < ¢ (una siffatta zo esiste per la
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densita di V' in E) e sia| M = sup || fn||pr < 00| (in quanto (f, ), € limitata
n

per ipotesi).
[fn(x) = fo(@)| < [fu(x) = fu(zo)| + | fn(z0) = fo(zo)| + [fo(zo) — fo(z)]
< Nl = @ol|([lfall + Lfoll) + | fa(z0) — fo(wo)]
<& (M +[[foll) + [fn(zo) — fo(zo)l.

Passando al limsup per n — oo, e ricordando che xg € V, si ottiene che
lim sup | fn(z) = fo(z)] < & (M + || foll)-
Per ¢ — 0 si ha
limsup | f(z) — fo(z)] <0

n—oo

da cui |fn(x) — fo(x)| — 0.



RACCOLTA DEGLI ESAMI SCRITTI DI ANALISI FUNZIONALE DAL 2011 AL 2018 51

Corso di Laurea Magistrale in Matematica
Ferrara, 25.03.2014

(1) (T: 12 punti) Sia 1 < p < oo, sian € Nesia T), : 7 — (P cosi

definito:
Tk+n

n

Tn(z) := (2k +
per ogni = (xp)ken € P.
(a) (4 punti) Dimostrare che l'operatore 7T,, ¢ lineare e continuo
con || T || g(ery <1+ -
(b) (3 punti) Dimostrare che [|T,|/z=) =1+ .
(¢) (5 punti) Per ogni k > n + 1 calcolare
k

172D el

i=1

)keN

dove e, = (0}) al fine di calcolare, nel limite per k — oo, la
norma

[Tl 2 ev)
per ogni p € [1, 0.

(2) (T: 10 punti) Siano X,Y due spazi di Banach e (T},), C L(X,Y)
tali che
sup || Tn(2)[[y € R
n

per ogni x € X. Provare che:
(a) (5 punti) il sottoinsieme
Vi:={xr e X: (T,(x)), é una successione convergente in Y}
€ un sottospazio chiuso di X;
(b) (5 punti) l'applicazione T': V — Y definita da
T(z):= lim T,(x)
n—oo

€ un operatore lineare e continuo tale che

1Tl eqvyy < minf [Tl zovy).-

(3) (T: 8 punti) Sia X uno spazio di Banach e sia P : X — X lineare
tale che P o P = P. Provare che:
(a) (2 punti) Lo spazio X ¢ la somma diretta di Ker(P) e Imm(P).
(b) (3 punti) Se P ¢ continuo allora Ker(P) e Imm(P) sono chiusi
in X.
(¢) (3 punti) Se Ker(P) e Imm(P) sono chiusi in X allora P ¢
continuo.
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Primo Parziale di Analisi Funzionale

Ferrara, 27.11.2014

(1) Sia 1 < p < oo, n € N; sia (ag)r una successione e per ogni x =
(ﬂfk)keN € [P sia

Dimostrare che
(a) (3 punti) T,,(x) € R per ogni x € [P,

(b) (4 punti) Uoperatore T, : [P — R é lineare e continuo;
. ' 1/p'
(c) (8 punti) ||Tp|lzury = (Xpey larn” + m) "

Infine si supponga che (ay)y, € I”. Si dimostri che
(a) (3 punti) esiste finito il limy, o, T, (z)(:= T'(z)) per ogni = € [P
e si calcoli T'(x);
(b) (3 punti) (7,), converge a T in L(IP).

(2) (54544 punti) Siano (X, |-|x) uno spazio normato e (x,)neny € X
una successione. Per ogni n € N sia T, : X’ — R loperatore definito
da

Provare che sono equivalenti i seguenti fatti:

(a) la successione (T},(f))n é limitata per ogni f € X';
(b) la successione (T,), é limitata in X";

(c) la successione (2, )pen é limitata in X.
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Risoluzione
(1) (a) (b)(c) L'operatore T), ¢é associato alla successione b" = (b)x
definita da

ar sek<n
b =
2% sek>n-+1.
(per non appesantire la notazione, ometto la dipendenza di by
da n). Osserviamo che
= 1
ZWW—EJMP > Gl =

k=n+1

n o0 1
=D lal” + ) (Grran)” =
k=1 =0

o0

1
— 4
Z |ak| n+1 p’ Z
7=0
Ora >}, |ag|P" é finita perche’ ha un numero finito di addendi e

la serie geometrica Z?io( 217, ) converge in quanto 0 <57 <L

Quindi la successione (by )y appartiene a I e, grazie al teorema
di rappresentazione di (I?)" si ottiene che T,, € (IP)" per ogni
n € N. In particolare T, (z) € R per ogni x € [P e poiche’ per
ognin € N (b)) €17 e

n
/ 1 1
_ 7 — p .
Ty = 16" = (g:l axl? + e )

'E\‘,_.

'ﬁ\‘ -

(Lt =)

(d) se (ag)r € ¥ allora dalla disuguaglianza di Holder segue
che per ogni x € [P la successione (apzy)y € ' ossia la serie

oo
§ ATk
k=1

converge (assolutamente). Per la stessa ragione, la successione
(Q%xk)k € I' e quindi la serie

00 T
> o
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converge. In particolare, dal criterio di Cauchy per serie, segue

che limy, 00 Y001 5& = 0. Quindi esiste finito il

n—o0

lim T,,(z) = Zakxk(:: T(z)).
k=1

(e) Infine, essendo

[e.9]

(T-T)@) = 3 (o= 5p)oe
k=n+1
si ha che
%) 1 L
’ p
I, = Tl = (3 T 5"
k=n+1

che tende a 0 essendo convergente la serie Y 72 | |ax — 2%|p'.
(2) Premettiamo che, grazie a uno dei corollari del Teorema di Hahn
Banach, si ha che

| Tallxr = sup [f(zn)] = [[zn]|x-
FeX!|Ifllx=1

(a) = (b) se (Tn(f))n é limitata per ogni f € X', dal Teorema di
Banach-Steinhaus (applicato su X”) si ha che esiste C' > 0 tale che

sup HTnHX” S C
n

ossia (T},), é limitata in X”.
(b) = (c) Segue banalmente dal fatto che

sup ||zp||x = sup ||Tn||x» < C.
n n

(c) = (a) Sia C' > 0 tale che
sup ||z, ||x < C.
n

Allora per ogni f € X’ si ha che
T () = [f @) < |Ifllxllznllx < ClIfllx-

In particolare
sup [| T, (f)[|x < C|Iflx-
n



RACCOLTA DEGLI ESAMI SCRITTI DI ANALISI FUNZIONALE DAL 2011 AL 2018 55

Corso di Laurea Magistrale in Matematica
Ferrara, 22.01.2015
Primo parziale (P) e Compito totale (T) di Analisi Funzionale

(1) (P: 24 punti, T: 16 punti) Sia 1 < p < oo, sia a € (—1,1) e per
ogni & = (x)ken € [P sia

o0
To(z) = Z a*zy.
k=1

Dimostrare che
(a) (P: 4 punti, T: 2 punti) 7,(z) € R per ogni x € (7,

(b) (P: 8 punti, T: 6 punti) 'operatore Tj, : [P — R ¢ lineare e

la|”’ 1/p'
<p,) sel<p<oo
continuo con norma ]|Ta||(lp), = 1—|a
|al se p = 1.

Infine sia (a,) una successione in (—1,1) e si supponga che esista
finito il lim,, o Ty, (x)(:= T'(x)) per ogni x € [P. Si provi che
(a) (P: 6 punti, T: 4 punti) T € (I?)';

(b) (P: 6 punti, T: 4 punti) esiste a € (—1,1) tale che (a,)
converge ad a. Provare inoltre che T'= T, nel caso 1 < p < 0o .

(2) (P: 6 punti, T: 14 punti) Siano X, Y spazi di BanachesiaT : X —
Y un’applicazione lineare e continua e sia T : Y’ — X’ I'operatore
definito da

T*(f)(x) = f(T(x)) VfeY' VuelX.

(a) (P: 6 punti, T: 4 punti) Provare che T* : (Y’ || - |ly/) —
(X7, [|-lx) é un operatore lineare e continuo con ||T™||zy+ x1) =
T2 x,v)s

(b) (T: 5 punti) Provare che Vz € X vale

@z 0T = or(y)
(si ricordi che, se Z é uno spazio di Banach, allora per ogni
z € Z la funzione ¢, : Z' — R €’ definita da p,(f) = f(2)).
Dedurre che 7% : (Y, o(Y')Y) — (X',0(X’, X)) é continuo.

(¢) (T: 5 punti) Provare che se B C Y’ é o(Y',Y)-compatto allora
T*(B) é limitato e o(X’, X)-chiuso.
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica
Ferrara, 22.01.2015
Compito di Analisi Funzionale

(1) (16 punti) Sia 1 <p < oo, siaa € (—1,1) e per ogni = = (z})ken €
P sia

e.9]
To(z) == Z axy,.
k=1

Dimostrare che
(a) (2 punti) T,(z) € R per ogni x € I?;

(b) (6 punti) loperatore T, : I[P — R é lineare e continuo con

la|”’ 1/p
<1p,> sel <p< oo
norma ||1q ||y = — lal
|al sep=1.

Infine sia (a,) una successione in (—1,1) e si supponga che esista

finito il limy, 00 T4, (x)(= T'(z)) per ogni = € IP. Si provi che

(a) (4 punti) T € (IP);

(b) (4 punti) esiste a € (—1,1) tale che (a,) converge ad a. Provare
che T=T, nel caso 1 < p < 0.

(2) (T: 14 punti) Siano X,Y spazi di Banach e sia T : X — Y
un’applicazione lineare e continua e sia T* : Y’ — X' I'operatore
definito da

T(f)(x) = f(T(z)) ¥feY' VreX.

(a) T: 4 punti) Provare che T* : (Y', || - [ly/) = (X', ]| - ||x/) é un
operatore lineare e continuo con ||T*|[zcyr xy = [|T||£(x7,y7)-
(b) (T: 5 punti) Provare che Vz € X vale

@z 0T = ()

(si ricordi che, se Z é uno spazio di Banach, allora per ogni
z € Z la funzione ¢, : Z' — R €’ definita da ¢, (f) = f(2)).

Dedurre che T* : (Y, 0(Y')Y) — (X', 0(X’, X)) é continuo.
(¢) (T: 5 punti) Sia B C Y'. Provare se B C Y’ é o(Y',Y)-
compatto allora T*(B) é limitato e o(X’, X)-chiuso.
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica
Ferrara, 22.01.2015
Secondo parziale (P) e Compito totale (T) di Analisi Funzionale

(1) (T: 16 punti) Sia 1 < p < oo, sia a € (—1,1) e per ogni = =
(xk)keN € [P sia

[e.e]
To(z) = Z axy,.
k=1

Dimostrare che
(a) (T: 2 punti) T,(x) € R per ogni = € IP;

(b) (T: 6 punti) l'operatore Ty : P — R é lineare e continuo con

a” N
<1p,) sel<p<oo
norma ||T,||zpy = — la
|a| sep=1.

Infine sia (a,) una successione in (—1,1) e si supponga che esista

finito il lim,, o Ty, (x)(:= T'(x)) per ogni x € [P. Si provi che

(a) (T: 4 punti) T € (IP);

(b) (T: 4 punti) esiste a € (—1,1) tale che (a,) converge ad a.
Provare inoltre che T'= T, nel caso 1 < p < o0.

(2) (P: 15 punti) Sia X uno spazio di Banach e sia P : X — X

un’applicazione lineare tale che

(1) P2 = P (ossia P(P(x)) = Px per ogni x € X);

(2) ImP N KerP = {0}.

(a) (P: 9 punti) Provare che P : X — X ¢é continua se e solo se
KerP e ImP sono chiusi in X;

(b) (P: 6 punti) Provare che se H é uno spazio di Hilbert e M é
un sottospazio chiuso di H allora la proiezione ortogonale Py,
su M verifica le proprietd (1) e (2) e KerPy = (ImPy)*.

(3) (P: 15 punti, T: 14 punti) Siano X,Y spazi di Banach e sia
T : X — Y un’applicazione lineare e continua e sia 7% : Y/ — X’
I’'operatore definito da

T*(f)(z) = f(T(x)) VfeY' V&eX.

(a) (P: 5 punti, T: 4 punti) Provare che 7% : (Y',| - |ly/) —
(X', |I-llx+) é un operatore lineare e continuo con ||T™|| £y x7) =
Tl (xx)-

(b) (P: 5 punti, T: 5 punti) Provare che Yz € X vale

@z 0T = or(g)
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(si ricordi che, se Z é uno spazio di Banach, allora per ogni
z € Z la funzione ¢, : Z' — R €’ definita da ¢, (f) = f(2)).
Dedurre che T* : (Y, 0(Y')Y) — (X',0(X’, X)) é continuo.

(¢) (P: 5 punti, T: 5 punti) Provare che se B C Y’ é o(Y',Y)-
compatto allora T*(B) é limitato e o(X’, X)-chiuso.
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Risoluzione
(1) L’operatore T, é associato alla successione b = (bg)r definita da
bi = a*. Osserviamo che
oo oo o
/ k, / / k,
Dol = lak =Y (lal”)
k=1 k=1 k=1

che e’ una serie geometrica convergente in quanto 0 < |a|?’ < 1.
Quindi dal teorema di rappresentazione sui funzionali lineari e con-
tinui su /7 si ha che b € I” e quindi T, € (I?)’ per ogni n € N. In
particolare T,(x) € R per ogni = € [P e

0o £
/ P
ag|? sel<p<oo
Tty = o = 4 (210 ps
k=1
supy, |a¥| sep=1.

Essendo (|al¥); una successione decrescente a 0 segue che

a?” "
S bl — 1l<p<
| Tallqwy = 1bllr = (1—Ia!p> o
|al se p=1.

Poi se (a,) é una successione in (—1,1) tale che esiste finito il
limy, 00 Ty, (z)(:= T'(x)) per ogni x € [P, allora, da un corollario
del Teorema di Banach-Steinhaus, segue che T é un operatore lin-
eare e continuo, ossia T' € (I?)". Inoltre, posto

en = (2} = 1 Sek:ﬁ .
" klk 0 se altrimenti
si ha che T, (e1) = ay, e poiché lim,,_,o Ty, (e1) = T'(e1) segue che
esiste limy, a, = T'(e1)(:= a). Ovviamente |a| < 1 (in quanto |a,| <
1) e poiché T(ex) = lim, Ty, (e) = lim,(a™)* = a* segue che per
1<p<+4ooex=(xk) €17, siha
oo oo
T(x)=">)Y T(ex)xy = Zakxk = T,(x).
k=1 k=1
Quindi T, deve appartenere a [P’ e quindi la serie geometrica
oo [e.e]
Yo laf P = (lal”)* < +oo
k=1 k=1

da cui segue che |a| < 1.
(2) Si osservi che grazie ad un corollario del Teorema di H. B. vale che

sip TPl = sup ( sup |T*<f><m>|)

FeY|iflly<1 FEY|Iflly <1 N weX ||| x <1
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-  sup ( sup \T*(f)(x)\)z sup ( sup \f(Tx)\>

X ||lzllx <1 \ feY|Ifllyr <1 X ||lzllx <1 \ feY|Ifllyr <1

= sup || Tx||y
zeX,||z||x <1

da cui segue che

T | v, xy = 1T 2ex,y)-

Poi, applicando la Proposizione II1.2 del Brezis (versione italiana)
conZ = (X' o(X',X))sihacheT*: (Y, o(Y'Y) = (X', 0(X', X))
é continuo se e solo se per ogni z € X la funzione poT* : (Y, 0(Y",Y) —
R é continua. E facile provare che per ogni € X la funzione @, oT™
coincide conla funzione ¢p(,) che é continua rispetto la topologia
debole* di Y’ (per definizione di tale topologia). Infine se B C Y’
é o(Y',Y)-compatto allora T*(B) é (X', X )-compatto essendo T*
continuo debole*-debole*. In particolare T*(B) é o(X’, X)-chiuso.
Proviamo che B’ = T*(B) C X’ é limitato usando uno dei corollari
del Teorema di Banach-Steinhaus: per ogni z € X 'insieme

{¥(x) 19 € B} ={T"(f)(2) : f € B} = pra(B)

é compatto in R essendo immagine di un o(Y’,Y)-compatto at-

traverso la funzione continua ¢, : (Y, 0(Y’")Y) — R. In particolare

per ogni z € X l'insieme {¢(z) : v» € B’} é limitato in R e quindi

T*(B) é limitato in X

(3) (a) Supponiamo che P : X — X sia continua. Allora KerP =
P~1({0}) é ovviamente un chiuso. Proviamo che ImP é chiuso:
sia (Pzy,) tale che (z,) C X e Pz, — y in X. Dalla continuitd
di P segue che Pz, = P(Px,) — Py in X da cui Py = y ossia
y € ImP. Viceversa supponiamo che KerP e ImP sono chiusi
in X. Per provare la continuita di P applichiamo il teorema
del Grafico chiuso. Sia (x,) € X tale che z, — 0 in X e
Pz, — yin X. Poiché ImP é chiuso si ha che y € ImP. Inoltre
Pz, —x, — y e dalla proprieta (1) di P vale che P(Px,, —x,) =
Px, — Px, = 0 ossia Px,, —x, € KerP. Poiché KerP é chiuso
in X sihachey € KerP ossia Py = 0. Quindiy € ImPNKerP
e dalla proprietd (2) segue che y = 0.

(b) Ricordiamo che se H é uno spazio di Hilbert e M é un sot-
tospazio chiuso di H allora per ogni * € H la proiezione or-
togonale Pys(x) é definita come 1'unico elemento y € M tale
che

[l = yll = min ||z — 2|

ed é caratterizzato dal fatto che

<z—Pyux),z>=0
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per ogni z € M. In particolare, poiché Py/(x) € M allora
I’elemento in M di minima distanza da Pys(x) é proprio Pys(x)
ossia Pyr(Py(z)) = Py(x) (in alternativa basta osservare che
< Py (x) — Pp(z),z >= 0 per ogni z € M.) Poi osserviamo che
KerPy = M*: infatti se Py;(z) = 0 allora

<zr—0,2>=0
per ogni z € M ossia x € M*. Viceversa se x € M=+ allora

<z,z>=0

per ogni z € M e quindi Pp/(z) = 0. Poiché ImPy; = M segue
che KerPy = (ImPy)* e poiché M+ N M = {0} segue la
proprietd (2).
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica
Ferrara, 22.01.2015
Compito di Analisi Funzionale

(1) (16 punti) Sia 1 <p < oo, siaa € (—1,1) e per ogni = = (z})ken €
P sia

e.9]
To(z) == Z axy,.
k=1

Dimostrare che
(a) (2 punti) T,(z) € R per ogni x € I?;

(b) (6 punti) loperatore T, : I[P — R é lineare e continuo con

la|”’ 1/p
<1p,> sel <p< oo
norma ||1q ||y = — lal
|al sep=1.

Infine sia (a,) una successione in (—1,1) e si supponga che esista

finito il limy, 00 T4, (x)(= T'(z)) per ogni = € IP. Si provi che

(a) (4 punti) T € (IP);

(b) (4 punti) esiste a € (—1,1) tale che (a,) converge ad a. Provare
che T=T, nel caso 1 < p < 0.

(2) (T: 14 punti) Siano X,Y spazi di Banach e sia T : X — Y
un’applicazione lineare e continua e sia T* : Y’ — X' I'operatore
definito da

T(f)(x) = f(T(z)) ¥feY' VreX.

(a) T: 4 punti) Provare che T* : (Y', || - [ly/) = (X', ]| - ||x/) é un
operatore lineare e continuo con ||T*|[zcyr xy = [|T||£(x7,y7)-
(b) (T: 5 punti) Provare che Vz € X vale

@z 0T = ()

(si ricordi che, se Z é uno spazio di Banach, allora per ogni
z € Z la funzione ¢, : Z' — R €’ definita da ¢, (f) = f(2)).

Dedurre che T* : (Y, 0(Y')Y) — (X', 0(X’, X)) é continuo.
(¢) (T: 5 punti) Sia B C Y'. Provare se B C Y’ é o(Y',Y)-
compatto allora T*(B) é limitato e o(X’, X)-chiuso.



RACCOLTA DEGLI ESAMI SCRITTI DI ANALISI FUNZIONALE DAL 2011 AL 2018 63

Ferrara, 11.02.2015

Secondo parziale (P) e Compito totale (T) di Analisi Funzionale

(1) (T: 15 punti) Sia 1 < p < oo, siaa € R e per ognin € Ne
x = (zp)ren € P sia

n
Tn(z) := Z aFay.
k=1

a punti) Dimostrare che per ogni n € N 'operatore T}, : [P —
6 ti) Di h gni NT tore T), : IP
R ¢ lineare e continuo;

punti) calcolare la norma di 7;, per ogni 1 < p < oo;
(b) (3 ti) calcolare 1 di 7, gni 1 <p<
(c) (6 punti) sono equivalenti i seguenti fatti:

(1) esiste finito il lim,,_,oc T, (x) per ogni x € IP;

(i) a € (~1,1).

(2) (T: 6, P: 9 punti) Sia X uno spazio di Banach e sia B C X'.
Provare che B é debolmente*-compatto in X’ se e solo se B é limitato
e debolmente*-chiuso in X'.
(3) (P: 6 punti) Siano X,Y spazi di Banach esia T : (X',0(X’, X)) —
(Y, o(Y',Y)) un’applicazione lineare e continua. Dimostrare che
T (X x) = (Y] Iyr)
¢ continua.

(4) (9 punti) Sia H uno spazio di Hilbert e C' un sottospazio chiuso di
H. Per ogni z € H sia P(z) € C definito dalla relazione

- P = mi —z||.
e — Pl = min] |z — 2|
Dimostrare che

(a) P: H — H é un’applicazione lineare e continua;
(b) C+ = KerP.
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Compito di Analisi Funzionale

Ferrara, 11.02.2015

(1) (15 punti) Sia 1 < p < oo, siaa € Re per ognin € Ne z =
(zg)ken € [P sia

n
Tn(x) := Z axy,.
k=1

(a) (6 punti) Dimostrare che per ogni n € N l'operatore T, : [P —
R é lineare e continuo;
(b) (3 punti) calcolare la norma di T}, per ogni 1 < p < o0;
(c) (6 punti) dimostrare che se 1 < p < oo sono equivalenti i
seguenti fatti:
(i) esiste finito il lim,_,c Ty (x) per ogni = € [?;
(i) a € (—1,1).

(2) (9 punti) Sia H uno spazio di Hilbert e C' un sottospazio chiuso di
H. Per ogni z € H sia P(x) € C definito dalla relazione

— P(x)|| = min ||z — 2||.
[l = P(z)|| = min |z — 2|

Dimostrare che
(a) P: H — H é un’applicazione lineare e continua;
(b) C*+ = KerP.
(3) (6 punti) Sia X uno spazio di Banach e sia B C X’. Provare
che B é debolmente*-compatto in X’ se e solo se B é limitato e
debolmente*-chiuso in X’.
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Compito di Analisi Funzionale

Ferrara, 17.03.2015
(1) (18 punti) Siaa € R e per ogni n € N e 7 = (z)ren € 2 sia
n
To(z) := Z ey,
k=1

(a) (8 punti) Dimostrare che T, € (I%)’ e calcolare ||T},||(2) per

ogni n € N;
(b) (4 punti) se a < 0, dimostrare che la successione (T, (x))
converge per ogni € [ e che, posto T(x) := lim, T}, (z),

I'operatore T : [? — R é lineare e continuo;

(c) (2 punti) se a = 0 dare un esempio di un elemento x € I? tale
che (T, (x)), non converge;

(d) (4 punti) dimostrare che se la successione (T,,(z)), converge
per ogni z € 12 allora a < 0.

(2) (12 punti) Sia H uno spazio di Hilbert dotato di prodotto scalare
<. ->eslay € H di norma 1. Per ogni n € N sia

P(z)=2z—<xz,y>y.

) (2 punti) P : H — H é un’applicazione lineare;

) (4 punti) P(z) € {y}";

) (2 punti) KerP = span{y};

) (4 punti) se z,, = = in H allora P(z,) — P(Z) in H.

Dimostrare che
(a
(b
(c
(d



66RACCOLTA DEGLI ESAMI SCRITTI DI ANALISI FUNZIONALE DAL 2011 AL 2018

Esame scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 11.06.2015

(1) (16 punti) Sia 1 < p < oo, n € N, sia a = (ai), una successione e
per ogni = (x)ken € P sia

n
Th(z) = Z axxy.
k=1

Si supponga che per ogni x € [P la successione reale (T),(x)),en abbia
limite finito. Si provi che
(a) (6 punti) il funzionale T": [P — R dato da

T(z) = nh_}ngo Th(x)

é lineare e continuo;
(b) (5 punti) (ag) € I¥';
(c¢) (5 punti) calcolare la norma di 7.

(2) (15 punti) Siano (X, |- |x) uno spazio normato e (z,)neny € X una
successione. Per ogni n € N sia T}, : X’ — R loperatore definito da

Provare che:

(a) (5 punti) per ogni n € N l'operatore T;, : (X', 0(X’, X")) = R
é continuo;

(b) (4 punti) se la successione (z,)nen converge debolmente in X
allora la successione (T},), converge debolmente* in X”;

(c) (5 punti) se X é riflessivo e se la successione (T},),en converge
debolmente* in X” allora la successione (2, )nen é convergente
debolmente in X.
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Risoluzione: (1) sia 1 < p < 0o, n € N. L’operatore T),(z) := Y p_; apxy
risulta un operatore lineare e continuo essendo T,, = T con b = (bg)x € IP

dato da
ap sek<n

by =
0 sek>n-+1.
(vedi teorema di rappresentazione degli operatori lineari e continui su [P).
Poiche’ per ogni x € [P la successione reale (T, (z))nen converge a T'(x) €
R, per un corollario al Teorema di Banach Steinhaus si ha che 'operatore T'
é esso lineare e continuo. Inoltre

n o0
T(x) = nh—>Holo T(x) = nh_)ng()Zak:L‘k = Zakmk
k=1 k=1
ossia -
T(x) = Z arxy = To(x)
k=1

con a = (ag)y e usando di nuovo il teorema di rappresentazione degli oper-
P . . . . /
atori lineari e continui su [P si ha che a = (ag); € P e

Tl = llalliw-

(3) posto T := lim,, T;, rispetto alla topologia debole*, si ha che T' € X" (in
quanto limite puntuale di funzionali lineari e continui su X’). Essendo X é
riflessivo, si ha che esiste zg tale che T' = Jx. Proviamo che la successione
(Zn)nen € convergente debolmente a zp in X: se f € X’ allora f(z,) =

To(f) = T(f) = Jxo(f) = f(z0)-
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Scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 07.07.2015

(1) (18 punti) Sia 1 < p < oo, n € N, sia a = (a,), una successione e
per ogni = (x,)nen € P sia
Th(z) :== apxy,.
(a) (5 punti) Si provi che l'operatore T), é lineare e continuo e se
ne calcoli la norma;
(b) Si supponga che per ogni = € I[P la successione reale (T),(2))neN

abbia limite finito. Si provi che
(i) (4 punti) il funzionale T : [P — R dato da

T(x) = lim T,(z)
n—oo
é lineare e continuo;
(ii) (4 punti) (ax)i € 1*;
(iii) (2 punti) se p = +oo allora esiste il lim, oo a, = 0
(provare prima che esiste il lim,,_,~ a, € R);
(iv) (3 punti) si calcoli 'operatore 7.

(2) (12 punti) Siano (X, |- |x) uno spazio normato e (z,)ney € X una
successione. Per ogni n € N sia T}, : X’ — R Poperatore definito da

(a) (4 punti) per ogni n € N si calcoli la norma di T),;

(b) (4 punti) si provi che per ognin € N operatore T, : (X', 0(X’, X)) —

R é continuo;
(¢) (4 punti) se la successione (T},),en € limitata in X” allora la
successione (x, ), é limitata in X.
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Primo Parziale di Analisi Funzionale

Ferrara, 6.5.2016

(1) Sial <p<oo,n €N, apecR. Perogni(x) = (zr)ren € P sia
T, (z) € coo la successione definita da
Tp(x) := (v10, 32, 200% 227, -+ 2, 2, 87,0,0, - --).

(a) (10 punti) Dimostrare che per ogni n € N l'operatore T, : [P —
I' ¢ lineare e continuo di norma

=

n
(Z(\alk + !6\'“)’“) " osel<p<oo

k=

Tl cgw, 11y = '

SUP|<f<n (\a\k + ’ﬂk> sep=1

(b) (6 punti) Si supponga max{|al,|3|} < 1. Si dimostri che
per ogni x € IP la successione (T},(z))nen é convergente in [1.
Posto T'(z) := limy,—o0 Ty, (), provare che (7),), converge a T'
in L(IP,1Y);

(c) (4 punti) sia p > 1. Si dimostri che se per ogni = € [P la succes-
sione (T, (7))nen é convergente in ! allora max{|al, ||} < 1.

(2) (6 punti) Sia (X, ] -|x) uno spazio di Banach e sia « : [0,1] — X’
una funzione che soddisfa la seguente proprieta’: se {t,}, C [0,1]
é una successione convergente allora per ogni x € X la successione
{a(ty)(z)}n é limitata in R. Provare che « é limitata, ossia che

sup ||a(t)||x < 4o0.
te(0,1]

(3) (5 punti) Sia X uno spazio di Banach e sia T' € £(X). Si definisca
T° = Id e per induzione T™ = T o T~ . Provare che la successione
S, : X — X definita da

n

, 7!
=0

é convergente in £(X) ad un operatore S di cui si chiede di stimare
la norma.
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Risoluzione

(1) (a) E’ facilmente verificare che 'operatore T, é lineare. Poi per
ogni = (x)ren € P se 1 < p < oo vale che

n n n n Ll
/ P
IT(@) =Y lawa® |+ JerB® = okl (Jal*+[8]F)] < HﬂCHp(EﬂalkHBkl)p)
k=1 k=1 k=1 k=1
mentre se p = 1 vale che
n n n
IT(@)ll =D lzka |+ kB =D lzxl(lal*+18]%)] < llllp( sup (jaf*+|6")
k=1 k=1 k=1 1<k<n

da cui segue che

Y e

n
<Z(|O¢|k+!5|k)p/> se 1 <p<oo
k=1

Tl v, 1y <

SUP1<p<n <|04|k + |5\k> sep=1

Viceversa, vale che

ITue)ls _ Sl 418

HTnHL(lp, 1) = Sup

velr |Zllp zelp |l
" rk(lalf + |8IF Sn(x
D > (R TR L AC BN
zElp ||x|‘p TElP ||$||p

dove S,, € (I?)’ é Poperatore definito da
Sa(w) = wr(lal* +8").
k=1

Quindi se 1 < p < oo vale

‘ =

n

Tl o > (ZW i rm’wp’)

k=1

mentre se p = 1 vale
Tl = sup (lal+181¢).
1<k<n

(b) Se max{|al,|B]} < 1 allora y = (Jaf + |3/¥)x € P per ogni
1 < p < +o0. In particolare per ogni x € [P vale che

oo
> lzwl(ed® +181%) < llzllpllylly < +oo
k=1
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(2)

e quindi posto
T($) = (3310‘7 xlﬁ) $2a27 x2B2a o 7xnana xnﬁna e )

vale che T'(x) € ['. In particolare é noto che la (sotto)successione

delle troncate (in cog) (z10v, 213, T202, 2252, - -+ , 2™, 2,87, 0,0, - - -

converge in ! a T'(z). Inoltre
o0

1T = Tll ey < (D (el + 18577

k=n+1
Quindi se 1 < p < oo otteniamo che per n — oo [|T,, —
Tl zwyy — 0 (grazie al teorema di Cauchy per le serie). Se
p=1
1T = Tlleqrny < sup ol +|8[F
k>n+1

ed essendo |af, B < 1 si ottiene che ||T;, — T £ty — 0.
(In particolare si riottiene per ogni z € [P vale che ||T,,(z) —

T(z)|1 — 0.)

(c) Sia p > 1. Se per ogni z € [P la successione (T,(x))nen é
convergente in [! allora per il Teorema di Banach-Steinhaus
vale che

sup || Tn|| e 11y < 4o00.
neN

Essendo

s |73 ) = (Z ol + 18" )

dalla condizione necessaria di convergenza di una serie segue
che la successione (|a|™+|5|™), deve essere infinitesima e quindi
max{Jal, 8]} < 1.

Y e

Per assurdo sia « non limitata. Allora esiste (¢,), C [0,1] tale
che lim, o ||a(ty)||xr = +00. Siccome [0,1] é compatto, esiste
(tr, )n una sottosuccessione convergente estratta da (¢),. Appli-
cando l'ipotesi dell’esercizio, vale allora che per ogni x € X la suc-
cessione {a(ty, )(z)}y é limitata in R. Da un corollario al Teorema
di Banach-Steinhaus applicato all’insieme B’ := {«a(tx,) n € N} C
X' segue che la successione ||a(t,)|| é limitata. Assurdo perche’
limy, o0 |Je(tr, ) || x7 = +00.

Applichiamo il criterio di Weistrass sulla convergenza totale di una
serie. Poiche’ vale che |[T"]|zx) < HTHZ(X) segue che per ogni

re X
n ; n )
T (x) T 2oyl x
Dol <X
i=0 ’ i=0 ’
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I ||£X = |17l
< (O TE < (3 el < ellMlecoja] .
i=1 i=1 ’
Questo implica che

(a) la serie Y 22, HTZ.(!:C) ||x converge e per il criterio di Weistrass
(applicato nello spazio di Banach X) segue che la successione
Sp(z) converge in X;

(b) per ogni n € N

S 1l < Zw ”T”’ )< el
il e
i=0 i=1

Quindi la serie )7, |\7 || (x) converge e per il criterio di Weis-
trass (applicato nello spazio di Banach £(X)) segue che la suc-
cessione S,, converge in £(X) ad un operatore S(z) := Y ;2 TZZ.(!I)
di norma

151ecx) = lim [|Sallex) < ell Tl
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Primo Parziale di Analisi Funzionale

Ferrara, 7.6.2016

(1) Sia 1 < p < oo, n €N, « € R. Perogni x = (z)reny € P sia
T, (z) € coo la successione definita da
T, (x) := (21,0, 30,0, 2502, - - - | T2 410", 0,0, ).

(a) (10 punti) Dimostrare che per ogni n € N l'operatore T, : [P —
I' ¢ lineare e continuo di norma

n )
(Z|a|k”/>p sel<p<oo

HTnHE(lP, m = k=0

Supg<p<n laff  sep=1
(b) (6 punti) Si supponga |a| < 1. Si dimostri che per ogni z € [?
la successione (T},(z))nen é convergente in ['. Posto T'(x) :=
limy, 0 Tp (), provare che (T},), converge a T in L(IP,1%);
(c) (4 punti) sia p = 1. Si dimostri che se per ogni # € I! la
successione (T, (x))nen é convergente in [ allora |a| < 1.

(2) (6 punti) Siano X,Y spazi di Banach su ResiaT, : X - Y
una successione di funzionali lineari e continui tali che per ogni
z € X la successione (T),(z))nen é di Cauchy in Y. Provare che
sUPpen || Tnllcxy) < +oo.

(3) (5 punti) Sia X uno spazio di Banach e sia T € L(X) tale che
I T||zxy < 1. Si definisca T° = Id e per ogni n € N sia T" :=
T o T" 1. Provare che la successione S, : X — X definita da
n
TF(x
o) =30

é convergente in £(X) ad un operatore S di cui si chiede di stimare
la norma.
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Risoluzione

(1) (a) E’ facilmente verificare che 'operatore T), ¢é lineare. Infatti per

ogni z,y € 1P, v = (T)ken, ¥ = (Yk)ren € per ogni A, u € R
vale che vale che

Tn()\l“i’,uy) = ()\x1+[1fy1> Oa ()\3U3+My3)04, 01 Tty ()\332n+1+/ly2n+1)06n7 07 07 T )
== )‘(:Clv 07 T3, 07 o 7x2n+1ana 05 07 e )—’_H(ylu 07 ysa, 07 e 7y2n+lana 07 07 e )
= A(z) + pTn(y).-

Poi per ogni © = (z1)ken € P applicando la disuguaglianza di
Holder, vale che

ITa@)h = 3 Jespsral] < (Zaar’f)p’)p I,
k=1

k=1

=

se 1 < p < oo, mentre se p = 1 vale che

n

ITn(@)llr =D lwars10”| < [lzfl sup |off
= 1<k<n

da cui segue che

=

n
< (\oz|kp/> " osel< p < o0
Tl 2w, 1) < k=1
Supg<k<n |ff  sep=1

Viceversa, vale che

[EXCOTTI o/ Ve [,

[ Tll 2, 11y = sup
xelP

[l el ||
nox aF Sy (z
> sup |Zk71 2k+1 | _ ‘ n( )‘ — ||Sn||(lp)’
zelp ]l cetr |1Zp

dove S,, € (I?)" é 'operatore definito da
n
Sp(z) = Zm2k+1ak.
k=1
L’operatore .S, é associato all’elemento
by = (1,0,,0,02,0,-,0",0,0,---) € IV
e quindi se 1 < p < oo vale

n / P
Tallegs. m = bl = (Z |a|kp)

k=1

=
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mentre se p = 1 vale

1Tallzqe, 1y = sup |af.
0<k<

n

(b) Se |a| < 1 allora b= (1,0,,0,a2,0,-,0,a™,0,a"0,---) € P
per ogni 1 < p < 4o00. In particolare per ogni x € [P vale che

[e.9]

> leavrallaf® < [zl lblly < +oo
k=1

e quindi posto
2 1
T(J,‘) = (1‘1, Oa azs, 07 o Ts, Oa ) 07 an$2n+17 07 an+ T2n+2, 07 e )

vale che T'(x) € I'. Inoltre se 1 < p < co

00 1
I = Tl oo, < ( 3 W)

k=n+1

/

e per il criterio di Cauchy per le serie si ottiene che per n — oo
HTn — THL(lp,ll) — 0. Se p= 1

1T = Tlleqny < sup |aff
k>n+1

ed essendo |a| < 1 si ottiene che || 15, —T'||z1y — 0. (In partico-
lare si riottiene per ogni z € [P vale che || T, (z) — T'(x)|l1 — 0.)

(c) Sia p = 1. Se per ogni & € [P la successione (T),(x))nen é
convergente in [! allora per il Teorema di Banach-Steinhaus
vale che

sup || Tn|| e 11y < 4o00.
neN

Essendo
sup || T £ e i1y = sup |af" < 400
neN n>0
segue che la successione (|a|™), deve essere limitata e quindi
la < 1.
(2) poiche’ la successione (T,,(x))nen € di Cauchy in Y e Y é uno spazio
completo segue che per ogni x € X la successione T,,(z) converge in
Y. Per un corollario al Teorema di Banach-Steinhaus vale che

sup || Tl (x,v) < +o0.
neN

(3) Applichiamo il criterio di Weistrass sulla convergenza totale di una
serie. Poiche’ vale che |[T"||zx) < |]T||7Z(X) segue che per ogni
reX

1 Ti(x) T x|l x
3T, < 3 T leon llel
=0

(3 - 1
=0
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1 ||c Tl zex)

< —||T

4; Dl < 3y el

Questo implica che

(a) la serie Y .2 0|
(applicato nello spaz1o di Banach X) segue che la successione
Sp(z) converge in X;

(b) per ogni n € N

n 7 o0 TZ
> 11 e < Z” ) = tog1 i),

Quindi la serie )7, H H £(x) converge e per il criterio di Weis-
trass (applicato nello spazio di Banach £(X)) segue che la suc-
cessione S,, converge in £(X) ad un operatore S(z) := Y ;2 TZZ(I)

di norma
151l 2cx) = Tim [|Sallex) < —log(1 — |T])-
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Esame scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 21.6.2016

(1) Sial <p<oo,neN, R PerognizecllsiaT,(x) € cy la
successione definita da

Tn(.'lf) = (xlﬁa 07 $3,837 07 o 7$2n+1/82n+17 07 07 T )

(a) (2 punti) Dimostrare che per ogni n € N l'operatore T, : I[P —
I' é lineare e continuo;

(b) (5 punti) Dimostrare che se 1 < p < o0

1 — g2 (n+1) o
Talean = 161 (* 2 )

mentre se p =1

Tollzqry = sup |B]PFFL
0<k<n

(c¢) (5 punti) Si supponga |3| < 1. Si dimostri che per ogni x € P
la successione (T, (z))nen é convergente in I!. Posto T(x) :=
lim,, o0 17, (), provare che (T},), converge a T in L(IP,1');

(d) (3 punti) sia p = 1. Si dimostri che se per ogni z € I' la
successione (T}, (x))nen é convergente in ! allora |3] < 1.

(2) Siano X,Y spazi di Banach, sia T'€ L(X,Y) esia By :={r € X :

||z|| <1}. Sidimostri che

(a) (4 punti) se T é un’isometria allora T'(Bx ) é fortemente chiuso
e debolmente chiuso in Y

(b) (3 punti) se T' é un’isometria e se Y ¢ riflessivo allora T'(Bx)
é un sottoinsieme debolmente compatto di Y;

(c¢) (4 punti) se X é riflessivo allora T' € L(X,Y) se e solo se
T(Bx) é un sottoinsieme debolmente compatto di Y.

(3) (5 punti) Siano X,Y due spazi di Banach e sia T : X — Y un
operatore lineare che soddisfa la seguente proprieta’:
Vazg € X e V(zp)n € X, se (x,), converge fortemente a zy in X
allora (T'(xy))n converge debolmente a T'(xp) in Y.
Provare che T' é continuo.
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Secondo Parziale di Analisi Funzionale

Ferrara, 21.6.2016

(1) Siano X,Y spazi di Banach, sia T'€ L(X,Y) esia By :={r € X :

||z|| <1}. Si dimostri che

(a) (8 punti) se T é un’isometria allora T'(Bx) é fortemente chiuso
e debolmente chiuso in Y

(b) (6 punti) se T' é un’isometria e se Y ¢é riflessivo allora T'(Bx)
é un sottoinsieme debolmente compatto di Y;

(c¢) (7 punti) se X ¢é riflessivo allora T" € L(X,Y) se e solo se
T(Bx) é un sottoinsieme debolmente compatto di Y.

(2) (10 punti) Siano X,Y due spazi di Banach esia T : X — Y un
operatore lineare che soddisfa la seguente proprieta’:
Vag € X e V(xp)n € X, se (x,), converge fortemente a zg in X
allora (T'(xy))n converge debolmente a T'(xp) in Y.
Provare che T' é continuo.
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Risoluzione

Esercizio 1.

(1)

se T é un’isometria allora T(Bx) é fortemente chiuso: infatti se
(xn) C Bx é tale che (T'z,,) é convergente, allora dalla relazione

T (xn) = T(@m)lly = [[2n — zmlx

segue che la successione (x,) é di Cauchy in X che e’ di Banach.
Pertanto esiste x € X tale che ||z, —z||x — 0. Poiche’ Bx é chiusa,
segue che z € Bx ed essendo T' continua, otteniamo che T'(z,) —
T(x) € T(Bx) in Y. Quindi T(Bx) ¢ fortemente chiuso. Inoltre
essendo Bx convesso e T lineare, segue che T'(Bx) é un convesso
fortemente chiuso. Quindi T'(Bx) é anche debolmente chiuso.
Essendo T' un’isometria, vale che T'(Bx) C By e By é debolmente
compatto in quanto Y é riflessivo. Essendo T'(By) un sottoinsieme
debolmente chiuso contenuto in un insieme debolmente compatto,
segue che T'(Bx) é un un insieme debolmente compatto di Y.

se X ériflessivo allora By é un sottoinsieme debolmente compatto di
Y. Se T é continuo forte-forte, vale che T" é continuo debole-debole.
In particolare T'(Bx) é debolmente compatto in Y. Viceversa, se T' é
tale che T'(Bx) é debolmente compatta, segue che T'(Bx) é limitata
e quindi 7" é continuo.
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Esame scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 8.7.2016

(1) Sia 1 < p < oo esiay = (Yn)nen una successione. Per ogni n € N e
x € 1P sia T),(z) € cop la successione definita da

Tn(JI) = (‘leh €T2Y2, -, TnYn, O? 07 Tt )
(a) (8 punti) Dimostrare che per ogni n € N l'operatore T, : I[P —
I é lineare e continuo e calcolarne la norma (al variare di p) ;
(b) (7 punti) Sia 1 < p < +oo. Si dimostri che sono equivalenti i
seguenti fatti:
(i) per ogni x € [P la successione (T},(x))nen é convergente in
I
(ii) y € ¥

(2) Siano X,Y spazi di Banach, sia T' € £(X,Y) un’applicazione biet-
tiva. Sia Bx = {x € X : ||z|]| < 1} e (zn)neny € Bx. Si provi
che
(a) (3 punti) se T(z,) — y € Y allora esiste z € Bx tale che
T, — T € X,

(b) (3 punti) se T'(z,) — y € Y allora esiste x € By tale che
T, =T € X,

(c) (5 punti) T(Bx) é un sottoinsieme debolmente compatto di Y’
se e solo se X é riflessivo.

(3) (5 punti) Siano X,Y due spazi di Banach e sia T : X’ — Y’ un
operatore lineare che soddisfa la seguente proprieta’:
YV (fn)n € X', se (fn)nen converge debolmente* a Ox/ in X’ allora

(T'(fn)(y))nen converge a 0 per ogni y € Y.
Provare che T' é continuo.
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica
Secondo Parziale di Analisi Funzionale

Ferrara, 8.7.2016

(1) Siano X,Y spazi di Banach, sia T € £(X,Y’) un’applicazione biet-
tiva. Sia Bx = {x € X : ||z|]| < 1} e (zn)neny € Bx. Si provi
che
(a) (6 punti) se T(x,) — y € Y allora esiste € Bx tale che
T, > x € X;

(b) (6 punti) se T(z,) — y € Y allora esiste x € By tale che
T, =~z € X;

(¢) (9 punti) T'(Bx) é un sottoinsieme debolmente compatto di Y
se e solo se X é riflessivo.

(2) (10 punti) Siano X,Y due spazi di Banach e sia T : X’ — Y’ un
operatore lineare che soddisfa la seguente proprieta’:
YV (fn)n C X', se (fn)nen converge debolmente* a 0xs in X’ allora

(T'(fn)(y))nen converge a 0 per ogni y € Y.
Provare che T é continuo.
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Esame scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 20.7.2016

(1) Sial <p<oo,neN, R PerognizecllsiaT,(x) € cy la
successione definita da
2 3 n
Tn(.fl'f) = (Bxlu %.’EQ, %1'37 Ty %xna 07 07 o )

(a) (6 punti) Dimostrare che per ogni n € N l'operatore T, : [P —
I' é lineare e continuo e se ne calcoli la norma;

(b) (2 punti) Si dimostri che per ogni x € [P la successione (T},(2))nen
é convergente in .

(c) (6 punti) Posto T'(x) := limy,_,cc T (x), provare che (7},), con-
verge a T in L(IP,1'). Calcolare la norma di 7.

(2) (4 punti) Sia (ay,), una successione tale che Y ° | |a,b,| € R per
ogni (by)n € I*°. Provare che (ay), € ['.

(3) Siano X,Y spazi di Banach, sia T' € L(X,Y) tale che T(Bx) sia

(fortemente) compatta in Y. Si provi che

(a) (4 punti) T é continuo;

(b) (4 punti) se (z,)neny € X converge debolmente a z € X allora
(T'(x))n converge debolmente a T'(z) in Y;

(c¢) (5 punti) se X é riflessivo e (z)neny € X é limitata, allora
esiste z € X ed una sottosuccessione (xy, )nen tale che xp,, — x
in X eT(xg,) > T(x)inY.
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Esame scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 23.9.2016

(1) Sial <p<oo,neN,eR. Per ogni x € [P sia

n gk
Tn(x) = 77 Tk

|
klk

(a) (6 punti) Si dimostri che T}, € (I?)’ per ogni n € N e si calcoli
la sua norma;

(b) (2 punti) si dimostri che per ogni = € [P la successione (T, () )nen
é convergente;

(¢) (3 punti) Posto T'(x) := lim,,_o T (), provare che T € (IP)’;

(d) (4 punti) Nel caso p > 1 si dimostri che (73,),, converge a T" in
(IP)" e si calcoli la norma di 7.

(2) Siano X,Y spazi di Banach, sia Bx := {x € X : ||z|| < 1} e sia
T € L(X,Y) tale che T(Bx) sia debolmente compatta in Y. Si
provi che
(a) (5 punti) T' é continuo;

(b) (5 punti) se (z,)neny € X converge debolmente a z € X allora
(T'(xp))n € una successione limitata che converge debolmente a
T(xz) inY;

(c) (6 punti) se esiste r > 0 taleche {y € Y : ||y|ly <r} C T(Bx)
allora Y ¢ riflessivo.
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica
Primo Parziale di Analisi Funzionale

Ferrara, 02.12.2016

(1) Sial <p<ooesiaa € R. Per ognin € N e per ogni z = () ren €
[P poniamo T, (z) = (T} (x))ren dove

ak
Tp(a) = § KO8 SR =T
0 altrimenti

(a) (8 punti) Dimostrare che ¥n € N l'operatore T, : [P — I! é
lineare e continuo e calcolarne la norma;
(b) (12 punti) Provare che se
sup ||T(z)||1 < 400 Vz € 1P
neN
allora .
(i) (L) e
(ii) Vo € IP esiste T'(z) € I* tale che ||Ty,(z) — T(x)||p — 0;
(iii) T € L(I7,1') ed ¢ tale che ||T;, — Tl|z@p 1y — 0. Si calcoli
la norma di T nel caso p = 1.

(2) (10 punti) Sia 1 < p < co e sia B C [P. Provare che B é limitato in
I se e solo se per ogni a € P Vinsieme B, := {332, a;b; : b€ B}
¢ limitato in R.
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Risoluzione

(1) (a) Per ogni n € N ¢ facile provare che l'operatore T,, é lineare.
Inoltre, se definiamo b, = (b})x, € coo definito da

n o % sek<n
' 0 altrimenti
applicando la disuguaglianza di Holder si ha che Vx € [P
T ()| < [bnlpr ][] |-
Quindi 'operatore T}, é continuo con

Tl ey < M1l

Inoltre
|Toallcaeay = sup [[T(@)[ln = [|Snll ey

zelp,[|z]]p<1
dove

S =) —

(@) =Y Tk

k=1

Dal teorema di rappresentazione di (I?)’ si ha che che S,, € (IP)’
con norma

[1Snllw = 1[bnlly

Mettendo insieme le due disuguglianze ottenute segue che

1
no ety Y se 1
Tallcmaty = Ilbally = <Zk1'k‘) 7

k
Supy<p<n |G| sSep=1

(b) (i) se sup,en ||Tn(x)||1 < 400 Vz € [P allora per il Teorema
di Banach-Steinhaus

sup [Tl sy < 00
neN

da cui se p >=1 allora

> ak / i " CLk 7\ P
(L 15r)" =sup (150 )7 < 4o
k=1 neN A\ =1

mentre se p = 1 allora

a™ ak
sup [—| =sup sup |-
neN M neNi<k<n K

=

| < +o0.

ossia, per ogni p fissato, (%)k € I”'; in particolare se
p = 1 allora |a] < 1 (altrimenti la successione (%-); non
é limitata) mentre se p > 1 allora |a| < 1 (altrimenti la

successione (%-)x non é infinitesima).
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(ii) - (iii) Poiché a = (%)k € I”, per la disuguagli?nza di
Holder si ha che Vo = (x3) € IP la successione (G-x)x €

I1. Per ogni x € IP definiamo T'(z) = (%xk)k Allora T é
lineare e

T @) < [lallyl2]lp,

quindi T € L(I?,1). Proviamo che ||T;, — Tl|zqp 1y — 0.
Questo implicherd anche che ||T,,(z) — T'(x)|[ — 0 per
ogni x € [P e che

1
v

o 1ahip )" ge > 1
Tl cpary = 1m ([ Tollcqeary = [l = (Zk:l ’kk | ) P
SUPLeN \%| =la| sep=1

in quanto nel caso p = 1 si ha che |a| < 1 e quindi la

successione |a|¥ - 1 é decrescente.

Osserviamo che per ogni = € [P si ha che se p > 1 allora

0 ak 1SS ak ﬁ
7.0 - 7@l = 3 1Sal< (Y 150) lall
= k=n+1
X
In particolare segue che || T, —T'[| £(p 1) < <Zzon+1 |c§:|p/> P
che tende a zero per n — oo essendo la serie convergente.
Se p =1 allora

> CLk ak
17,0 - Tl = 3 (5o < (s (%1l
k=n+1 k>n+1

In particolare, tenendo che |a| < 1,

1T Tl < swp [o] < sup [ 4] = —
- < sup |—| < sup |~| =
" £0r% k>ntl K kst B on+1

che tende a zero per n — oco.
(2) " :>//

(a) Sia 1 < p < oo. Per uno dei corollari di Banach-Steinhaus
per provare che B é limitato in [P e sufficiente provare che per
ogni f € (IP)' Tinsieme f(B) = {f(b) : b € B} & limitato in
R. Sia f € (I?)'. Dal teorema di rappresentazione del duale
di IP esiste a € 1P tale che f(x) = Ty(b) = 3252, aix; per ogni
x = (zp)n € P. In particolare l'insieme f(B) coincide con
Vinsieme {d 7, a;b; : b € B} = B, che ¢ limitato per ipotesi.
Segue quindi che B é limitato in [P.

(b) Sia p = oco. Sia

B ={T, € (I')Y: be B}
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dove Tj, é Poperatore definito da Ty(a) = > 7, a;b; per ogni
a = (an), € 1%
Dal teorema di rappresentazione di (I')’ sappiamo che per ogni
x €1
el qry = [l2]lie

per cui

B é limitato in [ <= B’ é limitato in (I')".
Allo scopo di verificare che B’ é limitato in (I!)’ applichiamo
uno dei corollari di Banach-Steinhaus ad X = I! e B’ C (1)
Poiché per ogni a € I

{f(a): feB}Y={Tya): be B} ={> aib; : be B} =B,
i=1

¢ limitato per ipotesi, segue che B’ ¢ limitato in (I')" e quindi
B in [*°.
" <" Dal teorema di rappresentazione del duale di [P sappiamo
che per ogni a € [P 'applicazioni T, : I? — R definita da T, (b) :=
Z;’il a;b; € lineare e continua. In particolare T, trasforma sottoin-
siemi limitati di [P in sottoinsiemi limitati di R. Se B é limitato in
[P allora, per ogni a € [P, 'insieme T,(B) = B, ¢ limitato in R.
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica

Primo parziale-Secondo parziale-Totale di Analisi Funzionale
Ferrara, 20.01.2017
(1) (Primo P=21 punti, T=11 punti) Sia (bi)ren una successione
di numeri reali. Sia X = ¢y munito della norma || - ||« e per ogni
k € N sia Ty : X — X il funzionale definito da

Tk‘(a) = (a1b17a2b2a T 7ak:bk:7030707 o )(E COO)

per ogni a = (an)nen € X.

(a) (P=7+6 punti, T=443 punti) Dimostrare che T} ¢ lineare
e continuo e che |[Ty||z(x x) = sup; <<y ||bi;

(b) (P=8 punti, T=4) supponiamo che Ya € X la successione
(Tk(a))y sia convergente in X. Dimostrare che (bg)ren € 1°°.

(¢c) (P=3 punti, T=2) Provare che se (bg)r € [*° allora per
ogni a € X la successione (Ti(a))r converge (in X) a T(a) :=
(arbr)ken-

(2) (Primo P= 10 punti, T=5 punti) Sia 1 < p < oco. Per ogni
n € Nsia T, : I[P — R un funzionale lineare e continuo. Supponiamo
che per ogni a € [P Flim,, oo Tp(a) € R . Provare che 3b € ¥ tale

che
o0

(1) lim Ty(a) = > abi Va=(an)nen € I

1=
@) (bl < liminf [T gsy < +oo.
(3) (Secondo P=21 punti; T=10 punti) Sial <p<ooe

By ={g€ L (0,1): HQHLP/(()J) <1}
Sia (fn)nen € LP(0,1) tale che per ogni n € N

1
swp | [ g(o) fulo)de] <2
gGBLp/ 0

Provare che

(a) (P=6 punti; T=3 punti) sup,cy || fnllp < 2;

(b) (P=10 punti; T=5 punti) se 1 < p < 400 esiste una sot-
tosuccessione (fx, )nen ed esiste f € LP(0,1) tale che (fx, )nen
converge debole ad f in LP(0,1) (se p = oo esiste una sotto-
successione (fi, Jnen ed esiste f € L>°(0,1) tale che (fx,)nen
converge debole* ad f);

(c) (P=5 punti; T=2 punti) ||f||, < 2.

(4) (Secondo P=10 punti; T=5 punti) Siano X,Y spazi di Banach
su R esia T : X — Y un’applicazione lineare tale che se x,, — 0 in
X allora ||T'z, ||y — 0. Provare che T' é continuo.
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(1) Sia (bx)ken una successione di numeri reali. Sia X = ¢p munito della
norma || - ||« € per ogni k € N sia Tj, : X — X il funzionale definito
da

I%(a) ::(a1b17a2b2a"' 7akbk7070707"')<€ COO)

per ogni a = (an)nen € X.
(a) La linearita e facile. Riguardo la continuita osservare che per
ogni a = (an)neny € X
[[Tk(a)|loo = sup |a;bi| < sup |a;|- sup |b]
1<i<k 1<i<k 1<i<k
da cui segue che T}, & continuo e che ||T||z(x,x) < supy<;<y |bil;
Inoltre, fissato 1 < j < k tale che

sup |b;| = b;
1<i<k

e posto ej = (83)n, si ha che llejlloe = 1 e Ti(ej) = bj da cui

Tkllzex,x) = [bj] = sup [byl;
1<i<k

(b) se Ya € X la successione (T (a))r sia convergente in X, si ha
che Va € X

sup ||Tx(a)||oo < +00.
keN

Essendo X uno spazio di Banach con la norma ||- ||, applicando
il Teorema di Banach-Steinhaus, segue che

sup || Tkl z(x,x) < +o0
keN

ossia supye |bk| = supren SUPy <<k |bi| < 400. Quindi (bg)ken €
%0,

(c) Se (bg)r € 1> allora T'(a) := (arbg)ren € co per ogni a € X e
[Tk (a) — T(a)lloc = sup |anbn| < |[b]|oc sUP |as|.

n>k n>k

Poiche a € c¢p, per ogni € > 0 si ha che esiste ng € N tale che
lan| < m per ogni n > ng. In particolare per ogni k > ng
segue che

1Tk (a) — T(a)|loo < €.

Questo implica che la successione (Tx(a)), converge (in X) a
T(a).

(2) Poiche per ogni a € [P lim,,,o Ty, (a) € R, applicando il Teorema di
Banach-Steinhaus, vale che 'operatore T'(a) := lim, 00 T (a) (lim-
ite puntuale di operatori lineari e continui su IP) é esso stesso lineare
e continuo, ossia T' € (IP)’, e

1T @ey < Tminf [[T5,]]gry < 400
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Dal teorema di rappresentazione del duale di P, si ha che 3b € v
tale che T'=Tj, e ||T'|| @y = ||b]|,y- In particolare

nh_{réoT Zal i Va=(an)nen € P
e
1Blly = [T}y < lim inf |||y < +oo.

(3) (a) Siosserviche, definito T}, : P — R come T}, ( fo x)dz,
dal teorema di immersione di ¥ in (lp ), si ha che T € un op-
eratore lineare e continuo di norma

(1) HTnH(lp’)/ = anHp
Inoltre, per definizione di norma di un operatore, vale che
@ [Ty = swp To(o) = sup | / 2)da].
geB_

Lp

Mettendo insieme (1) e (2) si ottiene che
wpllfall = sup | [ otiutoie] <2

(b) se 1 < p < 400, essendo LP uno spazio riflessivo, esiste una sot-
tosuccessione (fx, )nen ed esiste f € LP(0,1) tale che (fx, )nen
converge debole ad f in LP(0,1). See p = oo, essendo L il
duale di L' che é uno spazio separabile, esiste una sottosucces-
sione (fx, Jnen ed esiste f € L°(0,1) tale che (f%, )nen converge
debole* ad f;

(c) Poiche (fk, )nen converge debole o debole * ad f si che

I f1lp < liminf f, <2.
n—00

(4) Applichiamo il teorema del grafico chiuso. Sia z, = 0in X e T'x,, —
ye€YinY. Allora z, — 0 in X e quindi |[|Tzy|ly — 0. Poiche
|| Tzn|ly — ||ly|ly otteniamo che ||y|| = 0 ossia y = 0. Quindi T" &
continuo.
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica

Secondo parziale-Totale di Analisi Funzionale
Ferrara, 2.02.2017

(1) (T=13 punti) Sia b € R un numero reale. Sia X = ¢y munito della
norma || - ||« € per ogni k € N sia Tj, : X — X il funzionale definito
da

Ti(a) = (a1b, agb®, -+ ,axb*,0,0,0,- - )(€ coo)

per ogni a = (an)nen € X.

(a) (T=7 punti) Dimostrare che T}, ¢ lineare e continuo e calcolare
la sua norma al variare di b € R;

(b) (T=4) supponiamo che Va € X la successione (T (a))y sia con-
vergente in X. Dimostrare che [b] < 1.

(¢) (T=2) Provare che se |b| < 1 allora per ogni a € X la succes-
sione (Ty(a))x converge (in X) a T'(a) := (apb®)pen.

(2) (T=3 punti) Siano X e Y spazi di Banach e sia (Ty)acr, To : X —
Y, una famiglia di funzionali lineari e continui. Supponiamo che
Vx € By esista ¢, € RT tale che

sup | Ta @)y < -
acl

Si provi che esiste C' € RT tale che

sup || Tullz(x,v) < C.
acl

(3) (Secondo P=8+46+46 punti; T=4+3+2 punti) Sia 1 < p < 0.
Per ogni n € N sia f, € LP(0,1) e sia T}, : L” (0,1) — R definito da

10) = [ )@
Supponiamo che Vg € Lp'(O, 1) Flimy—00 Tn(g) € R.
Provare che 3 f € LP(0,1) tale che
() Tty o0 To(g) = Ji' F@)g(2)d Vg € TP (0,1);

(b) se p < +oo allora f,, — f in LP(0,1), mentre se p = oo allora
fo = fin L®(0,1);

(¢) M fllp < lminf, oo [ fullp < +o0.

(4) (Secondo P=11 punti; T=6 punti) Siano X,Y spazi di Banach
suR esia T : X — Y un’applicazione lineare. Provare che se X &
riflessivo allora T' & continua se e solo se T(Bx) ¢ o(Y,Y’)-compatto.
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica

Totale di Analisi Funzionale
Ferrara, 21.02.2017

(1) (T=13 punti) Sia b € R un numero reale. Sia X = ¢y munito della
norma || - ||« € per ogni k € N sia Tj, : X — X il funzionale definito

da
ap ag ag

(b’b2’m S
per ogni a = (an)nen € X.
(a) (T=7 punti) Dimostrare che T}, ¢ lineare e continuo e calcolare
la sua norma al variare di b € R;
(b) (T=4) supponiamo che Va € X la successione (T (a)) sia con-
vergente in X. Dimostrare che [b] > 1.
(¢) (T=2) Provare che se |b| > 1 allora esiste T' € L(X) tale che

Ti(a) = 0,0,0,---)(€ coo)

li T, —T = 0.
kljgoﬂ k= Tllzex)

(2) (T=3 punti) Siano X e Y spazi di Banach e sia (Ty)aer, To : X —
Y, una famiglia di funzionali lineari e continui. Supponiamo che
esista U intorno di 0 tale che Vo € U 3 ¢, € RT tale che

sup || To(z)|ly < ca-
acl

Si provi che esiste C' € R tale che

sup || Tallz(x,v) < C.
acl

(3) (Secondo P=8+6+6 punti; T=443+2 punti) Sia 1 < p < 0o
e gee L¥(0,1). Sia

1
Kyi= (£ € 0,15 | [ f@)g(a)da] < 1,]151)p < 1)
0
Provare che K, é convesso, chiuso e ¢ debolmente compatto.

(4) (T=6 punti) Siano X,Y spazi di Banach su ResiaT : X —» Y
un’applicazione lineare. Provare che se X ¢ riflessivo allora T ¢
continua se e solo se T(Bx) ¢ o(Y,Y’)-compatto.
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica
Totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 18.07.2017

(1) (16 punti) Sia 1 < p < oo e € R. Per ogni n € N e per ogni
T = (zp)nen € P sia

To(z) = Zﬁkxk
k=1

(a) (6 punti) Si provi che per ogni n € N l'operatore T, : [P — R ¢
lineare e continuo e se ne calcoli la norma al variare di 1 < p <
05

(b) (6 punti) si provi che se |5] < 1 allora, per ogni z € [P la
successione reale (7T),(z))nen € convergente. Posto T'(z) =
lim,, o0 T, (2), dimostrare che T : [P — R & un operatore lineare
e continuo;

(¢) (4 punti) Sia p > 1. Si provi che se per ogni x € [P la succes-
sione reale (T,,(x))nen € limitata allora |G| < 1.

(2) (15 punti) Sia E uno spazio di Banach riflessivo e sia K un sottoin-
sieme convesso e chiuso di F tale che K N By ¢ non vuoto. Provare
che

(a) (6 punti) Yn € N l'insieme K N B; é convesso e debolmente
compatto in F;

(b) (544 punti) se F' & uno spazio di Banach e T': E — F é lineare
e continuo vale che T'(K N By) é debolmente compatto in F' ed
esiste il mingegnp, ||T(z)]].
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica
Totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 12.09.2017

(1) (16 punti) Sia 1 < p < co. Per ogni n € N e per ogni = = (z1)ken €

[P sia
n

1
k=1

(a) (5 punti) Si provi che per ogni n € N 'operatore T, : I — R
¢ lineare e continuo e si esprima la sua norma;

(b) (6 punti) si provi che per ogni = € [P la successione reale
(T (z))nen € convergente. Posto T'(z) := limy, oo Tn(x), di-
mostrare che T : [P — R & un operatore lineare e continuo. Si
calcoli la norma di 7T nel caso p = oo;

(c) (5 punti) dimostrare che ||T,, —T'[|py — 0 per n — oo.

(2) (15 punti) Siano E, F' due spazi di Banach e sia T : E — F lineare,
continuo e biettivo e X C FE un sottoinsieme convesso e chiuso.
Provare che

(a) (4 punti) T'(K) é chiuso in F}

(b) (3 punti) T'(K) é convesso;

(¢) (4 punti) T'(K) é debolmente chiuso in F;

(d) (4 punti) se F' é riflessivo e K é limitato, allora T'(K') é debol-
mente compatto in F.
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Primo Parziale di Analisi Funzionale

Ferrara, 27.11.2017

(1) (21 punti) Sia a € R tale che |a| < 1. Per ogni = (zg)gen € [*°
sia

T(z) := (a"zp)pen.

(a) (8 punti) si dimostri che T € L£(I°°,1') e si calcoli la norma
Tl 2o 1)3
(b) (7 punti) si dimostri che T" € L£(I*°) e si calcoli la norma

T 2o );
(c¢) (6 punti) considerando T : > — [*° si definisca l'operatore

T (z) == T(T" L(x)).

Si provi che 7" — 0 in L£(I*°) e che la successione (Sp)nen

definita come .
Sp 1= Z TF
k=1

converge nello spazio L£(1°°).

(2) (10 punti) Sia a € R tale che per ogni (z,,), € I! la successione
(a"xzy)n € 1. Dedurre che |a| < 1.

Suggerimento: si studi la convergenza puntuale degli operatori 7, :
I — R definiti come

T,.(z):= Z aFxy,
k=1
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Compito scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 16.01.2018
(1) (Primo P=23 punti; T=11 punti.) Si munisca lo spazio ¢y della
norma || - ||oo. Sia a = (ay)n una successione. Per ogni n € N e per
ogni x = (x)keN € ¢o sia T,,(z) € coo definito come

To(z) := (@171, -+, 0p7y,0,0,---).

(a) (Primo P=7 punti; T=4 punti). Si dimostri che 7,, €
L(co,1') e si calcoli la norma Tl £(co,1)3
(b) sisupponga che per ogni x = (z,), € co la successione (a,xy,), €
I*. Posto T'(x) := (anTp)n, si dimostri che
(i) (Primo P=8 punti; T=4 punti) per ogni = € ¢y vale
To() — T(@)l|1 — 0 ¢ T € £(co, 1V);
(ii) (Primo P=8 punti; T=4 punti) a € ' e T £(eoary <
lal 1.

(2) (Primo P=8 punti; T=4 punti.) Sia X uno spazio di Banach e
sia T € L(X) tale che ||T||zx) < 1. Si definisca T° = Id e per ogni
n € Nsia T" := T o T" L. Provare che la successione S,, : X — X
definita da

n

k

Sn(z) = —
— k+1

T (2)
é convergente in £(X) ad un operatore S di cui si chiede di stimare
la norma.

(3) (Secondo P=84-8+6+45+4 punti; T=5+4+34242 punti) Sia
l<p<ooef,geLV(0,1). Posto T : LP(0,1) — R

/ f(@)e(@)dz + ¢l

[§]
Koi=fpe 20,1 | [ pli@i <1+ 1l < 1),

provare che
(a) Yn € N l'insieme K, é non vuoto, convesso e debolmente com-
patto;
(b) Toperatore T' é convesso e semicontinuo inferiormente rispetto
alla topologia debole;
(c) Yn e N Jdy, € K, tale che T'(¢,) = mingex, T(p)
(d) (¢n)n ammette un’estratta debolmente convergente in LP(0, 1);
(e) se (¢k,)n converge debolmente a @ in LP(0,1) allora T(p) =
mingec g, T'(p) dove

={pe LP(0,1): |/ z)dz| < 1,[|pllp, < 1}
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(1) (a) La linearitd dell’operatore T,, ¢ facile. Riguardo la continuitd
osservare che per ogni = (2, )nen € ¢o

n n
1 Tn(@)ll = ) lazwl < (D laal) 2]l
i=1 i=1

da cui segue che T;, & continuo e che ||Ty||z(c 1) < (D05 lail;

Inoltre, scelto 1,, = (1,1,...,1,0,...)(€ cp)) si ha che ||1,]|cc =
——
n
leT,(1,) = (a1,a2,...,a,,0,...) da cui
————

n

n

1Tl 2oty 2 W Tn(La)lle =) lasl.
=1
Quindi [|T|| e,y = 223y laal.

(b) (i) se per ogni x = (z,)n € o la successione (a,x,), € I}, si
ha che

|Tn(z) = T(@)|[1 = Y laai| =0

i=n+1

per n — oo perche’ coda di una serie convergente. Da
uno dei corollari del Teorema di Banach-Steinhaus, si ha
che l'operatore T é un operatore lineare e continuo tra gli
spazi di Banach ¢ e I, ossia T € L(co,I');

(ii) Applicando il Teorema di Banach-Steinhaus, si ha che
SUPpen || Tnll£(co,1) < +00 da cui

n
sup Z la;| < 400
neN’

ossia > |a;| < +o0. Quindi a € I'. Dal Corollario di
BS, segue che

n
T ooy < Tminf [ T[] ey 1) = linlgig.}fz; lai| = lallx
=

(2) Applichiamo il criterio di Weistrass sulla convergenza totale di una
serie. Poiche’ vale che [|T"|[zx) < HTHZ(X) ed osservando che

\kiﬂ\ < 1 segue che

=k >k = Tl zex)
E Tk :E TR < E TR ) = ——
k:1|’k+1 HX k:1k+1|’ HX 7k:1H HE(X) 1_HTH£(X)
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Per il criterio di Weistrass (applicato nello spazio di Banach £(X))
segue che la successione S,, converge in £(X) all’ operatore

<k
P k+1
di norma
T 2ex)
18lleco) = Jim fISnlleeo < 1 Tl 2(x)

(3) (a) E facile osservare che 0 € K, Vn € N e pertanto I'insieme K,

¢ non vuoto. Sia 9, il funzionale lineare e continuo su L? dato
da

1
| 5,(0) = | elalg(a)da
Byi={p € IP(0,1) ¢ |S,(¢)l <1+

Essendo E,, un sottolivello del funzionale convesso |S,| vale che
E,, e convesso. Essendo K,, = Brr N E, dove Brpr ¢ la palla
unitaria (convessa!) di LP, segue che K, ¢ convesso. Inoltre
Sy € continuo forte. Pertanto anche |S;| é continuo forte (la
composizione di funzioni continue ¢ continua) e pertanto K, =
1Sg171([0, £]))N By & chiuso fortemente. Siccome K, & convesso,
chiuso fortemente e limitato in L? che e riflessivo, segue che é
debolmente compatto.

(b) l'operatore T é convesso e continuo in quanto somma di un
operatore lineare e continuo su LP (per il teorema di rappre-
sentazione) e della norma che é convessa e continua. Quindi,
essendo T' continuo fortemente e convesso, T € semicontinuo
inferiormente rispetto alla topologia debole;

(c) basta applicare il Teorema di Weiestrass su spazi riflessivi (con
K,, convesso, chiuso, non vuoto e limitato);

(d) per ogni n € N vale che ¢, € E,, C Brr. Quindi (p,), é una
successione limitata in LP che é uno spazio riflessivo e pertanto
ammette un’estratta debolmente convergente in LP(0, 1);

(e) supponiamo che (¢, ), converge debolmente a ¢ € Brpr in
LP(0,1). Prima di tutto osserviamo che per ogni n € N

1
Sylor)| 1+ -

Pertanto (sfruttando il fatto che anche |Sy| é continuo debol-
mente) vale che

1S5(@)] = Tim [Sy(n)] <1
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()

ossia
p € K.

Inoltre osserviamo che Ky C K, per ogni n € N e pertanto per
ogni ¢ € Ky vale che

T() > min T = T(0,,).
M—f&& (¢n)

Passando al liminf (e sapendo che T' & semicontinuo debolmente)
vale che

T(p) 2 liminf T'(py) > T(p).

Le proprietd (5) e (6) implicano la tesi.



