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CAPITOLO 1

Spazi di Banach

1. Alcuni importanti teoremi negli spazi di Banach

Molti problemi dell’ Analisi possono essere affrontati piu facilmente qualo-
ra vengano posti in un contesto astratto scelto opportunamente. La
teoria degli spazi di Hilbert non sempre ¢ opportuna poiché la nozione
di ortogonalita & qualcosa di molto particolare. La classe degli spazi di
Banach si adatta ad un maggior numero di situazioni. Qui di seguito
studieremo alcune proprieta fondamentali di tali spazi.

Definizione 1.1.1. Siano X, Y due spazi lineari normati e sia A
un’applicazione lineare da X in Y. Chiamasi norma di A:

Ax
(1.1) ||A|]:sup{HH:U’H, xz e X, x;&O}.

Se ||A]] < +o0, A si dice “applicazione lineare limitata”.

In (1.1), ||z|]| e lanorma di z in X, [[A x| e lanormadi Az in Y. Capitera
sovente di avere a che fare con norme diverse; il contesto indichera
chiaramente a quale ci si riferisce.

Osservazione.

- E semplice verificare che A : X — Y ¢ limitata se e solo se A ¢
continua o se e solo se A é continua in 0.
- Notiamo che per la linearita di A si ha:

{HAazH, xeX\{O}}:{HAEH, e X, ngzl},

ol
siccheé
Al =sup {|Az], zeX, |all=1}.

1



2 1. SPAZI DI BANACH

- Osserviamo inoltre che ||A|| ¢ la pitt piccola costante c tale che
la disuguaglianza

[Az] < cllz]

valga per ogni x € X.

- E talvolta utile ricordare la seguente interpretazione geometri-
ca: A applica la sfera chiusa unitaria, ossia [I’insieme
{r € X : ||z|| < 1}, nella sfera chiusa in Y con centro 0 e
raggio ||Al].

- Quando Y é R o C, una trasformazione lineare limitata da X
in Y si suole chiamare “funzionale lineare limitato”.

L’utilizzazione della completezza negli spazi di Banach e spesso collegata
al seguente teorema (di Baire) riguardante gli spazi metrici completi,
teorema che ha altresi molte applicazioni in altri rami della matema-
tica. Esso implica due dei tre pitu importanti teoremi che rendono gli
spazi di Banach un utile strumento in Analisi: il teorema di Banach—
Steinhaus ed il teorema dell’applicazione aperta. Il terzo ¢ il teorema di
prolungamento di Hahn—Banach, nel quale la completezza non giuoca
alcun ruolo.

Teorema 1.1.2 (di Baire). Se X ¢ uno spazio metrico completo,
Pintersezione di ogni famiglia numerabile di sottoinsiemi di X aperti e
densi é densa in X.

In particolare, salvo il caso banale X = (), I'intersezione non ¢ vuota.
Questa immediata conseguenza del teorema di Baire e utilizzata piu
frequentemente del teorema stesso, quindi la chiamiamo:

Teorema 1.1.3 (di Baire in “forma debole”). In uno spazio metrico
non vuoto e completo ogni successione di aperti densi ha intersezione non
vuota.

Ricordiamo che A si dice denso in B se A D B. In particolare, A
¢ denso in X se A = X, ossia se ogni aperto non vuoto ha intersezione
non vuota con A.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DI BAIRE. Sia {V}};cn una succes-
sione di insiemi aperti e densi in X. Sia W un arbitrario sottoinsieme di
X aperto e non vuoto. Dobbiamo provare che (] Vj; ha un punto in W.

Sia d la metrica di X; indichiamo
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(1.2)
S(z,r)={ye X : dly,x)<r}; Sx,r)={yeX : dly,z)<r}.
Osserviamo che, in generale, abbiamo
S(,r)={ye X : dly,z) <r} #{ye X : d(y,z) <r}.

Poiché V7 & denso, W N Vi & un insieme aperto non vuoto, possiamo
quindi trovare x1 ed 7y tali che:

(1.3) S(x1,m) CW NV

non e restrittivo supporre 0 < rq < 1.
Poiché V5 & denso, linsieme Vo N S(x1,71) € aperto non vuoto,
esistono quindi x2 € Vo N S(xy,71) ed ro > 0 tali che
1

S(xz2,7r2) C Vo N S(x1,7r1); non & restrittivo supporre ro < 7
Supponiamo n > 2 e che r3,z4,...,Tn_1,73,74,...,Tn_1 Siano stati
scelti in modo tale che:

Y S— 1
S(ml,TZ)CWﬁS(SUl,l,’I‘l,l); 7“1<7; [=2,...,n—1.

Poiché V,, € denso, linsieme V,, N S(zp—1,7,—1) € un aperto non vuoto,
esistono quindi z,, € V,, N S(xp—1,7n—1) € 7, > 0 tali che

1
(1.4) S(xp, ) C VNS (Xp—1,Tn-1); 0<r,< -

Per induzione questo procedimento fornisce una successione

{xn}nEN - X.
Se i > j > n la costruzione di {z,} mostra che

S(xi, i) C S(xj,7r5) C S(zp, ) C ... C S(x1,71) CW

e che z; e x; glacciono entrambi in S(zp,7,), sicche z; € S(zj,r;) e

1 1
dlz;,xz) <r;<—-<—.
(i, z;) iIS7=n
Quindi {z;} & una successione di Cauchy. Poiché X & completo, esiste
un punto x € X tale che x = lir}rl Tn-
n—-+oo

Se i > n, z; € S(xy,r,). Quindi z appartiene ad ogni S(xy,my)
e (1.4) mostra che x appartiene ad ogni V;,. D’altra parte, per (1.3),
x € W. Con cio la dimostrazione ¢ completa. O
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Definizione 1.1.4. Sia X uno spazio topologico. Un sottoinsieme
E di X si dice “mai denso” se la sua chiusura E non contiene alcun
sottoinsieme aperto non vuoto di X.

Proposizione 1.1.5. Siano X uno spazio topologico ed E un suo
sottoinsieme. Valgono le seguenti proprieta:

a) se E & mai denso, anche E gode della stessa proprieta;
b) se E é chiuso, E é mai denso se e solo se il suo complementare
CE ¢ denso in X.

DIMOSTRAZIONE. La proprieta a) ¢ immediata conseguenza della
definizione di “insieme mai denso”.
Verifichiamo la proprieta b).

IPOTESI: E & chiuso;
TEsI: E ¢ mai denso se e solo se 0F & denso.

Se E ¢ mai denso, allora E non contiene nessun aperto non vuoto.
Poiché per ipotesi £ = E, E non contiene nessun aperto A non vuoto.
Cio & quanto dire che ogni aperto A non vuoto interseca CE. Quindi CF
¢ denso.

Viceversa, se CE & denso, allora per ogni aperto A non vuoto si ha
CEN A # (), ossia E non contiene nessun insieme aperto A non vuoto.
Essendo E = E, allora E non contiene nessun insieme A aperto non
vuoto; cio & quanto asserire che E € mai denso. O

Definizione 1.1.6. Ogni unione numerabile di insiemi mai densi
in X si dice di “prima categoria”. Tutti gli altri sottoinsiemi sono di
“seconda categoria” (terminologia di Baire).

Il teorema di Baire & talvolta chiamato “Teorema della categoria”. Cio
perché vale la seguente:

Proposizione 1.1.7. Il “Teorema di Baire in forma debole” (Teo-
rema 1.1.3) e equivalente all’affermazione:

(1.5) ogni spazio metrico completo é di seconda categoria.

DIMOSTRAZIONE. Se (1.5) non fosse vera esisterebbe uno spazio me-
trico completo X di prima categoria e quindi esisterebbe una successione
{E;} di sottoinsiemi mai densi tali che

UE =x.
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Allora

UEj:X

e, passando al complementare, si avrebbe:
(1.6) (\CE; =0.

E; ¢ mai denso e quindi tale & anche E; (cfr. Proposizione 1.1.5 a)),
onde CFE; & un aperto denso (cfr. Proposizione 1.1.5 b)), quindi se
(1.6) fosse vera, nello spazio metrico completo X si avrebbe una succes-
sione di aperti densi con intersezione vuota, ma cio & assurdo, perché
contrasterebbe con il teorema di Baire (e con la sua forma debole).
Viceversa, supponiamo che non valga il teorema di Baire in forma
debole. Esiste allora una successione {4;} di sottoinsiemi aperti e densi
in X tali che N A; = 0. Allora |JCA4; = X. Per b) della Proposizione
1.1.5, E; := CA; ¢ mai denso. Quindi X & di prima categoria; cid
contraddice (1.5) e completa la dimostrazione della Proposizione. O

Nel seguito dimostreremo due importanti teoremi, il “Teorema di
Banach—Steinhaus” ed il “Teorema dell’applicazione aperta” che si fon-
dano sul teorema di Baire.

Teorema 1.1.8 (di Banach—-Steinhaus). Siano X uno spazio di Ba-
nach, Y uno spazio lineare normato e {A,} una famiglia di applicazioni
limitate di X in Y, dove « varia in un insieme di indici A. Allora o
esiste un M € R tale che:

(1.7) Au| <M VYacA
oppure
(1.8) sup [[Aa(z)] = +oo

per tutti gli © appartenenti ad un sottoinsieme denso in X.

Un’altra formulazione (ovviamente equivalente) della tesi é:

o sup ||[Aq|| < +o0
[0
oppure {m : sup [|[An(z)]| = —i—oo} ¢ denso in X.
(03

In termini geometrici, le alternative sono le seguenti: denotiamo con
U la sfera unitaria di X centrata nello 0. Allora o esiste una sfera B in
Y (diraggio H e centro 0) tale che A, (U) C B, per ogni «, oppure esiste
un xo (in effetti vi € un insieme denso di x siffatti) tale che nessuna sfera
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di Y contiene {Ay(zo); o € A}.

Il teorema viene talvolta chiamato “Principio di uniforme limitatez-
za” o anche “Teorema dell’alternativa”.

DIMOSTRAZIONE. Poniamo:

¢(z) = sup [|Aa (2)|lv, reX

Vio={zx e X : p(x)>n}, n=12,....
Poiché A, ¢ continua da X in Y e poiché y — ||y|ly € continua da
Y in R, allora * — ||Aq (2)||y € una funzione continua da X in R e
quindi ¢ semicontinua inferiormente. Ricordiamo che I’estremo superiore
di una famiglia di funzioni semicontinue inferiormente ¢ una funzione
semicontinua inferiormente, pertanto ¢ € inferiormente semicontinua e
ogni V,, & aperto.
Si presenta ora l’alternativa:

a) uno degli spazi V,,, denotiamolo Vi, non e denso in X;

b) ogni V,, & denso in X.
Nel caso a), ossia Viy non ¢ denso in X, esiste un aperto W # () in X
disgiunto da Vi e quindi esistono un zg € W ed un r > 0 tali che

lz|| <r = x0+2eW = zo+z¢VN.
Cio significa che ¢(xg + z) < N, per ogni x| < r, ossia:
[1Aa(zo + 2)[| < N,

per ogni a € A e per ogni x con |z|| < r. Poiché x = (z¢ + x) — o,
abbiamo

(1.9) 1A (@) < [[Aa(zo + 2)]| + [[Aa (o) | < 2N,

per ogni @ € A e per ogni x con ||z| < r. Scriviamo ogni z # 0 nella
forma:

z | [l z
S Ll Ag(z) = 0 A (r
=T @ =222 p)
I z
1.1 A, :—HAa T H .
(1.10) Ia@)lly =5 [Aa(r )|,
X X
Poiché HT—H = r, da (1.9) segue HAa r— H < 2N e quindi da
[l ( ||mu) v

(1.10):

2N
[Aa(@) ]y < TH@“HX V.
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2N
La (1.7) & cosi provata con M = —.

r
L’altra possibilita ¢ che si verifichi b), ossia che ogni V}, sia denso in X.
In questo caso, per il teorema di Baire, (| V}, &€ un sottoinsieme denso di
X. Poiché

ﬂV ={z : p(x)>n, Vn}={z : p(xr)=+o0}
la dimostrazione ¢ completa. Il
Dal teorema di Banach—Steinhaus seguono i seguenti due corollari.

Corollario 1.1.9 (Principio dell’'uniforme limitatezza). Siano X
uno spazio di Banach, Y uno spazio normato e {Ay}aca una famiglia
di applicazioni lineari limitate di X in Y. Se per ogni x € X si ha che
{Aa(z)}aca € un sottoinsieme limitato in Y, allora esiste M tale che
|Aal] < M, per ogni a. Sia xzog € X; se I'insieme {Ay(x0)}aca non é
limitato in Y, allora un M siffatto non esiste.

DIMOSTRAZIONE. La frase “per ogni = l'insieme {Ay(x)}aca € lim-
itato in Y significa:
sup [[Aa(z)| = M(z) < oo,
a€cA
quindi la frase nega (1.8) e, per il teorema di Banach—Steinhaus, vale
(1.7).
Se per un g € X si ha sup ||Aq(z0)|| = +oo, allora (1.7) non pud

acA
valere: se fosse

|Aall < MV a,
si avrebbe
[Aa(zo)ll < [[Aall - [lzoll < M - [lzol| ¥ «
e quindi sug |Aa(z0)|| < oo, contro l'ipotesi. O
ac

Corollario 1.1.10. Sia {A,},en una successione di applicazioni li-
neari continue su uno spazio di Banach X a valori in uno spazio normato
Y. Supponiamo che per ogni x € X esista lim A, (z) = A(z). Allora A

n—oo

é un operatore lineare limitato su X a valori inY e

(1.11) |A|l < min lim ||A,]].

DiMOSTRAZIONE. E immediato verificare che A & lineare.
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In uno spazio metrico ogni successione puntualmente convergente e
limitata. Per il Corollario 1.1.9, esiste allora M tale che

(1.12) sup [[An|| < M.
n
Da
[An ()| < [[An] - [l]
segue
min lim ||A,(z)]| < min lim ||Ay,| - [|z||
n—oo n—oo
e, poiché lim ||A,(z)]| = [[A(x)]|, si ha
n—oo
A)] < min tim [[A,] - la].
La (1.12) assicura che min lim [|A,|| < M. Quindi, per la definizione di
n—oo
norma di un operatore
|A]| €< min lim ||A,]| < oco.
n—oo

O

Osservazione 1.1.11. Il Teorema 1.1.8 ed i Corollari 1.1.9, 1.1.10
sono falsi se si toglie I'ipotesi che X sia completo, come é provato dal
seguente esempio.

Sia X lo spazio dei polinomi x = x(t) = Z a; t, con a; €C,a; =0

Jj=0
eccetto un numero finito. Denotiamo con m(x) il grado del polinomio
x. Per ogni x € X poniamo

] = max]a; .

dove © — ||z|| & una norma su X.
Definiamo una successione di applicazioni A,, : X — C ponendo per

ogni x = x(t) = Zaj t:

J=0

n—1
Ap(z) = Z a;.
j=0

E immediato verificare che A, & lineare, inoltre A,, & limitata, in effetti:

n—1
[An(2)] <D laj| < max|ag| - n=n-||z.
=0 JjEN

Quindi ||A,|| < n.
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Se si considera il polinomio xo(t) =1+t +t> + ... +t""! si ha:
lzoll =15 An(wo) =n,

quindi
[An(z0)|

o] =n, sicche ||A,] =n.

E dunque sup ||A,|| = +oo. La condizione (1.7) del teorema di Banach—
Steinhaus ¢ violata; “dovrebbe” quindi valere la (1.8), ma cosi non é:
fissato un arbitrario polinomio x € X e denotato con m(x) il suo grado,
si ha

n—1 m(x)
= |3 < Dl < (ma)Dsup o] = (mr Dl < oo
=0 =

Cio non contraddice il teorema di Banach—Steinhaus poiché (X, || ||) non
e completo. Per provare cio basta considerare la successione di polinomi

{xk }ken, con

LY
m(t) =) =
=07
oy
Se h >k siha xp—x, = Z —, onde:
: J!
Jj=k+1
I I { k+1<j< h} Lo h, k
xp — Tl = max , perh,k — oo.
h k J (kz—i— 1)! b
Dunque {z} é di Cauchy in X, ma xj non converge in (X, || ||) a nessun
mo
polinomio. Infatti per ogni x = x(t) = Zajtj € X, supposto k > my,
§=0
si ha:
- {50 go<i< f<i<kl>
rp—2z|| = max mo; m —_—
k ]' T J 05 Mo (mO + 1)|

Dunque x, non converge ad x. X non é completo!

Definizione 1.1.12 (Serie). Sia {7}j};en una successione di opera-
tori' continui da X in'Y, con X e Y spazi normati. Si dice che la serie

1Qui e nel seguito “operatore” =“applicazione lineare”
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N
ZTJ converge se per ogni x € X, posto Sy = ZT], esiste in Y il
>0 =0

limite

NLITOO Sny(z) =: S(x).

L’operatore S si dice “somma della serie E T;” e si scrive
j=0
g T; =S.
J=0

Senza ulteriori ipotesi sulla topologia di X, non si puo affermare che S
sia continuo. Cio ¢ vero se X ¢ completo (vedi Corollario 1.1.10). In
ogni caso S & lineare.

Proposizione 1.1.13 (Serie di Neumann). Sia T un operatore
lineare continuo da uno spazio di Banach in se. Se ||T|| < 1, allora I —T
ammette inverso continuo in X dato da

(1.13) (I-7)'=> 1"
k>0
Tk ¢& definito induttivamente da:
TF(z) = T(TFY(z)), k=2,3,...
T%(z) =z, ie T°=1
TH(z) = T()
E
(1.14) =Ty < —
1— |77

La serie a secondo membro di (1.13) si dice “Serie di Neumann”.

DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo provare che:

i) ZTk converge. Sia § = ZT’“;
k>0 k>0
1

1— [T
i) S(I-T)=(I-T)S = 1.

Dalla definizione di T* segue

IT* @) < |71 - 1T (=)

ii) S & continuo e ||S]| <
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e, per induzione
k k
[T (@) < [1T]" - l|l-
Quindi T* & continuo e | T*|| < ||T|*.
N
Posto Sy = ZT"’, per ogni z € X si ha (per N > M):

k>0
(1.15)

N N N
ISw(@) = Su@l = | 3> T @)| < 3 i@ < (S ITIF) lal
M+1 M+1

M+1

Poiché ||T'|| < 1, I'ultima somma tende a zero per M, N — +o00. Quindi
Sn(z) e di Cauchy e, poiché X & completo, ha limite

(1.16) NE)TOOSN(QC) = S(x).

Per il Corollario 1.1.10, .S & un’applicazione lineare continua e ZTk =
k>0
S. Da (1.16) segue (continuita della norma):

(1.17) Jlim ISy (@) = IS@)].

D’altro canto, procedendo come per la (1.15), si ha

|WVH<<XMW)WW

quindi

Jim sv@l < (3 ITIE) el = 5 HNIH
k=0

——+00

Da qui e dalla (1.17) segue

1S (@)]} <

ezl
1- ||T||

ossia

1
17N

Resta da provare iii). Posto T" = I, abbiamo

e

S(I—T)(z) = S(z) — (ST)(z) = lim (ZTk ZTk+1( )):

N—+o00
- k=0
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N N+1
= I k(g) — h ) s
N (.Z‘—I—ZT (z) ZT (z) x;
k=1 h=1
quindi
SI-T)=1.
In modo analogo si prova che (I—T)S = I. La dimostrazione ¢ completa.

O

Teorema 1.1.14 (dell’applicazione aperta). Siano X ed Y spazi di
Banach e A : X — Y un’applicazione lineare continua suriettiva. Allora
esiste un > 0 tale che

(1.18) AUS Y,

dove si sono denotate con U e V le sfere unitarie aperte in X e Y
rispettivamente.

Da (1.18) e dalla linearita di A segue che 'immagine di ogni insieme aper-
to € un insieme aperto. Cio giustifica il nome del teorema. Osserviamo
inoltre che (1.18) equivale a:
(1.19)

“per ogni y con |ly|| < ¢ esiste un x con ||z| < 1 tale che Az = y”.

DIMOSTRAZIONE. Poiché A & suriettiva, dato y € Y esiste un x € X
tale che Az = y. Sia k un numero naturale tale che ||z| < k, allora
x € kU e quindi

y=AzcAkU) e Y | JA(kU).
k
Essendo I’'inclusione opposta ovvia, si ha:
(1.20) Y = JAkY).
k

Poiché Y e completo, per il teorema di Baire, Y ¢ di seconda categoria,
vale a dire Y non € unione numerabile di insiemi mai densi. Poiché
in (1.20) Y & scritto come unione numerabile di insiemi, uno di questi,
A(koU), non & mai denso?. Dunque esiste un aperto W # ) tale che

W C A(koU). Scegliamo un yg € W ed un n > 0 tali che

S(y()ﬂ?) cw.

Quindi
lyl<n = wot+yeW.

2F & mai denso se nessun aperto diverso dal vuoto & contenuto in E
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Per ogni y siffatto si ha

{vo+y, vo} CW C A(koU);

esistono allora due successioni {2}, {z/} C koU tali che

Az —yo; Az —yo+y.
Posto x; = o/ —a} siha |lz;]] < 2k e Az; — y. Abbiamo cosi
provato:
(1.21) Vycon |ly|| <n, I{z;} C2kold t.c. Az; —y.
Posto:
/ Y ' €
(1.22) ?/Zﬁm; 5:77m; y e Y \{0}, >0,

risulta ||3/|| = n e quindi per (1.21)
(1.23) 3 2 tee ||2|| <2k e ||A(2) =] <€

Moltiplicando ambo i termini dell’ultima disuguaglianza per M, la
n

(1.23) si riscrive nella forma:

3 2 te ||| <2ko e HA(HzH m') —yH <e.

Posto
Iyl U
= 70 §= 1
x x, kg
si ha
(1.24) 32 te |z <5yl e |A(x) -yl <e.

Abbiamo cosi provato che esiste § > 0 tale che
(1.25) Yy#0, Ye>0 3 z tec. |z <oyl e |ly—Az| <e.

Questa ¢ quasi la tesi enunciata nella forma (1.19). Sarebbe esattamente
(1.19) se fosse lecito € = 0.

)
Fissiamo y € § Y ed un ¢ positivo. Per (1.25), con 9 luogo di ¢,

esiste x1 tale che

1
(1.26) [z1]l <1 e [ly—Am| < 555.
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0
Ancora per (1.25), con y — Az in luogo di y ed 82—2 in luogo di ¢, esiste
T9 tale che

_ ed
(1.27) leall <67 ly = Al e lly— Awy — Aol < o5

Tenendo conto di (1.26), da (1.27) segue:

€ €0

(1.28) loall < 5 e lly—Aler + )l < S5

Supponiamo che siano stati scelti x1,...,x, tali che
€d

(1.29) ly — Alxy + -+ )| < o

Utilizzando (1.25) con y — A(z1 + - - - +2,) in luogo di y e con € § 2~ (+1)
in luogo di €, si ottiene 'esistenza di x,41 tale che:

€ €d
lznill < o7 ey = Alwr + -+ 2l < 5oz
Per induzione si costruisce cosl una successione {x,,},>1 C X tale che:
€ €d
(1.30) |znll < on 1 © ly = Az + -+ 2| < o

Posto s, = x1+-- -+, la prima di (1.30) mostra che {s, } ¢ di Cauchy
in X. Poiché X & completo, esiste x tale che

(1.31) Sp — .
Per (1.26) e (1.30) si ha

n n
Isnll < llzall + > llagll < 14+ Y277+,

j=2 j=2
quindi
(1.32) |lz]| = lm |[[s,]| <1+e.
n—oo

Per (1.31) e per la continuita di A
As, — Az,
mentre per la seconda in (1.30)
As, — y,

dunque
y=Ax.
Ricordando che y € Y e (1.32), abbiamo provato che

Vy con |lyf<d e Ve>0 Tz te. [[z]|<l+e e Ax=y,
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1.€e.
SYVCA(+ea)lU) & (1+e)7 'V cCAl),

quindi

Ua+e) sy caw.

e>0
Poiché
(1.33) Ua+etsv=0v,

e>0

la tesi € completa.
L’uguaglianza (1.33) & di semplice verifica: si deve provare che

Ua+e)tsvosv,
e>0
ossia che

\4 <d de>0 t.c. < —
y con [yl <6 Fe>0 te [yl <

5
Basta per questo prendere e = ——1, con a € R tale che ||y|| <a <. O
a

Corollario 1.1.15. Siano X e Y due spazi di Banach e A una
trasformazione lineare limitata da X in Y biettiva. Allora esiste un
0 > 0 tale che

(1.34) [Az] = 6.

Ossia A~! & un’applicazione lineare limitata da' Y in X e ||[A7Y| < 5L

DiMOSTRAZIONE. Il teorema dell’applicazione aperta assicura che
esiste un 0 > 0 tale che A(U) D V. Quindi per ogni y, con [ly|| < 4,
esiste x € U tale che Az = y. Per liniettivita di A, tale z & unico.
Dunque

zeX : ||Az|| <0 = |z| <1,
i.e.
lzl =1 = [[Az] =
Per ogni z € X \ {0} ¢ dunque

Al = el A () = =t
Resta cosi provata la (1.34). La trasformazione A~! & definita su Y da

Nly=2 o Az=y".
A=t & lineare e (1.34) implica che ||[A71] < 51 O
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Teorema 1.1.16 (del grafo chiuso). Siano X e Y due spazi di
Banach e A un’applicazione lineare di X in Y. Condizione sufficiente
affinché A sia continua é che valga la seguente proprieta.

“Per ogni successione {x;} C X per la quale esistono i limiti

(1.35) lim z, = =, lim Az, =y

n—oo n—oo

e vero che y = Az”.

DIMOSTRAZIONE. Sia X xY = {(z,y) : x € X; y € Y} il prodotto
cartesiano di X e di Y. In X x Y definiamo 'addizione e la moltipli-
cazione per uno scalare come al solito (per componenti) e definiamo una
norma ponendo

1@l = [lzll +llyll, ¥ (z,y) € X xY.

Si verifica allora agevolmente che X x Y & uno spazio di Banach. 1l
grafo G di A ¢ il sottoinsieme di X x Y formato dalle coppie (z, A x),
con x € X. Dalla linearita di A segue che G € un sottospazio. La
condizione (1.35) dice che G & chiuso. Poiché ogni sottospazio chiuso di
uno spazio completo & completo, G con la topologia indotta da X x Y e
uno spazio di Banach. Indichiamo con P e @ le applicazioni:

P G - X Q : G — Y
(r,Az) — z’ (x,Az) — Az

E immediato verificare che P e () sono continue, P ¢ inoltre biettiva. Per
il Corollario 1.1.15, P~! & allora continua. Essendo inoltre A = Q o P!
si conclude che A ¢ continua. O

2. Il teorema di Hahn—Banach

Teorema 1.2.1 (di Hahn-Banach). Se G ¢ un sottospazio di uno
spazio vettoriale normato E e se g € un funzionale lineare limitato su
G, allora g puo essere esteso ad un funzionale lineare f su E tale che

£ = 1lgll-

Alla dimostrazione premettiamo alcuni commenti. Innanzitutto dire
(nella situazione piu generale) che una funzione f ¢ una estensione di g
significa che I'insieme di definizione di f include I'insieme di definizione
di g e che f(x) = g(x), per ogni x nel dominio di g. In secondo luo-
go le norme ||g|| ed || f|| sono calcolate rispetto ai domini di g ed f;
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esplicitamente:

ol =sup {90 we ), st = o N s e ).

] ]

Dimostreremo il teorema di Hahn—Banach in due passi, supponendo
in successione:

i) siano E uno spazio vettoriale reale, g un’applicazione lineare a
valori reali soddisfacente opportune condizioni;

ii) siano E uno spazio vettoriale reale normato, g un’applicazione
lineare continua a valori reali.

Il “cuore” della dimostrazione del teorema € nel primo passo i), il punto
ii) ¢ un importante corollario di i).

Per la dimostrazione del teorema si fa ricorso al lemma di Zorn che
ricordiamo qui di seguito dopo aver ricordato alcune nozioni della teoria
degli insiemi ordinati.

- Sia (P, <) un insieme munito di una relazione d’ordine (parzia-
le). Diciamo che un sottoinsieme ) C P ¢ totalmente ordinato
se per ogni a,b € @ si ha almeno una delle relazioni a < b o
b<a.

- Sia ) un sottoinsieme di P, diciamo che ¢ € P & un maggiorante
di @ se per ogni a € Q si ha a < c.

- Diciamo che m € P & un elemento massimale di P se, per ogni
x € P tale che m <z, si ha x = m.

- Infine diciamo che P e induttivo se ogni sottoinsieme totalmente
ordinato di P ammette un maggiorante.

Lemma 1.2.2 (di Zorn). Ogni insieme ordinato, induttivo, non
vuoto ammette elemento massimale®.

Teorema 1.2.3 (di Hahn-Banach - forma analitica). Sia E uno
spazio vettoriale su R e sia p : E — R un’applicazione per la quale
valgano le seguenti condizioni:

(2.1) p(Az) = Ap(zx) VeeE,VA>0

(2.2) plr+y) <p(x)+ply) Va,yek.

Sia inoltre G C FE un sottospazio vettoriale e g : G — R un’applicazione
lineare tale che:

(2.3) g(z) < p(x) Vzed.

383 puo trovare una dimostrazione del lemma di Zorn a partire dall’assioma della
scelta in N. Dunford—J. Schwart, “Linear operation” vol. 1, Teorema 1.2.7
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Allora esiste f : E — R lineare che prolunga g, cioé
flx)=g(x) Vzed

e tale che
flx) <p(x) VzelkE.

DiMOSTRAZIONE. Un’applicazione lineare h a valori reali definita su
un sottospazio di E' € completamente individuata da tale sottospazio, che
denoteremo D(h), e dalla legge h : D(h) — R. Consideriamo 'insieme

i) D(h) € un sottospazio vettoriale di E;
ii) G € D(h);
P=< h:D(h)— R t.c iii) h ¢ lineare;
iv) h prolunga g;
v) h(z) < p(z), per ogni x € D(h)

Muniamo P della relazione d’ordine:
(2.4) h1 <hy < D(hy) C D(ha) e hy prolunga h;.

E chiaro che P non & vuoto poiché g € P. Proviamo che P ¢ induttivo.

Sia @ = {hj}ier, dove I & un arbitrario insieme di indici, un insieme
totalmente ordinato di elementi di P. Definiamo

D(h) = JD(h) e h(z)=hi(z) se x € D(h).
il

Si verifica che questa definizione ha senso, i.e. che D(h) € un sottospazio
di E, h(x) & univocamente definito per ogni « € D(h), h appartiene a P
ed & un maggiorante di Q.
Per il lemma di Zorn, P ammette un elemento massimale che denotiamo
f. Proviamo che il dominio di f ¢ F; cio completera la dimostrazione.

Ragioniamo per assurdo e supponiamo che D(f) ; E. Sia zy €
E\ D(f). Definiamo un’applicazione h ponendo:

{D(h) = D(f) + Ruo;
h(zx +tzg) = f(x)+ta, x €D(f), teR,

ove a ¢ una costante che sara scelta in modo tale che h € P. A tal fine
dovra essere:

h(xz +txo) < p(x + txo) Ve eD(f), Vt eR,
vale a dire

(2.5) flz)+ta <plx+tzg) VzeD(f), VteR.
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Grazie all'ipotesi (2.1), e sufficiente verificare che (2.5) vale per t =1 e
per t = —1, ossia che:

f@) ta < pletm), Voe D)
(26) {f(w)—a < plx-m), VxeD(f)

Resta cosi da provare che e possibile scegliere a in modo tale che

fy) —ply—z0) <a  VyeD(f),
a<p(@+mz)— flz) VzeD(f)
Quindi
sup {f(y) —ply —z0)} <a < inf {p(z+x0)— f(z)}.
yeD(f) z€D(f)
Una tale scelta e possibile poiché vale

fy) —ply —w0) < p(x+20) — f(x)  VaeD(f), Yy e D(f);

infatti, grazie a (2.2), risulta:

f@)+ f(y) = fz+y) <plz+y) <plx+z0) + ply — 20).

Si conclude che f & maggiorata da h e che f # h; cio contraddice la
massimalita di f. O

Notazioni. Indichiamo con E’ il duale topologico di E, cioé lo
spazio delle applicazioni E — R lineari e continue. E’ & munito della
norma

1) Ile= s = s () = i)

seeoy 12lle  zempop!” Mzl lzl|=1

Corollario 1.2.4. Sia G un sottospazio vettoriale di E e sia
g : G — R un’applicazione lineare continua di norma ||g||cr = sup g(z).
zeG

llzll=1

Allora esiste f € E' che prolunga g e tale che || fllg = |lgllc-

DIMOSTRAZIONE. Applicare il Teorema 1.2.3 con p(z) = ||g|¢ - ||z|-
]

Corollario 1.2.5. Per ogni xg € F esiste fy € E' tale che

1 foll = llzoll € {fo,z0) = [|zol|®

(ricordiamo che (fo,x0) := fo(zo))-

DIMOSTRAZIONE. Applicare il Corollario 1.2.4 con G = Rzxg e
g(tzo) = t||zol||?, con t € R. O
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Corollario 1.2.6. Per ogni x € E si ha:

(2.8) [zl = sup [(f, z)[ = max [(f,z)]
feE! feEE
IF<1 llF<1

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo xg # 0. Evidentemente da
[(f,zo)l < IfIl-llzoll  VfEE, VaoeE

segue
sup |(f,zo)| < [|lzol|-
feE!
IIFlI<1

D’altra parte, per il Corollario 1.2.5, sappiamo che esiste fy € E’ tale

che || foll = l|lzoll e {fo,z0) = ||xo|/?>. Poniamo:
fi=lzoll™" fo
di modo che
[fall =1
e (f1,2z0) = [lzol =" (fo, o) = [|zoll -

Forme geometriche del teorema di Hahn—Banach

Sia F uno spazio vettoriale normato.

Definizione 1.2.7. Chiamasi “iperpiano” un insieme della forma
H={zecFE: f(z)=a},

dove f é una forma lineare (non necessariamente continua: quando
dim F = +o0 esistono sempre delle forme lineari non continue) su E, non
identicamente nulla ed v € R. Si dice che H ¢é I'iperpiano di equazione

[f =dl.

Proposizione 1.2.8. L’iperpiano di equazione [f = «| é chiuso se
e solo se f é continua.

DIMOSTRAZIONE. E chiaro che se f & continua I'insieme H = f~'{a}
e chiuso. Reciprocamente, supponiamo che l'iperpiano H = [f = o] sia
chiuso, allora il complementare CH & aperto e non vuoto (f # 0).

Sia 29 € CH e supponiamo (per fissare le idee) che f(z¢) < a. Poiché
CH ¢ aperto, esiste »r > 0 tale che B(xzg,7) C CH, dove
B(zg,r) ={z € E : ||z — xo|| < r}. Proveremo che

(2.9) f(x) <a Vz e B(xg,r).
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Se cosl non fosse, esisterebbe 1 € B(xg, ) tale che f(z1) > «; allora il
segmento

{zy =010 —-t)xo+txy; t€0,1]}
sarebbe contenuto in B(xg,r) e dunque f(x;) # «, per ogni t € [0, 1].
Ma l'equazione f(z;) = «, i.e.

(1 —=1) f(xo) +1 f(z1) =
& risolubile®:

a — f(xo)
f(a1) = f (o)
Si & pervenuti ad un assurdo negando (2.9). Quindi (2.9) & provata.
Poiché

t= € [0,1].

B(xg,7) = 0 + 7 B(20, 1),
la (2.9) si riscrive nella forma:

flzo)+7rf(T) <« Vz € B(0,1),
a — f(zo)

" Ve B(0,1)

f(@) <

e allora

f(zo)

a_
Il < ———.
T

0

Lemma 1.2.9 (Jauge di un covesso). Sia C C E un convesso
aperto con 0 € C. Per ogni x € E si pone

p(z) =inf{a >0 : atzecC}
(p si dice la jauge di C'). Allora p verifica:
1) p(Az) = Ap(x), per ogni A > 0;
p(z +y) < p(x) +p(y), per ogni x,y € E;

2)
3) esiste M tale che 0 < p(x) < M ||z||, per ogni x € E;
4) C={z € E : p(z) < 1}.

DIMOSTRAZIONE.

40sserviamo che f(z1) > a e f(z0) < o implicano

a—flzo) _ a — f(zo)
f(@1) = f(wo)  (f(21) — @) + (@ = f(x0))

0< <1
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1) Sia A > 0. Allora
p(Az) =inf{a>0:a Nz ecC}=
(poniamo ot A = 71, dunque a = A\ )
=inf(AB>0: 8 lzecC}=
=\inf{8>0: 8 'z e C}=Ap(x).
3) Poiché C' ¢ un aperto contenente 0, esiste r > 0 tale che
B, ={||z|| < r} € C. Quindi
infla>0:atzcC}<infla>0: |a 2| <r}=
. x x
:1nf{a>0 : a>’TH}:H’.

r

1
Dunque p(z) < L] =M ||, M= -.
r r
4) Sia x € C, poiché C ¢ aperto, esiste ¢ > 0 tale che

(1+e)zeC = (1+e)te{a:alzeC} =

X
p “1+4e¢ ’

quindi
reC = p(x)<l1.
Viceversa:
pz) <1l = infla>0:a'zecC}<l =
(per la seconda proprieta caratteristica dell’estremo inferiore)

= Ja>0, a<1 tale che

alzed; 0 € C' convesso.
Dalle due ultime relazioni segue
r=alatz)+(1—-a)-0€C,
quindi
p(z)<1l = zeC
e 4) & provato.
2) Sianox,y € E, e > 0, conmdenamop(i) ep<7>.
) p(z) +e ply) +¢
Per il punto 1) abbiamo

p(p(x;U—i— 5) - 1 p@) <1
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Y _ 1
p(p(y) + 6) Coply) +e
allora, per il punto 4)
T Y
@) +e ply) +e
inoltre, poiché C' & connesso, abbiamo
tx 1-t)y
p(z)+e  ply) +e
Scegliendo

p(y) <1,

)

(2.10) 0<t<l.

)

da (2.10) segue:
1
@)+ ) + 22 ° 1 p(@) +py) + 2
T4y
p@) +p) F2e O

yel &
€

Per il punto 4)

)

p(p<x> s p+<yy> - )

quindi per il punto 1)

p(r +y)
< 1.
p(z) +ply) +2¢
Per Darbitrarieta di e:
p(z+y) <px) +py).

La dimostrazione & conclusa. |

Definizione 1.2.10. Siano A e B sottoinsiemi di uno spazio vetto-
riale normato E. Si dice che I'iperpiano H di equazione [f = a| “separa
A e B in senso debole” se:

flz)<a VazxeA f(z)>a VzeB.
Si dice che H “separa A e B in senso forte” se esiste € > 0 tale che:

flz) <a—e VazeA f(z) >a+e VzeB.
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{as)

A e B separati debolmente A e B separati fortemente

Lemma 1.2.11. Sia C C E, C convesso, aperto e non vuoto e sia
xo € E, conxy ¢ C. Allora esiste f € E’ tale che f(x) < f(x¢), per ogni
x € C. In particolare I'iperpiano H di equazione [f(x) = f(xo)] separa
{zo} e C in senso debole.

DIMOSTRAZIONE. Per traslazione possiamo sempre supporre che
0 € C e introdurre la jauge di C', che denoteremo p.
Consideriamo G = Rz e la forma lineare g definita su G da

(2.11) g(txo) =t, teR.
Proviamo che:
(2.12) g(x) <p(z), Vaxed, ie g(tzy) <p(tzg), VteR.

Infatti, se t < 0, g(tzg) = t < 0 mentre p(tzg) > 0, essendo p(txp)
Pestremo inferiore di un insieme di « positivi. Se ¢ > 0, p(t xo) = t p(xo)
(proprieta 1) del Lemma 1.2.9), ove p(z¢) > 1 poiché xg ¢ C (proprieta
4) del Lemma 1.2.9). Quindi

p(txo) >t = g(t o),

(2.12) & dunque provata.
Per il teorema di Hahn—Banach esiste una forma lineare f su E che
prolunga g e tale che:

(2.13) f(z) <p(z), VzekE.

La forma lineare f & continua per (2.12) e per la proprieta 3) del Lemma
1.2.9 si ha

f(z) <plx) <Mz, VzeckF.
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Resta da provare che f(x) < f(zo), per ogni x € C, cioe che
H = [f = f(xo)] separa in senso debole {zo} e C. Per (2.13), per
la proprieta 4) del Lemma 1.2.9 e poiché f prolunga g, abbiamo
f(z) < p(z) <1=g(z0) = fz0), VzeC.
O

Teorema 1.2.12 (di Hahn-Banach - prima forma geometrica). Sia
E uno spazio vettoriale normato. Siano A C E, B C E due insiemi
convessi, non vuoti, disgiunti. Supponiamo A aperto. Allora esiste un
iperpiano chiuso che separa A e B in senso debole.

DIMOSTRAZIONE. Poniamo C'= A\ B. Abbiamo:

- C ¢ convesso (banale verifica).

- C ¢ aperto, perché C' = U (A\ {y}).
yeB
- 0¢ C, perché AN B = .

Per il Lemma 1.2.11, esiste f € E’ tale che
f(z) <0 Vze(,
vale a dire
fle—y) <0 VzeA VyeB
i.e.
[@) < f(y) YreA vyeB.

Si sceglie ora o € R soddisfacente:

ilelgf(w) <a< yiggf(y)-

Resta cosl provato che l'iperpiano H di equazione [f = «] separa A e B
in senso debole. U

Teorema 1.2.13 (di Hahn—Banach - seconda forma geometrica).
Siano A C F e B C E due insiemi convessi, non vuoti e disgiunti.
Si suppone che A sia chiuso e che B sia compatto. Allora esiste un
iperpiano chiuso che separa A e B in senso forte.

DIMOSTRAZIONE. Per € > 0 si pone
c=A+85(0,¢), B. =B+ 5(0,¢)

di modo che A, e B. sono aperti, convessi e non vuoti. Inoltre, per
¢ > 0 sufficientemente piccolo, A: e B. sono disgiunti. Per il teorema di
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Hahn—Banach - prima forma geometrica, esiste un iperpiano chiuso di
equazione [f = «] che separa A. e B. in senso debole. Si ha dunque:

flzt+ez)<a< f(y+ez), Vee A Vye B, Ve>0,Vzze€ B(0,1).
Quindi, poiché

sup f(x+ez)=f(x)+e sup f(2);
[|2l1<1 ll=ll<1

inf f(zx+ez)= inf (f(x)+ef(2)=f(x)—¢e sup f(2),

llz]I<1 llzlI<1 llzll<1
abbiamo
f@)+elfll<a<fly)—cl|fll VzeA VyeB.

Poiché ||f|| # 0 questa stima prova che A e B sono separati in senso
forte dall’iperpiano f = « . O

_ Corollario 1.2.14. Sia F' C E un sottospazio vettoriale tale che
F # E. Allora esiste f € E', f # 0 tale che

(f,z) =0, Vax e F.

DIMOSTRAZIONE. Sia 7o ¢ F. Si applica il Teorema 1.2.13 con
A =F, B={xp}. Dunque esiste f € E’, f # 0 tale che l'iperpiano di
equazione [f = a] separa in senso forte F e {zg}. Si ha:
(f,z) <a<(fm), VzeF;
quindi
(f,\x) < a, VeeF, VAeR;
i.e.
A f,x) < «, VeeF, VAelR.
Cio implica che (f,xz) = 0, per ogni = € F. O



CAPITOLO 2

Teoria elementare delle distribuzioni

Verso la fine del 1800 l'ingegnere Heaviside presento le sue regole di
“calcolo simbolico” in un’audace memoria in cui calcoli matematici assai
poco giustificati vengono utilizzati per risolvere problemi di fisica.

Questo “calcolo simbolico” o “operazionale” non ha cessato di svilup-
parsi in seguito ed e servito di base agli studi teorici dell’elettricita.

Gli ingegneri 'utilizzavano sistematicamente, ciascuno secondo una
personale concezione, con la coscienza pitt 0 meno tranquilla: era diven-
tata una tecnica “che non era rigorosa, ma che riusciva bene”. Dopo l'in-
troduzione, per opera di Dirac, della famosa “funzione” §(x) che sarebbe
nulla ovunque eccetto che per x = 0, infinito per x = 0 ed inoltre tale che

+oo
/ d(z)dx = 1, le formule del “calcolo simbolico” divennero ancora
—00

piu inaccettabili per i matematici. Scrivere che la funzione di Heaviside
H(z) uguale a 0 per z < 0 e ad 1 per z > 0, ha per derivata la funzione
di Dirac §(z), la cui definizione ¢ essa stessa contraddittoria, e parlare
delle derivare ¢'(z), §"(x), ... di questa funzione priva di esistenza reale,
non e cosa consentita al rigore matematico. D’altro canto, come poteva
spiegarsi il successo di questi calcoli?

Quando si presenta una situazione di questo genere & ben difficile
che non nasca una nuova teoria matematica che giustifica, in una forma
modificata, il linguaggio dei fisici. Si ha cosl un importante progresso
sia nella matematica che nella fisica.

In effetti furono date numerose giustificazioni del calcolo simbolico,
ma se erano matematicamente rigorose non soddisfacevano i fisici perché
o passavano attraverso la trasformata di Laplace, modificando la questi-
one completamente, oppure eliminavano la funzione § e le sue derivate
rendendo impossibili procedimenti il cui successo era incontestabile.

La “teoria delle distribuzioni”, elaborata da Laurent Schwartz nel
1950-51, ha finalmente messo ordine nell’intrigata materia: € una teo-
ria matematica rigorosa che ha giustificato il “calcolo simbolico” degli
ingegneri e dei fisici e che e stata, ed e tutt’ora, utilizzata in numerosi

27
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rami della matematica pura ed applicata.

1. Definizioni e proprieta di base

Definizione 2.1.1. D(R), dove Q & un sottoinsieme aperto di R™,
denota lo spazio C°(2) delle funzioni a valori complessi definite in €2,
indefinitamente derivabili, a supporto compatto, munito della topologia
che induce la seguente nozione di convergenza: una successione {¢;}jen
di funzioni appartenenti a D(£2) converge ad una funzione ¢ € D(Q) se

i) i supporti delle ¢; sono contenuti in uno stesso insieme com-
patto indipendente da j;

ii) le derivate di ogni ordine delle ¢; convergono uniformemente
alle derivate corrispondenti di .

Osservazione 2.1.2. D(Q) e CX(N) coincidono come insiemi.
Si usa la scrittura D(2) per ricordare che si dota questo insieme di
una topolgia, quella che induce la nozione di “convergenza per succes-
sioni” definita da i) e ii). Ovviamente ¢ possibile definire esplicita-
mente la topologia di D(2); cio pero richiede conoscenze approfondite
di topologia (quali ad esempio i limiti induttivi di limiti proiettivi di
spazi numerabilmente normati) che non rientrano fra i requisiti di questo
Corso.

D’altro canto, la sola nozione di “convergenza per successioni” ci
consente di acquisire una conoscenza delle distribuzioni tale da affrontare
con disinvoltura questioni, anche molto delicate, di teoria delle equazioni
alle derivate parziali.

Lo spazio D non é vuoto: un esempio di funzione C°(R") ¢

(1) () 0 se |z|>1
. xr) = _ 1
4 ce -7 ge |z| <1

E immediato verificare che D é uno spazio vettoriale sul corpo C ed é
anche un’algebra per la moltiplicazione ordinaria, poiché se @1, p2 € D,
allora 1 - 3 € D.

Pitt generalmente, se ¢ € D e ¢ e una funzione indefinitamente
derivabile a supporto non necessariamente limitato, allora ¢ - € D ed
il prodotto ¢ - 1 ha supporto contenuto nell’intersezione dei supporti di

p e.
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Esempio 2.1.3. Sia ¢ la funzione definita in (1.1). La successione

1 1
¢, = — @ converge a 0 in D. La successione ¢, (x) = — 4,0({) con-
v v \v

verge uniformemente a 0 insieme a tutte le sue derivate su tutto R, ma
non converge a 0 in D, poiché non esiste un compatto K contenente il
supporto di tutte le 1,,.

Proposizione 2.1.4. Lo spazio D non é metrizzabile.

In altre parole non si puo definire in D una funzione distanza d(¢, ¥) con
le proprieta standard tale che la convergenza di una successione {¢;};en
a ¢ in D sia equivalente alla relazione lim d(y,¢;) = 0.

j—Foo

La dimostrazione di questa affermazione si fonda sul seguente teore-
ma.

Teorema 2.1.5. Sia (E,d) uno spazio metrico. Se per ogni k € N,

z®) = {:ng.k)}jeN ¢ una successione di elementi di E soddisfacente

i) per ogni k € N, acg-k)

i) y» — y in (E,d) per k — +o0;

— Y in (E,d) per j — +00 ;
(1)

allora ¢ possibile scegliere in {xg-l)}jeN un elemento x;’, in {x§2)}jeN un

g), ..., In {xgk)}jeN un elemento .%‘(-k), etc., in modo tale che

elemento x i
I i (
a successione {x

jl,:)}k:eN converga in (E,d) ad y.

(;U;l))jEN = mgl), l‘gl), e acg-l), ... — Y1 perj— 400
<:c§-2)) ‘ = x§2), afgz), ce x§2), ... — Yo perj— 400
jEN
(k)> k) (k) (k) ~ .
T = x T e, T er j — 400

( J jEN 1 %2 j — Yk P J +
!
Y

DIMOSTRAZIONE. Lasciata come esercizio. O

DIMOSTRAZIONE DELLA PROPOSIZIONE 2.1.4. Supponiamo che lo
spazio vettoriale topologico D sia metrizzabile: sia d una metrica in C2°
tale che

(€°,d) = D.
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Per ogni k € N, 5 € N poniamo
Ry L (%
o (z) = 2%

dove ¢ ¢ la funzione (1.1). Per quanto osservato nell’Esempio 2.1.3:

{wﬁl)}jeN = oV, oM., 905-1),--- — 0 inD
(2) N ) B ¢)) (2) :
{gpj }jeN = O Py 0. — 0 inD
) S I RN -
{90]. }jeN = PP 0. — 0 inD
!
0

Poiché abbiamo supposto che D sia metrizzabile, esiste una distanza d
tale che

(1) _ @ @) (1) : 0o
{(p]. }jeN = Q195 sy s — 0 in (G, d)
(2) N ) BN ¢) (2) : 00
{@j }jeN = P19y e @ e — 0 in (C°,d)
0 B B 0 i (o
{(’p]. }jeN = 01 Py s Py e — 0 in (CF,d)
|
0

Per il Teorema 2.1.5, esiste {ji }ren tale che
gpg-]:) — 0, in (C,d)

e quindi

905-]:) — 0, inD.
Ma quest’ultima relazione & falsa poiché:

A

supp ') = S(0, k),
quindi non esiste un compatto che contenga il supporto di 905'],:)
k, come richiesto dalla convergenza in D. O

per ogni
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Definizione 2.1.6. Sia ) un aperto di R™. Si chiama “distribu-
zione in 2”7 ogni funzionale T lineare continuo sullo spazio vettoriale
topologico D(12).

Cio significa che una distribuzione T associa ad ogni ¢ € D()) un
numero complesso T(y), che denoteremo anche (T, @), con le proprieta:

i) T(p1 +pa) = T(p1) + T(p2), per ogni ¢1, 3 € D(Q);
ii) T(Ap) = AT (p), per ogni ¢ € D(QQ), per ogni A € C;
ili) se ¢; — ¢ in D, la successione di numeri complessi T'(p;)
converge al numero complesso T'(¢).

Le distribuzioni su €2 costituiscono a loro volta uno spazio vettoriale
su C, denotato D'(Q).! La somma Ty + T di due elementi di D'(Q) ed
il prodotto AT, dove A € C, T € D'(Q) sono definiti da:

V) (T + T, ) = (T, ) + (T2, );
i) (AT, p) = (T, ¢).

Osserviamo che per 1), ii), 1’), ii’) I'applicazione:
p , 11), 1), PD.

D) xDQ) — C
(T, ) = (T, )

¢ una forma bilineare.

Lo spazio D'()) ¢ una parte dello spazio D*(Q)) duale di D(Q),
insieme di tutti i funzionali lineari, continui o no, su D({2).

Mediante I'assioma della scelta si puo dimostrare 1’esistenza di fun-
zionali lineari discontinui su D(f)), ma non se ne puo citare esplicita-
mente alcuno.

Esempi.
i) La distribuzione 6 di Dirac. Per ogni ¢ € D poniamo:
20 (@) = (x0), xo € R™.

L’applicazione 0, : D — C é lineare. Sia {¢;} C D, ¢; — 0
in D. Allora, in particolare si ha ¢;j(z9) — 0. Quindi

dzo(05) = pj(@0) — 0.
Si é cosi provato che 6,,, e una distribuzione, detta “distribuzione

di Dirac a xy”. Per xo = 0 si pone 6y = 6.

1,0 zero di D'(Q) & l'applicazione che mappa ogni ¢ € D(Q2) nel numero zero.
Inoltre T1 = T se e solo se T () = T>(¢) per ogni ¢ € D(Q)
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ii) Distribuzione funzione Sia f una funzione localmente som-

mabile: f € L, . Poniamo

Ioc

/f dz, o€ D(R™).

L’integrale ha senso poiché in realta si integra non su R", ma
sul supporto compatto di v,,; su tale supporto f & sommabile e
© € limitata. Dunque f - ¢ & una funzione sommabile. D’altro
canto ¢ — T¢(y) € un funzionale lineare. Resta da vedere che
questo funzionale é continuo su D. Supponiamo che {p;} sia
una successione di funzioni appartenenti a D, convergente a 0 in
D. Esiste quindi un compatto K C R"™ tale che supp ¢; C K,
per ogni j. Si ha quindi:

1yl = | [ $@ o) da| < [ 1f@)]do- maxl|.

Poiché max |¢;| — 0, il secondo membro tende a 0. Resta cosi
provato che Ty € D'. Si scrivera anche f(y) in luogo di Tf(yp).
Sicché, per esempio, 1(¢) = [ .

Osservazione 2.1.7. Proveremo, vedi il teorema successivo, che

Papplicazione:
1

(S Lloc(Q) - D,(Q)
= Iy
¢ iniettiva. Cio consente di identificare L, (Q) col sottospazio di D'(2)
costituito dalle distribuzioni T, cioé dalle distribuzioni funzione.

Teorema 2.1.8. Due funzioni fi, fo € Lloc definiscono la stessa

distribuzione se e solo se fi = fs quasi ovunque.

DIMOSTRAZIONE. Se fi = f» q.o. allora per ogni ¢ € D:>

figy=fap  q.o.

[fio= [0, voen.

Ty (p) =Tp(p), V€D
e quindi, per I'arbitrarieta di ¢: Ty, = TY,.

e quindi

Cio & quanto dire

2Si omette talvolta ), qualora non essenziale
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Abbiamo cosi provato che

i fo €L (Q), fi=fo qo. = Ty =T, D,

Dimostriamo ora il viceversa:

Tfl:Tf2 in D = f1:f2 in L

1
loc»

ossia
/f1¢:/f2807 VoeD = fi=/fs q.o.

Posto fi — fo = f, cio equivale a provare che

(1.2) fELlloc, /fnp—O VoeD = f=0 q.o.
Poniamo A = {\ : R” — C,misurabili, limitate, supp A compatto}.
Evidentemente:

DcAcCL.

Come primo passo verso la dimostrazione di (1.2), proviamo:

(1.3) feﬁw /f¢:0 VoeD = /fAzo Ve
Sia dunque A € A. Indicato con J. un mollificatore, poniamo:
Ap = Ax J%, h e N.

Allora € ben noto che
i) An € Ce;
jj) A — Ain Ly;

) @) =| [ Mo =97 ) dy| < sup N[ [ 7] =sup |

1
jv) supp A, C supp A + S(O, E) C supp A+ S5(0,1) := K.

Per jj) esiste una sottosuccessione {Ap, } di {\,} tale che \;, — A quasi
ovunque. Inoltre per jjj) e jv):

[An, (2)] < sup [A] X (2)

£ (@) A, ()] < [f(@)] sup [A] X (2);

si noti che il termine a destra appartiene a L' e non dipende da h,,.
Quindi per il teorema della convergenza dominata e per jj)

(1.4) Jim [ =[x
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Poiché, per j), {\n,} C D e, per ipotesi [ f¢ =0 per ogni ¢ € D:

/f/\hyzo Vv

Dunque il termine a sinistra in (1.4) ¢ zero. Rimane cosl provato che
J fA=0, cioe (1.3) & vera; dimostriamo ora la (1.2).

Sia f € LllOC tale che [ f¢ =0, per ogni ¢ € D. Indicato con r(z) il
modulo e con w(x) 'argomento del numero complesso f(x), cosicche:

(1.5) flaz) = r(z) @), r € R"
e fissato a > 0, sia A la funzione cosi definita:

M) = 0 se |z| > a oppure f(z) =0
T=\ emw@ s |z <ae f(z)#0

La funzione A ¢ misurabile, [A(z)| < 1, supp A C S(0,a). Quindi A € A
e per (1.3)

/ (@) Mz) dz = 0.

dunque

/W fl=o.

Se l'integrale di una funzione non negativa & nullo, la funzione & uguale
a zero quasi ovunque nell’insieme di integrazione. Quindi:

f(z) =0 q.o. in S(0,a).

Per larbitrarieta di a, f(z) = 0 quasi ovunque. O

Conseguenze

Se si conviene di identificare due funzioni localmente sommabili f e
g allor quando sono uguali quasi ovunque, le distribuzioni costituiscono
una generalizzazione della nozione di funzione localmente sommabile.
Per questa ragione nel seguito “identifichiamo una funzione f localmente
sommabile con il funzionale T che essa definisce” e scriveremo:
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In particolare il funzionale che ad ogni ¢ € D fa corrispondere il suo
integrale [ ¢ & una distribuzione che noi identifichiamo con la funzione
f(z) =1 per ogni x.

Osserviamo che non tutte le distribuzioni sono distribuzioni funzioni:
“la distribuzione § non e una distribuzione funzione”.

Per provare questa affermazione & sufficiente provare che “non esiste
una funzione f € L, . tale che f =406 1in D", cioe tale che

/fsozsow), Vo eD.

Infatti, se esistesse una f siffatta, considerata una funzione ¢ € D
soddisfacente:

P(x)=0 se |z| >2; Y(x)=1 se |z|]<1; 0<¢(z) <1
e posto ¢ (z) = w<§>, si avrebbe:

loc

(1.6) /f(:c)lba(a:)da::l Ve>0
e quindi
hm/fw6 =1,
mentre, essendo |f(z) ¢e(z)| < |f(2)] X5, (), dal teorema della con-

vergenza dominata si ottiene:
lirr(l)/f(:v) Ye(x) de = /f(:n) hH(l) Ye(x)dr =0,
g— g—

contraddicendo cosi la (1.6).
Altri esempi di distribuzioni sono:

a) sia f € L (R") e € 7" , il funzionale

/f )0%p(x) dz, v € D(R")
¢ una distribuzione.
b) Se a € Z} e xy € R", il funzionale
T(p) = (0 ¢)(x0), @€ DR")

& una distribuzione.
c) Per ogni ¢ € D(R) si ponga:
T(p) =Y i)
>0
allora T € D'(R).
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Nell’esempio ¢), si noti che, avendo ¢ supporto compatto, i termini della
serie sono tutti nulli da un certo indice in poi, quindi la serie si riduce ad
una somma finita, quale che sia ¢ € D; il numero degli addendi dipende
ovviamente da .

La linearita di 7" ¢ di immediata verifica. Resta da provare la
continuita. Sia {¢,} C D(R), ¢, — 0 in D(R).

Esiste allora un compatto di R che contiene il supporto di tutte le
©y; esiste quindi un intervallo [—h, h| tale che

supp ¢, C [—h, h], VveN.
Allora:
T(on)l = | 321 ()] < 1 3 sup o (@)

i<h j<h®
Poiché per ogni j, sup |¢)(z)] — 0 per v — oo, la somma tende a 0
R

Te
per v — 00 e cio prova la continuita di 7T'.

2. Supporto e caratterizzazione

Definizione 2.2.1 (Restrizione di una distribuzione ad un aperto).
SiaT € D'(Q) e sia Q' un sottoinsieme aperto di Q. Chiamasi restrizione
di T a D(SY') e scriveremo Tiq I'applicazione D(Y) — C: ¢ — T(p).

Definizione 2.2.2. Siano T € D'(Q) e Q' un sottoinsieme aperto
di Q. T ¢ nulla in ', o, equivalentemente, la restrizione di T a € &
zero, se T'(¢) = 0 per ogni ¢ € D(Q). Scriveremo in tal caso:

ﬂQ/ - O

Definizione 2.2.3. Sia T € D'(Q). Si chiama “supporto di T” e
verra denotato supp T l'insieme:

EU {Q’ c Q, & aperto, Tior = 0}.

Pertanto xg € supp T se e solo se non esiste un aperto Q' C
e contenente zo tale che Tjor = 0, ossia tale che T'(p) = 0 per ogni
v € D(Q).

Cio e quanto dire che xg € supp T se e solo se per ogni aperto
' CQ, QD {xp}, esiste ¢ € D(Y) tale che T'(p) # 0.

Si noti che supp T' € un insieme chiuso: € il complementare di una
unione di insiemi aperti.
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Osservazione 2.2.4. Dalla definizione di supporto di una distri-
buzione segue:

TeD(Q), ¢€D(Q), suppTNsupp =0 = T(p)=0.

Proposizione 2.2.5. Se f € C%(2), allora supp f = supp Ty.

DIMOSTRAZIONE. Sia g € supp f = {z € Q; f(x)#0}. Allora
per ogni aperto Q' contenente z( esiste 1 € Q' tale che f(z1) # 0.
Supponiamo Rf(x1) > 0. Poiché f ¢ continua esiste 6 > 0 tale che
Rf(x) > 0 per ogni z € S(x1,0). Non @ restrittivo supporre S(z1,0)
contenuto in . Sia ora ¢ € D con supp ¢ contenuto in S(z1,0),

o(z) =1 per ogni x € S(a:l, g), 0 < ¢(z) <1, per ogni x. Dunque:
Je@mi@a= [ e@ri@ e
r—x1|<

> /|le|<3 o) Rf(x)dr = / Rf(x)dx > 0;

|27:B1 ‘<%

quindi

Ty(p) = / 1(@) o) de = / (@) R () dr + 1 / o(x) S (2) dr # 0.

Si & cosl provato che per ogni ' aperto, ' 3 g, esiste p € D(Q') tale
che T'(p) # 0, ossia xo € supp Ty. Pertanto
supp f C supp T}.

Viceversa, se xo ¢ supp f allora esiste un intorno aperto Q' di xg
tale che f(z) = 0 per ogni z € . Per ogni ¢ € D(Q') si ha quindi:

Ty(p) = / f(@) () dz = 0.

Dunque
Tf\ﬂ’ =0: i) ¢ supp Tf
U

Osservazione 2.2.6. Se f € LllOC il supporto di f come funzione

non é definito. Non ha quindi senso chiedersi se il supporto di f come
funzione é uguale al supporto di f come distribuzione.
Esempi 2.2.7.

i) supp 510 = {1‘0}
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ii) Se per ogni ¢ € D(R?) si pone:

7(¢) = [ olaw,a)da.

allora si prova facilmente che T € D'(R?) e che supp T =
{(z,r) € R?}.

Teorema 2.2.8 (Caratterizzazione dei funzionali in D’). Un fun-
zionale lineare T' su D(Q2) é una distribuzione se e solo se per ogni
compatto K C () esistono due costanti c, h tali che

(2.1) IT(p)| <c Y sup|DY(z)],
loe| <h

per ogni ¢ € D(§2) con supp ¢ C K.

Se l'intero h puo essere scelto indipendentemente dal compatto K, la
distribuzione T si dice “di ordine finito” ed il piu piccolo intero h per
cui vale la stima del teorema si dice “ordine” di T

Ad esempio, le distribuzioni degli esempi a) e b) nelle Conseguenze
del Teorema 2.1.8, la distribuzione §, la distribuzione ii) negli Esempi
2.2.7 hanno tutte ordine finito. La distribuzione c) nelle Conseguenze
del Teorema 2.1.8 non ha ordine finito.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo che se T' ¢ un funzionale lineare su D
soddisfacente (2.1), allora T' & una distribuzione: per ipotesi 7' ¢ un
funzionale lineare su D’; dobbiamo quindi solo provare che T' & continuo.
Sia {¢, } una successione convergente a 0 in D. Esiste allora un compatto
K C Q) tale che supp ¢, C K per ogni v € N ed inoltre:

sup |[D%p,| — 0, vV o e N

Poiché vale (2.1) esistono costanti ¢ ed h dipendenti da K e non da v
tali che

IT(p)| <c > sup|D%,|.
jal<h

Quando v tende a +00, ¢ e h rimangono fissi mentre sup |D%p,| — 0.
Ne segue che T'(p,) tende a 0.

Dimostriamo ora che se un funzionale T' non soddisfa (2.1) allora T
non ¢ una distribuzione. L’ipotesi “T" non soddisfa (2.1)” & equivalente
a:
esiste un compatto K C R” tale che per ogni scelta delle costanti c, h
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esiste una funzione ¢, € D con supp ¢, C K per la quale vale

IT(pen)| > ¢ > sup |Dpepl.
jal<h

Scelto pertanto ¢ = h = j, esiste ¢; € D(R™) con

(2.2) supp ¢; C K e [T(gy)| >4 Y sup|D%g].

| <j
Poniamo o
b= oo,
T T(py)
si ha allora
. D%p;(x) ,
2.3 T(p;)=1 Vj e D*ji(x) = —12 Va; Vi

Dalla seconda relazione in (2.2), dividendo ogni termine per j7T'(¢;)
segue:

> ) sup|Dyl.

|lal<j

S

Dunque per ogni fissato |a/:
1
sup |[Dy;| < =, Vi>lal
J

Cio significa che {D%;}jen converge uniformemente a 0 per j — oo.
Essendo inoltre

supp ; = supp ¢; C K, vj

la successione {1);}; converge a 0 in D. Se T fosse una distribuzione la
successione T'(¢);) dovrebbe quindi convergere a zero contro T'(¢;) = 1
per ogni j (cfr. la prima in (2.3)). Resta cosi provato che 7" non ¢ una
distribuzione. O

Osservazione 2.2.9. Se una distribuzione T ha ordine finito h,
allora per ogni ¢ € D vale la stima (2.1) con la stessa costante h. Poiché
le derivate di ordine superiore ad h non vengono utilizzate per nessuna
p, il funzionale T pud essere esteso a tutte le funzioni ¢ € C((;h)(ﬂ),
munendo questo spazio della topologia che induce la seguente nozione
di convergenza: una successione {¢;};jen converge a ¢ se

i) i supporti di tutte le ¢; sono contenuti in un medesimo com-
patto indipendente da j;
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ii) Ie derivate {¢§-a)}jeN convergono uniformemente alle derivate
corrispondenti di ¢ per || =0,1,2,...,h.
Lo spazio C{" (Q) munito di tale topologia viene denotato D (Q).

3. Prodotto e derivazione
Prodotto di una distribuzione per una funzione

La moltiplicazione .S - T di due distribuzioni S e 1" non € in generale
possibile: quanto piu T ¢ “irregolare” tanto piu S deve essere “regolare”
se si vuole che il prodotto abbia senso.

Noi ci accontenteremo di definire il prodotto allor quando una delle
due distribuzioni e arbitraria e I'altra una funzione indefinitamente dif-
ferenziabile.

Sia dunque a € C>®(Q2), T € D'(2), ci proponiamo di definire a T
in modo che risulti una distribuzione. Supponiamo dapprima 1" = T¥,
fe Llloc; vogliamo in questo caso che a- T} sia la distribuzione associata

1 1
loc- Poiché

Tug) = [ ale) f0) - ola)do = [ 1) (@)la) do = Ty(a- o),
siamo portati a definire a T, per a € C*(Q), T € D'(?) ponendo:
(3.1) (@T)(p) =T(ap), ¢ €DQ).

Teorema 2.3.1. Sea € C*(0), T € D'(N) il funzionale a T definito
in (3.1) é una distribuzione su Q) ed é detta “prodotto di a per T".

alla funzione a f € L

DIMOSTRAZIONE. Cominciamo con 'osservare che per a € C*((2),
v € D(Q), risulta ap € D(); quindi T(ap) & ben definita. Resta da
provare che il funzionale ¢ — T'(a ) ¢ lineare e continuo da D(12) in C;
la linearita e banale, resta da provare la continuita. A tale scopo sia K
un compatto contenuto in €2 e ¢ una funzione di D(2) con supp ¢ C K.
Allora anche a ¢ € D(Q) e supp (ap) C K. Per il teorema di caratteriz-
zazione delle distribuzioni esistono “due costanti ¢ ed h dipendenti da
K tali che”:

(3.2) (@T) ()| =|T(ap)| <c > sup|D*(ap)|.
laj<h *
Per la formula di Leibniz:

D*ap) =) <g> D*Pa- D

BLa
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(3.3)
sup [D*(ag)| < e 3 sup|DPgl, o= 3 (g) sup | D*Pa(a)].

B<a B<a zeK

Da (3.2) e (3.3) segue:

(@T)(p)| <& Y sup|D%|,
IBI<h
dove h = hg, ¢, = ¢ sup co. Peril Teorema di caratterizzazione dei fun-
la|<h
zionali appartenenti a D’, questa maggiorazione assicura che il funzionale
aT & continuo. Quindi aT € D'(Q). O

Osservazione 2.3.2.

i) La dimostrazione mostra che l'ipotesi a € C*°(2) é in generale
essenziale.

ii) Se T é una distribuzione di ordine minore o uguale ad h, anche
aT ha lo stesso ordine e si potra calcolare aT sotto la sola
ipotesi che a sia una funzione derivabile fino all’ordine h.

Esempio 2.3.3. Sia a € C*, allora per ogni ¢ € D

(a0)(p) = d(ap) = a(0) p(0) = a(0) (¢);
quindi
ad =a(0)d.
Osserviamo che § é una distribuzione di ordine zero; quindi a § é definita
per ogni funzione a continua in un intorno dell’origine.
11 risultato ottenuto afferma che il prodotto di una qualunque fun-

zione continua per § € proporzionale a d.
In particolare, per n = 1

z0=0.

Derivata di una distribuzione
La nozione di derivata giuoca un ruolo centrale nella teoria delle
distribuzioni. Essa risponde a due esigenze:

i) ogni distribuzione ammette derivate di ogni ordine;
ii) se T =Ty, f € Cl, allora 0;Tf = To;f, per j=1,...,n.

La i) & soddisfatta se si definisce 9;7 in modo tale che 0;T esista quale
che sia T € D’ e risulti 9;T € D’. La ii) “impone” la definizione di 0;T.
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Infatti la ii) richiede che sia:

(O5T1) () = (To, )() = / o.f o VeeD.

Quindi, integrando per parti:

(34  (OT)(e) = — / [0 = —Ty(059), VpeD.

Questa uguaglianza ¢ soddisfatta se si definisce la derivata “0;T" di una
qualunque T € D'(Q2)” ponendo:

0iT) () = =T(9j), Vo eD(Q).

Definizione 2.3.4. Se T € D'()) chiameremo “derivata rispetto
xj di T il funzionale (0;T) definito da:

(3.5) 05T) () = =T(9j), Ve eD(Q).

Proposizione 2.3.5. La derivata di una distribuzione ¢ una di-
stribuzione. Ogni distribuzione ammette derivate di qualunque ordine e
Pordine di derivazione puo essere invertito. Si ha:

(0°T)(p) = (-1)*T(2%), ¢ eD.

Alla dimostrazione della Proposizione 2.3.5 premettiamo la seguente
osservazione.

Osservazione 2.3.6. Ogni funzione continua e anche solo local-
mente sommabile ha derivate successive (nel senso delle distribuzioni)
di ogni ordine, che pero, in generale, non sono funzioni.

Se f ¢ una funzione differenziabile con continuita, le sue derivate
prime nel senso delle distribuzioni coincidono con le sue derivate usuali,
modulo Iisomorfismo di L, () con il sottospazio di D'(Q) costituito
dalle distribuzioni funzioni (vedi Teorema 2.1.8).

Quindi “le distribuzioni permettono il calcolo delle derivate delle
funzioni non continue”.

DIMOSTRAZIONE DELLA PROPOSIZIONE 2.3.5. Dobbiamo come pri-
ma cosa provare che 0;T definito da (3.5) € una distribuzione.
Per ogni ¢ € D(2) si ha 0;¢ € D(); inoltre la mappa

9;: D) — D)
¥ = P
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¢ lineare (banale) e continua. Infatti, sia ¢, — 0, per h — oo in D(Q).
Allora esiste un compatto K C 2 tale che supp ¢, C K per ogni h e
sup |0%pp| — 0, per h — oo, per ogni «. Pertanto:

supp Ojpn C K, Vh e sup|0“0;pn| — 0, per h — oo, Va.

Cio prova che 0; ¢ continua da D(Q2) in D(§2), quindi & continua anche
la mappa:
D) — C
p = =T
in quanto composta di applicazioni continue. La dimostrazione che
9;T € D'(Q) & completa.
Poiché 9;T € D'(2), 9;T ammette derivate prime date da:

(3.6) (On(DT)) () = =(95T)(Bnp) = (=1)*T(9;0hp)-
Si ha quindi:
(3.7) (9 (OT)) () = (—1)*T(On0j0)-

Poiché per il teorema di Schwartz 0;0,¢ = 0,0;¢, i secondi membri in
(3.6) e (3.7) coincidono e dunque coincidono anche i primi:

(On(9;T))(p) = (0;(OT))(¢), Ve € D(Q).
Per l'arbitrarieta di ¢:
On(0;T) = 0;(0,T).

Una semplice induzione prova ora che per ogni o € Z", 0“1 & una ben
definita distribuzione: ¢ la distribuzione definita da

(0°T)() = (~1)lIT(8%)

e vale

0°0°T = 9°0°T, Va,BeZn.

Esempi 2.3.7.
1) Consideriamo la funzione di Heaviside:
0 2<0 (zL£0)
H(m)_{ 1 2>0 (z>0)

H ¢ la funzione caratteristica della semiretta [0;+oo]. H &
localmente sommabile e quindi é una distribuzione. Calcoliamo
la sua derivata prima:

+o00
H'(p) = —H(¢) = - / o (x) da

I
5
=
I
=
&
<C
S
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quindi
H =6.
Le derivate successive di H sono:
H' — 5/, H'" — 5//’ e H(m) _ 5(m—1),
ie.

H'"(p) = 0'(¢) = =d(¢') = —¢'(0)
H™ () = 6D () = (=1)"5(pm D) = (=1)™ ™= y0).

2) Generalizziamo l’esempio precedente: sia f una funzione ap-
partenente a C*°(R \ {xo}) tale che nel punto zg esistano le
erivate xg), o (x0) finite quale che sia m > 0. Allora,
derivate fi™ ("™ (34) finite quale che sia m > 0. All
posto

om = [ (@0) — I (20), meN

si ha:

(Ty)m T%m+§:% im=1-3),

DIMOSTRAZIONE. Innanzitutto f € L, .(R) (il lettore dia
una giustificazione di tale affermazione!) e quindi f € D'(R).
Scriveremo nel seguito T in luogo di f per tenere distinte le
derivate di f definite in R\ {z¢} che denoteremo f("™ dalle
(m)

derivate di f in D’ che denoteremo Tf

¢ € D(R)

. Abbiamo per ogni

Ti(e) = ~Ty (¢ / f() () dir =
/ f(2) @' (x) do + / 7 f@) @y de) -

=—(f( / f'(@) () da+

z0
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—+00

73() = = (- (a0) o) ~ £, a0) olan) ~ [ Fa)pla) do) =
+o00
—ovplan) + | F@)ola)do =
=000z, () + Tpr(p), Yo eD(R),
Quindi
(38) TJ/‘ = 0y 5320 -+ Tf’
(3.9) Tf = 000y, + (Ty)

T ¢ una distribuzione funzione con le stesse proprieta di Ty e
dunque da (3.8) con f’ in luogo di f:

(Tf/)/ =0 (510 + Tf//.
Inserendo questa uguaglianza in (3.9) otteniamo
lec/ =09 5;0 + 01 510 + Tf//,

che ¢ la tesi con m = 2.
E semplice ora ottenere la tesi per ogni m procedendo per
induzione rispetto ad m. O

4. Topologia nello spazio delle distribuzioni

Definizione 2.4.1. Sia {T}};en C D'(Q). Si dice che T} tende alla
distribuzione T per j — oo se, quale che sia ¢ € D, la successione (di
numeri complessi) (T}, ) converge verso il numero complesso T(yp) per
j — o0. Questo tipo di convergenza € detta “convergenza semplice” o
“convergenza debole”.

Analogamente, si dira che una serie Z T} converge debolmente verso

JEN
la distribuzione T se per ogni ¢ € D la serie numerica Z(T], ) converge
jeN
a(T,¢p).

Teorema 2.4.2.

a) Se {Tj}jen € una successione di distribuzioni tali che per
j — oo, (T}, ) ha limite, quale che sia ¢ € D, la successione
{T;}en ha limite in D'.
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b) Se ZTJ e una serie di distribuzioni tali che, per ogni ¢ € D,
jEN
la serie Z<TJ’ ) sia convergente, la serie Z T} é convergente
JEN JEN
inD'.

Gli enunciati a) e b) sono, ovviamente, equivalenti. Consideriamo il
primo. Se (T}, ¢) ha limite per j — oo, possiamo chiamare questo limite
(T, ). Si definisce cosi un funzionale 7' su D. Questo funzionale &
evidentemente lineare. Se si potra dimostrare che ¢ continuo sara una
distribuzione e siccome Tj converge a 1" in D’ il teorema sara dimostrato.
Ma la continuita di 7" € un fenomeno molto particolare che discende, oltre
che dalla continuita dei funzionali T}, anche dalle particolari proprieta
della topologia dello spazio D: in generale non ¢ vero che il limite debole
di funzionali continui sia continuo (in uno spazio normato cio & vero
grazie al teorema di Banach—Steinhaus se lo spazio ¢ di Banach).

Noi ammetteremo la continuita di 7" che ¢ di dimostrazione delicata.

1
loc

Proposizione 2.4.3. Sia {f;} una successione di funzioni in L
tali che:

i) lim f(z) = f(x), q.o. @ € RY;
Jj—00
ii) |f;| < g, dove g € L|

loc*

Allora la distribuzione f; converge in D' alla distribuzione f.

DIMOSTRAZIONE. La proposizione e conseguenza immediata del teo-
rema della convergenza dominata. (Il

Proposizione 2.4.4. Se {fj}jen C L,,. e la successione [ con-
1

verge ad f uniformemente su ogni insieme limitato, allora f € L, . e le
distribuzioni f; convergono verso la distribuzione f.
DiMOSTRAZIONE. La dimostrazione ¢ lasciata come esercizio. (I

Proposizione 2.4.5. La derivazione é un’operazione lineare con-
tinua in D'.

DIMOSTRAZIONE. La linearita ¢ di banale verifica. Per provare la
continuita occorre dimostrare che se T; — 7' in D', allora 9°T; — 90°T
in D', per a € Z7}.
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Si ha per ogni ¢ € D:
(0°Tj, 0) = (~1)°NT;,0%0) — (~1)1*(T, 0%) = (9°T. ¢).
Dunque 9°T; — 0°T.. O

Osservazione 2.4.6. La Proposizione 2.4.5 assicura che se
T; — T allora 0“T; — 0%T e che ogni serie ) T; convergente in
D’ & derivabile sotto il segno di sommatoria.

Dr’altra parte si sa che, se una successione {f;} di funzioni continue
e derivabili nel senso usuale converge uniformemente ad f, f non é ne-
cessariamente derivabile nel senso usuale e che, anche se lo e, le 0°f;
non convergono necessariamente a 0% f.

Ma nel senso delle distribuzioni, 0 f esiste sempre e le 0® f; conver-
gono sempre a 0%f in D',

5. Distribuzioni a supporto limitato

Definizione 2.5.1. Indichiamo con & = E(R™) lo spazio delle
funzioni a valori complessi indefinitamente differenziabili in R™, munito
della seguente nozione di convergenza:

una successione {¢;} C & tende a zero in £ se per ogni o € 7,
le successioni {0%p;}; convergono a 0 uniformemente su ogni compatto
K CR".

Ovviamente D C £ e se una successione {;} converge a zero in D
a maggior ragione converge a zero in &.

Definizione 2.5.2. Indichiamo con &' lo spazio dei funzionali
lineari e continui su £. Dunque L € £’ se e solo se
i) L: & — C é lineare;
ii) se ¢; — 0 in & allora L(p;) — 0 in C.

Teorema 2.5.3. Sia T una distribuzione a supporto compatto K.
Allora esiste un unico funzionale L lineare e continuo su € tale che:

i) L(y) = T(y), per ogni ¢ € D;
ii) L(p) =0, per ogni ¢ € £ con supp ¢ C CK.

Nota che i) significa che L & un prolungamento di 7" a tutto £ mentre
ii) che L ¢ nullo nel complementare di K. Il teorema assicura quindi
I’esistenza e I'unicita di un prolungamento siffatto.

DIMOSTRAZIONE. Sia @ € D, ¢ = 1 in un intorno U di K, cioe
a(x) = 1 per ogni z € U, U un aperto contenente K. Definiamo un
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funzionale L su £ ponendo:
L(g) =(T,ap), Vpe£&.

Poiché ap € D, (T,ay) & ben definito per ogni ¢ € £. Proviamo che
(T,a ) non dipende dalla particolare funzione a scelta. A tale scopo
osserviamo che se b € un’altra funzione di D uguale ad uno in un in-
torno U' di K, allora (a — b) ¢ & una funzione di D con supporto nel
complementare di K. Di conseguenza:

(Tyap) = (T bp) = (T, (a—b)p) = 0.
Dunque I'applicazione
E —- C
v — L(p)
¢ ben definita. L ¢ lineare (come subito si verifica) ed inoltre & continua.
Per provare la continuita di L osserviamo che se ¢; — 0 in &, allora
ap; — 0in D. Infatti supp (a ;) C supp a, per ogni j € N ed inoltre

da
0*(ap;) = <a>3ﬁa'3°‘ﬁ<ﬂj,
BLa p
segue:
sup |0%(a ¢;)| < ¢q Z sup |07p;(z)] — 0, per j — oo.
| <la “E5UPP @

Quindi, essendo 1" una distribuzione:
L(p;) = (T.apj) — 0.
Dimostriamo i). Se ¢ € D, osservato che (a — 1) ¢ € nulla in un intorno
del supporto di T, si ha (T, (a — 1) ¢) = 0. Quindi:
L(p) = (T ap) = (T, (a = 1)) +(T,p) = (T, ).
Se poi ¢ € £ e supp ¢ C LK, allora anche supp a ¢ C 0K e quindi:

L(@) = <Taa<)0> =0;
resta cosi provato anche ii).

Per provare I'unicitd, sia L un elemento di & soddisfacente i) e ii).
Allora per ogni ¢ € &:

L) =L((1 —a) @) + L(ap) = 0+ (T, ap) = (L, p).

Dunque L = L. (Il

Teorema 2.5.4. Sia L un funzionale lineare continuo su €. Allora
la restrizione di L a D é una distribuzione T a supporto compatto.
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DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia osservato che D C & e chese {¢;};en
& una successione convergente a 0 in D, allora {¢;} converge a 0 anche
in €. Di conseguenza L & un funzionale lineare continuo in D e pertanto
definisce una distribuzione T' € D', tale che:

Lip) =T(p), VepeD.

T ha supporto compatto. In effetti, se T non avesse supporto limitato,
per ogni n si potrebbe trovare in D una funzione ,, con:

supp ¢ C {z @ [z|>n} e (T,¢n) #0, Vn.
Allora posto

b Un
" (T )
si avrebbe:
a) {¢n} C D;
B) supp @5 C{z : |2| >n};
v) (T, on) = 1.

Da (3) discenderebbe che ¢, — 0in &,% e quindi L(y,) — 0 (per ipote-
si L & continuo su &), ma cid non ¢ possibile poiché L(p,) = T(¢n) =1
per ogni n. (Il

Dai due teoremi precedenti discende:

Corollario 2.5.5. Esiste un isomorfismo algebrico fra £ ed il
sottospazio di D' costituito dalle distribuzioni a supporto compatto. Tale
isomorfismo consente di identificare £ con il sottospazio di D' sopra
indicato. In questo senso:

g —7D.

Teorema 2.5.6 (Caratterizzazione delle distribuzioni a supporto
compatto). Una distribuzione T € £’ se e solo se esistono un compatto
H e due costanti c ed h tali che:

T(p)| <c Y sup|d®p(z)l, Vepek.
|a|§hx€H

[¢]
In tal caso supp T C H.

3Infatti se K & un compatto di R, scelto no tale che K C {z : |z| < no}, si ha
©n(x) = 0 per ogni n > ng, per ogni x € K. Quindi sup |[0%¢,| = 0, per ogni n > ng
K
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DIMOSTRAZIONE. Sia T € &', vale a dire supponiamo che
supp 7' = K compatto. Sia poi a € D, ¢ = 1 in un intorno di K.
Per il Teorema 2.5.3

T(p)=T(ayp), Veek&.

Denotato con H il supporto di a, risulta supp awy C H, per ogni
¢ € &. Per il Teorema 2.5.6 esistono due costanti (dipendenti dal
compatto H, quindi solo da T') tali che:

T(p)l = T(ap)| <ec > sup|d®(ap)| <d Y sup |9 ¢|

laf<h la|<h

(¢’ dipende da c e dalle derivate della funzione a di ordine < h). Resta
cosl provata la disuguaglianza della tesi. Viceversa, supponiamo tale
disuguaglianza vera. Allora per ogni ¢ € D con supp ¢ C CH si ha
(T, p) = 0. Cid assicura che supp T C H e quindi che T € &' O

Osservazione 2.5.7. La costante h, nella stima del Teorema 2.5.6,
dipende solo da T' e non dal supporto di ¢. Dalla stima discende dunque
che ogni distribuzione a supporto compatto ha ordine finito. 1l viceversa
é falso: la funzione f(x) =1 per ogni x ha ordine zero, ma ha supporto
uguale a R™.

6. Convoluzione di distribuzioni

Premessa. Siano ¢, ¥ € C*°(R™), una almeno a supporto compatto.
La convoluzione ¢ %9 di ¢ e ¥ e definita da

(o %)) = / o) (e — y) dy = / b(y) oz —y) dy = (b * 0)(2).

Gli integrali esistono perché, essendo una delle funzioni a supporto
compatto, 'integrazione viene effettuata solo su un insieme limitato.

Se 9 ha supporto compatto e si riguarda ¢ come una distribuzione,
la prima delle uguaglianze precedenti si puo scrivere nella forma:

P * ¢($) = <<p,1[}(l' - )>a

dove il secondo membro deve intendersi come valore della distribuzione
¢ sulla funzione y — ¥ (x — y), con z fissato. Analoga interpretazione si
puo dare del secondo degli integrali precedenti. Cio rende “naturale” la
seguente definizione
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Definizione 2.6.1. Siano T € D’ e ¢ € D. Denotiamo con T * ¢
la funzione definita da:

(T @) () = (T, p(x = -)).
Esempio.
(6x)(x) = (5 p(—-) =¢(@) quindi dxp=0p.
Teorema 2.6.2. SianoT € D', p € D. Allora:
i) TxpeC™;
i) 0T x @) =T %« 0% = 0T * p;
iii) supp (T * ) C supp T + supp .
DIMOSTRAZIONE. Cominciamo col provare iii):
zo ¢ supp T +supp ¢ < Vy €supp T', zo —y ¢ supp ¢ <
& Vyesupp T, y & 2o —supp ¢ = supp (y — p(z0 —y)) <
< supp T Nsupp (p(zg—-)) =0 = (T,p(xo—-)) =0 =
= (T x¢)(xg) =0.
Quindi
{z : (T*¢)(x)# 0} Csupp T+ supp ¢
{z : (Txp)(z)#0} Csupp T + supp ¢ = supp T + supp ¢
e questo e iii).
Proviamo ora i). Dimostriamo che T % ¢ € una funzione conti-

nua. Bastera provare che se {z;}jen € una successione di punti di R”
convergente ad xg, allora

(T ) (25) — (T * @) (o).

Tenendo conto della linearita di T' abbiamo:

(6.1) (Txp)(zj) = (T * @) (o) = (T’ () =) = p(xo =) = (T, b)),
dove si & posto 1j(y) = p(x; —y) — ¢(zo — y). Osserviamo che

supp ; C supp @(z; —-) Usupp @(xg — ) =
= (x; —supp ¢) U (o — supp ¢).

La successione {z;} ¢ convergente, quindi ¢ limitata. Esiste dunque
una sfera chiusa S contenente x¢ e tutti gli altri z;. Dall’inclusione
precedente segue allora

supp ©j C S —supp ¢, V.
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Inoltre, per ogni o € Z'} :

yseuﬂg 10%;(y)| = Sup [(0%p) (x5 —y) — (0%p) (w0 — y)| <

< sup [grad 0% (y)| - [x; — zo| =
y
= colzj — 20| — 0 per j — oc.

Dunque la successione {1);};en converge a 0 in D. Quindi (T',1;) con-
verge a 0, cio che, per la (6.1), equivale a

(Tx ) (25) — (T * p) (o).

Abbiamo cosi provato che T * ¢ & una funzione continua.
Proviamo ora la prima uguaglianza in ii) con o = ey, ossia che:

(6.2) 8k(T * (p) =Tx aktp.
Abbiamo:
(T * @) (w0 + heg) — (T'xp)(zo) 1

h T h
:<T790

(T, p(xo + her —-) —p(xo =) =
(xo+heg—-)—p(zo—-)

h )
Vogliamo provare che questa funzione di A converge per h — 0 a

(T * Opp)(z0) = (T, Opp(xo — -)), ossia che

(vo +hep —-) —o(xo — )
h

A tale scopo, posto:

Uny) = o(xo + hey —}ZL/) —plxo—y) Oep (0 — v),

(T, ? — Okp(xog—-)) — 0 per h — 0.

bastera provare che la successione ¥, tende a 0 in D, vale a dire i supporti
delle vy, sono contenuti tutti in un medesimo compatto e che 0%y, tende
a 0 uniformemente per ogni a € Z'} .

Quanto al supporto, se |h| < 1 abbiamo:

supp ¢, C {xo + hep —supp ¢} U{zg — supp ¢} C

C S(zo,1) — supp ¢
e quest’ultimo insieme ¢ un compatto indipendente da h. Inoltre per la
formula di Taylor con punto iniziale zg — y abbiamo:
h2
P(z0 + her —y) = plwo = y) + hkp(wo — y) + = Fp(6),
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& un opportuno punto appartenente al segmento di estremi xzg — y e
xg —y + heg. Ne segue

h
sup [Yn(y)| = 5 sup \81390\ <c¢ylh| — 0 per h — 0.
Yy

Analogamente per le derivate di y:
sup [0%9p| < ¢y |h| — 0 per h — 0.

Dunque la successione {¢,} tende a 0 in D e quindi (T,vy) — 0 per
h — 0. La (6.2) & cosi provata.
Proviamo ora la seconda uguaglianza in ii) con « = e. Abbiamo:

(OkT * p)(z0) = (06T, p(z0 — ) =
= —(T, (p(x0 —))) =
= (T, (Oxp)(z0 — )

= (T % Ogp)(x0).

Da questa e da (6.2) segue che ii) ¢ valida con a = e;. La validita per
ogni « segue poi facilmente per induzione.
La dimostrazione ¢ completa. O

Teorema 2.6.3. Se T € D' allora
pr=Txgp
e un’applicazione lineare e continua da D in &.

DIMOSTRAZIONE. Tenuto conto della i) del Teorema 2.6.2, 'unica
cosa da provare ¢ la continuita dell’applicazione e cioe che se {¢;} € una
successione convergente a 0 in D allora la successione {71"* ¢;} converge
alin &.

Sia dunque ¢; — 0 in D. Le ¢; hanno supporto contenuto in un
medesimo compatto H. Sia poi K un compatto arbitrariamente fissato,
allora per ogni z € K:

supp j(z —-) =z —supp ¢; C K — H,

dove K — H ¢ un compatto indipendente da x e da j. Quindi dal teorema
di caratterizzazione per le distribuzioni, esistono due costanti ¢ > 0,
h > 0 dipendenti unicamente da K — H, tali che per ogni x € K, per
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ogni j:
0%(T * @) ()| = (T + 9%p;) ()| = (T, 0%j(x — )| <

<c Y sup|dTyl.
[vI<|al+h

Per j — oo, sup |07¢;| — 0. Ne segue
sup [0(T * ;)] — 0, per j — oo;
zeK
quindi:
Tx*pj—0 iné&.
O

Proposizione 2.6.4. Se T € &', I'applicazione ¢ — T * o & conti-
nua da D a D. Inoltre la definizione di convoluzione di una distribuzione
per una funzione appartenente a D, puo essere estesa a tutte le p € € e
Papplicazione ¢ — T % ¢ é continua da € in &.

DIMOSTRAZIONE. Lasciata per esercizio. O

Riassumendo, ’applicazione ¢ +— T * ¢ ¢ continua

da D in & seTeD
da D in D seTeé&
da & in &€ seT e
Teorema 2.6.5. SiaT € D', ¢ ey € D. Allora:
(6.3) (Txp)xp=Tx(p=x1).

Questa uguaglianza rimane valida anche nel caso:

Tec&, pecé&, YeD.

Tralasciamo la dimostrazione di questo teorema; facciamo solo osservare
che a primo membro in (6.3) compare Txp € £ e 1) € D. La convoluzione
di queste funzioni e:

(T )+ 0)(a) = (T p)o = 2)0z) dz =
- / (T pla — = — ) (2) d=.
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Il secondo membro di (6.3) & la convoluzione della distribuzione 7" con
la funzione ¢ * ¢ € D:

(T 5 (9 0) (&) = (T, (9 )z — ) =
— (T, / (e — 2 — y)¥(z) d2).

La (6.3) equivale dunque a:

/ (T (z — 2 — ) 9l(z) dz = (T, / (@ — 7 — y) () d2)

uguaglianza che si puo dimostrare approssimando gli integrali con somme
di Riemann.

Osservazione 2.6.6. Per ogni T € D' e per ogni p € D vale
lidentita:
v
(T, ) = (Tx ¢)(0).
Infatti
v v
(T @)(0) = (T, (0= ")) = (T, ).
Teorema 2.6.7. SeT € D' e J. & un mollificatore, allora:
i) TxJ:. €&;
ii) supp T x J. C supp T + S(0,¢);
iii) T*J. — T in D/, per e — 0.
DIMOSTRAZIONE. Poiché J; € D, i) e ii) seguono dal Teorema 2.6.2.
Provare iii) equivale a provare:
<T*JE)S0>_><T’SD>5 VSOGDv per€_>0

e, per I’Osservazione 2.6.6, cid equivale a provare:
v v
(T Jo)x ¢)(0) — (T* #)(0), Ve eD, pere—0.
Per il Teorema 2.6.5 (associativita dell’operatore di convoluzione)
v v
(T Je)x £)(0) = (T (Jex #))(0).

v v
Se proveremo che J.x ¥— @ in D per € — 0, dal Teorema 2.6.3 seguira

v v
che T (Jx ¢) — Tx ¢ in &, per € — 0.
Poiché la topologia di £ implica la convergenza puntuale, si avra:

(T + (Jox ))(0) — (Tx 9)(0),  VpeD

ed il teorema sara provato.
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VooV
Dimostriamo dunque che J.x ¥—¢ in D. Innanzi tutto osservia-

V
mo che {J.x Y}oce<1 € una famiglia di funzioni C° aventi supporto

v
contenuto in supp ¢ +S5(0,1), compatto indipendente da . Inoltre dal
teorema di derivazione sotto il segno di integrale per funzioni derivabili
a supporto compatto segue:

\ Vv
6h(JE* SD) =J. %0 @

e quindi, induttivamente

Ok P) = J.x 0% ¢,  VaeZm.

Il teorema riguardante la convoluzione con un mollificatore assicura poi
che:

v v v v
sup |0%(Jex @) — 0% ¢ | =sup | S x 0% ¢ —0“ ¢ | — 0 per e — 0.
La dimostrazione ¢ completa. [l

Osservazione 2.6.8. Le funzioni T * (. si dicono regolarizzazioni
della distribuzione T'. 1l Teorema 2.6.7 prova che ogni distribuzione é
limite in D’ di una successione di funzioni di €, ossia che £ & sequen-
zialmente denso in D’.

Si tratta dell’analogo, per le distribuzioni, di un noto teorema di
regolarizzazione delle funzioni di L.

Ci proponiamo ora di definire la convoluzione di due distribuzioni.
Cominciamo con l'osservare che I'operazione di traslazione denotata 7y,
h € R™, e definita da:

(Thp)(x) = @z — h)
¢ continua da D in D e da £ in €. Inoltre se T € D' e ¢ € D, per la
traslata della funzione T % ¢ € & si ha:
Th(T * ) (@) = (T x p)(x — h) = (T, p(x —h—)) =
= (T, (@) (x =) = (T * ) (2);
dunque
Th(T * ) =T * Thep.

L’applicazione ¢ — T x ¢ ¢ quindi continua da D in £ (Teorema 2.6.3)
e commuta con le traslazioni. Il teorema che segue prova che vale anche
il viceversa.
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Teorema 2.6.9. Sia U : D — & un’applicazione lineare con-
tinua che commuta con le traslazioni. Allora esiste una ed una sola
distribuzione T' tale che:

U(p) =T * ¢, Yo eD.

DIMOSTRAZIONE. Definiamo un’applicazione T da D in C ponendo:

(T, 0) = T() = U(F)(0).

T e lineare, evidentemente; proviamo che ¢ anche continua. Sia {¢;}
una successione di funzioni convergenti a 0 in D. Per la continuita di U,
U(pj) converge a 0 in £ e quindi U (¢;)(0) converge a 0, cioe T'(¢;) — 0.
Dunque T € D'. Proviamo che le due funzioni U(p) e T * ¢ sono uguali
per ogni ¢. Cominciamo col vedere che assumono lo stesso valore in
z = 0. Abbiamo:

(T % 9)(0) = (T £)(0) = T(¥) = U()(0).

Sia ora h € R™ \ {0}. Tenendo conto che & commuta con le traslazioni
ed usando 'uguaglianza precedente con 7_p¢ in luogo di ¢, abbiamo:

(T % ) (h) = [T—p(T x )](0) = [T+ 7_n](0) =
=U(T-np)(0) = [T-n(U(9))](0) = U(p)(h).
Per ’arbitrarieta di A, discende da qui:
T =Up).

Cio vale per ogni ¢ € D e quindi 'operazione di convoluzione con T
coincide con 'applicazione U.

Resta da provare l'unicita. Supponiamo che 77,75 € D’ e soddisfino
I'uguaglianza precedente. Allora:

Ty x o =Tb x @, VoeD

e dunque
[(Th — T3) * ¢](x) =0, VoeD,VreR"
In particolare
(T )+ ¢](0) =0, VpeD

da cui

(T~ To,#) =0, VepeD
e quindi T} = Th. O
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Definizione 2.6.10 (Convoluzione di due distribuzioni).  Siano
Ty, Ty € D', una almeno a supporto compatto. Per ogni ¢ € D ha senso
Pespressione:

T1 * (TQ * QO)
Infatti se Tb ha supporto compatto, Th * ¢ € D e quindi T} * (T * @)
e definita. Se invece ¢ 11 a supporto compatto, allora To x o € £ e

Ty % (Ty % @) ¢ ancora ben definita (cfr. Proposizione 2.6.4). In ogni caso
I’applicazione:

U:p— T+ (To*p)

¢ un’applicazione da D in £ lineare e continua, in quanto composta di
applicazioni continue, ed inoltre commuta con le traslazioni:

Th(T1 * (T x @) =T * Th(Ta x ) =
=T * (Ty * The), Vo eD,
cioe
ThlU(p) =U(Thp), Ve €D.
Per il Teorema 2.6.9 esiste una ed una sola T' € D’ tale che U(p) = Tx ¢,
cioe tale che:
Ty« (Ty x @) =T % ¢, Vo eD.

Definizione 2.6.11. La distribuzione T si dice “convoluzione di
Ty eT5” e si indica con 17 * Ts.

Sia T = ¢ € D; allora T1 * T = T} * ¢ € una funzione f € £. Per ogni
p € D, fxyp e ben definita come convoluzione di due funzioni. Proviamo
che per ogni ¢ € D:
fro=Txp,
dove con T si & denotata la convoluzione di T} e T5 pensate entrambe
come distribuzioni. Infatti:
Txp=(Ti1*x To)xp=T1 % (T *x¢) =
=T x(xp)=(T1*¢Y)xp=[f*op.

Teorema 2.6.12. Siano 11,7, € D', una almeno a supporto
compatto. Allora:
1) Tl*TQ :TQ*Tl,‘
ii) supp (T} * Ty) C supp T} + supp T».
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DIMOSTRAZIONE. Siano ¢, € D. Allora:

(6.4) (Ty xTp) * (p*x1) =Ty % (To * (@ *x 1))
=Ty = ((Tz @) x ) =
=T * (Y= (Ta*9))
= (T ) * (Ty = ).

La prima uguaglianza segue dalla definizione di convoluzione di due di-

stribuzioni, la seconda dalla proprieta associativa (Teorema 2.6.5), la

terza dalla proprieta commutativa della convoluzione di due funzioni, la

quarta ancora dal Teorema 2.6.5.
Scambiando T} con T5 si ha quindi:

(6.5) (TaxTh)x(px1p) = (To*xT1)* (Y *p) = (T2 xp)* (T1 * ).

Gli ultimi membri delle uguaglianze (6.4) e (6.5) sono uguali per la
commutativita della convoluzione fra due funzioni, quindi sono uguali
anche i primi:

(Th = T3) % (@ x ) = (Ta x T1) * (@ * )
da cui (proprieta associativa):
[(T1 * To) * ] b = [(T2 + T1) * 0] % 9.
Per larbitrarieta di 1:
(Tl*Tz)*gO: (TQ*Tl)*go
e per larbitrarieta di ¢:
Tl*Tz :Tg*Tl.
Resta da provare ii).
Sia J; un mollificatore. Per definizione di convoluzione di due distri-
buzioni:
(Th % To) x Jo =Th + (T x Je).

Quindji, utilizzando la iii) del Teorema 2.6.2:

(6.6) supp [(T1 * To) % J:| C supp 11 + supp (Ta x Je) C

C supp T3 + supp T» + S(0,¢).
Poiché (per la iii) del Teorema 2.6.7)
(Ty *To)x J. — Ty *T» inD', per,e —0
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passando al limite per ¢ — 0 in (6.6) si ottiene:
supp (11 * T») C supp 11 + supp Ts.
U

Teorema 2.6.13. Siano T1,T,T3 € D', due almeno a supporto
compatto. Allora:

(T To) + T3 =Ty % (Ty x T3) (proprieta associativa,).

DiMOSTRAZIONE. Dalla definizione di convoluzione di due distribuzioni
si ha:

(TyxTo)«T3)x o= (Th xTa) x (Tz x ) =Ty * (Ta x (T3 % p)).
Analogamente:

(Ty*x (ToxT3))x =T+ ((TaxT3) x ) =T1 * (To x (T3 % p)).
Dall’'uguaglianza degli ultimi membri segue la tesi. O

Esempio. SianoT € D', ¢ € D:
(Oxp)(x) =d(p(x—-) =), Vo = dxp=¢
(Tx0)xp=Tx*(xp)=Txp, Yo = Txo=T,;

d & I'elemento neutro per 'operazione di convoluzione in D'.

Osservazione 2.6.14. Sia T € D'. Una qualunque derivata di T,
0T, puo essere scritta come convoluzione di T con 0¢9:

0T = 0“6+ T.
Infatti per ogni ¢ € D:
T+ p=T*0% =
—Tx (0% ) =
=Tx* (0% ) =
= (T % 0%6) * .

Teorema 2.6.15. Siano Ty,T> € D’ una almeno a supporto com-
patto. Allora:

8a(T1 * Tg) = T1 * 8QT2 = 8°‘T1 * TQ.
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DIMOSTRAZIONE. Dall’Osservazione 2.6.14 segue:
(67) 8Q(T1 * Tz) = 0% * (T1 * Tg) =

= (0% *T1) * Ty

= ((5* (‘9O‘T1) *TQ =

= 0%y * Th.
Scambiando T con Ts:
(6.8) 0Ty xT1) = 0Ty x T = T % 0¥T5.
Poiché Ty « Ty = Ty + T1, i primi membri in (6.7) e in (6.8) sono uguali;
I'uguaglianza degli ultimi membri fornisce la tesi. O
Esercizi

i) Provare che se T} e T» € D'(R) ed hanno supporto limitato a sinistra,
allora 77 * T ha senso.

ii) Sia T' € £'(R). Calcolare T x 1.

iii) Siano T € £'(R) e ¢ un polinomio di grado m. Provare che T * ¢ &
un polinomio di grado < m.
iv) Sia H la distribuzione di Heaviside. Provare che:

(1x0)«H =0

1+ (0« H)=1.

Cio ¢ in contrasto con il Teorema 2.6.137

7. Trasformata di Fourier di distribuzioni

E noto che la Trasformata di Fourier fdi una funzione f € L!

f(f) = /e””gf(x) dx

¢ una funzione continua convergente a zero all’infinito. Inoltre quanto
maggiore & 'ordine delle derivate di f appartenenti ad L' tanto maggiore
¢ 'ordine di decrescenza di fall’inﬁnito; e viceversa, quanto maggiore ¢
l'ordine di decrescenza di f tanto maggiore & l'ordine di differenziabilita
di f.
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La ricerca di uno spazio di funzioni per il quale ’applicazione f — f'
risulti un isomorfismo dello spazio su se stesso ha portato all’intro-
duzione delle “funzioni a decrescenza rapida”. Il loro insieme, che in-
dicheremo con S, ¢ contenuto in £ e contiene D. Il duale di S, &', ¢ un
sottospazio di D’ contenente £’. Per gli elementi T' di S’ si puo definire la
trasformata di Fourier f, in modo tale che se T € L', allora T coincide
con la trasformata di 7" in quanto elemento di L!; inoltre I'applicazione
T+ T & un isomorfismo di &' su S'.

Definizione 2.7.1.  Indichiamo con S§ (S(R")) lo spazio delle
funzioni ¢ € C*° tali che:

(7.1) sup [2790%p(z)| < oo, Vo, BeZ.
€T
Le funzioni di S vengono dette “a decrescenza rapida”.

Una funzione ¢ € C* soddisfa (7.1) se e solo se essa e tutte le sue

derivate tendono a zero per |z| — 400 piu in fretta di ogni potenza di
1

m. Chiaramente D C § C LP, per ogni p. Esistono pero anche delle
funzioni che non hanno supporto compatto ed appartengono ad S; per
esempio ¢(z) = e 17

E immediato verificare che “S ¢ uno spazio vettoriale sul corpo C
dei numeri complessi, chiuso rispetto l'operazione di derivazione e la
moltiplicazione per un polinomio”:

peS = 0%%esS;
p €8, g polinomio = gqpé€eS.

Per ogni ¢ € S poniamo:

H('JDHP = sup Sup|lﬂaa(p($)|ﬂ pZO,l,
|a|<p
1BI<p

lollge = sup sup |(1+[a])*d%(x)], ¢,k=0,1,....
lajl<g
Una successione {¢;} C S converge a 0 in S se

lim |5, =0, VpeN
j—o00

0, equivalentemente, se

lim [lo;llgr =0, g keN.
J—00
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E immediato verificare che S C LP, per 1 < p < 0.

Proposizione 2.7.2. La topologia di S & pit fine di quella di £ e
meno fine di quella di D:

D—S—=E&

(inclusioni continue).

DIMOSTRAZIONE. Si deve provare che ogni successione {¢;} conver-
gente a 0 in D converge a 0 in S e che ogni successione convergente a 0
in § converge a 0 in £.

Sia ¢; — 0 in D. Allora esiste un R tale che

supp ¢; C {z : || < R} V3.
Inoltre
sup |[0%¢j(z)| — 0 VaeZl.
€T
Poiché 2 9%p;(z) & nullo per |z| > R, abbiamo:

sup [27 0%p; ()| = sup |27 9%¢;(x)| < RN sup |0%p;(x)] — 0
z lz|<R z
per j — oo; quindi
lpjllp = sup supla” 0¢p;(z)| — 0,  VpeN.

la|<p

Dunque ¢; — 0in S.
Sia ora ¢; — 0 in S; allora:

sup [0%¢;(z)| < |l¢jllja) — 0,
X

ossia {0%;} converge uniformemente a zero su R" e quindi a maggior
ragione su un compatto K comunque scelto. Dunque ¢; — 0in &. O

Teorema 2.7.3. Siap €S e 3(&) = [e**¢p(z)dz. Allora:

i) ¢ € S e 'applicazione ¢ — @ é lineare e continua da S in S.
i) 9°5(€) = (—0)l* ()" ().
i) (079)"(€) = (1€)7B(€).
DIMOSTRAZIONE. Come abbiamo gia osservato, S C L' e quindi

¢ ben definita. Cominciamo a provare che ¢ € S dimostrando che ¢ ¢
derivabile.
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Verifichiamo che sono soddisfatte le condizioni che rendono lecito
derivare

5O = [ tpta) da
sotto il segno di integrale. Per ogni multi-indice « si ha infatti:

08 (e " p())| < |(—ra)e™ " Sp(x)| =
= |z%(x)| € SC L' (def. di S).
Quindi

9°3(¢) = / e (Ca)p(e) di = (—)(220)(€).

Dunque ¢ € C* e vale ii).
Si ha poi:

(16)°0*p(€) = (1)1 /(356_”5) (—12)%p(x) da

e quindi, integrando per parti:

(7.2) (16)70°3(¢) Z/Gzzéaﬁ((—w)%(x))dﬂf-

Da qui, con a = 0, si ottiene:
0°5(O) = [0 p(w)d = (%0 (©).

Resta cosl provata anche iii).
Da (7.2) segue inoltre:

(73) €90°5(¢)| < / 10°[(—02) ()] da.

Abbiamo gia osservato che S & chiuso rispetto le operazioni di molti-
plicazione per un polinomio arbitrario e rispetto alla derivazione. La
funzione sotto il segno di integrale nella precedente stima ¢ quindi in
S che, a sua volta & contenuto in L'; quindi I'integrale & convergente.
Denotato con C, g il suo valore, abbiamo:

670°3(E)| < Cap  VEER™

Dunque ¢ € S.
Proviamo ora che ’applicazione:

Q=
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e continua da S in S. Sia ora ¢; — 0in S. Da (7.3) segue:

€70°%;(6)] < /(1 + |2)" 107 (20 (@))|(L + )~V da <

< sup(1+ fa)" 05wy ) - [ (14 fal) o <

< C1 Cagsup(l+ [z])" 1S 7 sup 97y,
v <18
dove [(1+ |z])™" tdz = C;. Quindi:

sup 1€70°3;(€)| < Cayg S sup(L + [])" 1197 o
Y

I<|gl =
e ~
185llp = sup sup €70°;(&)| < Cpllgjlln+1p — 0.
181<p ¢
La dimostrazione ¢ completa. [l

Teorema 2.7.4 (Formula di inversione). Se ¢ € S allora:

o(z) = (27) / CTEP(E) dE, Vo € R

cioe vale per ogni x € R" la formula di inversione della trasformata di
Fourier di ¢.

DIiMOSTRAZIONE. Ricordiamo che se f ed J?appartengono entrambe
ad L' allora la formula di inversione vale quasi ovunque in R™ e vale in
tutti i punti di continuita di f. Nel nostro caso abbiamo:

@ e e L' e e continua in ogni punto.

Quindi la formula vale per ogni € R™. Ricordiamo anche che la formula
di inversione puo essere scritta nella forma:

~

(7.4) S=(2n"¢.
0

Corollario 2.7.5. L’applicazione ¢ — @ & un isomorfismo algebri-
co e topologico di S in sé.

DiMoSTRAZIONE. Conseguenza immediata del Teorema 2.7.3 e della
formula di inversione. O

Teorema 2.7.6. Se ¢, ) € S si ha:
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) [ev=[ey;:
i) [od= (2m) " e
iii) ¢ 1/1 =5-1;
iv) g1 = (2 ) "o,
DIMOSTRAZIONE. i), ii) e iii) sono valide in L' N L? e quindi in S.
iv) segue da iii) e dalla (7.4) (formula di inversione). Infatti, applicando

quest’ultima a p¢ € S:

A() (@) () (—a);

mentre, applicano iii) a 12 ed utilizzando poi (7.4):

) 5‘12:(2@%-(2@"%.

Quindi:
- = vV
@m)"Gxp = @0 P
Dunque le funzioni @ e (27)7"p x J hanno la stessa trasformata di

Fourier e poiché questa trasformazione e biiettiva da S in S, esse sono
uguali. O

Teorema 2.7.7. D ¢édensoin S.

DIMOSTRAZIONE. Proveremo il teorema dimostrando che ogni fun-
zione ¢ € S e limite, nella topologia di S, di una successione di funzioni
appartenenti a D. Sia 1) € D, ¥(x) =1 se |z| < 1. Posto:

x
eul) = p(@) v (),
abbiamo
o €D ¢ pulz) = () se [o] <v
Proviamo che ¢, — ¢ in S, i.e. ||¢, — ¢||p, — 0 per ogni p.
\a|§p |z|>v

s s 5 (5(5) 1)

< sup Supm"gz<) x) 0% M (x )‘

|‘1\<P x|>v
HE sa

lln — SOHp = Sup sup <

C C,
<=2 sup sup |x§07g0(w)\ < l“‘P”pH-
V ojs|<p+1 = v
[vI<p

Quindi ||¢, — ¢l — 0 per v — . O
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Definizione 2.7.8. Denotiamo con S’ I'insieme delle applicazioni
da 8 in C lineari e continue; T € S’ se e solo se
i) T: S — C é lineare;
ii) per ogni {¢;} € S, ¢; — 0 in S per j — oo, si ha

S’ con le usuali operazioni di moltiplicazione di un numero complesso
per un’applicazione e di somma di due applicazioni € uno spazio vetto-
riale su C. La topologia di &’ ¢ definita mediante la seguente nozione di
convergenza;
sia {T;} S, T eS8 Tj— T in S seesolose (T}, p) — (T, p), per
ogni ¢ € S (topologia debole).

Gli elementi di 8’ vengono dette “distribuzioni temperate”.

Proposizione 2.7.9 (Caratterizzazione delle distribuzioni tempe-
rate). Sia T : & — C un’applicazione lineare. T ¢ continua (quindi
appartiene ad S’) se e solo se esistono due costanti p e ¢ tali che:

(7.5) (Tl <clell,,  Yees.

DIMOSTRAZIONE. Sia T : § — C un’applicazione lineare soddi-
sfacente (7.5). Considerata una successione {¢;} C S, ¢; — 0 in
S abbiamo ||¢;|lq — 0, per ogni ¢ € Z; quindi ||¢;||, — 0.

Da (7.5) discende:

KT, 05| < cllejllp;

da cui (T, ¢;) — 0. T & dunque continua.
Viceversa, sia T un’applicazione lineare su S non soddisfacente (7.5):
per ogni ¢ e per ogni p esiste quindi un elemento ¢, , € S tale che

(T, pep)| > cllpepllp-

Scelto p = ¢ = j, per ogni j esiste allora una funzione ¢; € S tale che:

’<T7(pj>|>j|’90j"j7 7=12...
e quindi:
lpill; 1 .
T < T 7=12,....
(T, J

Posto:
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abbiamo {1;} C S. Dalla definizione di || - ||, segue inoltre che:

lpslly 1

< -
(Toepnl

Per 5 — oo l'ultimo termine tende a zero: resta cosl provato che
4]l — 0. Cio significa, per 'arbitrarieta di p, che ¢; — 0in S. Se
T fosse continua si avrebbe quindi 7'(¢;) — 0, ma invece ¢ T'(;) =1
per ogni j. Si & cosi provato che se T' non verifica (7.5), allora 7' non
puo essere continua. O

i>p = il < llsll; =

Proposizione 2.7.10. Se T € §’, Ia restrizione di T a D ¢ una
distribuzione di ordine finito. Inoltre I’applicazione:

r: & — D

(7.6) T T

é iniettiva (ma non suriettiva) e continua.

DIMOSTRAZIONE. Sia T € &’ e K un compatto scelto ad arbitrio.
La Proposizione 2.7.9 assicura che esistono c, p tali che

(To) <cllel, VeeSs.
In particolare per ogni ¢ € D con supp ¢ C K si avra

(T, )| <c sup sup |:C56‘lcp(x)\ =c sup sup \xﬂ(?agp(wﬂ <
la|<p la|<p zeK
[Bl<p |1BI<p

CRP sup sup |0p(x)]| <
la|<p zeK

cRP Z sup |0%p|,

la|<p

dove R e il raggio di una sfera contenente il compatto K. Questa mag-
giorazione assicura che Tjp ¢ una distribuzione di ordine finito (p non
dipende dal compatto K).
L’applicazione
Sl N Dl
T +— ﬂ'D

non e suriettiva. In effetti 'applicazione

T:D>¢— /emch(x) dx
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¢ una distribuzione di ordine 0, mentre esistono funzioni ¢ € S (ad

|z
esempio p(x) = e~ 2 ) tali che:

/e'zrch(x) dr = +o0.
L’applicazione (7.6) € pero iniettiva. Per verificare cio basta provare che:
TeS Tp=0 = T=0 in§
cioe
TeS Tp=0 = (T,p)=0 Vped.

Sia dunque ¢ € S. Per il Teorema 2.7.7 esiste una successione {¢, } C D
tale che:
vy — p inS.

Poiché T & continua in S risulta:

lim (T, p,) = (T, ).

V—00

Ma {p,} C D e per ipotesi Tjp = 0, quindi (T, ¢,) = 0 per ogni v; il
limite & quindi zero, sicche (T, ¢) = 0.

Quanto provato consente di identificare S’ con il sottospazio di D" a
cui ¢ isomorfo mediante I’applicazione (7.6). E chiaro allora che se

T, — 0in &', alloraT; — 0in D' :
(Tj,0) — 0VpeS = (Tj,p) —0 VoeDCS.
Cio prova la continuita della’applicazione (7.6) e l'inclusione

S —7D.

Proposizione 2.7.11. L’applicazione di restrizione

r: & — &

(7.7) T T

¢ iniettiva e continua.

DIMOSTRAZIONE. Sia T € £’. Sappiamo che allora esiste un com-
patto K, un intero non negativo m ed una costante ¢ > 0 tali che:

(T, ) < D suplo®e(x)], Veoek.

la|<m zeK
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Poiché S C &, abbiamo quindi per ogni ¢ € S:

(T, )| < c1 sup sup [0%p(z)| <
|o|]<m zeK

< e sup sup [27°9%(z)| = e1 [|¢]lm-

la|<m zeR™
|Bl<m

Dunque Tjs € 8 (cfr. Proposizione 2.7.9).

L’applicazione (7.7) ¢ iniettiva, ossiase T' € £’ e T|s = O allora T = 0
in £'. Per provare cid, sia ¢ € &; allora esiste {p;} C D C S tale che
@j; — @ in £. Poiché T & continua su & risulta:

<Ta (Pj> - <T7 90>'

Ma per ipotesi Tjs = 0 e quindi (T,¢;) = 0 per ogni j. Sicche
lim (T, ;) = 0. Quindi (T, ¢) = 0.
j—0o0

Quanto provato assicura che £ & isomorfo mediante ’applicazione r
ad (&), sottospazio di §’. Cio permette di identificare & con r(&'): &’
¢ un sottospazio di §’. Resta cosi provata I'inclusione algebrica:

g cds.

L’inclusione ha luogo anche in senso topologico, poiché se {T;} C &' e
(T, ;) — 0 per ogni ¢ € &, allora si ha anche (T, ;) — 0 per ogni
p e S, dato che S C €. Quindi

g
O

Esempi 2.7.12. Esempi notevoli di elementi di 8’ sono 1 seguenti:

a) Sia f € LP, p > 1 e sia a : R™ — C una funzione misurabile
tale che |a(z)| < ¢ (1 + |z|)*. Posto per ogni ¢ € S:

(T, ) = / f(@) alz) plz) dz,

Ty € S'.
b) Sia f € LL ., |f(z)] < Alz|', per ogni x € R", |z| > R. Posto

loc’

per ogni p € S:
(Tog) = [ @) ola) da.

T, € S'.
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c¢) Sia f come in b). Posto:

(Ty, ) = / f(2) 0% () de,

T; € S'.

Osservazione 2.7.13. a) assicura che tutte le funzioni di LP,
p > 1, come pure i loro prodotti per polinomi arbitrari appartengono
ad §’. Da b) segue che ogni funzione localmente integrabile che cresca
all’infinito al pitt come un polinomio appartiene ad S'. Infine, per c),
vi appartengono anche tutte le derivate, nel senso delle distribuzioni, di
ogni funzione di tale tipo.

Definizione 2.7.14. Sia T € S'. La trasformata di Fourier di T é
definita da:

(T,p) =(T,®), ¢@€S.

T : S8 — C ¢ ben definita poiché ¢ € S implica p € S e
(T,p) € C.

- T & lineare perche composta delle applicazioni ¢ +— @ e
@ +— (T, p) entrambe lineari.

- T & continua poiché le precedenti applicazioni sono continue.

Dunque Teds.

Dal punto a) degli Esempi 2.7.12 segue che L' ¢ §’. In L' 1a trasfor-
mata di Fourier e gia stata definita. La definizione che abbiamo dato ora,
considerando gli elementi di L' come distribuzioni di S’, coincide con
la precedente? La risposta e affermativa. Per verificare cio, indichiamo
con F, la trasformata di Fourier di v € L':

Fu() = /e_””f u(zr) dx

e con u la trasformata di Fourier di u nel senso di &’. Per ogni ¢ € S
risulta:

@e) = (wp) = [w©)( [ ooy o) e
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La funzione !e_“”'g () u(f)’ = [p(@)] - [u(§)[ & sommabile in R x Ry.

E pertanto lecito cambiare ordine di integrazione. Si ottiene cosi:

(U, p) = / w(x)( / e T u(€) dg) dx =
~ [o@) R do = (Furp)

Per l’arbitrarieta di ¢, discende da qui:
u=F, in S’.
Teorema 2.7.15. L’applicazione T +— T ¢ biettiva e bicontinua da
S inS'.

DIMOSTRAZIONE. Sia T € 8§’ e ¢ € S; per definizione si ha:

(T, 0) = (T,8) = (T,3) =
— (T, 27)" ) = (27)" (T, $).

v
L’applicazione ¢ — (T, ¢) ¢ un funzionale lineare continuo su S e quindi

v
appartiene ad S’: lo indicheremo con T
Dunque:

v v
(T, o) =(T,%), ¢€S.
Per quanto visto sopra si ha quindi:

~
~

(T,¢) = @0 (T,0),  Vp€ES;

ossia
% =2m)" Qvﬂ
onde:
v
(7.8) T—(@2mn)"T.

Quindi ogni T' € &’ ¢ la trasformata di Fourier di un altro elemento di
S’. Cio ¢ quanto affermare che I'applicazione T + T' & suriettiva da S’
in se.

v
Tale applicazione & anche iniettiva. Infatti, se T =0 anche T=0 e
dunque, per (7.8), T = 0.
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L’applicazione T +— T ¢ inoltre continua da S’ in S'. Infatti, sia
{T;} c S, T; — 0in S’. Allora <CIA’j,g0) = (T},$) — O per ogni p € S.
Quindi anche ZA”] —0in &'.

La continuita dell’applicazione inversa discende dalla continuita della
T — T e dalla formula di inversione (7.8). O

8. Trasformata di Fourier—Laplace e Teorema di Paley—Wiener

Definizione 2.8.1. Sia f : Q@ — C: z — f(2), Q C C" aperto,
z2=(21,...,2n) € C", zj = xj +1y;. f sidice “olomorfa” in Q se, posto

— 1
0j = 5((9%. +10y,),j=1,...,n, si ha:
9, f(z) =0, VzeQ, j=1,...,n.

f si dice “intera’se é olomorfa in C".

Teorema 2.8.2. Sia {f,} una successione di funzioni olomorfe
in un aperto 2 C C". Se f, — f uniformemente su ogni compatto
K C Q, allora f é olomorfa in ).

Esempi.

n
1) Sia xg € R™. Per ogni z € C™ poniamo xgz = Zl’oj zj. La
j=1
funzione f(z) = xg z é intera. Infatti:
Ov; (w0 2) = 205 Oy (w02) =120; = Oj(x02) =0.

2) La funzione g(z) = e®* ¢ intera perché composta di funzioni
intere.

Teorema 2.8.3. Se f € L', supp f compatto, allora f(f) =
f(e7¥%); il secondo membro & definito per ogni ¢ € C" ed f(¢) é una
funzione intera detta “Irasformata di Fourier—Laplace di f”.

DIMOSTRAZIONE. Poiché f € L', f(€) = [ e **¢f(x)dw. Poiché

supp f e compatto l'integrale puo essere letto come valore della distri-
buzione f € &£ applicata alla funzione z — e*®¢ € £. Quindi f(é) =
Fle8), € e R™,

Sia ¢ € C". La funzione = +— e™**¢ ¢ £(R™). Poiché f € &
possiamo applicare la distribuzione funzione f alla funzione z — e*%¢:

fle™v ) = /e”gf(a;) dz & ben definita. L’applicazione ¢ — f(e™""¢),
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¢ € C", & detta “Trasformata di Fourier—Laplace di {” e viene denotata

f(Q).

Resta da provare che f(() ¢ intera, ossia che @f(() = 0 per ogni
CeC™ j=1,...,n. Posto ( =& +1n, con &, n € R"*, abbiamo:

= =~ 1
3,7(0) = 5 (@, +1y,) / e~ 7€) £ () do.
Verifichiamo che & lecito applicare il teorema di derivazione sotto il segno
di integrale:
|0, e P EHD f(2)| = | =y e TET f ()| = || €| f ()] <
< RefM|f(z)| € L',

dove si e indicato con R il raggio di una sfera che contiene il supporto
di f. Analogamente:

Oy TEN f(@)] = Jaj e TET ()] <
< RefM| f(z)| € LY,
quindi
3,7(0) = / % (O, + 10y, ) =€ (2) do — 0.

~

Cio prova che f(() ¢ intera. O

Il teorema che segue estende a tutte le distribuzioni a supporto com-
patto le proprieta provate nel Teorema 2.8.3 per le funzioni appartenenti
ad L' a supporto compatto.

Teorema 2.8.4. Sia T € &. Allora T ¢ la funzione ’f(f) =
T(e7*¢), ¢ € R™. La funzione a secondo membro si estende ad ogni vet-
tore complesso ¢ € C" e definisce una funzione intera detta “Irasformata
di Fourier—Laplace di T”.

DIMOSTRAZIONE. Sia J. un mollificatore. Poniamo T, = T * J.. E
stato provato che se T' € D’ allora T'x.J. — T in D’. Una dimostrazione
analoga mostra che se T' € &' allora T * J. — T in §’. Dunque:

T.— T in S’
Poiché la trasformata di Fourier F' & un isomorfismo di &’ in se
(8.1) T. —T in&’, pere— 0.
T-€De fa ¢ la funzione:

To(&) =Te(e™%),  £€R™
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Essa si prolunga (cfr. Teorema 2.8.3) ad una funzione intera in C":
¢ T.(e7¢). Proveremo le seguenti affermazioni:

0;

i) To(¢) — T(e™*¢) uniformemente su ogni compatto di C", per
E —
i) T.(¢) — T(e %) in S'(R™), per € — 0.

Da (8.1) e ii) seguira allora che T = T(e™*'¢) in &, cioe la distribuzione
T ¢ la distribuzione funzione:

T(€)=T("%), €eRY

inoltre da i) e per il Teorema 2.8.2 seguira che ¢ — T(e™*'¢) ¢ una fun-
zione intera. La dimostrazione sara allora completa.

Dimostriamo i). Per il Teorema 2.8.3, 7.(¢) ¢ una funzione intera

(82) Q) =Te(e ™) = (Tox e €)(0) =
= (T Je) % € €)(0) = (T * (Je % €"))(0) =
=T((J-xe"%)), ¢eC™

Inoltre:

(8.3) (Jexe" ) (x) = / Je(y) =¥ Cdy =

:eZIC/J<y> Efneflycdy: ponendo Y Zg
13 €
= [a@eTdg -

=% J(e0).

Da (8.2) e (8.3) segue:
(8.4) T.(Q) =T J(eQ) = J(eQ)T(e™),  ¢eCm
quindi

(8.5) T.¢) - T(e™ %) = (J(e¢) - )T (e%), (eC™
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Per il teorema di caratterizzazione delle distribuzioni a supporto com-
patto esistono costanti ¢, h ed un compatto H C R" tali che:

(8.6) T(e™ ) <c > suplofe ™| =
la|<h reH
—c > sup|(—e Q) e =
la|<h reH
—c 3 supl¢t] e <
la|<h reH
e (L4 [¢)"e 3, A= sup[af

zeH

Sia K un sottoinsieme compatto di C": K C {¢ € C" : |(| < R}. Allora
da (8.5) e (8.6):

sup [T(¢) = T(e™ ) < sup [J(£¢) — 1] -1 (14 [¢])" e ¥¢ =
(eEK (eK

o~

=cg sup|J(e¢) — 1.
(eK

Per provare i) ¢ dunque sufficiente provare che:

~

(8.7) lim sup [J(e¢) — 1] = 0.
EHOCEK

Poiché J & continuo e j(O) =1, per ogni § > 0 esiste ps > 0 tale che

~

6l <ps = |7(0)—1] <5
Ps
R

sup |J(e¢) — 1] < 4.
(eK

allora per ogni ¢ € K, per ogni ¢ < —— abbiamo |e (| < ps e quindi:

La (8.7) & cosi provata.

Dimostriamo ii). Da i) segue che le funzioni 7-(¢) e T(e~*"¢) apparten-
gono a C*°(R™). Dobbiamo ora provare che esse appartengono ad S’(R")
e che:

(8.8)

/ To(6) pl€) dE — / T(e ™€) pl€) dE, pere—0, Ve SRM).
Da (8.6) con ¢ = £ € R™ segue:
(8.9) T8 < (1+[E)",  EeR”
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e quindi da (8.4)
(8.10)
(€)= T T(e™ )| <

<sup 7] (e < ([ ) eat+ e = a1+ €]

E noto che ogni funzione localmente integrabile che cresce al piu come
un polinomio appartiene ad S’. (8.9) e (8.10) provano dunque che

EmTle™ 8 e fg(g) appartengono ad S’. Resta da provare (8.8).
Da (8.10) segue per ogni ¢ € S:

ITo(6) (€)] < er(1+ [€)"](¢)] € L.

Per il teorema della convergenza dominata:

timy [T pl€)d = [ Em T p(©de = (e heonc=0
— [T 9t de
La dimostrazione ¢ completa. [l

Definizione 2.8.5 (Funzione supporto). Sia K un compatto con-
tenuto in R™. La funzione:

Hg(n) = sup xn, neR"
reK

e detta “funzione supporto” di K.

Osservazione 2.8.6. Poiché x — xn é una funzione continua e K
e compatto:

supxn =maxxn ==T1, perunz € K.
xeK zeK

Esempio 2.8.7. Se K = S(0, R) allora: Hi(n) = R|n|. Infatti, se

z€S(0,R), x-n<|z|-|nf <R-[nl. Quindi

sup z-n < R-|n|.
5(0,R)

D’altro canto, R % € S(0, R) e allora:
n
no._
sup -0 > R—-n=R-|n
lz|<R ul
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Dunque Hg(n) = R - [n].
Proposizione 2.8.8. Per la funzione supporto valgono le seguenti

proprieta:

1) Hi,+xk, = Hg, + Hg,, per ogni K1, Ky compatti.
i) Hg(§+n) < Hx(§) + Hi(n), con &, n € R™.
i) Hg(t&) =t Hx(§), per ogni £ € R™ e per ogni t > 0.

DIMOSTRAZIONE.
i)

Hg 1ry(n) = sup xn= sup (x1+x2)n= sup (x11+x27) <

rzeK1+ Ko z1 €Ky z1 €K

To€EKo To€EKo
< sup xyn+ sup x2n = Hg (1) + Hr,(n).
T1€K1 T2€ K2

Hg, (n) + Hi,(n) =T1n +Tan = (T1 + T2)n <
< sup (21 +22)n = Hk,+K,(0).

z1 €Ky
9 €Ko

Segue da qui la tesi.
ii)

Hyg(§+mn) =supz(§+n) =sup(zl+xn) <supx+suprn=
reK reK 1=y.¢ zeK

= Hg(§) + Hi (n).
La disuguaglianza opposta non vale in generale:
Hg(§) + Hg(n) =supx{+suprn=2{+Tn,  T,T€K,
zeK zeK
dove in generale T # T.
iii) Sia Hg(§) =T &. Poiché t > 0, per ogni = € K si ha:

-t =t(x-&) <tsupzxf=tHg();
zeK

quindi
Hp(t€) < tHr(§);
inoltre
EH(E) = tTE =T (t€) < supw () = Hi(t).

zeK
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Osservazione 2.8.9. Le proprieta ii) e iii) assicurano che Hg ¢
una funzione convessa. Per la ii) Hi ¢ positivamente omogenea.

Teorema 2.8.10 (di Paley—Wiener-Schwartz). Sia K un sottoin-
sieme compatto convesso di R™ con funzione supporto H.

i) Se T é una distribuzione di ordine N con supporto contenuto
in K, allora esiste una costante C' tale che:
(8.11) T <C+[hN e GO ¢cecm

ii) Viceversa, ogni funzione intera in C", U((), tale che esistono
costanti C, N per le quali sia verificata la stima:

(8.12) U < CA+[hNeHEI e,

é la trasformata di Fourier—Laplace di una distribuzione con
supporto in K.

ili) Se ¢ € C°(K), allora per ogni N esiste una costante Cly tale
che:

(8.13) POl < On L+ MO e

iv) Viceversa, una funzione intera in C", U((), tale che per ogni N
esista una costante Cy per la quale sia soddisfatta la stima:

(8.14) Ul < On (@ +IghNeBO e,
é la trasformata di Fourier—Laplace di una funzione ¢ € C°(K).
DIMOSTRAZIONE. Sia T' € &', suppT C K, ord T = N. Per il
Teorema 2.8.4 la trasformata di Fourier-Laplace di T, T(¢) = T/(e™*¢)

¢ una funzione intera in C". Posto K5 = K + S(0,4), 6 > 0, scegliamo
una funzione X5 € C°(Ks), tale che:

Xs=1in K, e 0%X5) < cad7lol Va ez
per esempio
X :Xths*Jg'

Allora, per il teorema di caratterizzazione delle distribuzioni a supporto
compatto:

(8.15) IT(Q) = T(e™ )| = T(Xse )| <
<c Y sup|Of(Xs(z) e ).

la]<N "
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E poi:
102 (Xs(x) e ) < S (“) 0% X5 ()] - |02~ e *¢| <
(@

o' <a

< Ca Z 571 com ) sup €* V¢ Xy (x) <

o'<a z€Kg

<C, Z 5=l K’Ia—a’\ eHrs (S0
o' <a
Per la i) della Proposizione 2.8.8:
Hie5 (S¢) = Hr 1506 (SC) = H(SC) + 0[S ];
quindi
(816)  [02(Xs(x) e T < T D §IT [l HS OIS,
o' <a
Da (8.15) e (8.16) segue:
IT(Q)] < Ty eMEOFRA N gl (14 ¢V =lel,
lo/|<N
Questa stima vale per ogni § > 0. Scegliamo
1

6= ;
1+ ¢

otteniamo cosi:

= [S¢]

T(¢)] < eSOt (14 ¢V,

da cui la (8.11).
Proviamo iii). Sia ¢ € C°(K). Per il Teorema 2.8.3, per ogni ¢ € C™:

2(0) = / 7€ () da

Quindi per ogni a € Z7:
30 = [ e pln)do -
=l [0 ) (o) de
— (gl / e 9% (z) dar.
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¢ @) < /K "9 (2) | d <

< sup %% 1 =

zeK
H x
=e"C9 0% 1.
Scriviamo questa stima per a« = 0 e per « = Nej, j =1,...,n, N un

arbitrario numero naturale:
~ H(S
1B < llell,, eS¢
N3O < 10N, e7E9, j=1,...n.

Sommando termine a termine si ottiene
" n
(14 1617 181 < (el + 7 10Nl ) #C9.
J=1 =

Quindi
B(O] < Oy (1+[¢)~N e,
dove:

Cn = en (el + D 10Nl ) <

j=1
< ey mis(K) Z sup [0% ¢
lal<N

e ¢y dipende solo da N ed n.

Dimostriamo iv). Sia U({) una funzione intera soddisfacente (8.14) per
ogni ¢ € C". Allora la sua restrizione ad R™ ¢ una funzione analitica e
verifica:

(8.17) VYN 3CN : U <Oy (1+]E)N.
Cio consente di definire:
(3.18) o) = @m ™ [ ereue ds

Poiché U € L? N C, vale la formula di inversione della trasformata di
Fourier: ¢ = F~'Y{. Quindi:

(8.19) P(&) = U(8).
Inoltre, grazie alla (8.17):

0p(z) = (27)™ / ST UE) dE, Va
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sicche ¢ € C*°. Proveremo che supp ¢ C K; con cio la dimostrazione di
iv) sara completa. Infatti, per il Teorema 2.8.3, ¢(¢) sara una funzione
intera ed inoltre:

P(Qrn = (&) =U(E) =U(Q)rn;
quindi:

PO =U(), vqeln

Proviamo che supp ¢ C K. Cominciamo con lo stabilire che per ogni
x € R" n € R" vale l'identita:

(8.20) /emfu@) de = /e”(€“">u(§+m) de.
Supponiamo n = 1 e quindi &, n € R. La funzione

C3 ¢ f(Q) =e"U),

con x € R fissato, € intera e verifica (v. (8.14) con N =n = 1)
1£(O)] < CL(1 + |R¢|)~ eH S OHlS
quindi:
it 1O=0

Per un noto corollario del Teorema di Cauchy sulle funzioni analitiche:

(8.21) f(Qd¢= [ f(§)d¢,  VneR,

Y0 In

dove si ¢ denotata con <, la retta del piano complesso ¢ = £ + 17, con
—00 < £ < 400. Sostituendo ad f(¢) la sua espressione, da (8.21) segue:

[ euac= [ ecuac
Yo

Tn
i.e.
+o0 +o0o
| esu@as= [ e mue v ac
—o —0o0
Questa uguaglianza vale anche per & +1n € C" e si prova iterando il

procedimento precedente per le variabili & +2m1,...,&, +2m,. La (8.20)
¢ dunque valida. Da (8.18) e (8.20) segue:

<p(x):/elI(Hl”)Z/{(ﬁ%—zn)dﬁ, VneR".
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Quindi, utilizzando la (8.14) con N =n + 1:

[P < Gt [ €7 (14 gl) 0+ o110 g =
= én . e_a:.n-&-H(ﬁ)’ Ve Rn’ ne R™.
Per l'arbitrarieta di n, abbiamo anche
(8.22) lp(z)] < Cp e @tmHHEn —
= 671 e—t(xﬁ—H(ﬂ))7 Vt > 0’ vn e Rn

Sia z¢g ¢ K. Poiché K & compatto e convesso, per la seconda forma geo-
metrica del Teorema di Hahn—Banach esiste un iperpiano di R" che se-
para K e {x¢} in senso stretto; sia z ny = ¢ I’equazione di tale iperpiano.
Pertanto:

xny < c < xono Vx e K;
quindi

(8.23) H(ng) =supxny < c < xz9np.
zeK

Se nella (8.22) poniamo: x = xg, 7 = 19, otteniamo:
(8.24) lp(z0)| < Cyp e H@om=Hm)) g0,

Per (8.23) xono — H(no) > 0. Quindi il limite per ¢ — 400 del sec-
ondo membro di (8.24) & 0. Si conclude che p(zg) = 0. Dunque ¢ si
annulla nel complementare di K, ossia supp ¢ C K. Cio completa la
dimostrazione di iv).

Dimostriamo ii). Sia U(¢) una funzione intera soddisfacente: esistono
N, C tali che

U@ <C+[hN eI, veecn
Allora la restrizione di & ad R™ & una funzione C*> che verifica:
UE) < C1+1gh.

Quindi U € §'(R™). Poiché la trasformata di Fourier & un omeomorfismo
di & in se, esiste T' € &’ tale che

T=U.
Sia J. un mollificatore. Per quanto osservato all’inizio del Teorema 2.8.4

Te:=TxJ.— T in S’
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Inoltre
(8.25) T.=J.-T.

Inoltre, per ogni ¢ € D:

(T (T % $))(0) - (2m) " =
— (7% (Jox ))(0) =
— (T 1)+ §)(0) =

Poiché J. - T & la funzione J.(€)U(£), da (8.25)

T.(6) = J(OU(©).
Per ipotesi su U e per iii) (J. € C°) il secondo membro si prolunga ad

una funzione intera J.(¢) U(¢). Quindi T. (¢) ¢ intera e verifica per ogni
M > 0:

‘T\E(O‘ < Cu(l+ ‘CD_M (1+ ‘CDN@H(%OJFHiS(Oﬁ)(%O
= O (L + [N ersoa®) e

~

Per arbitrarieta di M e per iv) T:(¢) ¢ la trasformata di Fourier-Laplace
di una funzione appartenente C2°(K + S(0,¢)); quindi:

(8.26) supp T € K 4+ 5(0,¢).
Poiché T. — T in &', segue da (8.26) passando al limite per e — 0T
supp T’ C K.

La dimostrazione e completa. Il



9. OPERATORI DIFFERENZIALI A COEFFICIENTI COSTANTI 85

9. Operatori differenziali a coefficienti costanti. Soluzione fon-
damentale

Definizione 2.9.1. Sia P(D) = Z aq D%, (D; = l@xj) un
o <m /

operatore differenziale con coefficienti a, € C. Diciamo che una distri-
buzione E € D'(R™) & una soluzione fondamentale di P(D) se:

P(D)E = 6.

Teorema 2.9.2.  Ogni operatore differenziale non nullo P(D)
ammette una soluzione fondamentale.

Questo teorema e stato dimostrato da Ehrenpreis e da Malgrange;
noi daremo qui una dimostrazione costruttiva dovuta ad Héormander.
1
Se P(£) # 0 per ogni £ € R™, si puo definire E come F 1! (%}

cioe:

Be)= [ BHagt  pep®n, ac=(2m) " de

Nel caso generale l'idea & di integrare su una varieta di C"™ che non
contenga gli zeri di P((), ¢ € C™. Utilizzeremo il seguente lemma.

Lemma 2.9.3. Se P(D) # 0, allora esiste una successione
{0k} ken C R™ con |0;| < 1, una partizione dell’unita {py }ren C C°(R™)
ed una costante ¢ > 0 tale che:

|[P(§+20k)| >c  VEesupppy, V2 €C, [2]=1.

DIMOSTRAZIONE. Sia P, ,, lo spazio vettoriale su C dei polinomi @

in n variabili, di grado < m. Py, ha dimensione N = (n + m> Per
n
ogni @ € Py, , poniamo:
1
N = (Y I0WOF)*  r@) =suw inf [Q(=0).

loj<t I=1=1
6CcR™ z€C

4Nota che in effetti:

P(D) Blp) = E(P(-D) o) = [ P G — (o) = s(¢)
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Esistono costanti ¢; e ¢a (dipendenti solo da m e da n) tali che

(9.1) aN@Q) <r(@Q) <aN@Q), QE€EPun
La stima a destra ¢ di immediata verifica; ’esistenza di ¢; verra provata
in seguito.

Noi qui muniremo P, ,, della norma N(Q) ed utilizzeremo la stima
a sinistra per provare il lemma.

Osserviamo che dalla definizione di 7(Q), per la continuita della
funzione (z,0) — |Q(z0)|, segue:

VQo € Pmpn 300 €R™ = |6p] <1, 320 € C : |2 =1
tali che:
r(Qo) = |Qo(2000)| < |Qo(260)] VzeC; |2[=1
e quindi, per (9.1):
|Qo(200)] > c1 N(Qo) VzeC [z|=1

La mappa:

¢ : Pm,n - R
Q@ ~— [Q(zb)|=F N(Q)

¢ continua, uniformemente rispetto a z € CN{|z| = 1} ed assume valore
positivo per Q = Qp. Quindi esiste dy > 0 tale che

N(@Q-Qo) < = ¢2(Q)>0 V]z[=1.

Resta cosi provato:
VQo € Pmyn 300 €R™, |6 =1ed 3 >0 t.c.
(9.2)
c
Q€ Prn, N(Q—Qo) <dp = [Q(z00)| > T N(@Q) V| =1.

Per ogni P € Py, e per ogni { € R" indichiamo con F il “polinomio
traslato”:

Pe() = P(§+ Q).
Allora:
P(g)

ol

Pe(¢) =)

< NP = (SIPO©R)’.
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Da (9.2) con P in luogo di Q¢ abbiamo:
VEER" F0: € R", con [0 =1ed I >0 t.c.
(9.3)
Q € Puny N(Q—P) <8 = |Q(z0)] > TN(Q) Vel = 1.

Poiché i coefficienti di P sono funzioni continue di £, per ogni { € R"
esiste un intorno V¢ di § tale che

neVe = N(By—F) <&
e, quindi, per (9.3):

C
neVe = IPy(z00|> S N(E) V=1

E poi immediato verificare che esiste una costante Cp > 0 (dipendente
solo dal polinomio P) tale che
N(P;,)>Cp  VneR™
Abbiamo cosi provato:
V& e R"™ Junintorno Ve ed 360 € R", |0¢| <1 tale che
(9.4) |P(n+ 20¢)| > %cp, VneVe Viz=L1
Sia {V¢, }xen un sottoricoprimento numerabile localmente finito® estratto

dal ricoprimento {V¢}ecrn di R™ e sia {pi }ren una partizione dell’unita
di classe C* subordinata a {V¢, }:

pr€CE(Ve), 0<pm(O) <1 Y p(§)=1 VEeR™
k

Da (9.4) essendo supp py C Vg, segue finalmente:

C1

|P(n+ 26| >§C’p, Vnesupp pr, VzeC, |z|=1
Questa ¢ la tesi con 0 = 0¢,, c = %1 Cp. [
Teorema 2.9.4.  Ogni operatore differenziale non nullo P(D)

ammette una soluzione fondamentale.

54localmente finito” significa: “ogni insieme compatto interseca al pitt un numero
finito di insiemi del ricoprimento
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DIMOSTRAZIONE. Definiamo E ponendo per ogni ¢ € D(R")

(9:5) Z /n 27rz /|| 1 (plg(f—i- ZZHi’;) dj) de,

keN

dove {6x} e {pi} sono come indicato nel Lemma 2.9.3. Per il Teorema
di Paley—Wiener applicato alla funzione ¢ € D(R"):

VN 3 Cn te. [F(—€ — 20k)| < On (1+[¢] + |2 64]) 7V RIS 201,

dove R ¢ il raggio di una sfera contenente supp ¢, Cy = ¢, Z l0%o] 1,

| <N

¢, dipendente solo da n. Scegliendo N = n + 1 si ottiene:
|B(—€ — 201)| < Crg1 (1+]€) =D e =

=Gt Y 0%l (14 )~ e =

|a|<n+1
o~ R . fo' (n+1)
= o1 e (missuppp) Y sup |0 (14 [¢])
|| <n+1
— A ST suplo%el (14 [¢)
|a|<n+1

dove A; dipende solo da n e da supp .
Per il Lemma 2.9.3, per ogni £ € supp py e per ogni z € C, |z| = 1:

|P(€+ 201)] > ¢ > 0.

Quindi:
1 (£+29k) dz
i (5)2m/z| PE+20,) 2|
Spk(5)0_1A1< Z sup [0%| (1 + [€])~ (”“)
|| <n+1
e da (9.5):
E@l <Az >, swlol ) / pr(§) (1+[¢)~ d e =
la| <n+1 x JR"

= A Z sup [0%¢|.

|| <n+1

Questa stima prova che E € D' ¢ ord E < n + 1. Per il Teorema di
Paley—Wiener, la funzione:

Coz2—o(=§—26k)
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¢ intera; quindi applicando la formula di Cauchy:

(P(D) E,¢) = (E, P(=D) ¢) =
_ P&+ 20k) o(—& — 20) dz\ =
Z/ 27rz/|z:1 P&+ z6) z >d§

k
—— [ X m©#-0as =40,
k
Dunque P(D) E = 6. =

Corollario 2.9.5. Se P(D) é un operatore differenziale non nullo
a coefficienti costanti, I’equazione

(9.6) P(D)u=f

ammette almeno una soluzione in D' quale che sia f € £'.

DIMOSTRAZIONE. Se E & una soluzione fondamentale di P(D),
u= E* f & soluzione di (9.6). O

Per la dimostrazione del Lemma 2.9.3 abbiamo utilizzato la seguente

Proposizione 2.9.6. Esiste una costante c tale che per ogni
polinomio Q) € Py, 5, si ha:

(9.7) ( > 1Ry ) <C sup inf [Q(z0)|
lo|<m gern =€C

dove C dipende solo da m e da n.
La dimostrazione di (9.7) si fonda sui seguenti lemmi.

Lemma 2.9.7. Siano Pi(§),..., Pn(§) polinomi linearmente in-
dipendenti. Allora esistono N vettori reali €1V, ... ¢W) tali che il de-
terminante det |Pj(§(k))|1§j,k5N é diverso da 0.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo di non poter trovare £ ... &)
tali che

(9.8) det | P;(éW)|1<;hen # 0.
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Sia [ < N il piu piccolo intero tale che per ogni scelta di f(l), . ,§(N)
riesca:

det | P;(¢™)]1<j <t = 0.

(Nota che e I > 1, poiché se fosse [ = 1, il polinomio P; si annullerebbe in
ogni vettore reale e quindi P; sarebbe il polinomio nullo, contro 'ipotesi

che Py, ..., Py sono linearmente indipendenti).
Per come & stato definito I, esistono [ — 1 vettori £, ... 0= tali

che:

(9.9) det [Py (6" 1<jhci1 # 0,

mentre
PiEW) - ) Py

(9.10)  det : : : =0 V¢ reale.
PEM) - BEEY) R(E)

Sviluppando (9.10) otteniamo:
l
(9.11) d P =0 Ve
j=1

Poiché per (9.9), v, # 0, (9.11) dice che Py, ..., P, sono linearmente in-
dipendenti, contro I'ipotesi. Quindi non esiste [ con le proprieta indicate
e cio prova il lemma. O

Lemma 2.9.8. Esiste una costante C tale che per ogni polinomio
Q € Pmn si ha:

N[

(9.12) (3 Q1) < ¢ sup Q).

[o]<1
loo|<m HER™
. n+m .
DIMOSTRAZIONE. Siaajy,...,ay, N = , Una enumerazione
n

dei multiindici & € N” tali che |a| < m.

Poiché i polinomi P;(£) = £%, 1 < j < N, sono linearmente indipen-
denti, per il Lemma 2.9.7 esistono N vettori £, ..., ¢N) ¢ R™\ {0}
tali che:

det (%)) ] < ey # 0.

Posto .
_ 7 o) = ),
P maxi<g<py |EF)] Pt
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risulta

(9.13) oW <1, 1<k<N

€

(9.14) det |90y | = plaalt+lanl get |(£*))23| £ 0,

N
Sia Q € P tale che Q(§) = Z%‘J’ €Y.
j=1

Indichiamo con by, il valore di @ in #%%). Allora le equazioni

(9.15) QUMY =b,, 1<k<N
ossia le
N
Y aa (09) =b,  1<k<N
j=1
costituiscono un sistema di N equazioni lineari nelle N incognite
Qays - -+ Gay- Per (9.14) tale sistema ammette una sola soluzione:
N
(9.16) o, =Y bpRp;  1<j<N;
k=1
dove

_ cofattore di ()
~ determinante del sistema

dipende solo dai vettori 8, ... 8(). Da (9.16) segue:

Ry ;

N
(917) ol <G5 sw bl (G =Y IRiyl).
1<k<N =1
Q@) (0)
Poiché an; = ———, da (9.17), tenuto conto di (9.13) e (9.15), segue
o7
la tesi. g

Lemma 2.9.9. Sia p(z) un polinomio di grado < m in una variabile
complessa z. Allora abbiamo:

(9.18) sup inf [p(2)] > (4m + 1) p(1)].
0<k<m |z|=%£

m
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DIMOSTRAZIONE. Siano z1,...,%, gli zeri di p. Allora con una
costante A # 0:

m
p(z):AH(z—zj)mj, my+ - +my < m.
j=1

Poiché i < m possiamo scegliere un numero r della forma r = —, dove
m
0 <k <m ek ¢ intero, tale che:

(9.19) ]rf\szZ%, per j=1,...,pu.

Se |z| = r, allora abbiamo:

p(2) = Al [T Ir =105 Ip()] < Al T+ [z)™

j=1 j=1

e quindi:

(9.20) p(2)

v
=3
—~
-
—=
/N
=
|
<
~—
3
|
=

1
Ora se |zj| <1+ Ep allora in vista di (9.19):
m

1
r=lell o Fm 1
1+|Zj| _2+L 4m+1
2m

1 o . . .
Se |z;] > 1+ o poiché la funzione x — ¢ crescente, si ha:
m

1
14—
=zl _ Jzl=r o 2 e T 1
1+ |z |zj|—|—1_1+i+1_4m+1
2m
Dunque, per ogni j ¢
‘T_‘ZJH Z(4m+1)71
1+ [z

e quindi, da (9.20)
p(2)] = [p(D)] (4m +1)7",  z[ =7
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Abbiamo cosi provato che esiste un intero k, 0 < k < m tale che:

L Ip(:)] 2 [p(0)] (4 1)

m

cioe la tesi. O
Siamo ora in grado di dare la seguente

DIMOSTRAZIONE DELLA PROPOSIZIONE 2.9.6. Sia Q € Py, . Al
lora z — Q(z0) ¢ un polinomio di grado minore o uguale a m in z.
Applicando a tale polinomio il Lemma 2.9.9 otteniamo:

IQ(O)] < (4dm+1)" sup inflC |Q(z6)].
0

<k<m |z|=7

Quindi per (9.12):

D=

(Y1) < (4m+1)"Cy sup sup inf |Q(=0)| =

16]<1 0<k<m |z|=%
6erR™ T T 2=

=(@m+1)"C; sup inf |Q(z0)].
o<1 |2|=1
OcR™

Resta cosi provata la (9.7). O

10. L’operatore di Laplace

Definizione 2.10.1. Chiamasi soluzione fondamentale di un ope-
ratore differenziale lineare a coefficienti costanti P(D) una distribuzione
N tale che

P(D)N =4
ossia
N(P(=D)p) = ¢(0)  Vp e CF(R").
Teorema 2.10.2. Una soluzione fondamentale dell’operatore di
Laplace é la funzione:
|2

(10.1) N(z) =< (2—n)w,
= lglz| se n=2

se n>2

DIMOSTRAZIONE. La funzione N € C®(R"™ \ {0}) ed & localmente
integrabile, quindi & una distribuzione. Si deve provare che

N(Ag)=9(0)  VoelZR").
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A tale scopo poniamo per ogni € > 0
2—n
(Jz> +*)7=
(10.2) N@(z) = (2 — n)wy se n>2
1
= lg(lz)?+e%)2 se n=2

Consideriamo il caso n > 2. Allora:

(|2 1 o2
(10.3) N](E)("Ij) =0, NO(z) = zj (|| w‘f‘ €°)" 2
(10.4)
nmay (o )
) n_ g 5 ) o W
N (x)=0;0; N\ ()= .
i (@) J (z) (|x]2+52—n33§)'(|$|2+€2)_(7;2) o
i=7
Wn

Osserviamo che N©) ¢ C®(R") e N (z) — N(z) per ogni = €
R™ \ {0}. Inoltre per ogni ¢ > 0 e per ogni z € R" \ {0} si ha
IN(z)| > |N©(z)]; sicche [N (z) — N©(z)| < 2[N(z)|. Per il teorema
della convergenza dominata si ha quindi per ¢ — O:

(V= NOB ) = [(Nz) = NO@) Bpa)de — 0, VYpecr,
Il teorema restera quindi dimostrato se proveremo che

NE(A Q) — p(0), Vpel®,  pere—0.

Ma, integrando per parti:

NE(A ) :/N(a)(:c)Ago(x)d:L‘:/AN(e)(x)go(:U)dx:

ne? (Jz|? + &2 _W;Q)
= frelere) S oy =90),
dove si e posto:
2 (12 4 22
@) _ NE (|x|*4+e%)” =2
(@) -

Si noti che: () () € LY, 1/1(5) (z) = 57"1/1(1)<§) e () = 7/’(6)(_35)-

Segue quindi per € — 0 che:

¥9p) = [ 90(-a) pla) dz = o 9(0) — ( [ 41) 40,
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Resta da provare che fzp(l) =1. Ma:

1) —
/w n +00
ol AR R R G

7(n 2) ) .
_n/ (’I" —|—1) . Lldr = s=r* 41 r=(s—1)%, dr= =1 %ds
0
+oo
—(n+2) (n—2)
2 1
+oo
n (n—2)
:/ (1_8_1> 2 S_QdS: s=l,ds=%£
2 1 o o
1 g—
n (n—2) n 2 n o=1
2/0( o) o=3 n( o) .

In modo del tutto analogo si prova il teorema nel caso che sian = 2. [
Conseguenza del Teorema 2.10.2 ¢ la possibilita di costruire una soluzione
di Awu = f almeno nel senso delle distribuzioni.
Teorema 2.10.3.  Supponiamo che f € L'(R™) ed inoltre che
/ lfW)| lg ly|dy < oo se n = 2. Allora u = f* N e localmente
inZlJﬁ‘e>g1rab1'le e soluzione nel senso delle distribuzioni dell’equazione:
Au=f.

DIMOSTRAZIONE. Indicata con X la funzione caratteristica di S(0, 1),
scriveremo:
N=XN+(1-X)N = Nyp+ N, No=AXN, Noo=(1-X)N.

Poiché N ¢ localmente integrabile, Ny € L' e quindi f * Ny ¢ definita
quasi ovunque ed appartiene ad L. Sen > 2, Ny, € L™ e quindi f* N4
¢ definita ovunque ed & limitata. Se n = 2 si ha:

1
PN =g [ )l —vlay

Sia0 <d<1ltaleche0 <t <d = lg(t+1) <1lesia R > 1.
Allora per ogni x € S(0, R), per ogningS( ,?)e—<5equmd1

ly|
g (M + 1) <1.
|yl
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. . RN .
Pertanto per ogni = € S(0, R), per ogni y ¢ S(O, §> si ha:

X
‘lg Iw—y\‘gllg |z —y| —1g Iy\‘+lg Iy\éllg (’,y||+1)‘+lg ly| <

<1l+lgly|

Tenendo conto dell’ipotesi supplementare per f nel caso n = 2, si ottiene
per ogni z € S(O R):

’f*N ’/ f(y lg!x—y!dy‘+’/ f(y lg!x—yldy)<
y[>1 \>1
\y\<R lyl>&

<t (Re5) I+ [ 1wl i) < o0
vi=s

Dunque f % N, esiste ovunque ed ¢ localmente limitata. In ogni caso,
u = f x N ¢ definita quasi ovunque ed ¢ localmente integrabile.

Poniamo
oy fx) se x| <
fj(x)_{ 0 se |z|>j
Allora le f; soddisfano alle ipotesi fatte su f e quindi le u; = f; * NV sono

definite quasi ovunque e localmente integrabili.
Un’applicazione del teorema della convergenza dominata mostra che:

uj — u in D’;
quindi
ANuj — Au in D'
Poiché
fi—f in D
bastera provare che Awu; = f] in D’ per concludere che ¢ Au = f.

Ora per ogni ¢ € D si ha fj *@ € D e quindi per il Teorema 2.10.2:
v 6
Duj(g) = us(B ) = (N x ) (Dg) = [N+ (fx £ )] (0) =
6Si utilizza qui: f* %: ( Jvf sap) ", Infatti
f*@[) /f Tfth—/f (=7 —t)ydr' =

/f<7>w< t—7)dr = (F =) (—t) = (F =)" (t)
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- (i) = v (o (o)) -
:N(A<JYJ *90)) = (Jé *90)(0) = f}j (y) e(—y)dy =
= [ fi(=y) e(=y) dy = fi(p).
Ossia giusto: Awuj = f; in D'. O

11. Soluzione fondamentale dell’operatore delle onde

Consideriamo 1'operatore delle onde in R™*1:

P=0;-) 0.
j=1

Il suo simbolo & P(7,¢&) = —72 + [¢]2.

Proposizione 2.11.1. La formula:

(11.1) <E,<p>:/Rn+1 Wdodﬁ, P(r,€) = =12 + |¢)?

con T =0 +17, v < 0 fissato, p € D(R"*!), definisce una distribuzione
E € D'(R"1). Tale distribuzione non dipende dal numero v < 0 scelto.

DIMOSTRAZIONE. In (11.1) l'insieme di integrazione ¢ il prodotto
cartesiano della retta del piano complesso 7 = o + 17 (7 < 0 fissato) per
R™.

oc=R7T

Y o+ 1y

Ficura 1

In ogni punto dell’insieme di integrazione e:

P& = 1I€l =7l €]+ 71 = Ig] =7 = 23] - [le] + 7 + 271 292 > 0
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quindi
(11.2) |P(r, &)t <472

Sia K un sottoinsieme compatto convesso di R"! e sia ¢ € Dg. Per il
Teorema di Paley-Wiener per ogni N esiste una costante Cy tale che’

(113)  [@(—7, )| < Oy (1+ [P + |r[*)~% (@),
La dimostrazione del teorema mostra che

Cn =comis K - Z sup | D%y,
la| <N

dove ¢y dipende solo da N e n.
Dalla (11.3) con N = n + 2, segue, tenuto conto che |7|? > o2
(11.4)
BT, -l < C(K) D sup [D| (1 + [ +0%)~F (@70,
|a| <n+4-2

La (11.2) e la (11.4) mostrano che 'integrale a secondo membro di (11.1)
& assolutamente convergente e che

(11.5)
(E, o)l <CK) > supyDagoyelxao,—v)),y—?./(1+y§\2+02)—”f do.

ol <n+2

Dunque F e una distribuzione di ordine < n + 2. Proviamo ora che E

non dipende da . Siano 7; < 72 < 0. La funzione 7 +— M e

P(r,£)

analitica nel rettangolo R del piano complesso indicato in Figura 2.
Per il Teorema di Cauchy:

@(_Ta _5) =
/8R P(T7§) a 0

"Sia K un sottoinsieme compatto di R”. Una funzione intera & su C” ¢ la
trasformata di Fourier—Laplace di una funzione appartenente a Dk se e solo se, per
ogni N, esiste C'n tale che

U< COn (L+[¢)~NexEO cec,
dove la funzione indicatrice I'x di K ¢ definita per n € R” da

Ir(n) = sup(z,n)
zeK
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Cx

Ny
_M M
5 T
V2
R
7
FI1GURA 2
Ossias:
M o~
P(=0 =171, —§) 2 o(=M —at,=§)
11.6 / do + dt+
( ) v Plo+aiy, f) " P(M+zt €)
_/M P(—0 — 172, — /7295 t =8 i — o
M P(O’+Z’)’2€ w P M+ t§)

Questa uguaglianza vale quale che sia M. Per la (11.2) e la (11.3)
il secondo ed il quarto degli integrali sopra scritti tendono a zero, al
tendere di M — +oo. Pertanto, passando al limite per M — 400 dalla
(11.6) segue:

(o -, =€) [T (=0 — 1, —E)
/—oo P(U+Z’Yl,§) do-_/—oo P(U+Z’y27£) do

L’uguaglianza che si ottiene da questa integrando ambo i membri su R”
prova che F non dipende da ~. O

Proposizione 2.11.2. La distribuzione E definita da (11.1) é una

soluzione fondamentale dell’operatore delle onde nel semispazio
{(t,z) e R*"! . ¢+ >0}.

DIMOSTRAZIONE. Per ¢ € D(R™!) si ha:

_ P(Tvé) 9/0\(_7-7 _f)* 3 _
_/]R”+1 P(r,9) dédo, T=0+17y

Vv
= (2m) "1 /Rm P (&0)dédo = ¢(0,0).

Dunque E ¢ soluzione fondamentale di P.
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Proviamo che:
(11.7) supp E C {(t,z) e R"* . t > 0}.

Sia ¢ € D(R™™) con supp ¢ C {(t,z) € R*"™! : t < 0} e sia K un
sottoinsieme compatto convesso di R™*! tale che:

supp » C K C {(t,z) e R""! . ¢ < 0}.
Sard allora K C {(t,z) € R"™! : ¢+ < p} per un p < 0. Quindi:

(11.8) Ik ((0,—7)) = sup t(—y) < —p7y <O.
(z,t)eK

Poiché E non dipende da 7, da (11.5) e (11.8) segue:

y——00
cio prova (11.7). O

Proposizione 2.11.3. Sia E la soluzione fondamentale dell’ope-
ratore delle onde definito da (11.1). Allora:

+o00
<Ew%=A (Bno(t,))dt, o€ DR xR,

con E; € 8'(R™) definito da:

~ sin(¢
By = [ D v©as vesw,

DIMOSTRAZIONE. Sia a € C con Ra > 0. La funzione ¢t — H(t) =
Y(t)e ™ & in L'(R) e:

(11.9)
+o00 —(a+28)t \t—t 0 1
Fi(Y(t) e ™)(s) = / T ‘

0 a-+1s

t—0 a+1s

Osserviamo che per 7 =0 417, v < 0:

1 1 L ! !
(11.10) P(r.0) = (el —= (el + 1) - <|§’ —r + H -|-7') 21 =

_ -1 ( 1 1 )
2Ny |l o —y —|é] +eo /]
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Quindi, utilizzando la (11.9) (si noti che v < 0):

1 —1 e e
Pro) zyg\z[ft(y(t)e (o1 (o) — F(y (1) e~ 1D ()] =
erlElt _ o€l
=F: (Y(t) et W) ) =
= A(ve Sing"f’))(a).

Inoltre:

G(—T,—€) = B(—0 — 17, —€) = Fele "t p(t, —€))(~0). B

Quindi:

(11.11)

(E,p) =

= [ ([ A et (v o LD ()a0) -
= [ g et - e (v oD 02 -

- [ A(vwee -9 )0 ae -

-[.(] ot -8 D ar)ac -
+o00 .
- [T R et <—g>as)dt
sm(t|§|)

Per ogni ¢ > 0 la funzione ¢ — ]

mata di Fourier di una distribuzione E; € S8'(R™). Poiché £ —

n §8'(R™); quindi ¢ la trasfor-

sin(t [¢])
€]

e localmente integrabile:

(11.12) (B, 1) = /n Sm%‘g') v(E)ds, v eSRY).

Da (11.11) e (11.12) segue:

+oo
/0 By olt, ) dt.

=
A
I
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La proposizione & provata. O

Proposizione 2.11.4. Sia FE la soluzione fondamentale dell’ope-
ratore delle onde definita da (11.1). Allora:

supp E C {(x,t) € R"™ : |z < t}.

DiMoSTRAZIONE. Con le notazioni della Proposizione 2.11.3 abbia-
mo:

(11.13)
Bl = [ D E o) code= (ts=)

—y / STT]"”' (Feplt) (= 1) iy =

Osserviamo che:

~ o _osinfg] (=D)* _ (—D*
Ey(§) = i kzzo 2k +1)! €% = kzzow G+ + )"

Il raggio di convergenza di questa serie ¢ +00. Quindi El(f ) si prolunga
su C" ad una funzione intera:

+o00 _1\k
UO =Y N @@k (=G G e

|
— (2k + 1)!
Poniamo:
C]:£]+Z77]7 £janjeRaj:11"'7n
G4 +¢=2"  z=a+18, o, ek
Allora:
U = Ji:'o (—1)F  2k+1 _ sin z _ eF—e
prt 2k+1) =z z 2z
quindi
(11.14) u(¢)| < el

Proveremo piu sotto che || < [¥¢]|. Quindi:

U(Q) < el¥el.
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Per il Teorema di Paley-Wiener, U (¢) ¢ la trasformata di Fourier—
Laplace di una distribuzione T' € £’ con supp T' C S(0,1); da

U =1()
segue:
U =7,
ossia
E1(§) = T(8).
Si ha quindi supp E; C {x : |z| < 1}. Sia ¢ € D(R™ x R) con

supp ¢ C {(x,t) : |z| > t}. Allora la funzione z — ¢(tx,t), t > 0, ha
supporto in {z : |z| > 1}. Quindi:

(Erg(t, ) =0 V>0

“+oo
(E, ) =/ t (Ey,p(t,t))dt = 0.
0
Cio prova che supp E C {(z,t) : |z| < t}. Resta da provare (11.14).
Abbiamo:

|2 = o® + 5% = |?|
n

2= (& —nf +208m5) = 67 — Inl* + 20 (¢ - m)
j=1

12212 = (|€]> — [n)2 +4(£-n)? =
(€17 + In1*)? = A& [n]* — 4(& - n)*) <
< (|€1* + In1»)?* = <"

Quindi
2] < [¢].

Inoltre, posto § = arg 22,

0
18] = |S 2| = |2||sinarg 2| = |Z,‘Sm <§>‘ _

1_%z2

— cosf — 4l 22

2ly/ -
=|z

2 2

PR _ [P+ P[P+ 1P
Sy(EEEL . = .
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12. L’operatore del calore

L’operatore del calore e 'operatore:
n
0= 07 =0— 1
j=1

su R™ x R con coordinate (z,t). Esso deve il suo nome al fatto che
la temperatura u(z,t) nel punto x all’istante ¢ in un mezzo omogeneo,
isotropo con coefficiente di conduttivita termica 1 soddisfa:
du— Nyu = 0. Questa equazione governa altresi altri processi di
diffusione, per esempio i moti Browniani di due gas.

Cominciamo col considerare il problema:

{ Oru—Nzu = 0 SUR1+1

(12.1) u(z,0) = f(z) suR"

Fisicamente questo € un problema ragionevole: data la temperatura al-
I'istante ¢ = 0, trovare la temperatura negli istanti successivi. E un
problema ragionevole anche dal punto di vista matematico, poiché I’e-
quazione del calore ¢ del primo ordine in t. (Nota che il problema di
Cauchy per I'iperpiano ¢ = 0 non ¢ “ben posto”, poiché questo iperpiano
& caratteristico se e solo se il versore della normale al piano € uno zero
del simbolo principale dell’operatore).

Come per il problema di Dirichlet per 'operatore di Laplace in un
semispazio, si ottiene rapidamente una soluzione di (12.1) applicando la
trasformata di Fourier rispetto la variabile z. Infatti, supposto per il
momento f € S(R™), si ha:

{ O u(E,t) + €U, t) 0 >0
u(§,0) = [
dove U(¢,t) = [ e @O u(z, t)da.

Questo & un problema di Cauchy per un’equazione ordinaria in t e
la soluzione e:

~

et = f&) et >
Pertanto
u(z,t) = (f » K(-,t))(z),
dove

2
£

K(z,t)= fé_l (e_|§|2t> ()= (Amt) " 2e 7t t>0.
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La funzione K cosi definita su R™x]0, 400 si dice nucleo di Gauss (o di
Gauss—Weierstrass o nucleo del calore). Ricordiamo che:

K(x,t)=t"% K(\%l)

/K(a:,t) dz = K,(0) = 1.

Pertanto K (-,t) & un’approssimazione dell’identita per ¢ — 0. (Con la
sostituzione ¢ = /¢ si ottiene la formulazione usuale).

Teorema 2.12.1. Sia f € LP(R"), 1 < p < oo. Allora
u(z,t) = (f * K(-,t))(z)

soddisfa Oy u — ANgzu =0 in RTFI. Se f e limitata e continua, allora u é
continua su R™ x [0, +o0o[ e u(z,0) = f(z).

Se f € LP(R™) con p < oo, allora u(-,t) converge ad f nella norma
di LP pert — 0T.

DIiMOSTRAZIONE. La tesi segue dal fatto che si puo derivare sotto il
segno di integrale e che K (-,t) ¢ un’approssimazione dell’identita. O

Osservazione 2.12.2. Se f € L} (R™) ed esistono due costanti
c,d > 0 tali che |f(z)| < ce?l*?, allora u(z,t) = (f * K(-,1))(z) &

definita nella striscia R™ x }0 ed ¢ ivi soluzione dell’equazione del

4d [
calore. Se inoltre f € CO(R"), u(-,t) — f per t — 0T uniformemente

sui compatti di R™. Infatti é:

2 2 2 2
4t 4t
2 2
__\3:\ lyI* (1_4td_2\ I)
4t 4t ly

1
Se dunque t < 1d el —4td — 2W > 0 per |y| sufficientemente grande,

x fissato. Pertanto l'integrale

/ e~ lr=v/at p() g

ha senso qualunque siax € R" et € } [ Ne segue che f *x K(-,t) si

" 4d
1
puo derivare sotto il segno di integrale nella striscia R™ x } 0, 1d [ quante

volte si vuole. Da qui seguono per u le proprieta sopra enunciate.
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Cosa si puo dire circa 'unicita della soluzione di (12.1)? Come per il
problema di Dirichlet per ’operatore di Laplace nel semispazio, dovremo
imporre qualche condizione all’infinito. Ma qui le condizioni sono molto
piu deboli.

Teorema 2.12.3 (di unicita). Sia u € CO(R) N C2(R1+1) tale
che Oyu — ANyu =0 in RZ‘FH, u(x,0) = 0 in R™. Se per ogni € > 0 esiste
una costante c. tale che

lu(z,t)| < ce e el lgrad u(z,t)| < ce es e,

allora u é identicamente nulla.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo dapprima che se f, g € CQ(R?fl), al-
lora:

g f =D f)+ f(Org—Ag)=

= Zaj(fajg—gﬁjf) +0(fg)=
j=1
=div F,

dove:

Fissiamo (xg,tg) € R’f’l ed utilizziamo 1'uguaglianza sopra stabilita con
flx,t) = u(z,t), g(x,t) = K(x — z9,tp — t). Osserviamo che allora
O f— Dy f =0 (per le ipotesi suu) e dpg — DNpg = 0set <ty (via
trasformata di Fourier); quindi div F' = 0. Applichiamo ora il teorema
della divergenza alla regione:

Q={(z,t) : |z|<r, a<t<b},

dove 0 < a < b < tgy, ottenendo

(12.2) O:/QdivF: 8Q<F,y>:

/ u(:v,b)K(xmo,tob)dx/ u(z,a) K(x — zg,tg — a) dz+
|z|<r

lz|<r

//mrzwj u(z,t)0; K(x — zo,t0 — t)—

—K(z — xo,to — t)0; u(x, t)} da) dt
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(sulle “basi” del cilindro 2 ¢ v = (0,...,0,1) e v = (0,...,0,—-1)
mentre in un punto (z,t) appartenente alla “superficie laterale di 2" &

x
v= <7, 0))

r

Per r — oo 'ultimo termine tende a 0 per le ipotesi fatte su u. In

effetti le maggiorazioni dell’Osservazione 2.12.2 con xg, x,ty — t in luogo
di x,y,t rispettivamente e con ¢ in luogo di d, diventano, tenendo conto
che ora |z| = r:

|20 — /? 2 |zo]? r? ( |o|
_lroz Tl < - - 1 — 4(to — t —2—)
T R Ty Sl Ty (to—t)e =27
1
e quest’ultimo termine tende a —oo per r — 400 se € < m
0 —

Dunque passando al limite per r — 400, nell'uguaglianza (12.2) si
ottiene:

0=[K(to—b)*xu(-b)](xo) — [K(-,to — a) *xu(-,a)](zg).

Facciamo ora tendere a — 0 e b — t. Poiché per ipotesi u(x,0) = 0 per
ogni z € R", I'ultimo termine tende a 0. Il primo si puo scrivere:

[K(-st0 — b) * u(-, b)](z0) = [[K (-, 0 — b) * u(-, t0)](z0)]+

K (- t0 — b) = (u(-, b) — u(:, to))] (zo)-
11 primo addendo ha limite u(xg,t9) mentre il secondo ha limite 0, dato
che

K Cto = 1) x () = (-, to)))(a0)| <

S/K(x—xg,to—t)\u(m,b)—u(x,toﬂdmSs/K(x—xg,to—b)dxze

se tg — b e sufficientemente piccolo.
Resta cosi provato che u(xg,t9) = 0 e quindi per Parbitrarieta di
(z0,t0) € R che u(x,t) & nullo in R’ O

Il nucleo di Gauss puo essere usato per I’equazione del calore non
omogenea: Oy u — Au = f. A tal fine conviene prolungare K su tutto
R™ x R ponendo K(z,t) = 0 se ¢ < 0. Osserviamo che K & local-
mente integrabile su R™ x R (in effetti ¢ integrabile su ogni regione
la cui proiezione sull’asse delle ¢ & superiormente limitata, dato che
JIK(z,t)|dez = 1 per t > 0e [|K(z,t)|dx = 0 per t < 0). Inoltre
K ¢ indefinitamente differenziabile in R"*1\ {0}, & 020F K (2°,t) — 0,
per t — 0, se 2° # 0, per ogni (a, k) € N*+1,

Proveremo ore che K & una soluzione fondamentale per 0; — A.
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Teorema 2.12.4. Sia

1\2

N

Allora 0y K — A, K = 0 nel senso delle distribuzioni.

DIMOSTRAZIONE. Dato € > 0, poniamo

| K(z,t) set>c¢
Ke(z,t) = { 0 altrimenti

Chiaramente K. — K in D’ quando ¢ — 0.
Quindi ;K. — Ay K. — O, K — A, K in D'(R"!) per e — 0 e
bastera quindi provare che

8,; K€ - Az Kg — 0
ossia che per ogni ¢ € D(R"*!)
Ke(=0yp = Dy ) — #(0,0)  per e — 0.

Una elementare integrazione per parti mostra che:

+00
K (=0 — Dy ) :/ K(z,t) (=0, — Og) oz, t)dxdt =
€ Rn
+o0
— [ ([ K@bop@nat)da-
400 )
/ < K(z,t)Axgo(x,t)dx)dt:
€ R
+oo
:/ K(x,s)go(x,s)d:r—l—/ O K(x,t) p(z,t)dxdt—
n £ R
+o0o
/ Np K(z,t) p(z,t)dexdt =
€ R™

+oo
= RnK(—x,a)go(a;,a)da:—F/s /n(6t—Ax)K(m,t)<p(3:,t)da:dt:

= K(—z,e) p(x,e)dz +0.
R
Ma questa e giusto la convoluzione:
(K (- e)x (-, €)](0) = [K (€)% (-, 0)](0)+[K (-, €) + (0, €) —¢(+, 0))](0).
Il primo addendo a secondo membro tende a ¢(0,0) per € — 0, mentre
il secondo € minore di

sup |<,0(£E,€) - ¢($70)| ||K(a 6)HLl(]R") = sup |CP(£B,€) - (,0(1’, 0)’7
x x
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che tende a 0 per ¢ — 0. ]

Teorema 2.12.5. Se f € L'(R" x R), allora u = f * K ¢ una
distribuzione soluzione di Oy u — Au = f.

DIMOSTRAZIONE. Innanzitutto verifichiamo che u ¢ ben definita.
Abbiamo:

u(m,t):/t ( R"K(m—y,t—r)'f(y,T)dy>dT.

— 00

Poiché¢ f € L'(R™ x R), z — f(z,7) ¢ integrabile su R" per quasi
ogni 7 € R; quindi, essendo = +— K(z,t — 1) € L'(R") la funzione

x — K(x —y,t — 1) f(y,7)dy, convoluzione di due funzioni ap-

Rn
partenenti ad L!(R") & definita per quasi ogni x, appartiene ad L*(R")
e per quasi ogni T é:

/n lﬂx—%t—ﬂf@ﬁﬁwhhnz/ f@ﬁﬂdy

Rn
Poiché il secondo membro di questa disuguaglianza ¢ sommabile rispetto
a 7 su R, tale ¢ anche il primo membro, sicche:

[.(L

Per ogni t € R e dunque:

/nWWJNdx:/}
<[ (/.

Quindi:

Rn

[ K=yt =7y m)dy|dz) d7 < |l e

/t ( RnK(ﬂ:-?J;t—r)f(yy)dy)dT‘dxS

—0o0

[ K=yt =) [y m)dy|dz) d7 < |fllowose

sup / fu(z, )] de < |1fll 2 @nx)-

teR
Segue da qui che u e definita quasi ovunque e localmente integrabile.
Per provare che 0; u — A, u = f si procede come nella dimostrazione del
Teorema 2.10.3.
Si pone:

0 altrimenti

ﬂ@ﬂz{f@ﬁ s (|zf? +2)2 < j
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Per ogni ¢ € D(R"™ x R) ¢ allora:
ui() = (f + K)(@) = (5% K)x 2 ) (0) = (f; (K 9)) (0) =
V V V
= (134 (K #0)") 0) = £(K ) = [ 100 50)

Analogamente:

ul() = / FU *0).

La successione { f; (K xp)} & dominata da f(K *), che ¢ integrabile con
integrale uguale ad u(y). Per il Teorema di Lebesgue & lecito passare al
limite sotto il segno di integrale e quindi:

() = lim [ (6 50) = [ £ x0) = ul).

Dunque u; — win D’ e quindi (0;—A;) uj — (0y—2A4) win D’. Poiché
fi — [ in D', per poter affermare che (9, — Ay)u = f ¢ sufficiente
provare che per ogni j si ha (0y — Ag)u; = f; in D'.

Ora se ¢ € D:

(00— Da)us(0) = us((=0 — D)) = (K x )(~ 0k — D)) =
—((K 5 ) (=0 = 22)9)Y ) =K + (£ (=0 = £2)9)”) ) (0)=

_ (K* <(_at _ AI)(}’; *SD))V) (0) = K((—at - Am)(f\{j *@))

v
Poiché f; ¢ € D, essendo K una soluzione fondamentale dell’operatore
Oy — Az, I'ultimo termine scritto é:

v
(f; #)(0,0) = (fj+ ©)(0,0) = f;(¢).
Si & cosi provato che:
(O — Do) uj(p) = fi(p)  VeeD, VjeN

e la dimostrazione & completa. ([

13. Equazioni senza soluzioni
(Esempi di H. Lewy e di F. Treves)

Appare naturale la seguente questione: € sempre vero che 1’equazione
(13.1) P(z,0)u(z) = aq(2)0u(x) = f(z)
(0%

ammette almeno una soluzione in un assegnato insieme 27
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Sia 2 la sfera S(0, r) di centro l'origine di R"™ e raggio r e supponiamo
f ed i coefficienti a,, indefinitamente differenziabili. In tale situazione
sembra ragionevole congetturare I’esistenza di almeno una soluzione.

Non & cosi: un semplice esempio fu scoperto da Hans Lewy nel 1957
(Ann. Math. Vol. 66). Si tratta di un’equazione differenziale in tre
variabili reali (che per comodita indicheremo con (z,y,t)) del primo
ordine:
(13.2) gu+ gy%—Qz(x—i-zy)g?—f(x,y,t).
Proveremo che esiste una funzione f indefinitamente differenziabile in un
intorno € dell’origine, tale che (13.2) non ha alcuna soluzione di classe
C'in Q.

Sia Q = {(z,y,t) € R® : 22 +y? < a, [t| < b}, a,b > 0 e sia
f € C%(Q) una funzione dipendente solo da t.

Supponiamo che (13.2) ammetta una soluzione u € C'(Q2). Allora,
indicata con ¥ una qualunque funzione differenziabile con continuita su
R? tale che

supp ¥ C {(p,t) €R? : 0 < p<a, |t| <b}
e posto:
oz, y,t) = P(z” +y°,1),
riesce ¢ € CH(R3), supp ¢ C Qe

(13.3) /[gz—l—zgy—i—%(:c—i—zy /f(p

Il primo membro si scrive:

I1=—/ (ua—w+zua—¢+2zu(:r+zy)a(p)
Q

ox oy at
_ 9% 9% 09
- / [8x+18y+21($+2y)8t}

Passiamo ora dalle variabili (z,y, t) alle variabili (p, 0, t), con p = 22 +y?

etgf= Q; ossia
T

r = ,/pcosf
y = /psind
t =t
L’espressione in parentesi quadra si scrive:
oY P P

29 _
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2(w+zy)(g¢+ 8—) 2./pe 19(7+ ‘?f)

1
Essendo, lo Jacobiano della trasformazione uguale ad 3 si ha:

/// (\/p cos, fpsmat)(gf+ %‘b)dad dt =

// —+za—d dt—// —H— Ydpdt

(Pultima uguaglianza & lec1ta perché supp ¥ C |0, al, allora Y(p) =0 per
0 < p<d<1), dove sie posto:

2m
(13.4) U(p,t) = Vpeluly/p cos, \/psinb,t)db,
0

nota che U(p,t) = 0 per p = 0. Inoltre v = 0 in [—4;J], per un qualche
0 >0.

D’altro canto, con il cambiamento di variabili sopra indicato, il
secondo membro di (13.3) si scrive:

///%f U(p,t dpd@dt—ﬂ//fwdpdt

(13.3) equivale dunque a:

// 7+ o wdpdt—ﬂ//f¢dpdt
ossia

(13.5) / / ——i—z——wf)@dpdtzo.

Poiché ¢ & un’arbitraria funzione di classe C}, nulla fuori del rettangolo
0 < p <a, |t| <b, per noti argomenti, da (13.5) segue:

ou  ou
(13.6) s +1 i 7 f 0<p<a, [t| <b.

Sia ora g € C*°(R) una funzione della sola variabile ¢ a valori reali. Se
prendiamo f = ¢’ e poniamo

Vip,t) =U(p,t) + g,

si ha:
8l+ ov 872/{+ ou o
op ot op ot
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Quindi, per (13.6):
ov ov
o ot
Dunque V soddisfa le condizioni di Cauchy—Riemann e quindi & fun-
zione analitica di p + ¢t nel rettangolo |0, a[x] — b,b[. Poiché u(x,y,t)

¢ continua in €, U(p,t) risulta continua in [0,a[x] — b,b] ed inoltre
U(p,t) =0 (cfr. (13.4)). Cosi

RV(0,t) =0 —b<t<b.

0, 0<p<a, —b<t<hbh.

Poiché V' ¢ analitica in ]0,a[x] — b,b] e la sua parte reale si annulla
per p = 0, per una nota proprieta delle funzioni analitiche (Principio di
riflessione di Schwartz (Rudin, Teorema 11.17)), V' puo essere prolungata
analiticamente oltre la retta p = 0. In particolare V(0,t¢) ¢ funzione
analitica di ¢ in | — b, b[. Ma V(0,t) = w1 g. Pertanto anche g, e quindi
f, & funzione analitica di t. Resta cosi provato che se f dipende solo da
t, affinché (13.2) abbia soluzione ¢ necessario che f sia analitica. Se, per
esempio, prendiamo:

_1
13.7 pH=4ct t>0
(13.7) g(t) { 0 t<0

allora f = ¢’ € C*°(R) ma non @& analitica in un qualunque intorno di
t = 0. L’equazione (13.2) per f siffatta non possiede alcuna soluzione.
Siamo ora in grado di dare un esempio di equazione “reale”® senza
soluzioni. Indichiamo con Aw il primo membro di (13.2) e con A I'ope-
ratore che si ottiene da A sostituendo ad ogni coefficiente il complesso

coniugato. Allora:

%Aﬁu:

1 /0% 9% 0%u 0%*u 5 9. 0%u  Ou
=352+ 52) * (g0 Vawar) I 5E 15
:Bu—zaazt,

dove B e l'operatore lineare a coefficienti reali ed indipendenti da ¢.

Quindi:
_—— 2
%AA(AA) - (B—z%) : (B—I—z%) - B2+ %.

9¢iot a coefficienti reali
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L’equazione:

9 9 u
non ha alcuna soluzione se f = ¢’ e g & data da (13.7). Infatti se u fosse
soluzione di (13.8), allora v = A (A A)u sarebbe soluzione di (13.2),
contrariamente a quanto sopra provato. Questo esempio fu dato da F.
Treves (1968). Sinoti che lo studio diretto dell’equazione (13.8) sarebbe
stato molto piu difficile.



