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2 APPUNTI DI ANALISI FUNZIONALE

1. Richiami di topologia

Definizione 1.1. Sia X # (). Una famiglia 7 C P(X) si dice una topologia su X se

(1) X,0er;

(2) per ogni famiglia (A;)icr € T wale che | J;cp Ai € 75

(3) per ogni A, B € T vale che ANB € T.
La coppia (X,T) si dice spazio topologico e ogni insieme A € 7 si dice T-aperto. Un
insieme C' si dice T-chiuso se X \ C' é T-aperto.

Definizione 1.2. Sia (X, 7) uno spazio topologico. Una famiglia B C P(X) si dice una base
per lo spazio topologico (X, T) se

(i) ogni B € B é un aperto;

(ii) YA aperto esiste (B;); C B tale che A =], B;.

Definizione 1.3. Sia (X, 7) uno spazio topologico e sia x € X. Un insieme U C X si dice
un intorno di x se esiste A € 7 tale che x € A CU.
Definizione 1.4. Sia (X, 7) uno spazio topologico e sia x € X. Una famiglia U(x) C P(X)
si dice un sistema fondamentale di intorni di = se
(i) ogni U € U(x) é un intorno di x;
(ii) VA aperto tale che v € A esiste U € U(x) tale che U C A.
Definizione 1.5. Sia (X, 7) uno spazio topologico e sia Y C X.
(1) Si definisce chiusura di Y [’insieme
Y=Y)= [] cC
C chiuso, Y CC
(2) Y si dice denso in X se Y = X;
(3) si definisce interiore di Y [l’insieme
[¢]
Y:= U A.
A aperto, ACY
Osservazione 1.6. Sia X uno spazio topologico e Y C X. Allora Y & il pill piccolo chiuso
(o]
di X contenente Y mentre Y ¢ il piu grande aperto di X contenuto in Y. In particolare
Y eéchiuso «—= Y=Y <= Y CY

Y e aperto <— Y:}Z:) Y 93.

Inoltre

—_~— _
(1) X\Y = X\ V:
2) X\Y =X\ V.

Infatti proviamo per esempio la prima:

[e)

—N

X\Y = U A= U 4= U x\c

Aaperto, ACX\Y Aaperto, YCX\A C chiuso, YCC



APPUNTI DI ANALISI FUNZIONALE 3
=X\( () O=x\Y.
C chiuso,YCC

Esercizio 1.7. Sia (X, 7) uno spazio topologico e sia D C X. Si provi che
(1) z € D se e solo se per ogni U intorno di x vale che U N D # 0;
(2) D & denso in X se e solo se per ogni A C X aperto vale che AN D # ().

Definizione 1.8. Sia Y C X. Un punto xop € X ¢ un punto di accumulazione per Y (e
scriviamo xg € D(Y)) se (UNY )\ {zo} # 0 per ogni U intorno di xy.

Osservazione 1.9. Si osservi che in generale D(Y) G Y. Per esempio Y = [0,1] U {2} ¢
tale che 2 € Y\ D(Y).

Definizione 1.10. Lo spazio topologico (X, T) si dice

(1) T1 se per ogni x,y € X, x # y, esiste U intorno di x tale che y ¢ U ed esiste V
intorno di y tale che x ¢ V;

(2) T2 o separato o di Hausdorff se per ogni x,y € X, x # vy, esiste U intorno di x
ed esiste V intorno di y tale che UNV = ();

(3) N1 se per ogni punto x € X esiste un sistema fondamentale numerabile di intorni;
(4) N2 se ammette una base numerabile;

(5) separabile se esiste D C X denso e numerabile.

Osservazione 1.11. Si osservi che

(1) (X, 7) € uno spazio topologico T} se e solo se ogni punto ¢ un chiuso;
(2) se (X, 7) € uno spazio topologico T3 allora (X, 7) ¢ uno spazio topologico T1;

(3) se (X, 7) & uno spazio topologico N3 allora (X, 7) & uno spazio topologico Nj ed é
separabile. Infatti basta osservare che se B = (B,), € una base numerabile di X
allora scelto x,, € By, si ha che D = (z,),, € denso in X.

(4) Ricordiamo che su ogni spazio metrico (X, d) si puo considerare la topologia generata
dalla base B = {B(xo,7) : 7 > 0,29 € X} dove B(xzg,r) := {x € X : d(x,x0) < r}.
Esattamente A ¢ aperto in (X, d) se e solo se Vo € A esiste B(xp,7) C A. Rispetto
tale topologia ogni spazio metrici ¢ N7 e Tb.

Esercizio 1.12. Sia (X, 7) uno spazio topologico.
(1) se (X,7) € uno spazio Th,se Y C X e zp € X vale che:

zo € D(Y) <= VU intorno di o l'insieme U N'Y ha infiniti elementi.

(2) Se (X,7) & uno spazio N; allora per ogni zy € X esiste un sistema fondamentale
(Up)nen di intorni di z¢ tale che U,4+1 C U, per ogni n € N.
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Proposizione 1.13. Uno spazio metrico (X, d) é separabile se e solo se ¢ Na.

Dimostrazione. Un’implicazione segue dall’esercizio precedente. Per 'altra osservare che se
esiste D = (z,)n, € X denso in X, allora la famiglia B := {B(zp,s) : ¥, € D, s € QT} ¢
una base numerabile di (X, d). Infatti osserviamo prima di tutto che per ogni B(zg,7) C X
esiste By, € B tale che zg € B, € B(zo,r). Infatti scelto x,, € B(zo, )N D e p € Q tale che
7 < p < 5 sihache xg € B(xy,p) C B(xo,2p) C B(xg,r). In particolare se A ¢ un aperto e
xo € A esiste By, € B tale che z¢ € By, C A.

Definizione 1.14. Sia (X, 7) uno spazio topologico.

(1) Si dice che una successione (x,) € X T-converge a z € X se VU intorno di x
esiste ng € N tale che x,, € U per ogni n > ng. Il punto x si dice limite di (x,) e

. . T
scriveremo lim x, = x oppure che x,, — x.
n—oo

(2) Un sottoinsieme Y C X si dice T-sequenzialmente chiuso o 7-chiuso per suc-
cessioni se x € Y ogniqualvolta esiste una successione (x,) C'Y T-convergente a x
(ossia se Y contiene i punti che sono limite di sue successioni).

Ricordiamo che in uno spazio metrico (X, d) una successione (x,) C X é convergente a
zo € X se e solo se

Ve >03dng € N: Vn €N sen > ng allora d(x,, zg) < €.

Proposizione 1.15. Sia (X, 7) uno spazio topologico Ts. Allora ogni successione T-convergente
ha un unico punto limite.

(per esercizio: si supponga per assurdo che una successione ammmetta due limiti distinti
x,1. Allora esistono due intorni di x e y che sono disgiunti contro il fatto che devono contenere
una coda della successione.)

Proposizione 1.16. Sia (X, 7) uno spazio topologico e Y C X. Allora

(1) Y é chiuso =Y ¢é sequenzialmente chiuso;
(2) se X ¢ Ny allora

29 €Y <= 3 (z,) CY tale che lim z, = x0.
n—oo

(3) se X ¢ N7 allora

Y é chiuso <=Y é sequenzialmente chiuso

Y ¢édensoin X <= Vage€ X I(z,) CY tale che ILm Ty = Z0.

Dimostrazione.

(1) Sia Y chiuso e per assurdo supponiamo che esista (z,) C Y convergente a z € Y¢ =
X \'Y che & un aperto. Quindi Y¢ & un intorno di z. Deve esistere allora ng € N tale
che x,, € Y per n > ng in contraddizione con la scelta di (z,,).
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(2) 7=" Sia 29 € Y e sia (Uy,)nen un sistema fondamentale di intorni di x¢ tale che
Uni1 C Uy, per ogni n € N. Poiché per ogni n € N vale che U, NY # (), allora esiste
T, € U, NY. Sidimostra facilmente che x,, — xg. Infatti sia U intorno di xg. Allora
esiste ng € N tale U,, C U. In particolare z,, € U, C Uy, C U per ogni n > ny.
7<=" Sia U intorno di zg. Proviamo che U NY # (. Infatti, dalla definizione di
limite, esiste ng € N tale che z,, € U per ogni n > ng. Quindi z, € Y N U per ogni
n > ng.

(3) Grazie alla parte (1), resta da provare solo I'implicazione "<=". Sia Y sequenzial-
mente chiuso. Sia xg € Y e dimostriamo che zq € Y. Applicando la (2), sappiamo
che esiste (z,,) C Y tale che z,, — zy. Dal fatto che Y & sequenzialmente chiuso segue
che 2o € Y. Quindi Y C Y e quindi segue che Y & chiuso. Infine, applicando la (2),
segue che

Y ¢densoin X <= X =Y <= Vxg <€ X I(z,) CY tale che li_}m Tp = X0.
n—oo
O

Osservazione 1.17. Si osservi che nella Proposizione 1.16, 'implicazione ”<=" della parte
(2) vale senza l'ipotesi Ni. Ossia, in un qualunque spazio topologico (X,7) se Y C X e se
I(xp) CY tale che limy, o0 x,, = x¢ allora zp € Y.

Definizione 1.18. Sia (X, 7) uno spazio topologico e Y C X . Definiamo topologia indotta
da X su'Y la topologia Ty definita nel sequente modo:

A & un Ty -aperto <= 3 A’ T-aperto tale che A= A'NY.
Esercizio 1.19. Sia (X, 7) uno spazio topologico e C CY C X. Allora

(1) C ¢é un 1y -chiuso <= 3C’ C X 7-chiuso tale che C = C'NY’; in particolare se Y ¢é
T-chiuso in X e C CY allora

C é un 1y -chiuso <= C' ¢ un 7-chiuso.
2) " =C"nY.
1.1. Spazi topologici compatti.

Definizione 1.20. Sia (X, 7) uno spazio topologico e Y C X. Allora

(1) (X, 7) si dice compatto se da ogni ricoprimento di aperti di X si puo estrarre un
ricoprimento finito, ossia se X = J;c; Ai con A; aperto per ogni i € I allora esiste
F C I finito tale che X = {J;cp Ai;

(2) Y si dice compatto in X se (Y,7y) é compatto; equivalentemente se ogni qualvolta
Y C Uer Ai con A; T-aperto per ogni i € I allora esiste ' C I finito tale che
Y C Ujep Ais Y si dice precompatto in X se Y ¢ compatto in X;

(3) Y si dice sequenzialmente compatto in X se ogni successione (x,) CY ammette
una sottosuccessione estratta T-convergente ad un punto di Y.

In modo molto semplice segue che
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Proposizione 1.21. Sia (X, 7) uno spazio topologico. Allora X é compatto se e solo per ogni
famiglia (C;)ier di chiusi di X tale che (;c; C; = 0 esiste F' C I finito tale che (;cp Ci = 0.

Vale che:

Proposizione 1.22. Sia (X, 7) uno spazio topologico separato.

(1) Se Y C X ¢é compatto in X alloraY ¢é chiuso;
(2) SeY C X ¢ sequenzialmente compatto in X allora 'Y é sequenzialmente chiuso.

Dimostrazione.

(1) Sia A := Y*°. Dimostriamo che A & aperto. Se x € A allora per ogni y € Y esiste
Uy, intorno aperto di = e U, intorno aperto di y tali che U,, NU, = 0. Poiché YV

¢ compatto e Y C Uer Uy, esistono yq,y2, -,y tali che Y C Ule Uy, E facile

dimostrare che U = ﬂle Uz, .y, € un intorno di x contenuto in A.

(2) Sia (z,) C Y tale che (z,,) converga a xo. Essendo Y sequenzialmente compatto,
esiste (zy, ) C (x,) convergente a un punto yo € Y. Dall’unicita del limite, segue che
ro=1yo €Y.

g
Si osservi che:

Proposizione 1.23. Sia (X, 7) uno spazio topologico compatto. Se' Y C X ¢é chiuso allora
Y ¢é compatto.

Dimostrazione. Per dimostrare la compattezza di (Y, 7y ), applichiamo la Proposizione 1.21.
Sia (Cj)ier una famiglia di chiusi di (Y, 7y) tale che (,c; C; = (). Allora, grazie all’'Esercizio
1.19, si ha che (C});er € una famiglia di chiusi in (X, 7). Dalla compattezza di X, segue che
esiste F' C I finito tale che (), C; = 0. O

Al fine di provare che negli spazi metrici la compattezza e la sequenziale compattezza si
equivalgono, dimostriamo il seguente risultato preliminare.

Teorema 1.24. Sia (X, 7) uno spazio topologico compatto o sequenzialmente compatto. Al-
lora X soddisfa la sequente proprieta (W):
ogni sottoinsieme infinito di punti di X ammette almeno un punto di accumulazione.

Dimostrazione. Sia Y C X infinito.
I caso: sia X sequenzialmente compatto. Poiché Y ¢ infinito, esiste una successione di punti
tutti distinti (z,,)n, C Y. Per la sequenziale compattezza esiste z¢g € X ed esiste (z, ) C (zn)
estratta convergente a xg in X. E facile provare che zg € un punto di accumulazione di Y.
IT caso: sia X compatto. Se per assurdo D(Y) = () allora per ogni x € X esiste U, intorno di
x tale che Y NU, —{z} = 0. Poiché X = J, x Uz, dalla compattezza di X segue che esistono
x1,--- &, tali che X = (J;_; Uy,. In particolare Y C J' | Up,. Quindi Y C {xq, -, 2}
Assurdo.

O

Teorema 1.25. Sia (X, 7) uno spazio topologico Tj.
(1) Se (X,7) é N1, allora X ¢ sequenzialmente compatto <= X soddisfa (W);
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Se (X,7) ¢ Na, allora X é compatto <= X soddisfa (W).

Dimostrazione. Le implicazioni ” =" seguono dal teorema precedente.

(1)

(1.1)

" <" Sia (z,) € X. Poniamo Y := {x1,---,xp, -} e supponiamo che Y ab-
bia infiniti elementi (altrimenti la successione ¢ banalmente convergente). Allora
Jzp € D(Y). Essendo X uno spazio N, esiste (Uy,)nen sistema fondamentale di
intorni di z( tale che U,4+; C U, per ogni n € N. Dato che zg € D(Y) esiste
Zn, € Up — {xp}. Poiché Uy NY deve avere infiniti elementi (vedi Esercizio 1.12)
dxy, € Uy —{xo,21, - ,Tp, }. Procedendo in questo modo, Vn € NIk, 1 >k, >n
tale che xy, € U,. Proviamo che x,, = xo. Sia U intorno di zy. Allora esiste ng € N
tale U,, € U. In particolare xy, € Uy, € Uy, C U per ogni n > ny.

" «" |Non dimostrato a lezione| Sia X = Uier Ai dove A; ¢ aperto per ogni
i € I. Sia B = (By,)nen una base numerabile di X. Allora Vi € I esiste N; C N tali
che A; = B,,. Allora:

nenN;

e l'insieme D = J;c; V; ¢ al pitl numerabile essendo D C N;

e Vn € D esiste i(n) € I tale che B,, C A;,);

o X =Ues UneN,- By, = Unep Bn-

Se provo che esiste F' finito tale che X = |J,,cp Bn seguira che X = [, cp Ain)
da cui la compattezza di X. Se D e finito, la tesi € ovvia. Se D numerabile allora
D = (k(n))peny con n < k(n) <k(n+1)e

X = Byw).
neN

Per assurdo supponiamo che

n
X #|JByi VYneN.

i=1
Dalla (1.2) e dalla (1.1) segue che esiste x1 € X \ By ed s(1) > k(1) tale che z1 €
By(1y- Applicando di nuovo la (1.2) e la (1.1) esiste xg € X \ (By1)U By2) U+ - - By(1))
ed s(2) > s(1) tale che x9 € Byy). Cosi procedendo costruiamo una successione
(xr) C X ed una successione strettamente crescente s(n) di numeri naturali tali che
vn e Nz, € Bs(n) e Tnt1 € X\ (Bk(l) U Bk(Q) U--- Bs(n)) In particolare x,, # =,
per ogni n # m e quindi tale successione ha infiniti termini. Per la proprieta (W),
tale successione ha un punto di accumulazione xo € X. Grazie alla (1.1), esiste Bz
tale che zg € Bys). Per l'esercizio 1.12(1) By ) deve contenere infiniti punti della
successione. Ma questo ¢ assurdo in quando per ogni n > n s(n) > s(n) > n e quindi

Tn & Bin)-

O O

Corollario 1.26. Sia (X, 7T) uno spazio topologico Ty e N. Allora
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X é compatto = X ¢ sequenzialmente compaitto.

Dimostrazione. Basta applicare il Teorema 1.24 e 1.25(1). O

Corollario 1.27. Sia (X,7) uno spazio topologico Ty e Ny. Allora le sequenti affermazioni
sono equivalenti:
(i) X wverifica (W);
(ii) X ¢ sequenzialmente compatto;
(iii) X e compatto.

Dimostrazione. Basta applicare il Teorema 1.25(2). O

La seguente proposizione garantisce che ogni spazio metrico compatto o sequenzialmente
compatto e separabile.

Proposizione 1.28. Se (X,d) ¢é uno spazio metrico compatto o sequenzialmente compatto
allora X ¢ separabile (e quindi Na).

Dimostrazione. ’Non dimostrato a lezione‘ Diamo la dimostrazione solo nel caso in cui

X & compatto. Se X & compatto Vn € N esistono xgn), xgn), e :c,(gz) € X tali che
kn 1
i=1

L’insieme D := {xl(n) :n €N, 1< i< ky} e numerabile e denso in X. Infatti per
(n)

ogni g € X e per ogni r > 0, scelto n > %, a7} tale che g € B(x; ,%) In particolare

a:l(»n) € B(xo, %) C B(zg, ). Questo implica che, preso un qualunque aperto A C X, vale che
AND #0. O

Osservazione 1.29. Il viceversa ¢ falso. R e separabile ma non compatto.

Corollario 1.30. Sia (X,d) uno spazio metrico. Allora X é compatto se e solo se é sequen-
zialmente compatto.

Dimostrazione. Applicando la Proposizione 1.28 vale che se X € compatto o sequenzialmente
compatto, allora X ¢ uno spazio Na. Quindi basta applicare il Corollario 1.27. O

Esempio 1.31. In generale la compattezza non implica la sequenziale compattezza. Sia
infatti X := {f : [0,1] — [0,1]} = [0,1][%!. Dal teorema di Tyconoff si ha che X (munito
della topologia prodotto, vedi Esempio 1.45) & compatto come prodotto di spazi compatti,

k. k+1

ma non ¢ sequenzialmente compatto. Infatti se f,, ¢ la funzione che sugli intervalli |17, 3]

va da 0 a 1 linearmente, vale che la successione (fy,), non converge puntualmente.
1.2. Funzioni continue, semicontinue e Teoremi di Weistrass.

Definizione 1.32. Siano (X,7), (Y,0) due spazi topologici e sia f : X — Y una funzione.
Diremo che
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(1) f ¢é continua in zy € X (rispetto le topologie fissate) se per ogni o-intorno V di
f(xo) in'Y esiste U T-intorno di xqg in X tale che f(U) CV;

(2) f é sequenzialmente continua in zy € X se per ogni successione (zp) C X 7-
convergente a xy si ha che f(xy,) o-converge a f(xp);

(3) f é continua (e scriveremo "f : (X,7) — (Y,0) continua”) se f é continua in tutti
1 punti di X;

(4) f e sequenzialmente continua (e scriveremo "f : (X, 1) — (Y, 0) sequenzialmente
continua”) se f é sequenzialmente continua in tutti i punti di X.

Proposizione 1.33. Siano (X,7) e (Y,0) due spazi topologici Ty e sia f : X — Y una
funzione. Allora
(1) f ¢é continua se e solo se per ogni A C'Y o-aperto vale che f~1(A) ¢ T-aperto di X;
(2) f ¢ continua se e solo se per ogni C C'Y o-chiuso vale che f~*(C) ¢ T-chiuso di X;
(3) se f € continua allora f é sequenzialmente continua;
(4) se X ¢ Ny, allora f é continua < [ ¢é sequenzialmente continua.

(per esercizio)

Proposizione 1.34. Siano (X, 7) e (Y,0) due spazi topologici T e f : (X,7) = (Y,0) una
funzione continua. Se X é T-compatto allora f(X) é o-compatto in'Y .

Dimostrazione. Se f(X) C U;e; Ai con A; C Y o-aperto segue che X = [J;o; f1(As).
Essendo f~1(A;) T-aperto per ogni i € I (essendo f continua) ed essendo X compatto, esiste
F C I finito tale che X = J;cp 7' (4;). Segue che f(X) C U;cp Ai O

Definizione 1.35. Una funzione f : X — R si dice T-semicontinua inferiormente su
X se per ogni t € R il sottolivello By = {x e X : f(x) < t} ¢ chiuso in X. Una
funzione f : X — R si dice T-semicontinua superiormente in X se —f & T-semicontinua
inferiormente.

Definizione 1.36. Una funzione f : X — R si dice T-sequenzialmente-semicontinua
inferiormente se per ogni t € R il sottolivello Ey = {:c €eX : f(x) < t} e T-chiuso per
successioni. Una funzione f : X — R si dice T-sequenzialmente semicontinua superi-
ormente in X se —f é T-sequenzialmente semicontinua inferiormente.

Dalla Proposizione 1.22 segue che se una funzione f : X — R & 7-semicontinua inferior-

mente allora é T-sequenzialmente semicontinua inferiormente.

Facilmente si prova che una funzione f : X — R é 7-semicontinua inferiormente se e solo
se per ogni xg € X vale che

o) < liminf f(z)(:= su inf ,
fleo) SHml 6= s int )
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mentre é T-sequenzialmente-semicontinua inferiormente se e solo se per ogni xg € X e per
ogni successione (), T-convergente a xg vale che

i o
f(zo) < liminf f () (: St;p%gaxn)-

L’importanza delle funzioni semicontinue risiede nel seguente teorema:

Teorema 1.37 (di Weirstrass generalizzato, versione topologica). Sia (X,7) uno
spazio topologico separato e sia f: X —] — 0o, +00], f # +00, tale che Vo € R il sottolivello
{z € X : f(z) < a} sia T-compatto. Allora esiste xo € X tale che f(x¢) = minx f(x))(€ R).

Dimostrazione. Sia (), C R decrescente e tale che lim,,_, o v, = infx f(z)(< +00). Allora
i sottolivelli

K,={reX: f(x)<an}
sono non vuoti, compatti e quindi chiusi. Inoltre Vn € N K,11 C K, e K, C K; che ¢
compatto. In particolare (), K, # () (altrimenti esisterebbe F' C N finito tale che K,pp =
Mper Kn = 0. Assurdo). Sia zg € (), K. Allora f(zg) < a,, per ogni n € N e quindi

Jlo) < lim_ay = inf f(x) < (o)

ossia f(xg) = miny f(z). O

Corollario 1.38. Se (X,7) é uno spazio topologico compatto e separato ed f : X —] —
00, 4+00|, f # +00, € una funzione semicontinua inferiormente allora esiste xy € X tale che

f(@o) = minx f(z)(€ R).

Dimostrazione. Si ripeta lo schema della dimostrazione precedente osservando che per ogni
n € N il sottolivello K, definito sopra risulta essere chiuso in quanto f & semicontinua

inferioremente e quindi K, & compatto (essendo chiuso dentro uno spazio X compatto).
O

Teorema 1.39 (di Weirstrass generalizzato, versione sequenziale). Sia (X,7) uno
spazio topologico separato e sia f: X — RU {+oo}, f # 400, tale che Vo € R il sottolivello
{r € X : f(x) < a} sia sequenzialmente compatto. Allora esiste xo € X tale che f(xg) =
miny f(z)(€ R).

Dimostrazione. Sia (o), C R decrescente e tale che lim,, o ay, = infx f(2)(< +00). Allora
i sottolivelli
K,={zeX: f(z)<a,}

sono non vuoti, sequenzialmente compatti Sia x,, € K,. Osserviamo che z, € K, per
ogni p > n poiché K;1; C K; Vj € N. Poiche tutta la successione (z,), C K esiste
una sottosuccessione (x,,) estratta da (z,), ed esiste zg € K tale che x,,, T-converge a z.
Osserviamo che per ogni m € N vale che z,,, € K,, C K, per n > m (in quanto p,, > n > m)
ed essendo K, sequenzialmente chiuso, otteniamo che zg € K, per ogni m ossia f(xg) < am,
per ogni m. Passando al limite per m — oo otteniamo f(zg) < infx f(x) < f(xp) ossia
f(xo) = minx f(z)(€ R). O
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Corollario 1.40. Sia (X, 7) uno spazio topologico sequenzialmente compatto. Sia f : X —
R U {+o0}, f # 400, una funzione sequenzialmente s.c.i.. Allora esiste xg € X tale che

f(xg) = miny f(x)(€ R).

Dimostrazione. Diamo due dimostrazioni:

(1) Dimostrazione: Essendo f sequenzialmente s.c.i., i suoi sottolivelli sono sequenzial-
mente chiusi in uno spazio sequenzialmente compatto. Quindi essi stessi sequenzialmente
compatti. Basta quindi applicarela stessa dimostrazione del Teorema 1.39.

(2) Dimostrazione: Sia (z,), C X tale che f(x,) converge a infx f(z)(< +00). Essendo
X 7-sequenzialmente compatto, esiste una sottosuccessione (zy, ) estratta da (z,,), ed esiste
xp € X tale che xy, T-converge a xy. Essendo f sequenzialmente s.c.i. otteniamo che

—o00 < f(xg) < limninff(xn) = i?(ff(a:)
ossia f(xg) = miny f(z)(€ R). O

1.3. Schema riassuntivo. Sia (X, 7) spazio topologico e Y C X.
(1) X eThy = X e Ty;

(2) X ¢ Mo = X ¢ N e separabile;

(3) Y & chiuso = Y & sequenzialmente chiuso;
(4) X & compatto e Y & chiuso = Y & compatto;
(5) X ¢ Th e Y & compatto = Y ¢ chiuso;

(6) se X ¢ To e Y ¢ seq. compatto = Y ¢ seq. chiuso;

se XT1 eNq

(7) X &seq. compatto -— X soddisfa (W);

seX Ty eNy

(8) X & compatto == X soddisfa (W);

(9) X & Ty e Na, allora
X & compatto <= X & seq. compatto <= X soddisfa (W);

Sia (X, d) spazio metricoe Y C X.
Allora

(1) X & Ty ed N7;

(2) X & Ny < X @& separabile;

(3) Y & chiuso <= Y ¢ sequenzialmente chiuso;
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(4) X compatto o sequenzialmente compatto => X separabile (e quindi N3);

(5) Y & compatto <= Y & seq. compatto.

1.4. Costruzione di topologie. In quest’ultima sezione richiamiamo prima di tutto come
sia possibile generare una topologia su un insieme X a partire da una famiglia di suoi sot-
toinsiemi.

Teorema 1.41. Sia X # () e sia B C P(X) tale che

(i) X =Upep B;
(ii) VBy, By € B e Vax € By N By esiste Bs € B tale che x € Bs C By N Bs.
Allora esiste su X un’unica topologia T tale che B é una base per (X, 7). Inoltre tale topologia
T & definita come
7:={UierB; : B; € B, I qualunque}.

Introduciamo ora la sequente relazione di equivalenza tra topologie su uno stesso insieme.

Definizione 1.42. Siano 7, o due topologie su uno stesso insieme X # (). Diciamo che la
topologia o ¢ meno fine della topologia T (e scriveremo o < T) se ogni o-aperto é T-aperto.

Osserviamo che se 0 < 7 e (Z, p) un altro spazio topologico allora
e ogni o-chiuso e 7-chiuso.
o se (z,)n € X 7-converge a x € X allora (z,,), o-converge a x € X;
ese f: (X,0) = (Z,p) ¢ una funzione continua allora f : (X,7) — (Z,p) ¢ una
funzione continua.

Sia ora X # (), siano (Y;, 7;);es una famiglia di spazi topologici assegnati e sia (¢;);es una
famiglia di funzioni con ¢; : X — Y;. Applichiamo il Teorema 1.41 per costruire su X una
topologia o che renda continue le assegnate funzioni p; : (X,0) — (Y;,7;). Tale topologia o
deve infatti contenere le immagini inverse di aperti, ossia per ogni V; € 7; deve valere che
¢;*(V;) € o. Inoltre anche le intersezioni finite di sottoinsiemi del tipo ¢; '(V;) devono stare

7
in 0. Quindi definiamo

Bi={ () ¢/'(Vi): Vien}.

finita

Questa famiglia di insiemi verifica le proprieta (i) e (ii) del Teorema 1.41. Pertanto esiste
una topologia su X che ha B come base. Gli aperti di questa topologia sono della forma

U N &'
qualunque finita
con V; T;-aperto.

Inoltre e facile verificare che questa topologia € meno fine di ogni altra topologia 7
che renda continue le applicazioni ¢; : (X,7) — (Y;,7;) ossia se 7 ¢ un’altra topologia
su X rispetto la quale le applicazioni ¢; : (X, 7) — (Y;,7;) sono continue allora ogni o-aperto
& anche T-aperto.

Valgono poi la seguenti proposizioni:
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Proposizione 1.43. Sia (z,) C X. Allora
() o-converge a xg € X <= (pi(xn))n Ti-converge a pi(zo) Vi € 1.

Dimostrazione. ”==" Poiche ¢; : (X,0) — (Y;,7;) € continua allora ¢ sequenzialmente con-
tinua. Quindi la tesi.

"<=" Sia U un o-intorno di . Per semplicith possiamo assumere U = (,cp¢; ' (Vi)
con V; T;-aperto e F' un sottoinsieme finito di /. Fissiamo ¢ € F. Poiche xy € U, allora
Paperto V; contiene @;(xg). Poiché per ipotesi la successione ¢;(zg) 7-converge a ¢;(xg),
deve esistere N; € N tale che per ogni n > N; ¢;(z,) € V;. Scelto allora N = max;cp N; si
ha che ¢;(2,) € V; per ogni n > N e per ogni i € F. Quindi @, € ;,epe ' (Vi) = U per
ogni n > N. O

Proposizione 1.44. Sia (Z,7) uno spazio topologico e f : Z — X una funzione. Allora
f:(Z71) = (X,0) é continua <= per ogni i € I la funzione @;o f : (Z,7) — (Yi,7;) €
continua.

Dimostrazione. ”=—" ovvia.
"<=" Sia U C X un o-aperto. Dobbiamo provare che f~'(U) ¢ un 7-aperto di Z. Ora U
¢ della forma U = U yaungue [ finita ¢; 1 (Vi) con V; m-aperto. Quindi

o= U N rtetvin= U N ien )
qualunque finita qualunque finita

dove gli insiemi (¢; 0 f)~1(V;) sono aperti essendo le funzioni @;o f : (Z,7) — (Yi, 7;) continue
per ogni i. Segue quindi la tesi. O

Esempio 1.45. (La topologia prodotto) Sia X = [[,.; Y; dove (Y, 73)icr € una famiglia di
spazi topologici assegnati e sia (1) jer la famiglia di funzioni (dette proiezioni) 7; : X — Y
definita da 7;((y:);) = v;. Allora la topologia II meno fine su X che rende continue le
proiezioni (p;); ¢ detta topologia prodotto su X. Inoltre dalle Proposizioni 1.43 e 1.44
segue che

e se (z,)n, € X allora

(2n)n H-converge a x <= (m;(xy,))n Ti-converge a m;(z) in Y; Vi € 1.
In particolare se z, = (y")icr € © = (yi)icr allora
(2n)n T-converge a x <= (y.,), Ti-converge a y; Vi € I.

e se (Z,7) & uno spazio topologico e f : Z — X una funzione definita da f(z) = (fi(2))
dove f; : Z — Y, allora

f:(Z,1)— (X,II) & continua <= f; : (Z,7) — (Y;,7;) € continua Vi € I.
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2. Gli spazi normati
In questa sezione K sara uguale a R o a C e X uno spazio vettoriale su K.
2.1. Seminorme e norme.

Definizione 2.1. Diremo che p: X — R é una seminorma su X se
(1) p(Az) = |A|p(x) per ogniz € X e X € K;

(2) p(x+y) < p(x)+ p(y) per ogni z,y € X (disuguaglianza triangolare).

Osservazione 2.2. Sia p una seminorma su uno spazio vettoriale X. Allora

(a) p(0) = 0;

(b) p(x) = p(—=x) per ogni z € X. In particolare, p(x) > 0 per ogni z € X;

(©) |p(z) —p(y)| < p(x — y) per ogni z,y € X;

(d) p(0z+ (1 —=0)y) < Op(x)+ (1 —0)p(y) per ogni z,y € X e per ogni O € [0,1] (ossia p
¢ una funzione convessa)

(e) S:={z e X: p(z) =0} ¢ un sottospazio di X.
Infatti

(a) segue applicando la (1) con z = 0;

(b) basta applicare la (2) con A = —1. Poi, dalla (2) segue che 2p(z) = p(z) + p(—z) >
p(0) = 0 ossia p(z) > 0 per ogni x € X;

(c) applicando la (2) si ha che p(z) < p(z — y) + p(y) per ogni z,y € X. Scambiando il
ruolo di z,y segue la (c).

(d) applicando la (2) e (1) si ha che

p(0z + (1 =0)y) < p(6z) +p((1 = 0)y) = Op(z) + (1 — O)p(y);
(d) se p(x) =p(y) =0ea,be K, da (b), (2)e
0 < plaz +by) < plax) + p(by) = |alp(z) + |blp(y) = 0

ossia ax 4+ by € S.

(1), segue che

Definizione 2.3. Sia X uno spazio vettoriale su K.

(1) Diremo che || - || ¢ una norma su X se
(a) ||z|| = 0 per ogni xz € X e ||z|| =0 se e solo se x =0;

(b) || Az|| = |All|z]| per ogni x € X e X € K;

() llz+yll <zl + |yl per ogni z,y € X (disuguaglianza triangolare).
Lo spazio (X, || -||) si dice uno spazio normato.

Osserviamo che uno spazio normato (X, | - ||) ¢, in particolare, uno spazio metrico con
d(z,y) = ||z = yl|.
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Osservazione 2.4. Dalla Remark 2.2 segue che

e una seminorma p € una norma se e solo verifica la seguente proprieta:
p(x) =0= 2 =0;
e dalle proprieta delle seminorme segue che

|zl =yl | < {lz =yl

per ogni z,y € X da cui segue che se ||z, — z|| — 0 allora ||z,|| — ||z||. Il viceversa
¢ falso (si consideri =, = (—1)"...).

Esercizio 2.5. Sia C[0,1] lo spazio vettoriale delle funzioni continue su [0,1]. Per ogni
x € [0,1] sia p, : C[0,1] — R definita da

pa(f) = |f(@)].

Allora per ogni x € [0, 1] si ha che p, ¢ una seminorma (e non ¢ una norma).

Definizione 2.6. Sia (X,d) uno spazio metrico. Una successione (x,) C X si dice di
Cauchy (rispetto a d) se

Ve >0 3ng e N: Vn,m €N sen,m > ng allora d(zy, xy,) < €.

Uno spazio metrico si dice completo se tutte le sue successioni di Cauchy sono convergenti.
Uno spazio normato si dice spazio di Banach se tutte le sue successioni di Cauchy sono
convergenti.

Osservazione 2.7. Sia (X, d) uno spazio metrico.

(1) se una successione (z,) C X converge in X allora & di Cauchy.

Infatti sia x¢ il suo limite. Sia € > 0. Allora esiste ng € N tale che per ogni n > ng
vale d(zy,,x0) < §. In particolare per ogni n,m € N tali che n,m > ng vale
ATy, ) < d(Tp, o) + d(T0, Tm) < % + % = epsilon.

(2) se una successione (z,) € X di Cauchy ammette un’estratta convergente ad un
punto zo € X allora tutta la successione (x,) converge a xzo; infatti sia (xg,) C (xn,)
convergente ad xg. Sia € > 0. Allora, dal fatto che (z,,) e di Cauchy, Iny € N tale che
per ogni n,m > ng vale d(z,,z,) < §, mentre, dalla convergenza della successione
(7x,) ad xq, segue che 3n; € N tale che per ogni n > ny vale d(zy,,20) < §. In
particolare per ogni n,m € N tali che n,m > max{ng,n;} vale che k, > n > nj e
quindi

d(xn, x0) > d(Tp, x), ) + d(TK,, , T0) < g + % =€

(3) se (X,d) & compatto, allora (X,d) & completo.
Infatti, dalla compattezza segue che ogni successione di Cauchy ammette un’estratta
convergente e quindi, dalla (2), segue che tutta la successione converge.
Il viceversa ¢ falso. Infatti R € completo ma non & compatto.

(4) se (X,d) & uno spazio metrico completo e Y C X & chiuso allora (Y,d) &
completo.
Infatti ogni successione di Cauchy in Y risulta di Cauchy in X e come tale converge
ad un punto di X che deve appartenere a Y in quanto Y e chiuso.
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Il seguente teorema caratterizza gli spazi normati completi.

Teorema 2.8. (Criterio di Weirstrass per le serie) Sia (X, | - ||) uno spazio normato.
Allora sono equivalenti i sequenti fatti:
(1) X ¢é di Banach rispetto alla norma || - ||;
(2) per ogni successione (xy) C X, se la serie numericay .- ||xys|| converge allora esiste
y € X tale che la successione s, = Y p_; x delle somme parziali converge a y nella
norma || - || (ossia 3y € X tale che ||s, —y|| = 0). Inoltre ||y|| < >_o7 ;1 [|an]|-

Osservazione 2.9. (Norma sullo spazio prodotto di due spazi normati) Sia (X, ||| x)
e (Y| - |ly) due spazi normati. Allora sullo spazio prodotto X x Y & possibile definire una
norma nel seguente modo:

1@, y)lxxy = llzllx + [lylly-
Si osservi che una successione

(Tn,yn) = (z,y) M X XY <= ||z, —z||x =0 e |y, —ylly — 0.

Segue quindi facilmente che se (X, || - || x) e (Y,|| - |ly) sono spazi di Banach, allora anche lo
spazio prodotto (X X Y,|| - ||xxy) € uno spazio di Banach. Inoltre
(1) la funzione
(t,x) — tx
¢ continua da K x X in X;
(2) La funzione
(,y) =z +y
¢ continua da (X x X, || - [|xxx) in (X, ] - |l x)-

Definizione 2.10. Sia X wuno spazio normato. Un insieme Y C X si dice limitato (in
X) se supyey [|y|]| € R. FEquivalentemente Y C X ¢ limitato se esiste R > 0 tale che
Y C Br={z € X : ||z|| < R}. In particolare una successione (x,) C X si dice limitata se
sup,, ||zn|| € R.

Osservazione 2.11. Sia X uno spazio normato.
(1) Se una successione (z,,) C X & convergente, allora & limitata.
Infatti se zg € il suo limite, allora lim, .« ||zn|| = ||z0]|| € R.
(2) se Y C X & compatto, allora Y & chiuso e limitato;
infatti se per assurdo non lo fosse, sup,cy ||y|| = +00 ed esisterebbe y, C Y tale che
lim;, o0 ||yn|| = +o0. Tale successione (y,) dovrebbe ammettere una estratta (v, )
convergente ad un punto yg € Y. Questo implica che la successione

+o00 = lim |lyn|| = lim ||y, || = [[voll € R.
n—o0 n—o0

Assurdo. Il viceversa ¢ falso. Per esempio i prenda X = (0, 1] munito della norma
indotta dalla distanza

d(f,9) = max |f(z) - g(z)].

z€]0,1]

Allora vale che la palla By = {x € X : ||z|| < 1} non & compatta (si prenda f,(z) = 2"
e si verifichi che non ammette sottosuccessioni convergenti.)
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Proposizione 2.12. In uno spazio normato (X, || - ||x) sono equivalenti i sequenti fatti:
(1) la palla unitaria By = {x € X : ||z|]| < 1} é compatta;
(2) per ogni xg € X e per ogni R > 0 la palla Br(xzo) = {x € X : ||z — x| < R} ¢
compatia;
(3) ogni successione (xy,) C X, limitata in (X,| - ||x) (ossia tale che sup,, ||z,|] € R),
ammette un’estratta convergente in X.

Dimostrazione. (1) = (2): per ogni 9 € X e per ogni R > 0 la funzione tg,, : X = X
definita come tg ;, () = Rz + x¢ € un’applicazione continua in quanto

LR () = tRao(y)] = Rlz —y| Yo,y € X

e come tale trasforma insiemi compatti in insiemi compatti. Poiché tg ., (B1) = Br(0) segue
che la palla Br(zo) ¢ compatta.

(2) = (3): se (z,) € X & una successione limitata allora (z,) € Bgr(0) dove R =
sup,, ||zn||. Essendo la palla Br(0) compatta esiste una sottosuccessione estratta da ()
convergente in Br(zg).

(3) = (1): Proviamo che B; é sequenzialmente compatta. Sia (x,) C Bj. Essa ¢ ovvia-
mente limitata in X. Quindi ammette una sottosuccessione estratta convergente ad un punto
xg € X. Siccome la palla By e chiusa, il punto xg € Bj. ([l

Definizione 2.13. Siano |- | e || - || due norme su uno spazio vettoriale X. Esse si dicono
equivalenti se esistono due costanti c¢,C' > 0 tali che per ogni v € X

clo] < Jlvll < Clo].

Osservazione 2.14. Siano |-| e || - || due norme equivalenti sullo spazio X e (z,) C X. Dal
fatto che

clen — xm| < ||zn — 2m|| < Clzp — 2| Vn,m eN
segue che (z,,) ¢ di Cauchy rispetto a |- | se e solo se (zy,) € di Cauchy rispetto a || - ||. Inoltre
per ogni g € X e per ognin € N
clan, — xo| < ||zn — 2ol < Clay, — x0|
e quindi
||zn, — x0|| = 0 <= |z, — 20| = 0

ossia ogni successione in X convergente rispetto ad una norma converge allo stesso limite
anche rispetto all’altra norma. In particolare

(X,]-]) & completo <= (X,||-||]) &€ completo

{z € X :|x| <1} ¢ compatta in (X,|-|) <= {xr € X : ||z|| <1} & compatta in (X, || -|).
Esercizio 2.15. Siano (X,dx) e (Y,dy) due spazio metrici e sia T : X — Y un’isometria.
Dimostrare che

(1) se X & completo, allora T'(X) & chiuso in Y;
(2) se X e Y sono completi, allora 7'(X) ¢ uno spazio completo.
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2.2. Una famiglia di seminorme: i funzionali di Minkoskii.

Definizione 2.16. Sia X uno spazio vettoriale. Sia A C X. A si dice
(1) convesso se 0z + (1 —0)y € A per ogni x,y € A e per ogni 6 € [0,1];
(2) assorbente o radiale se per ogni x € X esiste t = t(x) > 0 tale che x € tA;
(3) equilibrato se per ogni x € A vale che tx € A per ogni |t| < 1.

Esercizio 2.17. Sia X uno spazio vettoriale.

(1) se A C X & convesso e radiale (o solo equilibrato), allora 0 € A. Infatti sia x € X.
Allora esistono t = t(x) >0 e s = s(x) > 0talichex € tAe —z € sA, ossiat lz € A
e —s 'z € A. Essendo A convesso, il segmento che li congiunge é tutto contenuto in
A. In particolare 0 € A. Analogamente si puo provare che se A C X & equilibrato,
allora 0 € A.

(2) Sia p una seminorma su uno spazio vettoriale X. Provare che 'insieme
A={zreX: p(x) <1}
& convesso, assorbente ed equilibrato. Inoltre 0 € A.

Nell’esercizio 2.17 abbiamo visto come ad ogni seminorma sia possibile associare un insieme
convesso, radiale e bilanciato. Proviamo ora come costruire una seminorma a partire da un
insieme che sia convesso, radiale e bilanciato.

Definizione 2.18. Sia A C X un insieme convesso e assorbente. La sequente nozione trovera
applicazione nella dimostrazione della forma geometrica del Teorema di Hahn-Banach.

Si definisce gauge di A o funzionale di Minkoskii associato ad A la funzione py :
X — RT definita da

pa(z):=inf{t >0: z € tA}.
Teorema 2.19. Sia A C X un insieme convesso e assorbente (in particolare 0 € A). Allora
(a) pa(Ax) = Apa(x) per ogni x € X e X > 0 (ossia é positivamente omogenea di grado
1);
(b) {z € X : pa(x) <1} CAC{zc X: pa(z) <1}
(¢) pa(z+vy) <pa(z)+paly) per ogni x,y € X (disuguaglianza triangolare);
(d) pa € una seminorma se A é equilibrato.

Dimostrazione.
(a) Per ogni x € X e A > 0 si ha che

pa(Ax) =inf{t > 0: Az € tA} = Xinf{A\"'t > 0: 2 € A"1HA} = \pa(x).

(b) Se pa(z) < 1 allora esiste 0 < t < 1 tale che t 'z € A. Poiché 0 € A e A3 convesso,

vale che tt71x + (1 —t) -0 € A ossia x € A. L’altra inclusione & banale.
(c) Per ogni € > 0 e per ogrj1 xz,y € X vale che pA(m) <le pA(m) < 1.
€ Ae

In particolare € A da cui, essendo A convesso, segue che il

segmento

oz v
? pa(x)te pa(y)+e
[ 4

pa(z) +€ paly) +e¢

] C A
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Ora ¢ facile dimostrare che esiste ¢ € (0,1) tale che

T+y x y
=1 +(1—-t)———.
pa(x) +paly) +2¢  pa(z)+e ( )pA(y)—l—e
N . 1'+y . .
Cio implica che P E I METTAS A e quindi
r+y

pA(pA(fU) +pa(y) + 26) =

Essendo p4 positivamente omogenea, segue che pa(z +y) < pa(z) + pa(y) + 2¢. Per
€ — 0 segue la tesi.
(d) per esercizio.

g
[¢]
Proposizione 2.20. Se (X,||-||) é uno spazio normato e A é un convesso tale che 0 €A,
allora A é assorbente ed esiste C > 0 tale che
pa(z) < Cflz|

per ogni x € X. Inoltre se A € aperto, allora A={x € X : pa(x) < 1}.

Dimostrazione. Sia B(0,r) := {x € X : ||z|| < r} C A. Allora per ogni € > 0 e per ogni

x € X si ha che IImﬁ —r € A. In particolare A ¢ assorbente e per definizione

||+ €
paa) < LALEE
r
per ogni € > 0 e per ogni x € X Per ¢ — 0 si ottiene

|:!H
<
pa(z) < =

per ogni x € X. Infine se x € A, poiché A & aperto esiste ¢g = €g(x) > 0 tale che (1+¢p)x € A.
In particolare

< <1,
pA(:E) T 14¢
ossia A C {x € X : p(z) < 1}. L’altra inclusione segue dal Teorema 2.19 (b).
O
2.3. Gli spazi normati di dimensione finita.
Proposizione 2.21. Sia X uno spazio vettoriale su K e dimxgX = N. Sia (e1,--+ ,en) una

base canonica. Per ogni v = Zfil vie; € X sia ||v]|y := Zf\il |v;|. Allora vale che

(1) (X, || -1l1) € un spazio normato completo;

(2) da ogni successione in X limitata rispetto a questa norma si puo estrarre una sotto-
successione convergente. In particolare la palla chiusa By = {z € X : ||z|1 < 1} ¢
compatta.

Dimostrazione.
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(1) Dalle proprieta del modulo segue facilmente che || - || € una norma. Inoltre si osservi
N N
che se v, =) im1 Vin €V = > ;—1 Vi vale che

v, —volli = 0 <= |vip —vi| > 0Vie{1,2,--- ,n}
ossia se per ogni ¢ la successione delle :-me componenti di v, converge alla i-ma
componente di v. In particolare dalla completezza di K segue che (X, | -|1) € un
spazio normato completo.
(2) Sia (vp)n € X una successione in X limitata rispetto alla norma || - ||; sopra definita
e sia v, = Zfil vine; con v;, € K per ognii € {1,---,N} en € N. Poiche la
successione (vy,), € limitata in norma || - ||1, per ogni i € {1,---, N} la successione

delle i-me componenti (v;y), € limitata in K. Applicando il teorema di Bolzano-
Weirstrass sulla successione (reale o complessa) delle prime componenti (viy), si
ottiene una sottosuccessione (v1 1 )n C (v1,5)n tale che (vy 1), converga a v1 € K.
Quindi si considera la sottosuccessione delle seconde componenti (vq, kL ) € applicando
il teorema di Bolzano-Weirstrass si ottiene una sottosuccessione (vgy2)n C (Va1 )n
tale che (v 32 )n converga a vy € K. Osserviamo che anche la sottosuccessione (vy iz )
continua a convergere a v; essendo una sottosuccessione estratta da (ULk}L )n. Quindi
si itera il procedimento fino ad ottenere una sottosuccessione (vjx)n ed un elemento

(v1,---,vn) € K tale che (03 kN )n converge a v; per ogni i € {1,2,---, N}. Segue
che la sottosuccessione (v;y) converge a v = Zf\i L vie; € X rispetto alla norma || - [|1.
O

Proposizione 2.22. Sia X uno spazio vettoriale su K e dimg X = N. Allora tutte le norme
su X sono equivalenti.

Dimostrazione. Basta verificare che ogni altra norma sia equivalente alla norma || - ||; sopra
definita. Sia || - || un’altra norma su X. Allora per ogni v € X se v = Zf\;l vie; allora

N N N
Joll <> llviesl] < D lwillledl] < €Y Joil = Cllo]ls
i=1 i=1 i=1

dove C' = maxo<i<n ||€i||. Viceversa: per assurdo assumiamo che non esista una costante
C > 0 tale che ||v]]s < C|lv|| per ogni v € X, ossia assumiamo che per ogni n € N esista
v, € X tale che ||vp|[1 > nljvy||. Definiamo w,, = o+ Allora [wpll1 =1 e flwn|| < L. Segue
che wy, — 0 rispetto alla norma || - ||. Inoltre esiste una sottosuccessione wy, convergente a
w € X rispetto alla norma || - ||;. In particolare |w|; = limy, ||wg,, |1 = 1. Infine poiche

[lwg,, — wl]| < Cllwy, — w1,
si ha che ||wg, — w|| — 0 da cui w = 0. Assurdo. O

Osservazione 2.23. Se lo spazio non ¢ di dimensione finita, la proprieta (2) del Teorema
2.21 (detta proprieta di Bolzano-Weirtrass) non vale. Vedi Esempio 2.40.

Dalla Proposizione 2.21 e dall’Osservazione 2.14 segue che

Corollario 2.24. Sia X uno spazio vettoriale normato su K di dimensione finita. Allora X
e completo rispetto a qualunque norma.
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La proprieta affermata nel corollario precedente ¢ falsa se lo spazio ¢ infinito dimensionale.
Vedi Esempio 2.37(3).

Corollario 2.25. Sia X uno spazio normato su K e sia Y C X un sottospazio di dimensione
finita. Allora'Y é chiuso in X.

Dimostrazione. Poiché Y & completo rispetto a qualunque norma, Y & completo rispetto

alla norma di X. In particolare e sequenzialmente chiuso rispetto alla norma di X e quindi

chiuso. ]
Il seguente teorema caratterizza gli spazi normati di dimensione finita:

Teorema 2.26 (di Riesz). Sia X uno spazio normato. Allora sono equivalenti i sequenti
fatti:

(i) X ha dimensione finita

(ii) ogni palla chiusa é compatta.

Definizione 2.27. Uno spazio vettoriale E su K si dice infinito dimensionale se per ogni
N € N esistono x1,---xy € E che risultano linearmente indipendenti.

Si vede facilmente che E ¢ infinito dimensionale se e solo E # span{z,---xx} per ogni
x1,---xy € E. In particolare se E ha dimensione infinita si puo costruire una successione
di sottospazi di dimensione finita (E,), tali che E,, C E,; strettamente. Inoltre in base al
Corollario 2.25 E,, ¢ chiuso per ogni n € N.

Ricordiamo che se (X, d) & uno spazio metrico e Y C X allora

19 €Y < 0= inf{d(zg,y) : y €Y} =:d(z0,Y).
Per dimostrare il Teorema 2.26 abbiamo bisogno del seguente lemma:

Lemma 2.28 (di Riesz). Sia (X,| -||) uno spazio vettoriale normato e sia Y C X un
sottospazio chiuso. Allora

Ve >0 Jxg € X tale che xo ¢ Y, ||zo]| =1 e d(xo,Y) > 1—€.

Dimostrazione. Sia x € X tale che z ¢ Y. Essendo Y chiuso, allora d = d(z,Y) =
infyey [[x — y|| > 0. Si noti che se 0 < e < 1 allora %_6 > d. Quindi esiste yp € Y tale

che

d
[z = ol < 77—

—1—€
Poniamo g := ﬁ. Allora zp ¢ Y (altrimenti z € Y') e per ogni y € Y vale che
[z = yoll |z = yoll |z = yoll — d
essendo y1 = yo — yllz —yol € Y. O

Dimostrazione. (del Teorema di Riesz)

(i) = (ii) segue dalla Proposizione 2.21 e dall’Osservazione 2.14

(iil)== (i): per assurdo X non sia di dimensione finita. Allora si puo costruire una suc-
cessione (Y,), di sottospazi di dimensione finita tali che Y;, € Y, 41. Grazie al Lemma di
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Riesz (applicato alla coppia di spazi Y,, e ¥,,—1 con € = %), si ha che per ogni n € N esiste

Ty € Yy \ Y1 tale che ||z, =1 e d(zy, Y1) > % In particolare
ln — @l = 3
noormi=9
per ogni m # n (infatti se n < m allora z, € Y,, C Y1 ¢

DN |

”xm - xn” = d(xmyxn) > d(wmvym—l) >

Quindi non ¢ possibile estrarre da (x,), € B alcuna successione convergente contro 'ipotesi
di compattezza della palla unitaria. O
Mettendo insieme i risultati di questa sezione, otteniamo il seguente teorema:

Teorema 2.29. Sia X uno spazio normato. Allora sono equivalenti i sequenti fatti:
(i) X ha dimensione finita;
(ii) ogni successione limitata ammette un’ estratta convergente;
(iii) ogni palla chiusa é compatta.

Dimostrazione. (i) = (ii) segue dalle Proposizioni 2.21 e 2.22.
(ii)== (iii) Banale.
(ili)= (i) Segue dal Teorema di Riesz. O

Esercizio 2.30. Sia X wuno spazio normato di dimensione finita e K C X. Allora K é
compatto se e solo K é chiuso e limitato in X.

2.4. Spazi di successioni.

Esercizio 2.31. (vedi anche esercizio 3.31 alla fine della sezione 3) Sia X = ¢y lo spazio
delle successioni di numeri reali che sono infinitesime.

(1) Verificare che ||(an)n||cc = sup,, |an| definisce una norma su X rispetto alla quale X
¢ completo.

(2) Sia cqp il sottospazio di X costituito dalle successioni = (2, )nen di numeri reali che
hanno solo un numero finito di termini diversi da zero, ovvero per le quali esiste un
N € N per cui z,, = 0 se n > N. Dimostrare che cgy non ¢ completo rispetto a questa
norma;

(3) Verificare che la chiusura di cgg rispetto alla norma del sup & lo spazio cy.

Soluzione
(1) E’ banale verificare che ||(an)n|lco = mazy|a,| definisce una norma su X. Proviamo

che X, munito di questa norma, & completo. Se (a¥)p C ¢y ( a¥ = (a¥),) & una

successione di Cauchy , allora per ogni n la successione (a¥); & una successione di
Cauchy in R. Infatti per ogni h,k € N

|ah, — ap| < suplaf; — ap| = |y, — an||oo-
n
Quindi per ogni n € N & definito limj a® = a,,. Proviamo che a = (a,), € co: sia
€ > 0 e sia ng € N tale che per ogni k, h > ng(e) ||a¥ — a”||c < e. Allora

jan| < lay, — ag] + lag| < |la* — a"|loo + lag] < € +Jag|
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per ogni k, h > ny(€) e per ogni n € N. Cosi’, per k — 0o otteniamo

Jan] = lim o] < e+ [ab

per ogni h > ng(e) e per ogni n € N. A questo punto, per n — oo segue che
lim sup |a,| < € + lim|a?| = €.
n n
Per € — 0 segue la tesi.

Proviamo infine che ||a, — a|loc — 0. Infatti sia € > 0 e sia ng € N tale che
||a* — a"||o0 < € per ogni k, h > ng(e). Allora per ogni k, h > ng(e) e per ogni n € N

|y, — an| < lag — ap| + lag, — an| < ||a* = a"||oo + |af; — an| < €+ |aj, — a|
da cui, mandando h — oo otteniamo che
|af§ —ap| <e
per ogni k > ng(e) e per ogni n € N ossia
la* = al|o <€
per ogni k > ng(e).
(2) Per ogni n € N sia y* = (y¥),, € X cosi’ definito yf = 1 se n < k, 0 altrimenti. La

successione (y*), ¢ di Cauchy. Infatti ||y* — 3| = h}rl v k%rl Ma non converge in

coo: infatti se ||y* — y|| — 0 allora 0 = limy ||y* — y||ee > |% — yn| per ogni n, ossia

Yn = % e quindi y ¢ cgp.
(3) Basta osservare che ogni a = (a,), € ¢ € il limite (rispetto alla norma del sup) della
successione (x,), C coo definita come x, = (a1, -+ ,an,0, -+ ,).

Esempio 2.32. Gli spazi IP (vedi dispensa di Marigonda).
Esercizio 2.33. Provare che cyg é denso in [P per ogni 1 < p < +o0.

Risoluzione: Poiché [P é uno spazio di Banach, vale che ¢gg° C IP. Per concludere basta

osservare che ogni = (z,,), € [P & il limite (rispetto alla norma || - ||,) della successione
(™), C coo definita come 2™ = (z1,--- ,x,,0,--- ). Infatti
° 1
; (n) _ — PVp —
Tim o) ~afl, = (3 Jap)r =0
k=n+1

grazie al criterio di Cauchy per le serie convergenti.

2.5. Esempi di spazi di funzioni.

Definizione 2.34. Sia X un insieme, (Y,| - |y) uno spazio normato e f : X — Y. Si dice
che f é limitata se esiste M > 0 tale che

|f(x)ly <M Vz e X.
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Proposizione 2.35. Sia X un insieme, (Y,|-|y) uno spazio normato e sia
B(X,Y):={f: X =Y : f limitata}.

Allora B(X,Y) € uno spazio vettoriale su K (con l'usuale somma e moltiplicazione per uno
scalare) e

[ llo := sup [f(z)ly
rzeX
¢ una norma su B(X,Y) (detta la norma del sup). Inoltre
(B(X,Y),|| - |loc) & completo <= (Y, |- |y) & completo.
Dimostrazione. Proviamo solo I'equivalenza finale. ”<=": Sia (f,), una successione di
Cauchy in B(X,Y’). Poiché

si ha che (f,(x)), € una successione di Cauchy in Y per ogni x € X. Quindi per ogni z € X
esiste un unico f(z) € Y tale che |f,(z) — f(2)|ly — 0 quando n — oo. Facciamo vedere che
fn converge a fin (B(X,Y),||||s)- Sia € >0 e 1y € N tale che

[fn = finlloo < €
per ogni n,m > vy. Allora per ogni z € X e per ogni n,m > 1

(2.1) [fu(@) = fm(2)ly <|[fn = finlloo <€

Passando al limite per n — oo in (2.1) si ottiene che per ogni z € X

[f(z) = fm(z)]y <€ Vm >
ossia
1f = fnlloo <€ ¥m > wp.

Da quest’ultima relazione segue che f = (f — fin) + fm € B(X,Y) e che (f,), converge a f.

"=—": Se (y,) € Y ¢ una successione di Cauchy, ¢ facile provare che la successione di
funzioni costanti f,, : X — Y definite come f,, = y, ¢ una successione di Cauchy in B(X,Y)
e quindi converge a una funzione f anche essa costante, ossia esiste yo € Y tale che f(x) = yo
per ogni x € X. Segue facilmente che y, converge a yg in Y. O

Proposizione 2.36. Sia (X, 7) uno spazio topologico e (Y,| - |y) uno spazi normato. Sia
Co(X,Y) :={f: X =Y : f limitata e continua}.
Allora C(X,Y) & uno sottospazio vettoriale chiuso di (B(X,Y),||: ||ls). In particolare
(Co(X,Y), || - |loo) € completo <= (Y, |- |y) € completo.

Dimostrazione. Proviamo che (Cyp(X,Y), || ||co) € un sottospazio chiuso di (B(X,Y), || ||co)-
Sia (fn)n € Cyp(X,Y) convergente a f € B(X,Y) rispetto alla norma || - || € sia zg € X.
Allora

|f(z) = f(zo)ly < |f(®) = fu(@)ly + | fulz) = falzo)ly + [fu(zo) — f(zo)ly-
Sia ora € > 0 e vy € N tale che

€
Hn—ﬂugg
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per ogni n > 1. Allora scegliendo n > vg si ha che

(@) = Fzo)ly < |fal) — fulzo)ly + ge.

Sfruttando la continuita di f, in z, si ha che esiste § > 0 tale che se |z — xg| < J allora

|[fn(x) = fu(zo)ly < ée.

Otteniamo cosi che se |z — zg| < § allora

|f(2) = f(zo)ly <e

Quindi f ¢ continua in ogni xp € X, ossia f € Cp(X,Y). In particolare, se Y ¢ completo,
allora (Cy(X,Y),|| - ||co) & completo, essendo un sottospazio chiuso di (B(X,Y),||-||cc). Per
provare il viceversa, procedere come nella dimostrazione della proposizione precedente. [

Osservazione 2.37. Dalla proposizione precedente segue che

(1)
(2)

0 1 0 1
§/ |n93+1|d$—|—/ |1—nx\dx—|—/ |m:c+1]dx+/ |1 — mzlde < — 4+ —.
0 n

se una successione di funzioni continue e limitate f,, : (X,7) — R converge uniforme-
mente ad una funzione f allora f ¢ continua e limitata;

se (X, 7) € uno spazio topologico compatto (o sequenzialmente compatto) ed f : X —
R & continua (rispettivamente sequenzialmente continua), allora f ¢ limitata (per il
teorema di Weistrass generalizzato, applicato alla funzione reale e continua ||f]|y,
vedi Corollari 1.38 e 1.40). Pertanto lo spazio

C(X):={f: X —=R: fcontinua} = Cp(X,R),

ed ¢ uno spazio di Banach munito della norma || - ||oc.

usando lo spazio delle funzioni continue proviamo che uno spazio X ha dimensione
infinita potrebbe risultare completo rispetto ad una norma e non completo rispetto ad
un’altra. In tal caso le norme su X non risultano essere equivalenti (vedi Osservazione
2.14). Si consideri per esempio lo spazio X = C%[—1,1]: esso & completo rispetto alla
norma del sup. Non ¢ invece completo rispetto alla norma ||ul|; = f_ll |u(z)|dz.
Infatti si prenda la successione

nx se |nz| <1

up(z) =< 1  sex>1
-1 sex < —%
0 sex=0
Per ogni x € [—1,1] si ha che u,(z) converge av(z) =< 1 sex >0 .
-1 sex <0
Utilizzando il teorema di Lebesgue & facile verificare che (u,), ¢ una successione di
Cauchy rispetto alla norma || - ||;. Altrimenti si osservi che

/1 [t () — U (z)|de < /11 |up () —v(x)|dz + /11 |um (z) — v|dx

-1
1

m

0

1
m

3=
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Se (uy) convergesse rispetto alla norma || - ||; ad una funzione w € C[—1, 1] allora

1 1 1 1 1
/0 |1 —w(z)|de < /0 |un () — 1|dx +/0 |w(z) — up(z)|de < - + /_1 |w(z) — up(z)|dz

e passando al limite per n — 0o, otterremmo

1
/ |1 —w(zx)|dz = 0.
0

Analogamente
0
/ |— 1 — w(a)|dz = 0.
-1
Cosi avremmo w(x) = Losea>0 . Assurdo.
-1 sex <0

Osservazione 2.38. Sia Cl|a,b] lo spazio delle funzioni continue con derivata continua su

[a,b]. Osserviamo che C[a,b] non & chiuso rispetto alla norma || - ||. Infatti, si consideri
la successione u,(z) := \/(z — )2 + - e sia u(z) := |z — §|. Allora u,, € C'[0,1] per ogni

n €N, [|Ju, — u|loo — 0 ma u ¢ C[0,1].

Esercizio 2.39. (1) Per ogni u € Cla,b] sia ||u|lcr := ||u||sc + ||t/]|oc. Provare che
|- [|c1 & una norma che rende lo spazio C'![a, b] uno spazio di Banach.

(2) Per ogni u € Clla,b] sia ||ul|l, = |u(a)| + |[t||o. Verificare che || - || & una norma
che rende lo spazio C'[a, b] uno spazio di Banach. La norma || - ||, & equivalente alla
norma || - ||c1?

(3) Sia K un compatto di R aventi N componenti connesse (Cj)1<k<n. Sia a € Cj per
ogni k. Per ogni u € CY(K) sia ||Jul]|| = Zle |u(a;)| + ||t ||co- Verificare che ||| - ||| &
una norma equivalente alla norma || - ||o1.

Esempio 2.40. Se lo spazio non & di dimensione finita, dal Teorema di Riesz segue che le
palle chiuse non possono essere compatte: per esempio si consideri X = C[0, 1] munito della
norma del sup e sia f,,(z) = 2. E facile dimostrare che ||fn|loc = 1 per ogni n € N e che la
successione (fy,), non ammette successioni estratte convergenti rispetto alla norma del sup.

Esercizio 2.41. Per ogni u € C?[0,1] si definisca ||u|| = ||u||oo + [|t/]|0o + ||| so- Dimostrare
che || - || definisce una norma che rende C?[0, 1] uno spazio di Banach.

2.6. Appendice: Teorema di Ascoli—Arzelid. Abbiamo visto che in generale i sottoin-
siemi chiusi e limitati dello spazio delle funzioni continue non sono compatti. Il seguente
teorema stabilisce che i sottoinsiemi limitati ed equicontinui di C(K) (dove K & un compatto
di RV ) sono precompatti rispetto alla convergenza uniforme.

Teorema 2.42. Sia up, : K — R una successione di funzioni definite in un compatto K C
RN . Supponiamo che:

1) la successione {up}n sia equilimitata: ossia esista M > 0 tale che

(2.2) lup(x)| < M Vxe K; VheN
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ii) la successione {up}p sia equicontinua: ossia Ve > 0 esiste 6. > 0 tale che Vx,y € K
con |z —y| < 6. e Vh € N si abbia:

(2.3) lun(z) —un(y)| < e
Allora esiste una sottosuccessione di {up}p che converge uniformemente in K.
Dimostrazione.
1° passo: procedimento diagonale. Sia D C K un sottoinsieme numerabile denso di K
e supponiamo che

D ={x1,z2,...,25,...}

La successione di numeri reali {u(x1)};, € limitata per la (2.2) e quindi contiene una sottosuc-
cessione convergente. In particolare € possibile trovare una successione crescente di naturali

. 1 :
che indicheremo con {h/,(€ )}k e c1 € R tali che
lim w, y(x1) =1
k—o00 hl(c >( )
Consideramo ora la successione
Uy (22)
Sempre per l'ipotesi (2.2), tale successione ¢ limitata e quindi posso trovare una nuova suc-

cessione crescente di naturali {h,(f)}k - {hg)}k e ¢y € R, tale che

khﬁrrolo uh? (x2) = c2

1 (2) : :
Essendo, per la scelta fatta di {h,” }4, {uh;(f) (z1)}r una sottosuccessione di {U/h’(cl)(xl)}k,
risulta pure
lim u, 2 I1) = C1
k—o0 h; >( )
Procedendo in questa maniera, per ogni numero naturale s € N, posso costruirmi una suc-

cessione crescente di naturali {h,(:)}k sottosuccessione di {h,(:fl)}k tale che

i () = e

Essendo per costruzione

e (e (P < (V)

risulta
kh_?;ouhf)(xj) =c¢; Vji=12,...,s
Abbiamo quindi costruito la seguente matrice infinita di numeri naturali
n=1 nY pM o plM
n=2 n? p» o pP
h(s) h(s) h(s)
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dove ogni riga ¢ costituita da una successione crescente di naturali e ogni riga ¢ contenuta
nella riga precedente. Se consideriamo ora la successione diagonale di tale matrice, ossia la
successione

h=h® keN
ottengo una successione crescente di naturali tale che
hi € (B, jeN} VE>s
Ne deriva quindi che Vs € N:

lim wp, (zs) =cs Vs €N
— 00

20 passo. Verifichiamo che la successione {up, }x, sottosuccessione di {up,}p, converge uni-
formemente in K provando che ¢ di Cauchy in C(K).

Fissato € > 0, sia § = . la costante che compare nell’ipotesi (2.3). Essendo D denso in K,
risulta

o]
K c | Bs(xs)
s=1
Essendo K un insieme compatto, esiste un numero finito di elementi di D: {x1,z1,...,2p},
tali che:

K c | J Bs(xs)

s=1
Siccome la successione {up, (xs)}r € convergente Vs € N e quindi di Cauchy, posso trovare
un numero v, tale che:

(2.4) ‘Uhk(fﬂs) — Up,, (xs)| <e Vkk >v., Vs=1,2,...,p

Fissato infine x € K e scelto sg € {1,2,...,p} tale che € Bs(xs,), possiamo scrivere:
‘uhk (:E) — Uhy, (I’)‘ < |uhk (SL’) — Uhy (x80)| + ‘uhk (xso) — Uhy, (:I:So)‘ + ‘uhk/ (:L'so) — Uhy, (:E)‘

Ne possiamo concludere, usando le (2.4), (2.3), che :

’uhk(x) = Unhy, (33)‘ < 3Je.
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3. Gli operatori lineari e continui.

In generale gli operatori lineari da uno spazio di dimensione finita su uno spazio normato
qualunque sono funzioni continue. Vale infatti:

Proposizione 3.1. Sia X uno spazio vettoriale normato su K di dimensione finita e Y un
altro spazio vettoriale normato. Sia T : X — 'Y lineare. Allora T ¢é continuo.

Dimostrazione. Sia dimgX = N e sia (e1, -+ ,ey) una base canonica di X. Muniamo X
della norma | - | definita in Proposition 2.21. Allora per ogni v € X, v = Zfil v;e; si ha che

N
IT()lly = 11D viT(e)lly < Clo|
=1

dove C' = sup;<;<y T'(e;). In particolare per ogni v,w € X,
1T (v) = T(w)lly = |IT(v — w)l|ly <Clv—wl

e quindi 7" & continuo essendo una funzione lipschitziana da X in Y. O

Osservazione 3.2. Il risultato della proposizione precedente non vale se X ha dimensione
infinita e Y é di dimensione finita. Vedi ’esempio sequente in cui Y = R.

In generale le applicazioni lineari tra spazi di dimensione infinita possono non essere con-
tinue.

Esempio 3.3. Sia X = C[0, 1] e si considerino le due norme ||ul|; := fol lu(x)|dx e ||ul]oo :=
max|y 1) [u(z)]. Sia T : C[0,1] — R definito da T'(u) = u(1). E facile verificare che T &
lineare, continuo su (X, || - ||oo) ma non continuo su (X, || -||1). Infatti sia u,(z) = 2™. Allora
lluplli = fol z"dx = n%rl — 0 mentre T(u,) = 1 per ogni n € N e quindi (T'(uy)), non
converge a T'(0).

La seguente proposizione caratterizza i funzionali lineari e continui definiti su un spazio
normato. L’ultima proprieta & quella che si utilizza concretamente per verificare che un
funzionale lineare & continuo.

Proposizione 3.4. Siano X,Y due spazi vettoriali normati su K e sia T : X — Y lineare.
Allora sono equivalenti le sequenti relazioni:
(1) T é continuo;
(2) T é continuo in 0;
(3) T é limitato in un intorno di 0;
(4) 3C > 0 tale che ||T(z)|ly < C||z||x per ogni x € X.
Dimostrazione. (1)=> (2) ovvia;
(2)= (3) ovvia;
(3)= (4) Sia T limitato in un intorno U di 0, ossia supponiamo che esiste ¢ > 0 tale che
||T(x)|ly < cperogniz e U. Sia Bx(0,r) C U. Allora per ogni € X vale che ||1"H7””H||X <

segue che ||T(r—7—)[ly < cossia ||T(z)||y < ¢||z||x ossia, posto C' = ¢, vale che

lTzllx
IT(@)[ly < Cllzflx VzeX.
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(4)= (1) Per ogni z,y € X vale che
1T(x) = TW)lly = [IT(z = y)lly <Clz—y|

e quindi 7" & continuo essendo una funzione lipschitziana da X in Y. O
Nel caso in cui Y = K si ha la seguente caratterizzazione:

Proposizione 3.5. Siano X uno spazio vettoriale normato su K e sia T : X — K lineare,
T #£0. Allora sono equivalenti le sequenti relazioni:

(1) T ¢é continua;

(2) kerT é chiuso;

(3) kerT non é denso;

(4) T é limitato in un intorno di 0;
(5) T é continua in 0;

(6) 3C > 0 tale che per ogni x € X

T(x)] < Clla]|x

Dimostrazione. Per semplicita dimostriamolo solo nel Caso K = R.

(1) = (2) Essendo T continua kerT = T1(0) & chiuso.

(2) = (3) Basta osservare che kerT = kerT # X.

(3)== (4) Per ipotesi kerT # X. Allora esiste Bx(zo,7) = {z € X : ||z —x¢||x < r} tale
che By (xg,7) C X \ kerT. Per assurdo supponiamo che T(Bx(0,7)) non & un sottoinsieme
limitato di K. AlloraVn € N3y, € Rt ed 3z, € Bx(0,r) tali che y,, = +00 e |T(z,)| = yn.
A meno di sostituire z,, con —z,, supponiamo che |T'(z,)| = T(z,) = yn. Osserviamo che
per ogni n € N l'insieme [—yn, yn] € T(Bx(0,7)): infatti se s € [—yn, yn] esiste 6§ € [0,1] tale
che

s=—0y,+ (1 —-0)y, =—0T(xn)+ (1 —0)T(xy) =T(—0x, + (1 —0)x,) € T(Bx(0,r))

in quanto z, e —x, appartengono all’insieme convesso Bx(0,r). In particolare segue che
R = U, [=Yn,yn] € T(Bx(0,7)) e quindi esiste z € Bx(0,r) tale che T'(z) = —T'(z9). Segue
che T(x+xzg) = 0 che & assurdo in quanto x+xz¢ € Bx(xg,7) C X \kerT. Infine le implicazioni
(4)<= (5) <= (6)<=(1) seguono dalla proposizione precedente. O

Applicando la proposizione precedente, si provi il seguente lemma (che utilizzeremo per
dimostrare il Teorema di H.B.)

Esercizio 3.6. Sia X uno spazio normato. Sia f : X — R lineare e « € R. Allora f &
continuo se e solo se l'iperpiano {x € X : f(x) = a} & chiuso.

3.1. La norma di un operatore. Siano X,Y due spazi vettoriali normati su K. Indichiamo
con L£(X,Y) lo spazio vettoriale dei funzionali T': X — Y lineari e continui. Se Y = K
indichiamo con X’ = £L(X, K) e se Y = X indichiamo con £(X) = L(X, X).

Grazie alla Proposizione 3.4, sappiamo che, assegnato 7' € L(X,Y), allora

T
TeLl(X,)Y)<=3C>0: supM§C<+oo.

z#£0 |z x
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Poniamo 1T
Z)||y
Tl z(x,y) := sup —————.
e#0 |lzlx
E facile provare che || - |lz(x,v) € una norma su £(X,Y).
Inoltre
1T (2)ly
Tllexyy= sup ———= sup [T(@)[ly = sup [T(2)]y.
lelx<t Zlx jax<a el x =1
Infatti banalmente
1T (2)|ly

IT|lzx,yy > sup ———— 2> sup [T(z)lly = sup ||T(x)]y.
lzlix<t lZllx 7 jepx<a ]| =1

D’altra parte per ogni € > 0 esiste z. € X tale che

T(x Y
[Tl > T ex,yy — €
”xe”X
In particolare
€ T(xe)|ly
sup 7@y > T2y = L@ S gy ) — e
lzlx=1 H»’UeHX HfﬂeHX

Per € — 0 si ottiene che
sup [|T(@)lly = IT]|zx,v)-

llz|l x =1
Se Y = R si osservi che allora

T(x
Tl = swp —& Gy T@) = sup T(a)
lzllx<t Zlx jepx<a 2]l x =1

in quanto per ogni x € X |T'(z)| = max{T'(z), —T(z)} = max{T(z),T(—x)}. Quindi il sup
della funzione |T'(x)| nei vari casi coincide con il sup della funzione 7'(x).

Osservazione 3.7. Sia T' € L(X,Y). Per provare che ||T||;(x,y) = C occorre provare le
seguenti due relazioni:

(1) 1T @)y < Cllzllx per ogni z € X
(equivalentemente ||T'(z)||y < C per ogni = € X tale che [|z||x < 1).
Questo implica che ||T|z(x,y) < C.
(2) I(xn)n C X tale che ||z,]|x <1 esup, |[T(z,)|]y >C
(oppure 3(zp)n C X tale che ||z,||x <1e lim |[|T(zy,)|y > C).
n—oo
Questo implica che ||T||zx,y) > C.

In alcuni casi la (2) viene garantita dal fatto che la norma viene raggiunta, ossia dal
fatto che 37 tale che ||z||x <1e ||T(2)|| = C.
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Proposizione 3.8. Siano X,Y due spazi vettoriali normati su K. Allora || - |[z(xy) ¢
una norma su L(X,Y) e se Y é uno spazio completo, anche L(X,Y) munito della norma
|| - 1lz(x,y) € uno spazio completo.

Dimostrazione. Sia (T},), una successione di Cauchy in £(X,Y"). Poiche
Tn(2) = Ton(@)ly < T = Tl e x )l ]x

si ha che (T, (z)), ¢ una successione di Cauchy in Y per ogni € X. Quindi per ogni z € X
esiste un unico T'(z) € Y tale che |T,(z) — T(z)]ly — 0 quando n — co. E facile verificare
che T & lineare. Proviamo che T,, converge a T in £(X,Y) e che T & continuo. Sia € > 0 e
vy € N tale che

75 — TmHL(X,Y) <e
per ogni n,m > vy. Allora per ogni z € X con |z| <1 e per ogni n > vy

(3.1) Tn(2) = Ton(@)ly < |[Tn = Tinllex,yy <€
Per m — oo si ottiene cosi che per ogni n > 1

sup [Tn(z) — T(2)ly <€
Bx

ossiaT —T, € L(X,Y) perognin>vydacuiT=(T—-T,) +7T, € L(X,Y). Inoltre
HT_TTL‘|£(X,Y) SE V’I’LZVO.

Da quest’ultima relazione segue che (7},), converge a T in £(X,Y). O

Osserviamo anche che vale anche un vicevera del teorema precedente:

Teorema 3.9. Siano X,Y due spazi normati tale che X’ # {0}. Se £(X,Y) & uno spazio
completo rispetto alla norma | - || z(x,y) allora ¥ & uno spazio completo.

Dimostrazione. Si fissi f € X' f # 0. Sia (yn)n € Y una successione di Cauchy e sia (T,,),
la successione di funzionali lineari e continui T;, : X — Y definiti da T,,(z) = f(z)y,. Si
provi che (T},), ¢ di Cauchy in £(X,Y). Esiste quindi 7' € £(X,Y) tale che T,, — T in
L(X,Y). In particolare scelto x tale che f(x) # 0 si ha che f(z)y, = Tn(z) — T(x) ossia
yn — (f(2))7'T(2). O
Osservazione 3.10. Grazie al teorema di Hahn-Banach, I'ipotesi X’ # {0} nel teorema 3.9
puo essere sostituita dalla condizione piu’ naturale che X # {0}.

Osservazione 3.11. Si osservi che se ||T, — T'||z(x,y) — 0 allora per ogni z € X vale che
T,,(x) — T'(x) ma non vale il viceversa. Sia infatti T}, : ¢o — R definito come T}, (x) = x,, per
ogni © = (), € co. Allora T;,(z) — 0 per ogni z € co ma ||T;, — Of|z(x,y) =1/ 0.

3.2. Esercizi.

Esercizio 3.12. Sia m € C|a,b] e sia T),, : Cla,b] — C|a, b] che a u associa la funzione
Ton(u) : [a,b] = R

cosi definita:
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o ITtwl
u
Tl = sup = = sup Lo ()] |so-
u€Cla,b],u#0 HUHOO u€Cla,b],||ul|ec <1
Provare che
Tl = lIm|so-
Infatti, osserviamo che
T (u) ()| = [m(z)u(z)| < |Im]loof|ulle

e quindi
T (W)lloo < llmloo|lul [
quindi ||T7,|| < ||m||eo. Viceversa sia u(x) =1 per ogni x € [a,b]. Allora ||t|lcc =1 €

T (@)oo = [[m]|oo-

Esercizio 3.13. Siano X,Y due spazi vettoriali normati su K e sia T' € £(X,Y). Provare
che
T|zx,yy =min{M >0: |T(z)|y < Mlz|x Vo € X}.
Esercizio 3.14. Siano X,Y,Z tre spazi vettoriali normati su K esia T € L(X,Y) e S €
L(Y,Z). Provare che
STl zx,2) < ISlleev,z) - 1Tl 2ex,v)-
In particolare se X =Y = Z allora

T ex.x) < Tz (x,x)

per ogni n € N.
(Osservare inoltre che in generale ||ST||z(x,z) < [S|z(v,2) [Tl z(x,y)- Si considerino infatti
le proiezioni Py (z,y) = (,0)) e P2(z,y) = (0,y) definite da R? — R2...)

Osservazione 3.15. Se lo spazio X & infinito dimensionale, non sempre la norma di un
funzionale su X & raggiunta, ossia in generale non esiste il max|,<; [T'(z)|y. Consideriamo
su ¢o la norma del sup. Sia T': ¢g — R cosi definito: per ogni a = (a,) € ¢

n=1
Proviamo che T ¢ lineare e continuo con | ||T|| = e — 1| Infatti,
— 1
IT(a)l < llalloo ) — = (e=Dllaflc.
n=1 "

Inoltre se xj, = (zX),, € ¢ cosf definita 2% = 1 se n < k, ¥ = 0 altrimenti. Allora ||ex||oo = 1
perognikENeT(ek):Zszlﬁ—na—lperk%oo.

Dimostriamo che non esiste alcun a € ¢y con ||a||x = 1 tale che |T'(a)] = e — 1. Se
esistesse a € ¢y con ||al|oc = 1 tale che |T'(a)| = e — 1 allora esisterebbe b € {a, —a} tale che

T(b) = e — 1. Dall’'uguaglianza

00 b, 0o 1
e=1=2 =2
n=1 n=1
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segue che
o

1—b,
0= Z o
n=1
Poiche b, € [—1,1], abbiamo una serie a termini positivi la cui somma ¢ zero. Allora ogni
termine deve essere nullo, ossia b, = 1 per ogni n € N. Assurdo.

Esercizio 3.16. Sia ¢y munito della norma del sup. Sia T} : ¢g — c¢o tale che Ty(z) =
('Tn-‘rk)nEN per ogni x = (xn)nGN € co.

(1) Provare che T} ¢ un operatore lineare e continuo per ogni k;

(2) calcolare la norma di Ty;

(3) provare che |Ti(z)|e, — 0 quando k — oc;

(4) T, — 0in ¢?

Esercizio 3.17. Sia X = C]0, 1] munito della norma del massimo. Sia

1
T(u) = /0 u(x)dx — u(l).

Verificare che T' & un funzionale lineare e continuo di norma 2. Provare che non esiste u € X
di norma unitaria tale che T'(u) = 2.

Risoluzione: si verifica facilmente che 1" ¢ un funzionale lineare. Inoltre per ogni u €
C010,1] |T(w)]]oo < [Jtlloo + |u(1)] < 2||¢t||oo. Quindi ||T|| < 2. Per dimostrare che ||T|| = 2
proviamo che esiste una successione (u,) C C°[0,1] tale che ||u|loc = 1 e lim,, |T(u,)| = 2.
Sia

() = 1 seOSxﬁl—%
T —ne+n—1 sel-L1<a<1
Allora
1 ! 1
T(up)=1——+ (—nz+n—1Dde+1=2——
n 1—1 n

che tende a 2 per n — oo.

Esercizio 3.18. Per ognin, € N sia T, € L(X,Y) dove X, Y sono spazi normati e assumiamo
che T, — T in L(X,Y). Mostrare che se z,, — = in X allora T},(xz,) — T(z) in Y.

Esercizio 3.19. Sia T : ¢y — ¢y (dove ¢y denota lo spazio di Banach delle successioni
infinitesime, dotato della norma || - ||o) 'operatore lineare definito da

T(z) = (Tn — Tn+1)nen

per ogni = (Zn)nen € Co.
(1) Provare che T & continuo e calcolarne la norma;

(2) Per ogni x = (n)nen € o sia
|zllr = ([T ]loo +[|#]|oo-

Si verifichi che || - || & una norma equivalente a || + ||oo-
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(3) dimostrare che T & iniettivo;

(4) stabilire se T' & suriettiva su ¢g. In caso contrario determinare 'insieme T'(cp).

Esercizio 3.20. Sia ¢y lo spazio delle successioni reali che tendono a 0. Muniamo ¢y della
norma del sup. Sia T : ¢cg - R
o0

G,

T((an)n) = on”

n=0
Dimostrare che T ¢ continuo e calcolare la norma. Esiste un elemento a € ¢y tale che
lla|loc =1 e T(a) =27

Esercizio 3.21. Siano f,, € C(K) dove K & un compatto di RY. Supponiamo che f,, — f
rispetto alla norma del sup. Allora

(1) |fn| = |f| rispetto alla norma del sup;

(2) per ogni (z,,) C K se z, — xz¢ allora f,,(z,) — f(zo);
(3) se fn(zn) = ming f, e x, — xo allora f(zg) = ming f;
(4) se fn(zyn) = maxg fn e x, — xo allora f(zg) = maxg f.

Esercizio 3.22. Siano (X, ||-||x), (Y,]||-|ly) due spazi normati e sia 7' : X — Y un operatore
lineare. Provare che l'applicazione || - ||7 : X — R definita da

[lzll7 = T ]ly +[l=[|x

¢ una norma su X. Dimostrare inoltre che tale norma ¢ equivalente alla norma || - [|x se e
solo se T' & continuo da (X, || - ||x) in (Y, || - ||y)-

Esercizio 3.23. Siano X, Y spazi normati e sialT : X — Y un operatore lineare. Dimostrare
che T € L(X;Y) se e solo se T(A) ¢ limitato in Y per ogni sottoinsieme limitato A C X.

Esercizio 3.24. Sia T : X — Y un funzionale lineare e iniettivo. Allora si ha che I'operatore
inverso T~ : T(X) — X & continuo <= inf{||T(z)||y : |#| = 1} = a > 0. In tal caso
T~ (rx)yv) = =

Esercizio 3.25. Sia 7' : R" — R" un funzionale lineare la cui matrice associata A = (a;;)
sia diagonale. Dimostrare che ||T|| = sup{|a;;| : 1 <i < n}.

Esercizio 3.26. Sia X = C°[0, 1] munito della norma del massimo. Sia z¢ € (0,1) e sia

1
Ty (u) = u(zo) —/ u(zx)dx.
0
Verificare che T, ¢ un funzionale lineare e continuo di norma 2. Esiste u € X tale che
llulloo =1 € Ty, (u) = 27
Esercizio 3.27. Sia X = C'[0, 1] munito della norma del massimo e per ogni n € N sia
1

1
Tn(u) = / u(z)dr — —u(1)
0

n

Verificare che T, € un funzionale lineare e continuo di norma 1 + % Dimostrare che T,
converge nella norma di X’ all’operatore T'(u) = fol u(z)dx.
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Esercizio 3.28. (Serie di Neumann) Sia (X, |- |) uno spazio di Banach e sia T' € L(X)
tale che ||T|[z(x) < 1. Allora

(1) la successione (Sy), C L£(X) definita da Sg(z) = Y_3_, T*(x) dove

{ o) =TI @) vk
T(a) = ¢, T'(x) = T(x)
(

x,
converge (nella norma di £(X)) all’'operatore S € £(X) dato da

= Z T"(x)
n=0

(2) Voperatore I — T' ha inverso continuo dato da S,
B) I =Tllex) <

Dimostrazione.

1
I-Tllzxy

(1) Osserviamo che per ogni x € X e per ogni k > 2
T ()| = | T(T* " (@))| < 1Tl £ T ()

e procedendo per induzione si ottiene che

T ()] < ||T [ xll-
In particolare
1Tl ey < 1TV xy-

Poiche [|T|[z(x) < 1 la serie geometrica

DTN
k=0

converge e quindi anche la la serie

> ITH| 2 ix)
=0

converge. In particolare si ha che lim, oo ||T"||z(x) = 0 e dal criterio di Weirstrass
per le serie (Teorema 2.8) otteniamo che [|S, — S|[z(x) — 0. Segue cosi che per ogni
reX

lim T"(z) =0

n—o0

(essendo limy, o0 [T™(7)] < limy o0 ||| £(x) 2| = 0) €
nh_}r{)lo Sp(x) = S(x)

(essendo limy, 00 [ Sy () — S(2)| < limy—s00 [[Sn — S| 2x)[7])-
Inoltre, sempre dal criterio di Weirstrass per le serie,

0o oo
1

Slleax < S ||T <D TNy = T

I8lleco < 2 1T lewr) < 21T eco = 1=z,
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(2) Proviamo che (I —T)S = I ossia che per ogni z € X S(z) — T(S(x)) = x. Infatti,
essendo T’ continuo e lineare,

S(z) = T(S(x)) = lim (D TH@a) - T(Y_ THx)))
k=0 k=0

n n
— T k _ k41
= nh_{go Z T"(x) Z T ()
k=0 k=0
= lim (T%z) — 7" (z) = z.
n—oo
Analogamente si prova la relazione I = S(I —T).

Esercizio 3.29. Sia )~ | a,z™ una serie di potenze con raggio di convergenza R > 0. Sia

inoltre X uno spazio di Banach e sia T'€ X’ un operatore con norma ||T|| < R. Si provi che
(1) 2202y lanl||T" € R
(2) loperatore A : X — R definito da

Av) = Z anT" (v)
n=1

¢ ben definito, lineare e continuo, con norma

)
A <> Janll|T[™
n=1

(3) AT = TA.

(si confronti con la serie di Neumann)
Esercizio 3.30. Sia X uno spazio di Banach. Si provi che 'insieme
GL={T cL(X):3T e L(X)}
e aperto in L(X).
Sia T' € GL. Sia G tale che [T — G|, (x) < € con ¢ da scegliere in modo che G € GL. Ora
GeEGL+—=G=T+(G-T)=To(I+THG-T)eGL+=I+T7G-T)cGL.

Per I'esercizio precedente basta scegliere € > 0 in modo che [T~H(G —T)|(x) < 1 ossia basta
scegliere € < ‘T—l_”

Esercizio 3.31. Sia [*° lo spazio delle successioni reali limitate e sia ¢y lo spazio delle
successioni di numeri reali che sono infinitesime.

(1) Verificare che ||(an)n||oo := sup, ey |an| definisce una norma su [* rispetto alla quale
[*° & completo.

(2) Provare che ¢p, munito della norma || - ||s, é completo;

(3) sia cqp il sottospazio di X costituito dalle successioni © = (x,)pen di numeri reali che
hanno solo un numero finito di termini diversi da zero, ovvero per le quali esiste un
N € N per cui z, = 0 se n > N. Dimostrare che cog non & completo rispetto alla
norma || - ||oo;
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Verificare che la chiusura di ¢gg rispetto alla norma del sup & lo spazio .

Soluzione

(1)

E’ banale verificare che lo spazio [*° = B(N,R) (attraverso la corrispondenza biuni-
voca che ad ogni funzione f : N — R associa la successione (an)neny = (f(n))nen)-
Abbiamo gia provato che B(N,R) é uno spazio di Banach con la norma

[ f[loc = sup | f(n)| = sup |ax|
neN neN

Proviamo che ¢g, munito di questa norma, & chiuso in [*°. Seguira che ¢y & completo.
Sia (™) C ¢ (a® = (aF),en) una successione convergente ad a = (a,), € I e
proviamo che a € cgp: sia € > 0 e sia ng € N tale che
1a®) — al|os <€ V> ng(e).
In particolare, fissato k > ng(e), per ogni n € N segue che
jan| < lan — af] +|af] < [la — | + |af| < €+ |ag].
Mandando n — oo otteniamo
lizn_)scgp lan| < e+ nh—>Holo laf| = e.

Per € — 0 segue la tesi.

Basta osservare che ogni a = (ay), € ¢o € il limite (rispetto alla norma del sup) della
ap sen <k

= (2F)en, definita da zF := Osemsk Infatti

successione (:r(k))k C cgo, 2R

™) —a||lso = sup |ax] =0 per k — oo
k>n+1

in quanto a € cy.
Sia (z(®);, C cgo tale che ||z*) — a]|oo — 0. Proviamo che a € ¢. Allora

jan| < lan — 2| + |25| < |la — 2%|oo + [25] V&, .
Fissato € > 0 esiste kg € N tale che per ogni k > kg vale ||a — 2®)||o < §. Poiché
z0) € ¢g9 C ¢ allora esiste ng € N tale che |lzko| < $ per ogni n > ng. In definitiva
per ogni n > ng vale che

an] < Jla =2l + [2f] < 5 45 =

9 T~ ¢

per ogni n > ng.

Esercizio 3.32. Siano (X, 7) e (Y, A) due spazi topologici. Supponiamo che (X, 7) sia N7 e
(Y, A) sia Ty, sia D C X denso in X e siano f,g: (X,7) — (Y,.A) due applicazioni continue
tali che f =g su D. Allora f = g su X.

Risoluzione: Sia 2 € X. Poiché x € D, per la Proposizione 1.16 esiste (z,) C D tale

che x,, — x. Poiché f,g sono continue vale che f(z) = lim, o0 f(zn) = limy, o0 g(xn)

g(x).

O
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4. Teoremi di rappresentazione dei duali di [? e LP(Q).

Sia 1 < p < 00. Sia b= (by)nen € I con p/ (detto coniugato di p) definito da % + 1% =1

(p) =1 se p=o00). Allora per ogni a = (a,)nen € [P, grazie alla disuguaglianza di Holder, si
ha che

[(anbp)nlli < flalliw||b]]-
Quindi Poperatore Tj, : [P — R definito da

Ty(a) :== i anbn,
n=1

& ben posto ed e continuo con
(4.1) Tollary < 110l
Il teorema seguente afferma che la norma di Tj, in (IP)’ é esattamente la norma di b in 7.

Teorema 4.1. Sia 1 < p < oo. Sia b = (by)nen € P con p' il coniugato di p. Allora
Uoperatore Ty, : I[P — R definito da

Ty(a) = Zanbn Va € P
n=1

e un operatore lineare e continuo di norma
o[l ey = 1Bl -

Quindi il teorema precedente afferma che Poperatore T : [P — (IP) definito da T'(b) = T
¢ un’isometria. Se p # oo tale isometria & suriettiva.

Teorema 4.2. Sia 1 < p < co. Allora Uapplicazione T : I’ — (IP) definita da T(b) = Ty, &
un’isometria suriettiva 0ssia

(1) 1Tl gy = 11bllr VO €I

(2) Vo € (IP) esiste uno ed un solo b= (by)nen € IV tale che p = Ty,
In particolare il duale di IP ¢ lo spazio I,

Osservazione 4.3. Nel caso p = oo nell’esercizio 5.10 viene esibito un funzionale lineare e
continuo su [*° che non & rappresentabile nella forma

Ty(a) = Zanbn Va € [
n=1

con bell.

Dimostrazione del Teorema 4.1 nel caso p = co. Sia b = (bp)nen € 1P = I' e si consideri
) = (zF) definita da
k segn(by,) sen <k
{ 0 altrimenti.
Allora si ha che
[l |l = 1
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e, usando la definizione di norma degli operatori lineari e continui, segue che
k
(4.2) 1 Tol ey > [To(a®) =D o] VEEN
n=1

in quanto b, segn(b,) = |by|. Per k — oo si ottiene che
(1Tl ooy > Tim [Ty ()] > [[b]]2
che, unita alla (4.1), implica che
Tl ooy = (10l

Ossia la norma di T} coincide con la norma di b in .

Dimostrazione del Teorema 4.2 e del Teorema 4.1 nel caso 1 < p < oc0. Sia b =

v(en

(bn)nen € IP". Proviamo che per ogni 1 < p < 0o e per ogni ¢ € (IP)', posto b, =
en = (6} )ren vale che
(i) b= (bn)nEN € I
(ii) ¢ =Ty ossia p(a) = > o7  apb, Va € 1P,
(1) [|To[laey = llell@oy = 1Bl -
Distinguiamo due casi.
Primo caso: 1 < p < co. Sia z(®) = (2F) € ¢yy definita da

0 altrimenti.

o= { bal? “Lsegn(ba) scn <k

Allora si ha che z%) € ¢gy C IP e per ogni k € N
k

= !ZS@gn Noal @ DT (en)l = Y bal” < [llllgoyl|z*liw = ol oy Z!b [P =0)

n=1

k k

’ s 1
D1l < llllaey (O lbal”)?
n=1 n=1

essendo p(p’ — 1) = p’. Quindi per ogni keN

ossia

1

Zlb 7)< [l oy

In particolare la serie (> 77, \bn|P/) Vo< +00 da cui segue che b = (by)ney € 1P e

(4.3) [1olly < llellry -

Inoltre per ogni x € cyo, © = (x,)n vale che esiste N € N tale che z = 25:1
Grazie alla linearita di ¢ e di T} si ottiene che

N N
x) = Tb(z Tpen) = anTb(en an = ango (en) = anen
n=1 n=1

Tnln.

Ed

1
p



APPUNTI DI ANALISI FUNZIONALE 41

ossia Tj = ¢ su cgg che & denso in [P (vedi Esercizio 2.33) ed entrambi sono operatori lineari e
continui. Allora dall’Esercizio 3.32 segue che T, = ¢ su [P e dalle disuguaglianze (4.1) e (4.3)
si ottiene che

1blly < llellary = IToll @y < 116l

. . . . . . /
Ossia la norma di ¢ coincide con la norma di b in [P .

Segue quindi che T' & suriettiva ed e’ un’isometria in quanto per ogni ¢ € [P posto ¢ = T,
vale che ’elemento b associato tramite la relazione b, = p(e,) = Te(en) = ¢, € quindi

[ Tel[@my = 11l oy = el |-

Secondo caso: p =1 (da cui p’ = c0). Dimostriamo la formula (4.3).

La dimostrazione di (i), (ii), (iii) continuerd poi come nel caso 1 < p < +oc. Si consideri

) = (zF), definita da
2 = segn(b,)oF.
Ovviamente (escludendo il caso banale b = 0) si ha che |[z®)]|1 =1 e
lellary = lo(@™)] = (b

per ogni k € N. Questo implica che |||y > supy, [bg| da cui b € 1% e [[p|[g1y > [[b][ee. O
Osservazione 4.4. Sia 1 < p < co. Sia ¢ = (¢y)nen € supponiamo che T, : I — R definito
da

Te(a) = Zancn Va € IP

n=1

& un operatore lineare e continuo. Allora, ¢ € [P’ e
el @y = llel |-

Infatti se 1 < p < 400, posto p =T, € I?", dal Teorema di rappresentazione 4.2 vale che
esiste '’elemento b = (by,), € [P tale che ¢ = T},. Poiché b, = ¢(e,) = T.(e,) = ¢, ossia
c = b € [P si ottiene che

Tellary = lellary = llellw -
Invece se p = +00, si consideri z(*) = (2%) definita da

k { segn(cp) sen <k

Tn = 0 altrimenti.

Allora si ha che
|28 [joe =1

e, usando la definizione di norma degli operatori lineari e continui, segue che

k
ITel|goey > [Te(z™)] =Y "en| VE €N

n=1

Segue quindi che ¢ € I'.
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Esercizio 4.5. Sia X = 1! e sia F,, : X — R la successione di funzionali cos{ definiti:
o R |
n

F,(z) =

per ogni = (n)nen € X.
(1) Calcolare ||F,||;

(2) Dimostrare che F,, — 0 in X'

Esercizio 4.6. Sia X = [! e sia T': I'! — R cosi definito: per ogni a = (a,) € I!
= 1
T@%:E%%ﬂ—n)
n=

Provare che T ¢ lineare e continuo con ||T|| = 1. Esiste a € ! con |a|;; = 1 tale che T'(a) = 1?

Risoluzione: Si ha che -
IT((an))| < ) |l
n=1
e scelta la successione (ay), C I definita da az, = (6%),, si ha che |ag|p =1 e

1
T(a) = (1 1)1
quando k — oo. Quindi ||T|| = 1.

(Oppure: poiché T ¢ della forma

T(a) = i anbn
n=1

con b= (bp)n = (1— %)n € [*°, basta applicare il teorema di rappresentazione del duale di
I' per concludere che T’ & un funzionale lineare e continuo su I* con ||T|| = |b|oc = 1.) Infine
non esiste alcun a € I* con |a|;p = 1 tale che T'(a) = 1. Infatti se Y o0 |a,| =1 allora

oo 1 (0.9}
Zan(l_ﬁ) =1= Z|an|
n=1 n=1

che implicherebbe

> 1
> an| = an(1 = =) =0.
n
n=1
Poiché
1 1
an(1= ) < Jon(1 = )| < |a|
tale serie € una serie a termini strettamente positivi con somma nulla. Assurdo.

Esercizio 4.7. Sia X =12 e sia F,, : X — R la successione di funzionali cosi definiti:
Fo.(z) =z,

per ogni = (Zn)nen € X.
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(1) Calcolare ||F,||;

(2) Dimostrare che F,,(z) — 0, per ogni z € X ma F, non converge a zero in X'.

Esercizio 4.8. Sia T} : I — [1 tale che Tj(z) = (*2£),cn per ogni o = (2,,)nen € 1.

n
(1) Provare che T}, ¢ un operatore lineare e continuo per ogni k;
(2) calcolare la norma di T;
(3) provare che |T(x)|;, — 0 quando k — oo;
(4) Ty, — 0 in norma?

Esercizio 4.9. Sia

K :={(z,) cl": ixn = 0}.

(1) Si provi che K & un sottospazio chiuso di I';
(2) Si trovino tutti gli elementi y = (y,,) € {*° tali che

00
Z YnTp = 0
n=1

per ogni x € K.

Teorema 4.10. Sia Q C RY misurabile, sia 1 < p < oo e siau € LP (Q). Per ogniv € LP(Q)
sia

Tu(v) := / u(x)v(x)de.

Q
Allora Ty, € un funzionale lineare e continuo su LP(Q) con
| Tull(rr 0y = [lull o ()

Proof. Dalla disuguaglianza di Holder segue che ||Tu||(1r(q)) < |[uf] 1 (q)- Inoltre se 1 <p <
00 per
v(@) = [u(@) " u(z)

/

(v(x) = 0 se u(x) = 0) si ha che v € LP(Q2) e [[v|[rr() = HuHE(Q) Da cio segue che

Tu)] _ Jo lu(@) P dz

TU ;> 7 = [|U /
Flem e = gy =7 2 e
e @
ossia
T ull(e)y = lull Lo (o) -

Se p =1 allora per ogni € > 0 sia B, C {2 misurabile tale che |B.| € (0,4+00) e
u(z) > ||ulloc — € Vz € Be.

Allora la funzione v,(z) := ‘?15')(36 é tale che [|ve||f1g) =1e

ﬂMZAme@MMM—G
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da cui ||T|| > ||u||co — € per ogni € > 0. Per € — 0 segue la tesi.

Corollario 4.11. Sia 1 < p < 0o e sia T : LP(Q) — (LP(Q) Uapplicazione definita da
T(u) :=Ty. Allora T' € un’isometria.

Osservazione 4.12. Alla fine del corso, dimostreremo che nel caso 1 < p < +oo I'isometria
nel Corollario 4.11 ¢ suriettiva. Inoltre sara esibito un funzionale 7" su L°°(£2) che non &
rappresentabile nella forma

con u € L*(Q).
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5. Esercizi sul Lemma di Zorn e sul Teorema di Hahn-Banach

Ricordiamo che una relazione d’ordine su un insieme X € una relazione riflessiva, antisim-
metrica e transitiva. Se su X e data una relazione d’ordine <, I'insieme X o meglio la coppia
(X, <) si dice insieme parzialmente ordinato.

Definizione 5.1. Sia (X, <) un insieme parzialmente ordinato, sia Q@ C X e M € X.

- M si dice maggiorante per () se g < M per ogni x € Q;

- QQ si dice totalmente ordinato se per ogni q,q € Q vale che ¢ < ¢ o ¢ < q;

- M si dice massimale in X se non esiste v € X — {M} tale che M < x;

- X si dice induttivo se ogni sottoinsieme Q C X totalmente ordinato ammette un
elemento maggiorante in X.

Lemma 5.2. (di Zorn) Sia (X, <) un insieme non vuoto, parzialmente ordinato e induttivo.
Allora X possiede elementi massimali.

Nei prossimi esercizi utilizzeremo il lemma di Zorn per dimostrare ’esistenza di una base
di Hamel e di un operatore lineare e non continuo su un qualunque spazio vettoriale normato
di dimensione infinita. Sia F uno spazio vettoriale su K. Ricordiamo che un sottoinsieme
qualunque S C FE e un sistema di vettori linearmente indipendenti se ogni sottoinsieme
finito di vettori di S € linearmente indipendente.

Esercizio 5.3. Sia E uno spazio vettoriale normato infinito dimensionale su K.

(1) Sia § := {S C F : S sistema di vettori linearmente indipendenti }. Dimostrare che
esiste un elemento B massimale rispetto alla relazione di inclusione tra insiemi.

(2) Dimostrare che per ogni v € E esiste un unico n € N, un’unica scelta di by, --- ,b, € B
distinti tra loro ed un’unica scelta di ¢1,--- , ¢, € K \ {0} tali che

n
v = Z Cibi
i=1
(per tale motivo B si dice base algebrica o base di Hamel).

Soluzione

(1) Sia § :={S C E: S linearmente indipendente in E}. Tale famiglia ¢ non vuota ed ¢
ordinata parzialmente per inclusione. Proviamo che se /' C § & totalmente ordinato,
allora F ha un maggiorante. A tal scopo si osservi che linsieme M := UgcrS
costituisce un sistema di vettori linearmente indipendenti: infatti se x1,---xny €
M allora per ogni ¢ € {1,---,N} esiste S; € F tale che z; € S;. Poiche F ¢
totalmente ordinato, a meno di permutazioni, possiamo supporre S; C S;11. Segue
che x1,---xny € Sy ed essendo Sy linearmente indipendente in E segue che x1, - xxy
sono linearmente indipendenti in . In particolare M € S ed € un maggiorante per F
poiche S C M per ogni S € F. Poiche S verifica tutte le ipotesi del lemma di Zorn,
si ha che § ha almeno un elemento massimale B.

(2) Sia v € E '\ B (altrimenti ¢ banale). Poiche I'insieme B C BU {v}, si ha che BU {v}
deve essere linearmente dipendente (per non contraddire la massimalitd di B in S).
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Quindi devono esistere by, -+ ,b, € B e ag, -+ ,a, € K non tutti nulli tali che
n
agv + Z a;b; = 0.
i=1
Poiche by, - -, b, € B sono linearmente indipendenti, deve essere ag # 0 da cui segue
che

n
a;
v = g cb;  conc; = —b;.
; aop
=1
Infine siano
n m
v = E cibi = g Cipi
i=1 j=1

concy, -+, ¢n, Cry o, Cpy € K\{0} e{b1,--- ,b,} nelementidistintidi Be {$1,- -, Bm}
m elementi distinti di B. Allora, a meno di permutazioni, sia 1 < k < min{n, m} tale

che
b;=0 sel1<i<k
e bkt ,bny Bkt1, -+, Bm tutti distinti tra loro. Allora da
k n m
d (e =Cbi+ D abi— > Cifi=0
i=1 i=k+1 j=1+k

segue che k = n = m (altrimenti esisterebbero degli elementi C; o ¢; uguali a 0) e
¢i=C;perogniie{l,2--- n}.
]

Esercizio 5.4. Sia F uno spazio vettoriale normato infinito dimensionale su R. Dimostrare
che esiste un’applicazione T : E — R che sia lineare e non continua. (Suggerimento: sia B
una base di Hamel e senza perdere di generalita’ supponiamo che ||b|| = 1 per ogni b € B.
Scegliamo un sottoinsieme numerabile C = (b,), € B. Definiamo T'(b) = n se b = b, e

TMb)=0sebeB\C...)

Esercizio 5.5. Sia F uno spazio vettoriale infinito dimensionale su R.

e Dimostrare che esiste un iperpiano (ossia un sottospazio proprio massimale rispetto
'inclusione).
(Suggerimento: Siaxg € E, xg #0esiaS =: {S C E: S sottospazio di E, xo ¢ S}.
Usando il lemma di Zorn imostrare che esiste un insieme massimale H € S tale che
span{H U{zo}} = E. Tale H risulta un iperpiano.)

e Sia H C E. Dimostrare che sono equivalenti:
(1) H é un iperpiano;
(2) esiste f € E*, f # 0 tale che H = Kerf;
(3) H ha codimensione 1.

e se F é uno spazio vettoriale normato allora

(1) ogni H iperpiano di E é chiuso o é denso;

(2) H C FE é un iperpiano chiuso se e solo se esiste f € E', f # 0 tale che H = Kerf.
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Esercizio 5.6. Data una famiglia finita x1, - - - z,, di vettori linearmente indipendenti di uno
spazio normato F di dimensione infinita, dimostrare che esiste almeno una base di Hamel che
li contiene. (applicare lemma di Zorn)

Esercizio 5.7. Dare un esempio di funzionale lineare non continuo su cgpg munito della norma
del sup.

(Suggerimento: osservare che la famiglia (ey)), definita da ej, = (6¥),, & una base di Hamel
per lo spazio vettoriale cog. Definire f(ey) = k ed estendere f dappertutto per linearita’. f
non puo essere continuo...)

Senza fare ricorso al teorema di Hahn-Banach si provi che

Esercizio 5.8. Sia X uno spazio normato, Y uno spazio di Banach, D(T) C X un sot-
tospazio denso in X. Sia T': D(X) — Y un funzionale lineare e continuo. Dimostrare che
esiste un unico funzionale 7' : X — Y lineare e continuo tale che T'= T su D(T) e tale che

1T vy = 1T eox).v)-

(Suggerimento: per ogni € X sia (z,) C D(X) tale che ||z, — z||x — 0. Si dimostri
che la successione (T(z,))n ¢ Cauchy in'Y e si ponga T(x) = limy, T(z,). Si provi che tale
definizione é indipendente dalla scelta della successione (z,,) convergente a x e si provi che T
soddisfa le proprieta richieste.)

Esercizio 5.9. Data una famiglia finita x1, - - - z,, di vettori linearmente indipendenti di uno
spazio normato E di dimensione infinita e dati comunque aq,--- ,a, € R, dimostrare che
esiste f € F’ con la proprieta: f(xp) = ap per ogni k=1,--- ,n.

(Suggerimento: considerare G lo span dei vettori x1,- - - T, costruire il funzionale lineare
g su G tale che g(xy) = ay, per ogni k =1,--- ,n. Poiché G ha dimensione finita, si ha che g
é continuo e per H.B. puo essere esteso...)

Esercizio 5.10. Provare che esiste f : [ — R funzionale lineare e continuo che non &
rappresentabile da un elemento di ! (ossia I'inclusione di I* in (I°°)’ & in generale stretta.)

Soluzione Sia c il sottospazio di [*° costituito dalle successioni x = (x)nen di numeri
reali convergenti. Sia T': ¢ — R che ad = = (x,,), associa T'(x) = lim,, x,,. Allora T & lineare
e poiche

T ()| < l2lloo
abbiamo che T' & continuo. Si osservi inoltre che se x = (1), allora T'(z) = 1 > ||z||oo. Quindi
[[T']|er = supgecia|lo<iy 1T ()| = 1. Dal Teorema di Hahn Banach esiste T : 1% — R lineare

e continuo (chiamato limite di Banach) tale che T = T su c¢ e HTH(loo)l = 1. Per assurdo

esista a = (an)n € 1! tale che T'(z) = 3.°° | anxy. Sia zy = (zF) € ¢ cosf definita:

& 1 sen<k
k=

Tn =3 0 altrimenti

Allora T(z;) = 0 = S2F

»_q an, mentre se scegliamo x = (1), vale che 1 = T'(x) = > 7, ap.
Assurdo.
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Esercizio 5.11. Siano X,Y spazi di Banach e sia T' : X — Y un’applicazione lineare e
continua e sia T* : Y/ — X' I'operatore definito da

T*(f)(x) = f(T(x)) YfeY' VreX.
Provare che T™ & continuo e che
T ex,yy = T ey xry-

Esercizio 5.12. Sia (X, |- |x) uno spazio di Banach. Per ogni x € X sia T,, : X' — R il
funzionale definito da T, (f) = f(z). Provare i seguenti fatti:

(1) per ogni z,y € X e per ogni a,b € R vale che Ty ypy = aTl, + bT);

(2) per ogni x € X vale che T, & un funzionale lineare e continuo su X’ tale che
1Tl x = []x-

Esercizio 5.13. Sia X uno spazio normato.
(1) Sia M un sottospazio di X. Definiamo

M+t :={feX': f(x)=0VYx e M}.

Provare che M~ & un sottospazio chiuso di X (detto ortogonale di M).
(2) Sia N un sottospazio di X’. Definiamo

Nt :={zeX: f(x)=0VYfec N}.

Provare che N & un sottospazio chiuso di X’ (detto ortogonale di N).
(3) Usando la seconda forma geometrica del Teorema di H.B. provare che se M ¢ chiuso
allora (M+)* = M. In particolare se M & chiuso allora (M+)+ = M.

Esercizio 5.14. Sia X uno spazio normato. Sia M un sottoinsieme di X e N un sottoinsieme
di X’. Definiamo

MY :={feX': |f(z)| <1Vze M}
(e lo chiamiamo polare di M) e

NY:={z e X: |f(x)] <1Vfec N}
(e lo chiamiamo polare di N). Provare che

(1) se By :={z € X : ||z|| <1} e Bxs = {f € X" : ||f|| < 1} allora B} = Bx: e
B%, = Bx.

(2) se M & un sottospazio allora M° = M~

Esercizio 5.15. Sia
K :={(z,) €l": Zmn = 0}.
n=1

(1) Si provi che K & un sottospazio chiuso di I};
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(2) Si trovino tutti gli elementi y = (y,,) € {*° tali che

00
Z YnTn =0
n=1

per ogni x € K;
(3) Si dimostri che K N? & un sottospazio denso in 2.

Esercizio 5.16. Sia X uno spazio normato, C C X e sia
k k
co(C) := {Zﬂici : keN,¢ e C,0; €0, 1],292- = 1}.
i=1 i=1
Provare che
(1) co(C) & un convesso ed & il piu piccolo convesso contenente C' (per questo motivo é
detto inviluppo convesso di C);
(2) se C & aperto in X, allora co(C') é aperto in X;
(3) se C é limitato in X allora co(C) é limitato in X;
(4) se C ha un numero finito di punti, allora co(C') é compatto;
(5)

e] o
5) se C' é convesso, x €C e y € C allora tx + (1 — t)y €C per ogni t € [0, 1];
— [e]
(6) se C é convesso allora C' é convesso e C' é convesso.
Esercizio 5.17 (Hahn Banach in dimensione finita). Sia E uno spazio vettoriale nor-
mato di dimensione finita. Sia C' un convesso, non vuoto tale che 0 ¢ C. Provare che esiste

un iperpiano che separa C' e 0 in senso largo. Dedurre che se C; e C5 sono due convessi, non
vuoti e disgiunti esiste un iperpiano che li separa in senso largo.

Proof. Prima di tutto osservare che possiamo supporre £ = R¥ dove k = dimE. Si provino
i seguenti steps:
(1) si scelga un insieme numerabile D = (¢;,),, denso in C' (perché esiste D?). Definiamo

Cy, = co(c1,- -+ ,cp). Provare che C), é compatto e che | J,, Cy, é densa in C;
(2) mostrare che per ogni n € N esiste z,, € R¥ tale che ||z,|| = 1 e x, - ¢ > 0 per
ogni ¢ € Cy. (Sia [|yn|| = ming.ec,y [|c[| > 0 e sia H, I'iperpiano non omogeneo di

equazione y, - (x — y,) = 0. Allora per ogni ¢ € C), vale che y,, - (¢ — yn) > 0. (Infatti
se per assurdo y,, - (¢ — y,) < 0 con ¢ € C allora la funzione

F&) = Iftyn + (1= )el* = llyall* = (¢ = DI + Dllyall* + (1 = )l[el|* + 2t yn)]

definita per ¢ € (0,1) tende a 0~ per ¢t — 17! e quindi é negativa in un intorno di 1
contraddicendo la minimalita di y,,.) Basta quindi porre x,, = Hly/—;‘”;

(3) dedurre che esiste z € R¥ tale che ||z|| =1 e 2 - ¢ > 0 per ogni c € C..

Esercizio 5.18. Sia f € L(E,C) dove E é uno spazio vettoriale su C. Allora le funzioni
u=R(f):E—-Rev=S(f): E— R tali che

f(x) = u(z) +iv(x)
sono funzionali R-lineari. Inoltre sono legati dalla relazione

v(x) = —u(iz) VezeFE
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(equivalentemente dalla relazione u(x) = v(iz) Vo € E).

Proof. La prima parte é banale. Riguardo la seconda, osserviamo che iu(z) —v(z) = if(z) =
flix) = u(iz) + iv(izx).

Esercizio 5.19. Siano v € L(E,R) dove E é uno spazio vettoriale su C. Allora il funzionale
f+ E — C definito da

é un funzionale C-lineare. Inoltre se u € L(E,R) allora f € L(E,C) e ||ul|pr = ||fl|z(E,c)-

Proof. Facilmente segue che per ogni a + i3 € C e per ogni x € C vale che

f((a+if € C)x) = (a+iB) f(x).

Poi osserviamo che

[f(@)] = VR(f(2)) + S2(f()) > Ju(2)|

da cui segue che ||ul|g < [|f]|z(E,c)- Viceversa
(@) = f(a)e™@ = flae™@) = R(f(we ") = u(we™ @) < |lul] - |ae"@)] = [Ju]| - [2].
Quindi segue che ||ul|p > |\f||£(E7C).

Esercizio 5.20 (Versione analitica del Teorema di Hahn Banach nel caso comp-
lesso). Sia F uno spazio vettoriale su C e sia p : £ — R una seminorma. Sia G C E un
sottospazio e sia g : G — C tale che |g(z)| < p(z) Vo € E. Allora esiste g : E — C C-lineare
tale che § = g su G e |§(z)| < p(z) Vx € E.

Proof. Sia u(z) := R(g(x)). Allora u: G — R e u(z) < |u(z)| < |g(z)|] < p(x). Applichiamo
allora ad u e G la versione analitica reale del teorema di Hahn Banach. Allora esiste @ :
E — R R-lineare tale che & = u su G e u(x) < p(z) Vx € E. In particolare il funzionale
g(z) := a(x) — iu(iz) é C-lineare ed é tale che

g(x) = u(x) —ia(iz) = u(z) —iu(iz) = g(x) Vr e

()| = §()e™ "™ = glae™"™) = a(ze™"™) < plae™"@) = e |p(x) = p(z) Va € E.

5.1. Gli iperpiani.

Esercizio 5.21. Sia X spazio vettoriale su K e sia H C X un sottospazio. Dimostrare che
sono equivalenti:

(1) H € un iperpiano (o0ssia un sottospazio proprio massimale);

(2) H ha codimensione 1.

(3) esiste f € X*, f #0 tale che H = Kerf;

Proof. (1) 1 = 2. Se H é un iperpiano sia ~p la relazione z ~pg y <= x —y € H e
sia X, lo spazio quoziente. Proviamo che la dimensione di X, é 1. Ovviamente,
siccome H C X allora dimX., > 1. Se dimX., > 1 allora esisterebbero =,y € X
tali che [z]~, € [y]~, sono linearmente indipendenti in X. .
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(2) 2 = 1 Proviamo che H ¢ massimale. Se per assurdo non lo fosse, esisterebbe V'
sottospazio tale che H C V C X. In particolare esisterebbero x,y € X tali che
xe€V\Heye X\V. Siccome la dimensione di X, ¢ 1 segue che [z]., € [y]~,
sono linearmente dipendenti in X.,,. Quindi esiste A € K tale che [z]~,, = A[y]~,
allora © — Ay € H da cui segue che y € V. Assurdo.

(3) 2 = 3 Poiché H ha codimensione 1 esiste T': X.,, — K lineare e biettiva. Sia
I : X — X., lapplicazione quoziente. Poniamo f := T o I. Vale che f € X* e
H = Kerf.

(4) 3 = 2 Siccome H = Kerf C X allora dimX., > 1. D’altra parte I’applicazione
T : X., — K definita da T([z]~,) = f(z) é ben posta ed ¢ iniettiva. Quindi
dimX., =dimT(X.,) <dimK=1. Quindi dimX., =1

Corollario 5.22. Sia X spazio vettoriale normato di dimensione infinita, X # {0}. Allora
i X esiste almeno un iperpiano chiuso che non € denso ed almeno un iperpiano denso che
non € chiuso.

Proof. Basta considerare f € X*\ X', f # 0, (la cui esistenza é garantita dall’esercizio (5.4))
e applicare la caratterizzazione precedente per ottenere che J = Kerf € un iperpiano. Esso
& denso perché non chiuso. Se invece si considera f € X'\ {0} (la cui esistenza é garantita
da un Corollario di Hahn-Banach) segue che H = Kerf & un iperpiano chiuso.
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6. Lemma di Baire

Definizione 6.1. Sia X uno spazio topologico.
(1) Un sottoinsieme £ C X si dice mai denso se I'interiore della chiusura & vuoto ossia
[e]
E=;
(2) X si dice magro o di prima categoria se X ¢ unione numerabile di insiemi mai
densi;
(3) X si dice di seconda categoria se non ¢ di prima categoria.

° o

Osservazione 6.2. Si osservi che E= () non & equivalente a F= (. Infatti Q= R (ossia Q
o

non € mai denso) mentre Q= (!

Esempio 6.3. L’insieme Q = |J,,cy{gn} ¢ di prima categoria in R.

Osservazione 6.4. Vale che

(1) E & mai denso se e solo se E & mai denso;
(2) se E ¢ chiuso allora

E ¢ mai denso <= E°(:= X \ E) & denso.

Infatti, usando I'osservazione 1.6 e il fatto che F é chiuso, abbiamo che

E° ¢ denso <— X:ﬁ:X\lOR:}lO?:@@E:@.

Equivalentemente: se A ¢ aperto allora

A ¢ denso <= A° ¢ mai denso.

Teorema 6.5 (Lemma di Baire). Sia X uno spazio metrico completo. Sia (Dy)n una
famiglia numerabile di aperti densi in X. Allora (,, Dy, € denso in X.

(per una dimostrazione, vedere il Brezis)
In particolare vale il seguente:

Teorema 6.6 (Forma debole del Lemma di Baire). Sia X uno spazio metrico completo
non vuoto. Sia (Dy)n una famiglia numerabile di aperti densi in X. Allora (), Dp # 0 .

Il lemma di Baire risulta essere equivalente al seguente:

Teorema 6.7. Sia X uno spazio metrico completo. Sia (Cy)n una famiglia numerabile di
[¢]

—~
chiusi mai densi. Allora U C, =

Dimostrazione. Dimostriamo che il lemma di Baire implica 'asserto del Teorema 6.7. Sia
(Cn)n una famiglia numerabile di chiusi mai densi e sia D, = X \ C,. Allora, grazie
all’osservazione 6.4, si ha che per ogni n € N l'insieme D,, ¢ aperto e denso. Cosi appli-
cando il lemma di Baire otteniamo che (), D, = X che implica

o o

—_— -
UG =X\ D) =X \(\Du=X\(\Dn=0

n
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Viceversa dimostriamo che il Teorema 6.7 implica il lemma di Baire.

Sia (D), una famiglia numerabile di aperti densi e sia C,, = X \ D,,. Allora, grazie
all’osservazione 6.4, per ogni n € N l'insieme C),, ¢ chiuso e mai denso. Cosi applicando il
teorema 6.7 otteniamo

—
Jcn=o

che implica

ossia

O
Il seguente corollario ¢ equivalente alla versione debole del lemma di Baire.

Teorema 6.8. Sia X uno spazio metrico completo non vuoto. Sia (Cy)n una famiglia nu-
o
merabile di chiusi tali che |J,, Cr, = X. Allora esiste ng tale che Cypy# 0.

In particolare il lemma di Baire afferma che ogni spazio metrico completo & di seconda
categoria. Per questo viene chiamato anche Teorema della categoria.

Esempio 6.9. L’intervallo chiuso [a,b] & di seconda categoria essendo uno s.m.c. Con-
seguentemente (a,b) non & di prima categoria, altrimenti lo sarebbe [a,b]. In particolare
I’esempio mostra che esistono spazi metrici non completi che sono di seconda categoria.

Esercizio 6.10. Provare che

(i) R\ Q non si puo scrivere come unione numerabile di chiusi;
(ii) @ non si pud scrivere come intersezione numerabile di aperti.

Dimostrazione. Prima di tutto osserviamo che grazie all’osservazione 1.6, le due affermazioni
(i) e (ii) sono equivalenti. Basta quindi provare la (i). Se per assurdo R\ Q = U,,C,, con C,,
chiuso, allora

R = (UnCh) | J(Ugenfa})-

o
Applicando il lemma di Baire esisterebbe ng tale che Cy,# 0. Cio’ implicherebbe ’esistenza
di un aperto contenuto in C,,, ossia in R\ Q. Assurdo per la densita di Q in R. O

Notare che la precedente dimostrazione si fonda sul fatto che {¢} ¢ un s.i. chiuso di R a
parte interna vuota. Se uno spazio metrico E € privo di punti isolati, tutti i s.i. del tipo
{z} con = € FE sono chiusi a parte interna vuota. Applicando quindi la stessa dimostrazione
dell’esercizio precedente, si puo dimostrare che

Esercizio 6.11. Sia X uno spazio metrico completo privo di punti isolati. Allora ogni insieme
denso numerabile non puo essere intersezione numerabile di aperti.
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Proposizione 6.12. Sia X uno spazio di Banach. Allora X é finito dimensionale o ha una
base di Hamel pit che numerabile.

Dimostrazione. Per assurdo esista una base numerabile {x,, }nen di X. Definiamo
Vn = Span{ﬂfl,ﬂfg, e 7xn}‘
Questo ¢ un sottospazio finito dimensionale e pertanto ¢ chiuso. Inoltre € un sottospazio

[}
proprio. Quindi V,,= 0 (altrimenti, se V,, contenesse una palla, per traslazione conterrebbe
una pallina centrata in 0. Per dilatazione conterrebbe tutto lo spazio). Allora X = J;2, V;,
e ogni V,, & mai denso. Assurdo per il Lemma di Baire.

Corollario 6.13. Lo spazio dei polinomi non puo essere completo rispetto ad alcuna norma:
infatti ha una base di Hamel numerabile {1,t,t%,--- " -}

Risolvere il seguente esercizio:
Esercizio 6.14. Ogni spazio metrico completo numerabile ha almeno un punto isolato.

Dimostrazione. Sia X = Up{x,}. Dal lemma di Baire esiste ng tale che {x,,} ha interiore
non vuoto, ossia esiste un aperto A C {z,,}. Allora A = {z,,}. Quindi z,, ¢ un punto
isolato. U

Da questo esercizio si ritrova che QQ non puo essere completo, altrimenti dovrebbe avere un
punto isolato.
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7. Il teorema di Banach-Steinhaus

Teorema 7.1 (di Banach-Steinhaus o di Uniforme Limitatezza). Sia X uno spazio
di Banach e'Y uno spazio normato. Sia (T;);c; una famiglia di operatori lineari e continui
di X in'Y. Assumiamo che per ogni x € X esista una costante M, > 0 tale che

sup | ()| y = M,
iel

(ossia la famiglia (T;)icr € puntualmente limitata). Allora esiste una costante M > 0 tale
che

sup || T3l x,yy)y = M
i€l
ossia esiste M > 0 tale che Ve € X Vi € 1
ITi(2)]ly < M||z]|x
Dimostrazione. Per ogni n € N sia

Coi={z € X : sup|[Ti(@)lly <n} = (e X: [Ty < nb.
el il
Poiche C), e intersezione di chiusi, si ha che C), & chiuso e per ogni « € X, scelto n > ¢, vale

che z € Cp. Quindi X =J,, Cy. Dal I_Jemma di Baire esiste almeno un C,,, tale che C\,# 0.
In particolare esiste una palla chiusa B,.(79) C Cy,. In particolare se z € X ¢ tale che [z| <7
vale che z + xy € By(x¢) e perciod

1Ti(2)ly < [IT5(xo)lly + [|T5(2 + 2o)lly < sup | T5(2 + xo)|ly + sup || T3(xo)|ly < 2n0
KA (A

da cui

sup | 73(2)lly < 2n.
T

Da qui si ricava facilmente che per ogni z € X

27%0
sup | T(2)lly = == [z]ly
1
ossia
2ng
sup [[Tillcxv) < —
i€l r

Corollario 7.2. Sia X wuno spazio di Banach e Y wuno spazio normato. Sia (Ty,), una
successione di operatori lineari e continui di X in Y. Supponiamo che per ogni x € X esista
lim, T,,(z) = T'(x). Allora T ¢é un operatore lineare continuo da X in'Y,

sup [|Tullzx,y) € R
neN

Tl zx,yy < hmninf Tl 2(x,yy < +o0.
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Dimostrazione. B facile provare che T & un operatore lineare. Inoltre per ogni z € X
la successione (T),(z)), ¢ limitata in quanto convergente in Y. Quindi per il Teorema di
Banach-Steinhaus, la successione delle norme (|7}, |[z(x,y))n € limitata. In particolare il

lim inf | Tnll2(x,y) < +oo.
Infine dalla relazione
[T (2)[| < [Tl x

segue che per ogni x € X
T (@) = lim inf |5, (z)|| < (iminf [T, |])]|2]|x
n— oo n—oo
da cui segue che T ¢ un operatore continuo tale che
Tl zex,y) < hmninf Tl 2x,y) < +o0.
Esercizio 7.3. Sia T, € £L(X,Y) dove X,Y sono di Banach e assumiamo che T,,(x) — T'(x)
per ogni € X. Mostrare che se z,, — z allora T),(zy,) — T'(z).

Dimostrazione. Dal Teorema di Banach-Steinhaus, T' € un operatore lineare e continuo.
Inoltre

Tn(2n) = T(2)| < |Tu(2n) = Tn(2)] + [Tn(z) - T(2)|
< Tl - |2n — ] + [Ta(2) = T(x)]

e 'ultimo membro tende a 0.

Corollario 7.4. Sia X uno spazio normato e B C X. Allora B ¢ limitato se e solo se per
ogni f € X' linsieme f(B) ={f(b): b€ B} ¢ limitato in R.

Dimostrazione. Per ogni b € B sia ¢ : X' — R l'operatore definito da ¢p(f) = f(b).
Applicando un corollario al teorema di HB si ha che

ol =" sup  [f(B) = sup  |op(f)| = [lpnllx-
SEXIIflIxr<1 JEXIIfllx <1

Poiche per ogni f € X’ vale che
sup |¢p(f)] = sup | f(b)| < +o0
beB beB

applicando il Teorema di B.S. alla famiglia (¢)pep definiti sullo spazio di Banach X', esiste
C > 0 tale che

(7.1) sup [|p||x» < C.
beB
In particolare segue che
sup |[b][x = sup [|¢p|[x» < C.
beB beB
O

Corollario 7.5. Sia X uno spazio di Banach, B' C X'. Allora B’ ¢ limitato in X' se e solo
se per ogni x € X linsieme {f(x): f € B'} ¢é limitato in R.
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Dimostrazione. Per ogni f € B’ sia ¢ : X — R l'operatore definito da ¢¢(x) = f(z). Poiche
per ogni x € X vale che

sup |pf(z)| = sup |f(z)| < 4o,
fenB’ fenB’
applicando il Teorema di B.S. alla famiglia (¢y)rep’ si ha che esiste C' > 0 tale che
sup ||ogl|xr < C.
feB’!

Allora per ogni f € B’ e per ogni x € X si ha che

[f(@)| = lps(x)] < Cllx]]
da cui segue che per ogni f € B’

Ifll = sup [f(z)]<C.

r€X ||z|[<1
O
Esercizio 7.6. Siano X,Y spazi di Banach e sia T : X — Y wun operatore lineare (o0ssia
T e L(X,Y)) tale che foT € X' per ogni f € Y'. Provare che T ¢ continuo.
Dimostrazione. Sappiamo che
T & continuo <= T e limitato sulla palla unitaria
<= linsieme B = {T'(x):x € X, |z| <1} ¢ limitato in Y.
Grazie al corollario 7.4 vale che
B ¢ limitato in Y <= Vf €Y' f(B) = {f(T(z)): z € X, || <1} & limitato in R.

Dimostriamo quindi che f(B) & limitato per ogni f € Y’. Poich & per ogni z € X, |z| <1
vale che

[T @) <[|f o Tl[xr - || < [f o Tllxs
segue che f(B) C [—||foT||x/,||f oT||x] ossia f(B) ¢ limitato.

Esercizio 7.7. Siano X, Y due spazi di Banach e assumiamo che la successione di operatori
M, in L(X,Y) verifica: per ogni f € Y’ f(M,(x)) — f(M(z)) dove M(x) € Y. Provare che
M e L(X,)Y).

Dimostrazione. Proviamo che M € L(X,Y): per ogni x,y € X e per ogni f € Y’ si ha che
f(My(x+1y)) = f(M(z+y)). Daltra parte dalla linearita’ di M,, e di f, si ha che

f(Mn(x + y)) = f(Mn(‘T) + Mn(y))
= f(Mn(2)) + f(Mn(y)) = f(M(x)) + f(M(y)) = f(M(x) + M(y)).
Quindi per ogni f € Y’ si ha che
f(M(z+y)) = f(M(x) + M(y)).
Da un corollario al Teorema di H.B. segue che per ogni z,y € X
M(x)+ M(y) = M(x+y).

Analogamente si prova che M (Ax) = AM (x) per ogni x € X e per ogni A € R. Per provare
che M & continuo, grazie all’esercizio 7.6 ¢ sufficiente provare che per ogni f € Y’ si ha che
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foM e X'. Poich & (f o M,), & una successione di funzionali lineari e continui su X tali che
foMy,(x) — foM(x), dal Corollario 7.2 al teorema di B.S. segue che fo M € X'.

Esercizio 7.8. Sia X = cqy.

(1) Dimostrare che X non & completo rispetto a nessuna norma;

(2) Muniamo X della norma del sup. Per ogni m € N definiamo il funzionale T,,(z) = m-
Zm. Dimostrare che € lineare e continuo e che ||T),|| = m. In particolare sup,, ||Tm|| =
~+00;

(3) provare che per ogni x € X si ha sup,,, |Tin(z)| < +00. Perche non ¢’ contraddizione
con il Teorema di Banach-Steinhaus?

Soluzione
(1) Osserviamo che essendo X generato da una base numerabile, X non e completo
rispetto ad alcuna norma.
(2) T, & un funzionale lineare e continuo su X: infatti
T (ax + by) = m(axy, + bym) = aTm(z) + T (y).

Poi supj|z<1|Tim ()| < m. Sescelgo z = (z,) tale che z,, = 1 ez, = 0 per ognin # m
allora ||z|| =1 e Ty (x) = m. Quindi ||T},|| = m. In particolare sup,, ||T,|| = +oo.
(3) Per ogni x € X esiste ng tale che x,, = 0 per ogni n > ng. Quindi sup,, |Tn(z)| =
SUp,, [MT| = SUPy,<p, IMam| < nol|z|| € R. Non ¢’ & contraddizione con il Teorema
di Banach Steinhaus dal momento che X non & uno spazio metrico completo.
Esercizio 7.9. Sia X = ¢y munito della norma del sup.

(1) Sia {b,}n una successione reale. Per ogni k € N sia T}, : ¢ — R definito da

k
Tk(a) = Z bhah
h=1

per ogni a € cyg. Provare che T} & un funzionale lineare e continuo con
k

175l =D lbl.

h=1
(2) Supponiamo che per ogni a € ¢ la successione reale {T(a)} abbia limite finito; si
provi allora che il funzionale T": ¢y — R,
T(a) = lim Ty(a)
k—o0
¢ lineare e continuo, con ||T|| = >_72 |by| € che ||T, — T'|| — 0.

Soluzione

(1) Si puo procedere in 2 modi distinti.
Primo modo Osservare che per ogni k la successione (troncata) zx = (by,--- ,bg,0,---) ap-
partiene a [' per ogni p e quindi applicare il teorema di rappresentazione del
duale di ¢y per dedurre che T), € un operatore lineare e continuo con norma

k
[ Tk|| = |zrln = D 51 [bal;
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Secondo modo Dimostrare direttamente che 'operatore ¢ lineare. Poi far vedere che

k

I Ti(@)l < (Y b)) llall

h=1

e cid garantisce la continuita dell’operatore). Infine scegliere aj, = (af);, definito
h
da

S segno(bh):% seb, #0eh <k
h 0 altrimenti

per ottenere che ||ag||oo = 1 € Ti(a@r) = S5 _, |bnl-
(2) Si pud procedere in 2 modi distinti per ottenere che Y 5, |by| converge.
Primo modo Per un corollario di BS, il funzionale T, che € limite puntuale di funzionali lineari
e continui, € esso stesso lineare e continuo. Inoltre essendo T'(a) = limy T (a) =
> 52y bray, grazie al teorema di rappresentazione dei funzionali lineari e continui
su ¢g segue che la successione (by)y ¢ in I' e ||T|| = S°52 bl
Secondo modo Per il Teorema di B.S., esiste M > 0 tale che

k
sup |Tall = sup 3 |an] < M.
k [
Cid implica che la serie Y 77 | |z| converge. In particolare Y ;7 | xpa; converge
per ogni a = (ap) € ¢p e quindi T'(a) = limy, Zi:l Thap = Yoy Thay. Inoltre,
dal corollario al Teorema di B.S., T' ¢ un operatore lineare e continuo tale che

o0 o0
(T=T)@| =1 Y znanl < Y |enllan] < ellall
h=k+1 h=k+1

per k > ko(e) abbastanza grande (criterio di Cauchy per le serie). Quindi
1T = Thlle, < e
per k > ko(e). Ossia |[T" — T|[; — 0. Infine

k 0o
1Tl = tim || Tl =Tim > [an] = an.
h=1 h=1

Esercizio 7.10. Sia X =[P con 1 < p < 400 e sia {b,}, una successione reale. Per ogni
k € N sia Ty, : X — R il funzionale definito da

k
Ti(a) = anan Va € X.

n=1

(1) Provare che se 1 < p < +o0 allora T}, ¢ un funzionale lineare e continuo con

1
o

k
1Tkl = O lenl”)7';
n=1
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(2) provare che se p = 1 allora T}, ¢ un funzionale lineare e continuo con
|Tkll = sup |an].
1<n<k
(3) Supponendo che per ogni a € X la successione reale {T;(a)}; abbia limite finito si
provi che la successione {x,}, € 1"

Esercizio 7.11. Sia X uno spazio di Banach ¢ f : X x X — R una forma bilineare che ¢
separatamente continua in ogni variabile. Provare che esiste C' > 0 tale che | f(z,y)| < C|x||y|
per ogni x,y € X. Dedurre che f é continua.

Dimostrazione. Sia y € X. Poiche f(-,y) € continua, allora esiste ¢, > 0 tale che
[f (@, y)] < ¢yla]

per ogni x € X. Ora per ogni z € X \ 0 sia f.(y) = Hew)  Allora

||

sup |fo(y)] < ¢y
z€X\0

Per il teorema di B.S. (applicato alla famiglia di funzionali lineari e continui (f;).cx) vale
che esiste C' > 0 tale che

sup || fe|lx < C,
zeX\0

da cui

|f(z,y)] < Clyl|z|

per ogni y € X e per ogni x € X. Infine siano (zy)n, (Yn)n € X tali che z, - z € X e
yn — y € X. Allora

[f(@n,yn) = F(@,9)] = [f (@0, yn) = F(@,00) + F(2,90) = f(2,9)]

< f(@n,yn) = f(@yn) |+ [ (@, 9n) = f(2,9)| < Clan — zllyal + Clz[lyn —y[ = 0.

Esercizio 7.12 (09-07-2012). Sia X uno spazio di Banach e sia « : [0,1] — X tale che valga
la sequente proprieta: se (xy)n, C [0,1] & convergente, allora per ogni f € X' la successione
reale f(a(xy)) € limitata. Provare che o é limitata su [0, 1].

Esercizio 7.13 (15-05-2012). Siano X,Y spazi di Banach e sia T, : X — Y una successione
di funzionali lineari e continui tali che per ogni f € Y’ la successione (f o T),), sia limitata
in X'. Dimostrare che la successione (Ty,)n € limitata in L(X,Y).

Esercizio 7.14 (17-09-2012). Sia X spazio di Banach, T,, : X — X una famiglia di operatori
lineari e continut e D C X wun sottoinsieme denso tale che:

Thwx — x per n — 0o, Ve € D
Provare che le sequenti condizioni sono equivalenti:

(1) sup,, [[Tallzx,x) < o0

(2) Thx — x, Ve e X
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Esercizio 7.15. Siano X,Y spazi di Banach, Ty, : X — Y una famiglia di operatori lineari
e continui, T : X =Y un operatore lineare, D C X un sottoinsieme denso tale che:

Thx — Tx pern — oo, Vx € D

Provare che le sequenti condizioni sono equivalenti:

(1) T ¢ continuo e sup,, | Ty || z(x,x) < 00;

(2) Thx - Tx, Ve e X

Esercizio 7.16 (11-01-2013). Siano X,Y spazi di Banach e sia o : X —'Y una funzione.

(1) Dimostrare che a ha immagine limitata se e solo se per ogni f € Y' si ha che fo« :
X — R ha immagine limitata.

(2) Sia o € L(X,Y) e T : Y — X* ¢ lapplicazione lineare definita da T(f) = f o .
Provare T' ¢é iniettiva se e solo se a(X) & denso in'Y.
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8. Il teorema della mappa aperta e del grafico chiuso

In generale se f : X — Y & continua e suriettiva, non e detto che f sia aperta. Infatti
siano X =Y =R e sia f(r) = x — 23. Allora f(—00,0) = (—o0, %}

Questo vale se gli spazi sono di Banach ed f € un funzionale lineare. In questa sezione
per ogni r > 0 e g € X indicheremo con Bx(zg,r) := {x € X : ||z — zo||x < r}. Analoga
definizione per By (yo,7) con yg € Y. Invece con Bx = {x € X : ||z||x < 1}. Analoga
definizione per By.

Teorema 8.1 (Teorema della mappa aperta). Siano X e Y due spazi di Banach e T :
X — Y un funzionale lineare, continuo e suriettivo. Allora esiste ¢ > 0 tale che By (0,¢) C

T(Bx).

Dimostrazione. Cominciamo con l'osservare che se C' € un insieme convesso di X allora:
(1) se T': X — Y ¢ lineare allora T'(C) & convesso;
(2) C ¢ convesso;
(3) C+C C2C.

Primo step. Proviamo che se X & uno spazio normato, Y € uno spazio di Banach
e T: X — Y & un operatore lineare e suriettivo, allora esiste ¢ > 0 tale che

By(o, 20) - T(BX).
Allo scopo di dimostrare tale asserto, cominciamo con 1’osservare che
Y =T(X) =T( JnBx(0,1)) = | JnT(Bx) €| JnT(Bx(0,1)) C Y
n n n
ossia Y =J,, nT(Bx).
Poiche Y & uno spazio di Banach, dal lemma di Baire, deve esistere ng € N tale che
noT'(Bx) abbia interiore non vuoto. Pertanto esiste By (y,4c) C T'(Bx). Proviamo ora che

By (0,2¢) C T(Bx). Poiche y € T(Bx) anche —y € T(Bx) (dalla simmetria della palla e
dalla linearita’ dell’operatore). Segue che se x € By (0,4c) si ha che
z=(zx+7)—y € By(y,4c) + T(Bx) C T(Bx) + T(Bx)
ossia By (0,4c) C T(Bx) + T(Bx). Poiché Bx) ¢ convesso, dalla proprieta (1), (2) sopra, si
ha che T'(Bx) € convesso. Quindi, applicando la proprieta (3), abbiamo che
)

T(Bx) + T(Bx) C QT(BX

da cui segue che By (0,4c) C 2T (Bx) e quindi By (0,2¢) C T(Bx).

Secondo step. Proviamo che se X €& uno spazio di Banach, Y uno spazio nor-
mato e T : X — Y & un operatore lineare e continuo tale che By (0,2c) C T(Bx)
per qualche ¢ > 0 allora By (0,¢) C T'(Bx).

Infatti, sia yo € By (0,¢). Allora 2y € By (0,2¢) C T(Bx) e quindi per ogni € > 0 esiste
w € Bx tale che
H2y0 — T’U)HX < €.
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In particolare
Jw; € By tale che ||2yo — T'(w1)||x < ¢
ossia c

w1
—T()x < =.
1Yo (2 Nx 5

Posto z1 := 5+ abbiamo quindi dimostrato che

c

5

Poiche’ y; = 2(yo — T'z1) € By (0, ¢) applichiamo I’argomento precedente ad y;. Allora

1
dx; € BX(O’i) tale che |lyg — Tx1||ly <

Jwsy € Bx tale che |[2y; — T'(w2)||x < ¢

ossia
c

22"

Posto z2 := 53 € Bx(0, 2—12) abbiamo quindi dimostrato che

w2
o — T = T(“2)]| <

(&
272.

Procedendo cosf si costruisce una successione (z,) C X tale che x,, € Bx (0, 2%) e

1
Jxe € Bx(0, 2—2) tale che ||yo — T'z1 — Txa|ly <

C

lyo = T(z1 + 22+ -+ 2a)lly < 57

Sia z, = x1 +x9 + -+ x,. Allora

n n

1

leallx < Y- lleillx <3 o
i=1 i=1

e
90 = Tzl < 5
In particolare, Tz, — yo e, dal criterio di Weistrass, z, converge a z =Y >~ | x, con
R 1
l2llx < llzallx <D o =1
n=1 n=1
ossia z € Bx. Poiché T é continuo allora Tz, — Tz. Quindi Tz = yp. O

Riportiamo anche questa versione del teorema della mappa aperta.

Teorema 8.2. Siano X e Y due spazi di Banach e T : X — Y un funzionale lineare e
continuo. Se T(X) é di seconda categoria in'Y allora T(X) =Y ed esiste ¢ > 0 tale che

Dimostrazione. Osserviamo che

T(X) =T(JnBx(0,1)) = | JnT(Bx(0,1)).

Poich & T'(X) ¢ di seconda categoria in Y, dalla definizione di spazio di seconda categoria,
deve esistere ng € N tale che ngT(Bx(0, 1) abbia interiore non vuoto. In particolare segue
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che T'(Bx(0,1) ha interiore non vuoto. Sia B(yog,4c) C T(Bx(0,1)). A questo punto la di-
mostrazione procede analogamente alla dimostrazione del Teorema 8.1. Inoltre se y € Y allora
€ By (0, ¢). Quindi esiste x € Bx(0, 1) tale che T'(z) = MTH:U) =y. O

ossia T'(

\y|+1 Iy |+1

Dal teorema della mappa aperta segue che un operatore lineare, continuo e suriettivo
trasforma aperti in aperti e che un operatore lineare, continuo e biettivo ha inverso continuo.

Corollario 8.3. Siano X e Y due spazi di Banach e T : X — Y wun operatore lineare,
continuo e suriettivo. Allora per ogni aperto V- di X si ha che T(V) é un aperto di Y.

Dimostrazione. Sia V un aperto di X e sia yo € T'(V). Allora esiste zg € V tale che T'(zg) =
yo. Poiche V' & aperto, esiste Bx (zg, s) C V, ossia 29+ Bx(0,s) C V da cui yo+7T(Bx(0,s)) C
T(V). Dal teorema della mappa aperta esiste ¢ > 0 tale che By (0,c¢) C T(Bx) da cui segue
che By (0,¢s) C T(Bx(0,s)). Quindi By (yo,cs) = yo+ By (0,¢s) C yo+T(Bx(0,s)) CT(V).

U

Corollario 8.4. Siano X e Y due spazi di Banach e T : X — Y wun operatore lineare,
continuo e biettivo. Allora esiste C > 0 tale che

lzllx < CIT(@)lly
per ogni x € X. In particolare T~! ¢ continuo.
Dimostrazione. Sia ¢ > 0 tale che By (0,¢) C T'(Bx). In particolare
T~} By(0,¢)) CT ' oT(Bx) = Bx.

In particolare per ogni ¢’ < ¢ e per ogni x € X tale che |T(x)|ly < ¢ vale che ||z|x < 1.
Poiche per ogni € X si ha che ||T(c |Ta;|y)||Y = ¢/, si ottiene che ¢ ||”T I lx < 1 ossia
|z|x < 2||Tz|ly per ogni ¢ < c. In particolare, per ¢ — c si ottiene che la tesi vale per
C=1 O
Corollario 8.5. Sia X uno spazio normato e siano |- |1 e |- |2 due norme su X tali che

(1) X ¢é completo rispetto ad entrambe
(2) esiste ¢ > 0 tale che |- |2 <c|-|1.

Allora le due norme sono equivalenti.

Dimostrazione. Basta osservare che l'operatore identita’ I : (X,|-|1) — (X, |- |2) & continuo
e biettivo. Dal Corollario 8.4 esiste C' > 0 tale che

[zl < ClI(z)]2 = Clalz
per ogni x € X. Quindi le due norme sono equivalenti. O

Esempio 8.6. Muniamo C[0, 1] con la norma ||u||c1 = ||u|eo +||t/]|c0 € C[0, 1] con la norma
|| ||oo- Sia I:C1[0,1] — C]0,1] I'operatore definito da I(u) = u’. I & lineare e continuo e ha
norma 1. Infatti, per ogni € > 0 sia uc(x) = esin £. Allora
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Siccome z = Ze € [0,1] per € < 2 vale che |[uc|[ = € per € < 2. Poi u/(z) = cos £ da cui

||ul]|oo = 1. Quindi ||ue|| = 1+ € per e < 2. In particolare
I ! 1
wro |[uller — flueller 1+€

quando € — 0. Ora, grazie al teorema fondamentale del calcolo integrale, I ¢ anche suriettivo.
Applicando il teorema dell’applicazione aperta, segue che I & aperta. In particolare, se
restringiamo I sull'insieme M := {u € C'[0,1] : u(0) = 0}, I risulta un isomorfismo da M
su C10, 1].

In generale, se X o Y non sono spazi di Banach, un funzionale lineare, continuo e biettivo
potrebbe non essere aperto. L’esempio seguente si basa sul fatto che lo spazio C10,1] non &
completo rispetto alla norma || - || 1.

Esercizio 8.7. Sia I : (C[0,1],]| - ||leo) = (C[0,1], ]| - ||z1) Uoperatore identita’. Provare che

(1) I é lineare e continuo;
(2) I non é una applicazione aperta.

Dimostrazione. Osserviamo che C[0, 1] non ¢ completo rispetto alla norma integrale || - || 1
(vedi Osservazione 2.37). Ora ¢ facile verificare che I ¢ lineare e continuo. Dimostriamo
che I non puo essere una mappa aperta. Per assurdo, se I fosse aperta, allora I sarebbe un
isomorfismo ed esisterebbe C' > 0 tale che per ogni u € C[0, 1]

[|ulloo < Clully
Ma allora la norma || - ||; risulterebbe essere equivalente alla norma || - ||co. Assurdo.

Esercizio 8.8. Siano X e Y due spazi di Banach e T : X — Y un funzionale lineare,
continuo e suriettivo. Allora esiste ¢ > 0 tale che per ogni y € Y esiste x € X tale che
T(x) =y ellz]] < Cllyl|-

Dimostrazione. Dal teorema dell’applicazione aperta esiste ¢ > 0 tale By (0,¢) C T(Bx(0,1)).
Siay €Y. Allora ¢y = ﬁ% € By (0,c¢). Quindi, esiste 2’ € Bx(0,1) tale che T'(2’) = ¢/. In

particolare T(.%/M) = y. Poniamo x = x’%. Allora T'(z) =y e ||z]| < M O

Esercizio 8.9. Siano X,Y,Z spazi di Banach e J :' Y — Z wun operatore lineare e sia
T : X — Y un operatore lineare, continuo e biettivo. Supponiamo che l'operatore lineare
S = JoT sia continuo. Provare che J é continuo.

Dimostrazione. Grazie al teorema della mappa aperta, 'operatore 77! : Y — X & continuo.
In particolare 'operatore J = J o T o T~! & continuo. O

Esercizio 8.10. Siano X e Y spazi di Banach e sia T : X — Y lineare, continuo e iniettivo.
Provare che T~' : T(X) — X ¢ continuo se e solo se T(X) ¢ chiuso in Y.

Definizione 8.11. Siano X e Y due spazi normati, M un sottospazio di X eT : M — Y una
funzione. Diremo che T ¢é chiuso se e solo per ogni (xp)n €M , xy = x in X, T(x,) =y
'Y wale che

(1) ze M

(2) T(x) =y.
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Dalla definizione segue che T' ¢ chiuso se e solo se il suo grafico ¢ chiuso. Se una funzione
f € continua e M & chiuso, allora f e chiusa. Osserviamo che in generale il viceversa ¢ falso:
la funzione f : R — R, data da f(z) = % per x # 0 e f(0) = 0, ha grafico chiuso pur essendo
discontinua. Infatti se (z, f(z,)) sono tali z, >0exz, >z € Re i = f(zn) > yeR
allora passando al limite si ottiene % = 9. Quindi I'insieme

1
Graf = {($7 ;) x> 0} U {(010)}
¢ chiuso in quanto h unione di insiemi chiusi.

Teorema 8.12 (Teorema del Grafico chiuso). Siano (X,|-|x) e (Y,| |y) due spazi di
Banach e T : X =Y un funzionale lineare. Supponiamo che il grafico di T, ossia l'insieme
Graf(T) :={(z,T(x)): = € X}, sia un sottoinsieme chiuso di X x Y. Allora T é continuo.
In particolare T e continuo se e solo se T é chiuso.

Dimostrazione. Consideriamo su X la norma |z|p = |z|x + |Tx|y. Allora |z|p > |z|x ed
essendo Graf(T') chiuso, ¢ facile dedurre che (X, |-|7) € uno spazio di Banach. Dal corollario
8.5, la norma | - |7 & equivalente a quella iniziale e quindi esiste C' > 0 tale che |- |7 < Clz|x
per ogni x € X che implica

Tzly < |z < Cllx

per ogni x € X.
O
Se nel Teorema del grafico chiuso togliamo l'ipotesi che gli spazi X e Y siano di Banach,
il teorema & falso. Vediamo il seguente esempio basato sull’osservazione che C''[0, 1], munito
della norma || - ||, non ¢ uno spazio di Banach.

Esempio 8.13. Ricordiamo che C[0, 1] non & un sottospazio chiuso di C[0, 1], ossia C'*[0, 1],
munito della norma || - ||, non & uno spazio di Banach. Consideriamo ora C*'[0, 1] munito
della norma || - ||so-

Sia I : C1[0,1] — C[0, 1] I'operatore definito da I1(u) = /. Allora I; & un operatore
lineare, & chiuso, ma non & continuo! Infatti sia (uy), € C*[0,1] tale che u, — u € C0,1]
rispetto alla norma || - ||eo € ul, = I1(un) — v € C[0,1]. Dimostriamo che v € C'[0,1] e
I1(u) = v. Infatti sia « € [0,1]. Per n — oo, passando al limite sotto il segno di integrale,
otteniamo che

u(z) —u(0) = limuy,(z) — up(0) = 1irn/ ul, (t)dt = / v(t)dt.
Dal teorema fondamentale del calcolo integrale si ottiene allora che
u'(z) = v()

per ogni z € [0, 1] ossia Tu = v. Quindi I; & chiuso. Ma non & continuo: basta considerare la
111 (un)|[ 0o

lln oo

successione u,(x) = x". Le derivate prime u/,(x) = nz" ! da cui =n — oo ossia I
non e limitato. Non vi & contraddizione con il teorema del grafico chiuso in quanto lo spazio

C1[0, 1], munito della norma || - ||, non & uno spazio di Banach.
O
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Esercizio 8.14. Sia H uno spazio di Hilbert. Sia V un sottospazio di H ex € H, y € V
tali che

(r—y,v)=0VveV.
Provare che y = py ().

Esercizio 8.15. Sia H uno spazio di Hilbert e V un sottospazio di H. Provare che
(1) V= (V)4
(2) H=VaoVt:

Esercizio 8.16. (Teorema di Pitagora: prima versione) Sia H uno spazio di Hilbert, vy, vy, - -
V' tra loro ortogonali. Provare che

n n
1wl = [l
i=1 i=1

Esercizio 8.17. (Teorema di Pitagora: seconda versione) Sia H uno spazio di Hilbert,
(vn)n € V una successione di vettori tra loro ortogonali tali che Y 5 ||v;]|> < 4+00. Provare

oo oo
1wl =D [l
i=1 i=1

Dimostrazione. Posto s, := >, v;, si ha che la successione (s,) ¢ di Cauchy in H: a tal
fine osservare che se n > m si ha che

n n
lsn —sml> =11 > wll>= > [l
i=m-+1 i=m+1

In particolare esiste s € H tale che s, — s(=: > .0 v;) in H....

Esercizio 8.18. Sia H uno spazio di Hilbert e T': H — H un operatore lineare. Provare che
se (Tz,y) = (x,Ty) allora T é continuo.

Dimostrazione. Proviamo che T & chiuso: sia z, — = e Tz, — y. Allora
(Tzp,2) = (xn, Tz)
per ogni z € H da cui
(y,2) = (2,Tz) = (T, 2)
per ogni z € H. In particolare (y — Tx,y — Tx) =0 da cui y = Tz.
O

Esercizio 8.19. Sia H uno spazio di Hilbert e T : H — H un operatore lineare. Provare che
se (Tx,xz) > 0 per ogni x € X allora T é continuo.

Dimostrazione. Proviamo che T' e chiuso: sia z, — x e Tz, — y € H. Senza perdere di
generalita’, supponiamo = = 0 e proviamo che y = 0. Per ipotesi, per ogni t > 0 (T(z,, —
ty), xn — ty) > 0 ossia

(T('rn) - tT(y)7 Tp — ty) = (T(xn)a xn) - t(T(CEn)7 y) - t(T(y)a xn) + tz(T(y)v y) > 0.

“Up €
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Passanso al limite per n — oo otteniamo

~t(y,y) + (T (y),y) 2 0
per ogni ¢t > 0. Quindi
lylI* < t(T'(y), y)

per ogni t > 0. Per ¢ — 0 otteniamo che y = 0.
O

Esercizio 8.20. Sia C'[0, 1] munito della norma ||u||c1 = ||u||oo+||%||0o € C[0, 1] sia munito
della norma || - ||so. Sia I : C°[0,1] — C1[0,1] loperatore definito da I(u)(t) = fg u(z)dz.
Verificare che I ha grafico chiuso. E continuo?

Dimostrazione. Sia u,,u € C°[0,1] tale che u,, — uin C[0,1] e Iu,, — v € C*[0, 1]. Proviamo
che v = Tu. Poich ¢ u,, — u uniformente, si puo passare al limite sotto il segno di integrale e
ottenere che per ogni t € (0, 1)

v(t) = lim lTuy,(t) = lim un(x)da::/o u(x)dx

n—00 n—00 0

o o(t) = /0 @)z,

Dal teorema fondamentale del calcolo integrale segue che per ogni ¢ € (0,1) v'(t) = u(t) ossia
per ogni ¢t € (0,1)

I(u)(t) = /0 t w(z)dz = /O t V' (2)dz = v(t).

Infine I & continuo per il teorema del grafico chiuso essendo C[0, 1] e C'[0, 1] spazi di Banach
con le norme considerata. O

Esercizio 8.21. Sia H uno spazio di Hilbert munito del prodotto scalare < -,- > e sia
T : H — H un operatore lineare e continuo. Provare che l'operatore (aggiunto) T* : H — H
definito da

<Trx,y >=<uxz,Ty > Vae,y € H

e un operatore lineare e continuo.

Esercizio 8.22. Sia H uno spazio di Hilbert e T : H — H un operatore lineare e continuo
che ¢ un’isometria. Dimostrare che T*T = I (dove T* é l'operatore aggiunto, I é l'identita’).

Risoluzione: sia x € H. Allora per ogni y € Y, essendo T un’isometria vale che
|z —y|? = [|T(z — )|
= |IT(2) = TWI = IT(@)|* + ITW)|]* =2 < T(2), T(y) >=
= IT@)[]* + ITWI° -2 < T*T(x),y >=
= ||zl + |yl =2 < T*T (), y >
ossia
2l +11yl1* = 2 < 2,y >= [lo —y||* = ||2[]* + [ly|]* =2 < T"T(x),y > .
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Cio’ implica
<zy>=<T'T(z),y >
per ogni y € H. Quindi = T*T(x) per ogni z € H da cui T*T = I.
Esercizio 8.23. Sia X uno spazio di Banach e T : X — X' un operatore lineare. Provare
che se (Tx)(y) = (Ty)(z) per ogni z,y € X allora T é continuo.

Esercizio 8.24. Sia X uno spazio di Banach e T : X — X' un operatore lineare. Provare
che se (Tx)(x) > 0 per ogni x € X allora T ¢é continuo.

Esercizio 8.25. Per ogni u € C*[0,1] sia ||u|| = [u(0)] + ||v/]| -
(1) Verificare che || - | & una norma su C1[0, 1] che rende lo spazio uno spazio di Banach.

(2) Sia C[0,1] munito della norma || - ||oo € sia I : C*0,1] — C[0,1] loperatore definito
da I(u)(t) = u/(t). Verificare che I ha grafico chiuso. E’ continuo?
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9. La topologie debole e debole*.

9.1. La topologia debole o(F, E’). Sia E uno spazio normato e sia E’ il suo duale topo-
logico. Vogliamo costruire su F la topologia meno fine che renda continue tutte le applicazioni
f:E — Rcon f € E'. Applichiamo quanto fatto nella sottosezione 1.4 con X = E, Y; = R
e (¢i)ier = (¢f) fepr dove ¢ : E — R €’ la funzione ¢¢(x) = f(x). Costruiamo la topologia
meno fine che rende continue le applicazioni ¢y : £ — R. Chiameremo topologia debole
tale topologia e la indicheremo con o(F,E’) (mentre chiameremo topologia forte quella
indotta dalla norma e la indicheremo con S(FE)). Una base di aperti per questa topologia &
la famiglia di intersezioni finite

B:={ ﬂ 71 (Vi) : Vi aperto di R, fi € E'}.
finita
Inoltre se (x,) C FE e xy € E scriveremo z,, — xo per indicare che la successione (z,,) o-

converge a g e diremo che la successione (x,) converge debolmente a xj. Grazie alla
seguente proposizione, il limite debole € unico:

Proposizione 9.1. La topologia debole o(E, E') é separata.

Dimostrazione. Siano x,y € E, x # y. Da un corollario al teorema di HB, esiste f € E’ tale
che f(x) # f(y). Supponiamo f(z) < f(y) esia f(z) < a < f(y). Allora gli insiemi disgiunti
U:= f(~o0,a) e V:= f~1(a,+0o0) sono aperti rispetto alla topologia debole e sono tali

chexeU,yeV. O
Inoltre, grazie alla Proposizione 1.43, si ha che
(9.1) T, — 10 = f(xn) = f(x0) Vf € E'.

Proposizione 9.2. Per ogni xo € E la famiglia di aperti
U(xo) :={Ufy e foe: €>0,meN, f e E'Vie{1,2,--- ,n}, }
dove
Upy e fre(@o) ={r € E:| < fi,o—x9 > | <e, 1 <i<n}
costituisce un sistema fondamentale di intorni del punto x¢ rispetto alla topologia debole

o(E,E").

Dimostrazione. Osserviamo intanto che

Ufryes,fuse(@0) ﬂ{er fi(x) €lfi(xo) — €, fi(zo) + €[}

ﬂ Y fi(xo) — € filwo) +e[) = () £ (V2)
_ =1

dove abbiamo posto V; :]fi(xo) —¢, fi(xo)+e[. Poiché f;(V;) & aperto rispetto alla topologia
debole, gli insiemi Uy, ... , (xo) sono aperti rispetto alla topologia debole. Inoltre se g € V'
dove V & un aperto rispetto alla topologia debole allora esiste n € N, esistono fi,--- , fn € E’
eV, ---,V, aperti di R tali che

n
-1
=1
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Quindi f;(zg) € V; Vi € {1,2,--- ,n} da cui segue che esiste € > 0 tale che

1fi(wo) — € fi(wo) + €[S Vi
Vie{1,2,---,n}. Quindi

n n

Uy sgse(20) = [ fi (1 fiwo) — € filzo) +e) S () S 1 (Vi) S V-

i=1 i=1

Proposizione 9.3. Sia E uno spazio normato e sia (x,) C E. Allora vale che:
(i) se xp, — xp in E (ossia se ||z, — xo|| = 0) allora x, — xo;
(ii) se x, — xo allora la successione (xy,) € limitata in E e

lzol| < liminf ||z,

(0ssia la norma é sequenzialmente semicontinua inferiormente rispetto alla topologia

debole);
(iii) se xp, — xo € (fn) C E’ & tale che ||fr — foller — 0 allora fr(x,) — f(z0)-
Dimostrazione.

(i) Se , » xp in E e f € E' vale che f(z,) = f(z0). Quindi dalla (9.1) segue la tesi;

(ii) se x, — zo allora per ogni f € E’ vale che f(x,) — f(zo). Quindi la successione
(f(zy))n € limitata in R per ogni f € E’. Applicando il corollario 7.4 a B = {x,, :
n € N} segue che la successione (x,,), € limitata in E. Inoltre per ogni f € E’ con
|| f||gr = 1 vale che

£ (0| = lim |f ()| < lim inf |z,
da cui, applicando uno dei corollari al Teorema di HB, segue che

lwoll = sup  [f(z)] < liminf [Jz,]];
el Ifllgr=1 "

(ili) se x, — xo, per la parte (ii) esiste M > 0 tale che sup,, ||z,|| < M. Sia (f,) C E’
tale che ||fn — follgr — 0 allora

[fn(zn) = f(zo)l < |fu(zn) = f(zn)| +1f(2n) — f(z0)]
< fn = fllellznll + 1f(2n) = f(20)]
< Ml fn = fller +1f(@n) = f(0)]

che tende a 0 per n — co.
d

Osservazione 9.4. Sia H uno spazio di Hilbert e sia (x,) C E.Se xz, — xo in H e se
||z|| = limy, ||z,|| allora x,, — x in H. Infatti

|2y — z||> =< 2p — 2,20 — 2 >= ||20]|* + ||2]]* — 2 < T,z >— 0.
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Osservazione 9.5. Sia F uno spazio normato di dimensione finita N. Allora la topologia
debole coincide con la topologia forte. Infatti ovviamente un aperto rispetto alla topologia
debole ¢ anche un aperto per la topologia forte. Per provare il viceversa e sufficiente di-
mostrare che per ogni palla B(zg,r) C E esiste V intorno di z per la topologia debole tale
che V' C B(zg, ) (questo implica che ogni aperto ”forte” si rappresenta come unioni di aperti
deboli. Pertanto ¢’ un aperto "debole”). Sia {e1,--- ,en} una base ortonormale per E e sia
II; : E — R la proiezione sull’-ma componente ossia se x = Zf\; 1 Ti€;, allora IT;(x) = x;. Per
ogni i € {1,---, N} Papplicazione II; ¢ lineare e continua (essendo E di dimensione finita).
Allora scelto f; = II;, € > 0 tale che eN < r vale che

N N
e —ol| < |z —wosl = D> | fi(x) = fi(zo)| < eN <r
=1 =1

per ogni x € Uy, ... 1, (x0) ossia Uy, ... ¢, (x0) € B(zo,7).

Osservazione 9.6. Sia F uno spazio di Banach di dimensione infinita, xg € E, fi, -, fn €
E’, ¢ > 0. Allora:

(1) I’ intorno Uy, ... ¢, (xo) contiene una retta passante per xg. Infatti sia 7' : E —
R™ T'applicazione lineare definita da T'(z) = (fi(x))i<i<n. Essendo T non iniettiva
(altrimenti F di dimensione finita), esiste z # 0 tale che T'(z) = 0. Allora la retta
xo +tZ (t € R) ¢ tutta contenuta in Uy, ... ¢, (x0) in quanto

| fi(zo 4+ tZ) — fi(zo)| =0 <€

per ogni 1 < ¢ < N. Il fatto che ogni aperto per la topologia debole contiene rette
implica che gli aperti per la topologia debole sono illimitati e che quindi le palle
B(xg,r) ={x € X : ||z —xo|| < r} non possono essere aperte per la topologia debole.
In particolare I'insieme Bx(0,1) = {x € X : ||z]| < 1} ha interiore vuoto rispetto alla
topologia debole. La topologia debole & quindi strettamente meno fine della topologia
forte negli spazi di dimensione infinita;

(2) Vale che Bx(0,1) C §U(E’E,) dove S1 = {x € X : ||z|| = 1}. Infatti se zp € Bx(0,1)
e V & un intorno di x rispetto alla topologia debole, allora sappiamo che esiste € X
tale che la retta xo+tz (t € R) ¢ tutta contenuta in V. In particolare esiste un punto

z1 € V di norma 1: basta infatti osservare che la funzione g(t) = ||zo +¢Z|| ¢ continua
e tale che g(0) < 1 e lim;, 4o g(t) = +00. Quindi si ha che V NSy # 0 per ogni V

. . . —o(E,E’
intorno "debole” di xg, ossia xg € S1 (£.5) ;

(3) Dalla parte (2) segue che Si, pur essendo chiuso forte, non & chiuso rispetto alla
topologia debole.

Mentre in generale un insieme chiuso per la topologia forte non & detto che sia chiuso per
la topologia debole, per gli insiemi convessi la proprieta di essere chiuso coincide nelle due
topologie.

Teorema 9.7. Sia E uno spazio di Banach e sia C C E un sottoinsieme convesso. Allora
C ¢ debolmente chiuso se e solo se C ¢é fortemente chiuso.
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Dimostrazione. Ovviamente se C' ¢ debolmente chiuso allora C' e fortemente chiuso in quanto
o(E,E") < B(E) dove B(E) ¢ la topologia forte. Viceversa sia C' fortemente chiuso. Dimos-
triamo che il suo complementare F \ C' ¢ aperto per la topologia debole ossia che per ogni
xg € E '\ C esiste un intorno aperto di x¢ rispetto la topologia debole e tutto contenuto in
E\C. Sia zp € E\ C. Dal teorema di HB posso separare in senso stretto il compatto
(convesso) {xo} dal convesso chiuso C' attraverso un iperpiano chiuso, ossia esiste f € E’ ed
esiste @ € R tale che f(z0) < a < f(z) per ogni z € C. L’insieme f~!(] — 0o, a[) & aperto
per la topologia debole, contiene xy ed ¢ tutto contenuto in £\ C. U
Dal Teorema 9.7 segue che

Corollario 9.8. Ogni funzione ¢ : E —| — 00, +00] convessa e semicontinua per la topologia
forte € semicontinua inferiormente per la topologia debole (in particolare é sequenzialmente
semicontinua inferiormente per la topologia debole).

Corollario 9.9. Sia E uno spazio di Banach e sia C C E un sottoinsieme convesso. Allora
Oo(EE") _ oB(E)

Dimostrazione. Osserviamo che C”(E’E/), essendo debolmente chiuso, €’ anche fortemente
chiuso. Poich & C' C CoE-E) i ha che

CBE)  GolBE),

. . ~ / . . , . . . .
D’altra parte Pinsieme C?(F) ¢’ un insieme convesso (perché chiusura di un insieme convesso)

ed ¢’ fortemen_te chiuso. Dal T(iorema 9.7 _si ha che CPE") & debolmente chiuso. Essendo C
contenuto in C#E) segue che C7E-E) ¢ OBE", g

Osservazione 9.10. Dal corollario precedente segue che l'insieme convesso By = {z € E :
|z|| <1} & debolmente chiuso in E. Dall’Osservazione 9.6 (parte (2)) sappiamo che

S Cl{zeE: |z <1} c§7EE),

o(E'E") o(E,E")

In particolare 57 coincide con l'insieme Bf ossia Sy = Bpg.

Concludiamo questa sezione con la seguente osservazione:
¢:(E,0(E,E)) — R & un funzionale lineare e continuo <= ¢ € E'.

Questa proprieta si puo generalizzare nel modo seguente.

Teorema 9.11. Siano E,F due spazi di Banach e sia T : E — F un operatore lineare.
Allora T : (E,B(F)) — (F,5(F)) ¢é continuo se e solo se T : (E,o0(FE,E")) — (F,o(F,F")) ¢é
continuo.

Dimostrazione. " =" Sia T : (E,B(F)) — (F,B(F)) continuo. Per provare che T :
(E,o(E,E")) — (F,o(F,F")) & continuo, grazie alla Proposizione 1.44 (applicata allo spazio
(X,0) = (F,B(F)), bastera’ dimostrare che Vf € F’ il funzionale

foT:(E,o(E,E)) - R

¢ continuo. Sia f € F'. Poiche T & continuo rispetto le topologie forti, si ha che foT € E’.
In particolare, dalla definizione di topologie debole, segue che f o T & continuo rispetto alla
topologia debole.
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"<<"SiaT:(E,o(E,E")) — (F,o(F,F’)) continuo. In particolare il GrafT & un insieme
chiuso in FE X F rispetto la topologia prodotto o(E, E') x o(F, F'). Se proviamo che il GrafT
e chiuso anche per la topologia forte di E x F', dal Teorema del Grafico chiuso segue che
T:(E,B(E)) — (F,B(F)) ¢ continuo. Se (z,) -z in X e Tz, — yp in Y allora (z,) — =
in X eTz, — yoin Y. Essendo il GrafT un insieme chiuso in F x F' rispetto la topologia
prodotto o(E, E') x o(F, F') segue che yg = T'(xp). O

Osservazione 9.12. Si osservi in generale che se (X, 7) e (Y, o) sono due spazi topologici,
Y separato, e f: (X,7) — (Y, 0) é continua, allora Graff = {(z, f(x)) x € X} é chiuso nella
topologia prodotto di X X Y (in particolare & sequenzialmente chiuso). Proviamo infatti che
il complementare é aperto: se (z,y) ¢ Graff allora f(x) # y. Quindi esiste U; intorno di
f(z) e Uy intorno di y tali che Uy N Uy = . Usando la continuitd di f esiste V' intorno di x
tale che f(V') C U;. In particolare V x Uy = H}I(V) N H;l(UQ) ¢ un aperto per la topologia
prodotto di X x Y, contiene (z,y) e V. x Uy C (X x Y) \ Graff.

9.2. La topologia debole* o(E’, F). Sia E uno spazio di Banach e sia E’ il suo duale
topologico. Vogliamo costruire su E’ la topologia meno fine che renda continue tutte le
applicazioni (p,).cr dove ¢, : E' — R ¢ definita da

Costruiamo tale topologia applicando quanto fatto nella Sezione 1.4 con X = E', Y; =R e
(¢i)icr = (¥z)zep. Chiameremo topologia debole* tale topologia e la indicheremo con
o(E', E). Un base di aperti per questa topologia ¢ la famiglia di intersezioni finite
B:={ ) #,(Vi): V; aperto di R, z; € E}.
finita
Inoltre se (f,) € E' e fo € E' scriveremo f, —* fy per indicare che la successione (f;,)

o(E', E)-converge a fy e diremo che la successione (f,,) converge rispetto la topologia debole
x a fo. Grazie alla proposizione 1.43 si ha che

fn =" fo = fu(z) = fo(z) Vz €E
ossia coincide con la convergenza puntuale degli operatori.
Proposizione 9.13. La topologia debole o(E', E) ¢ separata.

Dimostrazione. Siano f,g € E', f # g. Allora esiste g € E tale che f(xg) # g(xg). Sia
f(@o) < o < g(z0). Allora gli insiemi disgiunti U := ¢! (—00,a) e V := ¢ ! (a, +00) sono
aperti in E’ rispetto alla topologia debole* e sono taliche f € U, ge Ve UNV = (. O

Le dimostrazioni delle seguenti proposizioni sono simili a quelle delle analoghe proprieta
della topologia debole o(E, E").

Proposizione 9.14. Per ogni fo € E' la famiglia di aperti
U(fo) =AUz ape: zi€ EVYie{l,2,--- ,n},neN, e€>0}

dove
Uy, ane(fo) ={f € E' 1| < f = fo,zi > <e 1<i<n}
costituisce un sistema fondamentale di intorni del punto fy rispetto alla topologia debole*.
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Proposizione 9.15. Sia E uno spazio di Banach e sia (f,) C E'. Allora vale che:

(i) se fn = fo in E' (ossia se ||fn — follpr — 0) allora f,, —=* fo;
(i) se fn —* fo allora la successione (fy,) & limitata in E' e || fol| < liminf, ||f.|| (ossia
la norma € sequenzialmente semicontinua inferiormente rispetto alla topologia debole

*);
(iii) se fn, —* fo e (zn) C E ¢ tale che ||z, — xol|g — 0 allora fn(x,) — fo(xo).
Dimostrazione.

(i) segue dal fatto che la convergenza rispetto alla norma implica la puntuale;
(ii) segue dal Corollario 7.2;
(iii) segue dall’Esercizio 7.3.
La seguente proposizione afferma che i funzionali lineari e continui ¢ : (E',o(E', E)) = R
sono tutti della forma ¢ = ;.

Proposizione 9.16. Sia ¢ : (E',0(E’, E)) — R lineare e continuo. Allora esiste © € E tale
che ¢ = @, ossia esiste x € E tale che

o(f) = f(x) Vo € E.

(senza dimostrazione)

Teorema 9.17. (di Banach-Alaoglou-Bourbaki) La palla B = {f € E' : ||f||g < 1}
¢ debolmente® compatta.

Dimostrazione. Muniamo R della topologia prodotto II che & la topologia meno fine su R¥
che rende continue le proiezioni IT, : R¥ — R definite da I1,((wy)yer) = w(z). Consideriamo
I'applicazione iniettiva ® : E/ — R¥ definita da

(f) = (f())yer-
Allora, grazie alla Proposizione 1.43, I’applicazione
®: (F,0(E, E)) — (RF 1)
€ continua se e solo se per ogni x € F ¢ continua ’applicazione
H,o0®: (E o(E FE))—R.
Fissato x € E vale che

I, 0 ®(f) = f(z) = $a(f)

per ogni f € E’, ossia II, o ® = ¢,, e quindi I'applicazione II, o ® risulta essere continua
rispetto la topologia debole* per la definizione stessa di tale topologia.
Proviamo che anche la funzione inversa

O (®(E), T |g(p) — (B, 0(E,E))
€ continua: grazie alla Proposizione 1.43 tale applicazione ¢ continua se e solo se per ogni
x € E & continua applicazione 0,00 : (®(E), I |g(5y) — R. Poiché ¢,0@~((f(y)yer)) =
f(z) = I ((f(y)yer) per ogni € E e per ogni f € E' (ossia ¢, o ®~1 = II, per ogni
r € E), la continuita’ della mappa ¢, o @1 : (®(F),II ‘¢(E/)) — R segue dal fatto che
®(F) ¢ munito della topologia restrizione della topologia prodotto II. Segue allora che & :
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(E',0(E',E)) = (®(E),1I |¢(5)) ¢ un omeomorfismo e come tale la sua inversa trasforma
compatti in compatti. Osserviamo che
={(w,), € RE . Wyty — Wy — Wy = 0, Wxg — Awy =0, |w,| < ||z]| Vz,y € E,VA € R}.

Definiti quindi
% =TT =l 0,
zeE
Koy = {(w2): € R” : Wity — Wz — wy = 0},
Ea:,/\ = {(wz)z S RE D Wxg — AWy = O}
vale che
®(Bp) = () Keg) N ( [] Eor) 1"
YA zeE \ER

Grazie al Teorema di Ticonoff, il prodotto di un numero qualsiasi di insiemi compatti &
compatto rispetto la topologia prodotto (quindi I* & compatto in R¥). Inoltre poiché

Key = {we R : (Hery — 1L - Hy)(w) =0} = Ke?”(Hery =1l — Hy)

E, )= {weRF: (), — \I,)(w) = 0} = Ker(My, — M)
e le proiezioni sono continue rispetto la topologia prodotto II, si ha che per ogni x,y € E e
per ogni A € R gli insiemi K, , e E, ) sono chiusi in RE munito della topologia prodotto.

Poiché
®Bp)=( () Key)( [) Eer)nI®
T,Y,A rEE,AER

é un insieme chiuso contenuto nel compatto I, & esso stesso un insieme compatto in D(F)
munito della restrizione della topologia prodotto. Quindi la palla Bp = ®~1(®(Bg/) &
debolmente* compatta. O

Osservazione 9.18. Si osservi che grazie al fatto che Bg: ¢ debolmente® compatta, tutte le
palle B(fo,r) ={f € E' : ||f — foller < r} sono debolmente* compatte. Osservare infatti
che Uapplicazione Ty, , : (E',0(E', E)) — (E',0(E', E)) definita come Ty, (f) =7rf+ fo é

continua e che T(Bgr) = B(fo,r).

9.3. Gli spazi riflessivi. Sia F spazio di Banach, sia E’ il suo duale e sia E” := (E').
Chiamiamo evalutation o valutazione ’applicazione J : E — E” che ad ogni z associa il
funzionale lineare e continuo Jz : E' — R definito da

< Jx,f >= f(x) VfeFE.

(ossia Jz coincide con il funzionale ¢, definito nella sezione dedicata alla topologia debole*).
Si osservi che Jxr € E"” e J & un’isometria. Infatti Jx & lineare e da uno dei corollari al
teorema di Hahn-Banach si ha che

sup | <Jx,f>|= sup |f(x)| = [z]]
fEE" ||flI<1 FEE" ||f]I<1

da cui Jz € E" e ||Jz||gr = ||z]|.
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Definizione 9.19. Lo spazio E si dice riflessivo se J ¢é suriettiva su E”.

Osservazione 9.20. Uno spazio E ¢ riflessivo se e solo se tutti i funzionali lineari su E’
continui rispetto la topologia forte sono della forma .

In particolare la famiglia (¢)¢cp (che genera la topologia o(E’, E”) su E') coincide con
la famiglia (¢;).cp ossia se E é riflessivo, su E’ la topologia debole e debole* coincidono.

Osservazione 9.21. Se dimE < +oo allora J & suriettivo (in quanto dimE = dimFE’ =
dimE"). In particolare la topologia o(F’, E) = o(E', E").

Osservazione 9.22. Sia E uno spazio normato di dimensione finita N. Allora la topologia
debole* di E’ coincide con la topologia forte. Infatti o(E’, E”) = B(E") per l'osservazione 9.5
e o(E',E") = o(F', E) in quanto l’applicazione J & suriettiva e quindi le famiglie di funzioni
(¢x)zck € (pe)ecrr coincidono.

Teorema 9.23. (di Kakutani) E ¢ riflessivo se e solo se la palla B = {x € E: ||z||g < 1}
¢ o(E,E") compatta.

Allo scopo di dimostrare I'implicazione ”<=" premettiamo il seguente lemma (senza di-
mostrazione) :

Lemma 9.24. (di Goldstine) L’insieme J(Bg) ¢ denso in By rispetto la topologia debole*
o(E",E').

Dimostrazione. (del Teorema 9.23).

”=" Essendo .J un’isometria suriettiva si ha che By = J !(Bgr). Dal Teorema di
Banach-Alouglu-Bourbaki si ha che Bgr & debolmente* compatta in E” ossia o(E", E')-
compatta. Se proviamo che

(9.2) J Y (E" o(E" E")) = (E,o(E,E"))

& continua, allora seguird che Bg = J~!(Bgn) ¢ o(E, E')-compatta (perché immagine di un
compatto tramite una funzione continua). Grazie alla Proposizione 1.44, I’applicazione (9.2)
¢ continua se e solo se Vf € E’ I'applicazione fo J~! : (E" o(E",E")) — R & continua.
Fissiamo f € F', £ € E” e x € E tale che Jr = £. Allora

fod M) = flz) =< Ja, [ >=< & [ >= (€

ossia fo J ! = ¢ dove ¢y : E” — R ¢ la funzione definita da ¢(¢) = £(f). Essendo la
topologia debole® su E” la topologia generata dalle funzioni (¢)fecpr, segue che fo J -1
(E",o(E",E")) — R & continua.

7«<=" Dal lemma di Goldstine si ha che J(Bpg) & densa in Bpgr rispetto la topologia
o(E", E"). Se proviamo che J(Bg) € compatta rispetto la topologia o (E”, E'), allora J(Bg) =
Bpgr. Essendo J un’isometria, si conclude facilmente che J(E) = E”. Poiché J & continua,
per il Teorema 9.11 ’applicazione

(9.3) J:(E.0(E,E)) - (E',o(E",E")
¢ continua. Essendo la topologia o(E”, E') meno fine della topologia o(E”, E") segue che
(9.4) J:(E,0(E,E")) = (E",o(E",E))

¢ continua. Poiché per ipotesi By ¢ o(E, E')-compatta segue che J(Bg) ¢ o(E”, E')-compatta.
O
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Osservazione 9.25. Si osservi che grazie al fatto che in uno spazio riflessivo Bg é de-
bolmente compatta, tutte le palle B(xg,7) = {x € E : ||x — zollpr < r} sono debolmente
compatte in uno spazio riflessivo. Osservare infatti che Uapplicazione Ty, , : (E,0(E,E')) —
(E,o(E,E")) definita come Ty, ,(x) =rz+ xo € continua e che T(Bg) = B(zo,T).
Corollario 9.26. Sia E uno spazio riflessivo, sia C un sottoinsieme chiuso, convesso e
limitato. Allora C é o(E, E')-compatto.

Dimostrazione. Essendo C un convesso chiuso, per il Teorema 9.7, C' & anche o(E, E')-
chiuso. Inoltre essendo C' limitato, si ha che esiste R > 0 tale che C' C B(0, R). Quindi C
¢ un sottoinsieme o(E, E')-chiuso contenuto in un insieme o(E, E’)-compatto. Allora C' &

o(E, E')-compatto. O

Esercizio 9.27. Sia E uno spazio riflessivo, sia C' un sottoinsieme convesso. Provare che
C ¢ o(E, E")-compatto se e solo se C' é chiuso e limitato.

Dimostrazione. ” <=7 segue dal Corollario 9.26. 7 = ” Essendo C o(FE, E’)-compatto,
dalla Proposizione 1.22 si ha che C' & anche o(F, E’)-chiuso. Essendo C convesso, dalla
Proposizione 9.7 si ha che C' & (fortemente) chiuso. Allo scopo di provare che C' & limitato,
usiamo il Corollario 7.4. Proviamo quindi che per ogni f € E’ U'insieme f(C) = {f(c) : c € C}
e limitato in R. Questo & una facile conseguenza del fatto che ogni f € E’ ¢ o(FE, E’)-continua
e come tale trasforma insiemi o(F, E’)-compatti in insiemi compatti (e quindi limitati) di R.

Osservazione 9.28. Si noti che nell’esercizio precedente la dimostrazione di ” = ” non

usa la riflessivita dello spazio. Quindi, applicando la stessa dimostrazione, si ha che in uno
spazio E normato qualunque

(1) se C C E ¢ o(E, E')-compatto allora C & o(E, E')-chiuso e limitato;

(2) se C C E & convesso e o(F, E')-compatto allora C' ¢ fortemente chiuso e limitato.

Allo stesso modo, applicando il Corollario 7.5 invece del Corollario 7.4 e il Teorema di
Kakutani, si puo’ provare che

Esercizio 9.29. Sia E uno spazio di Banach e sia C' C E'. Provare che C' é o(E', E)-
compatto se e solo C' é o(E', E)-chiuso e limitato.

Corollario 9.30. Sia E uno spazio riflessivo, sia F C E un sottospazio chiuso. Allora F ¢
riflessivo.

Dimostrazione. Grazie al Teorema di Kakutani, ¢ sufficiente dimostrare che Bp & o(F, F')-
compatta. Essendo F' un sottospazio chiuso, applicando il Corollario 9.26 si ha che F' &
o(E, E')-chiuso. Poich¢ Bp = BN F e By ¢ o(E, E')-compatta, segue che Bp ¢ o(FE, E')-
compatta. Se proviamo che o(E, E')|p = o(F, F") abbiamo concluso. A tal scopo dimostri-
amo che le famiglie di funzionali che generano le due topologie coincidono. Se f € F’ allora,
grazie al teorema di Hahn-Banach, si ha che 3 g € E’ tale che gip = f. Viceversa se [ € E'
allora fip € F'. O

Corollario 9.31. Sia E uno spazio riflessivo, sia C un sottoinsieme convesso chiuso non
vuoto. Sia ¢ : C —] — 00, +00] convessa e semicontinua inferiormente, @ # +00. Se C non
e limitato si assuma ulteriormente che

(9.5) lim  p(x) = +oo.

||| =00, z€C
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Allora esiste xg € C tale che ¢(xp) = ming ¢(x)(€ R).

Dimostrazione. Applicheremo il Teorema 1.37 con X = C e 7 la restrizione su C della
topologia o(E, E'). Se dimostriamo che per ogni a € R il sottolivello E, := {x € C': p(x) <
a} & T-compatto in C, allora la funzione ¢ ammette minimo su C. Ora E, ¢ chiuso per
la topologia indotta dalla topologia forte S(F) (in quanto ¢ € semicontinua inferiormente).
Siccome E, C C e C & chiuso forte, allora E, ¢ fortemente chiuso (vedi I’Esercizio 1.19).
Inoltre E, & un insieme convesso (perché ¢ & convessa). Per il Teorema 9.7 segue che E,
¢ o(E, E')-chiuso. Infine E, ¢ limitato: infatti & ovvio se C' ¢ limitato. Se invece C' non &
limitato, supponiamo per assurdo che E,, non sia limitato. Esisterebbe allora una successione
(xn)n C E, tale che ||z,|| — +oo. Dall’ipotesi (9.5) seguirebbe che ¢(z,) — +oo contro il
fatto che per definizione ¢(x,) < a. Applicando quindi il Corollario 9.26 possiamo concludere
che E, & o(E, E')-compatto. In particolare segue facilmente che E, & T-compatto. O

Esercizio 9.32. Siano E, F due spazi di Banach e sia T : E — F un’isometria suriettiva.
Allora E ¢ riflessivo <= F ¢ riflessivo. In particolare, se E ¢ riflessivo e T : E — F
un’isometria, allora T(E) ¢é riflessivo.

Corollario 9.33. Sia E uno spazio di Banach. Allora E é riflessivo <= E' ¢ riflessivo.

Dimostrazione. "=—" Grazie al Teorema 9.17 Bps ¢ o(E’, E)-compatta. Essendo FE riflessivo,
si ha che o(E', E") = o(E’, E) (vedi Osservazione 9.20). Pertanto Bps ¢ anche o(E’, E”)-
compatta e applicando il Teorema 9.23 segue che E’ ¢ riflessivo.

"«<=" Essendo E’ riflessivo, dall’implicazione ora dimostrata segue che E” & riflessivo.
Essendo J un’isometria, si ha che J(E) & un sottospazio chiuso di E”. Quindi J(E) &
riflessivo. Essendo J : E — J(FE) un’isometria suriettiva, dall’esercizio 9.32 segue che anche
E ¢ riflessivo. O

9.4. Gli spazi separabili.

Definizione 9.34. Uno spazio topologico X si dice separabile se esiste D C X denso e
numerabile.

Proposizione 9.35. Sia X uno spazio metrico separabile e F' C X. Allora F ¢ separabile.

Dimostrazione. Sia D = (x,), denso in X e per ogni r € QF sia y,, € B(z,,r) N F se
B(zy,r) N F # 0. L'insieme D' = (Ynr)nenreq+ € numerabile. Proviamo che D’ & denso in
F. Infattisia z € F e e > 0 e proviamo che D'N(B(z,€)NF) # (). Siar € Q,0 < r < §. Allora,
essendo D denso in X, esiste x,, € B(z,r). In particolare z € B(xy,,r) ossia B(x,, )N F # (.
Quindi esiste I'elemento y, , € B(x,,r) N F ed & tale che

d(Ynyr, 2) < d(Ynr,Tn) +d(@n,2) <r+1 <€
ossia yn, € (B(z,e)NF)ND". O
Teorema 9.36. Sia E uno spazio di Banach. Se E' ¢ separabile allora E ¢ separabile.
(senza dimostrazione)

Osservazione 9.37. Il precedente teorema non si inverte, ossia se E & separabile non e
detto che E’ sia separabile. Si consideri infatti £ = L'(Q) dove @ C RY misurabile. Vale
che E & separabile (senza dimostrazione) mentre E' = L°°(£2) non & separabile (vedremo la
dimostrazione).
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Teorema 9.38. Sia E uno spazio di Banach. Allora E ¢é separabile e riflessivo se e solo se
E' ¢ separabile e riflessivo.

Dimostrazione. ”"<=" Se E' ¢ separabile, grazie al Teorema 9.36 vale che E ¢ separabile.
Inoltre essendo E' riflessivo, dal Teorema 9.33 segue che E ¢ riflessivo.

7"—" Essendo F riflessivo e separabile, anche E” & riflessivo e separabile (in quanto J &
un’isometria suriettiva su E”). Applicando I'implicazione precedentemente provata segue che
anche E’ ¢ separabile e riflessivo. O

Teorema 9.39. Sia E uno spazio di Banach. Allora

(1)
(2)

E ¢ separabile <= Bp: ¢ o(E', E)-metrizzabile;
E' ¢ separabile < Bpg ¢ o(E, E')-metrizzabile.

(senza dimostrazione)
Da questo teorema segue il seguente corollario:

Corollario 9.40. Sia E uno spazio di Banach.

(1)
(2)

se E ¢ separabile e (fn)n C E' & limitata allora esiste (fx,)n C (fn)n debolmente*
convergente in E'.
se E ¢ riflessivo e (xpn)n, C E ¢é limitata allora esiste (zk, )n C (Tn)n debolmente
convergente in E.

Dimostrazione.

(1)

Grazie al Teorema 9.17 I'insieme Bgs ¢ debolmente* compatto. Inoltre, essendo E &
separabile, dal Teorema 9.39(1) segue che l'insieme Bpr & o(E’, E)-metrizzabile. In
particolare, grazie alla Proposizione 1.30 Bg ¢ debolmente™ compatta per successioni.
Essendo (f,), C E’ limitata, allora esiste C' > 0 tale che (fy), € CBpg/. Quindi
(%")n C Bpgr ammette una sottosuccessione debolmente* convergente. In particolare
esiste (fx, )n € (fn)n debolmente* convergente.
Sia My := spang{x, : n € N} e M := My. Essendo M un sottospazio chiuso,
dal Corollario 9.30 segue che M ¢ riflessivo. Essendo (x,), limitata, esiste C' > 0
tale che (), € CBys. Se proviamo che M’ & separabile, applicando il Teorema
9.39 (2) avremmo che 'insieme By; ¢ (M, M')-metrizzabile. In particolare, grazie
alla Proposizione 1.30 seguirebbe che Bj; € debolmente compatta per successioni e si
potrebbe concludere ragionando come nella parte (1). Allo scopo di dimostrare che M’
¢ separabile, e sufficiente provare che M e separabile ed, essendo M riflessivo, applicare
il Teorema 9.38. Ora sia A,, := spang{z1, 2, - ,z,}. Poiche A, & in corrispondenza
biunivoca con un sottoinsieme di Q", A,, ¢ numerabile. E facile provare che I'insieme
numerabile

spang{z, : n € N} = U A,

neN

¢ denso in M.

9.5. Sintesi sulle topologie.

(1)

La topologia debole o(F, E’) su E:
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¢ indotta dalle funzioni (¢f) fepr dove ¢y : E — R ¢ definita come

pr(z) = f(2);
o 1, =~ 1< f(x,) — f(x) Vf € F;

e gli intorni di ¢ € E sono della forma:

Ufy oo fre(@o) ={z € E:| < fi,x—x0>| <€, 1 <i<n}

i funzionali lineari e debolmente continui su £ sono tutti della forma ¢y;
la palla chiusa Bg ¢ debolmente compatta se e solo se E ¢ riflessivo;
un convesso C' & chiuso <= C' & debolmente chiuso;
se E e riflessivo, un insieme convesso C' e chiuso e limitato <= C' & debolmente
compatto;

e F’ & separabile <= la palla chiusa Bp ¢ metrizzabile rispetto alla topologia

debole

(2) La topologia debole* o(E’, E) su E':

e indotta dalle funzioni (p,).cr dove ¢, : E' — R & definita come

pa(f) = f();

o f, =" f<= fulz) = f(z) VY € E;
e Intorni di fy € F’ della forma:
Uy wnc(fo) ={f € E": | < f = fo,2i > | <e, 1 <i<n;
e i funzionali lineari e debolmente * continui su E’ sono tutti della forma ¢, (senza
dimostrazione);
e la palla chiusa B/ & debolmente * compatta,
e F & separabile se e solo se Bpr ¢ metrizzabile rispetto la topologia debole* (senza

dimostrazione);
e 0(E',E) & meno fine della topologia o(E’, E").
(3) La topologia debole o(E',E") su E':
e ¢ indotta dalle funzioni (p¢)¢cpr dove ¢ : E' — R & definita come

we(f) =&(f);

si noti che Vo € E il funzionale £ = ¢, definito come £(f) = f(x) appartiene
a E" e che pg = ;. In particolare la famiglia (2)zer C (¢)eepr. Quindi la
topologia o(E’, E) & meno fine della o(E’, E").

o fn—f= &(fn) = &(f) VE€ B,
e gli intorni di fy € E’ sono della forma:

Ueppene ={f€EE | <&, f—fo>]<e 1<i<n}
(4) La topologia debole* o(E",E’) su E":
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¢ indotta dalle funzioni (¢¢) sepr dove ¢ : E” — R & definita come

or(&) =E(f);
bn =& = &u(f) = E(f) Vf e B

gli intorni di £y € E” sono della forma:

Uppo fue ={§ € B | <& =0, fi> | <€, 1<i<n}
e la palla chiusa Bgr & debolmente* compatta;
e J(Bg) & debolmente* densa in Bp» (senza dimostrazione).

9.6. Gli spazi uniformente convessi.

Definizione 9.41. Uno spazio normato (E, | -||) si dice uniformente convesso se per ogni
€ > 0 esiste 6 > 0 tale che per ogni x,y € £

Il gl < 1, 1z = gl > e = 32 <16
Osserviamo che questa proprieta non ¢ stabile nel passaggio ad una norma equivalente.
Per esempio R? munito della norma euclidea ¢ uno spazio uniformente convesso (vedremo
che tutti gli spazi prehilbertiani sono uniformente convessi) mentre R? munito della norma
|(u,v)| = |u| + |v| non lo ¢. Infatti se prendiamo z = (1,0) e y = (0, 1) vale che ||z]], |ly]] <1,
per ogni 0 < e < 2 vale che ||z —y|| =2 > €e ||L'57J|| = 1 ossia non esiste 6 > 0 tale che
E RS

Proposizione 9.42. Se H ¢é uno spazio prehilbertiano, allora H é uniformemente convesso.
Dimostrazione. Dall’identita del parallelogramma

lz =yl + llz +ylI* = 2l|=]|* + 2[ly]*.

Quindi se |||, ly| < Le [lz —y|| > € >0 allora ||z + y||?> <4 — € da cui | %] < /1 - %.
Basta quindi scegliere 0 < 0 <1 —4/1 — % per avere che || Z5Y| < 1— 6. O

\

Teorema 9.43. Per ogni 1 < p < 400 e per ogni Q@ C RN misurabile lo spazio LP(Q) ¢
uniformemente convesso.

Dimostrazione. Daremo la dimostrazione solo nel caso 2 < p < +00. Prima di tutto proviamo
che in tal caso vale la seguente prima disuguaglianza di Clarkson:

— 1
(96) 210 < g+ ol s, € 22@)

(nel caso p < 2 ne vale un’altra piu’ complicata che omettiamo).
Infatti & facile provare che la funzione f(t) = (1+t2)2 — 1 — t? & crescente su [0, 4-00) con
minimo nel punto ¢ = 0. Quindi (1 +¢2)% — 1 —t? > f(0) = 0 ossia
(1+t%)

2
2

>14+tP vt>0
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da cui
P

£\ %\ 2 t\?
<L+<>> 21+<> V>0, s>0
S S
4P < (2457 Vi, s> 0.
¢ _ f@+9@)
2

che implica

In particolare applicando tale disuguaglianza a ead s = L;g(x)' si ottiene

che per ogni x €

() (1 [ ()

(f(@)? + (g9(x))* p _ 1 1
= RO < Dpp + Slo@)l
dove l'ultima disuguaglianza segue dalla convessita’ della funzione h(x) = xP (definita per
x > 0) quando p > 2. Integrando su {2 si ottiene la (9.6). Ora per ogni f,g € LP() se
1fllp- llgllp < L e [lf = gllp > € > 0 allora

f—yg f+y

12+ 15 <1
da cui

f+y €

2, < p/1—(=)P
1520 < ¢/1-(5)

Basta quindi scegliere 0 < § < 1 — </ 1-— (%)P per avere che
f+yg
15y <1-6

g

Osservazione 9.44. Procedendo come nel Teorema Ipconv si puo provare che per ogni p > 2
lo spazio [P é uniformemente convesso.

Teorema 9.45. Sia E uno spazio di Banach uniformente convesso. Allora E é riflessivo.

Dimostrazione. Sinoti che essendo J un’isometria, J(Bg) & chiuso in E” (rispetto la norma).
Se proviamo che

(9.7) J(Bg) = Bgn

allora seguira che J(Bg) = Bpr da cui la suriettivita’ di J. Allo scopo di provare la (9.7),
fissiamo £ € Bpgr e proviamo che per ogni € > 0 esiste © € Bpg tale che ||Jz — £||gr < e.
Sia € > 0. Senza perdere di generalita’ possiamo supporre ||£||g» = 1 (altrimenti n = Teler
ha norma 1 e se x € Bg ¢ tale che |[Jz — n||pr < m allora ||J(z||&||g») — &||g < € con
z||&||g» € Bg.) Essendo E uno spazio uniformente convesso, esiste 6 > 0 tale che

r+y
vo,y € B,z gl <1, llz —yl > e=——II <1 -4
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Essendo ||€||g» = 1, dalla definizione di norma esiste f € Bps tale che
J
(9.8) E(f) > 1—5.

Consideriamo ora il seguente intorno di £ (rispetto la topologia o(E”, E') )

VisUps(©) = ns| <n—6f>1< 3}

Dal Lemma 9.24 si ha che V N J(Bg) # (). Quindi esiste € B tale che Jz € V ossia tale
che

(9.9) ]<Jx—§,f>|<g.

Se £ € Be(Jz) dove B(Jx) = {n : ||n—Jz||gr < €} avremmo la tesi. Per assurdo supponiamo
che { € W := E\ Be(Jz). Essendo W il complementare di un insieme o(E”, E’) compatto
(dal Teorema 9.17), si ha che W ¢ un o(E", E')-aperto contenente . Quindi W NV ¢ un
o(E", E')-aperto contenente & e dal Lemma 9.24 si ha che W NV NJ(Bg) # 0. Esiste quindi
2’ € Bg tale che J2' € W N V. Quindi

0
(9.10) |<J:1:/—§,f>|<§.

Addizionando (9.9) e (9.10) e ricordando che < Jx, f >= f(z) segue che
—flz) +&(f) = f(@") +€(f) <6
ossia
2(f) < fla+a)+ o < fllplle+ 2| +0 < flo+ /|| + 6.
Quindi, applicando la (9.8), si ottiene che

z+a )
> —->1-4
12 e -
Dalla scelta di ¢ segue che ||z — /|| < € e quindi ||Jz — J2/|| = ||z — 2/|| < € in contraddizione
con il fatto che Jz' € W. O

Corollario 9.46. (1) Sia H uno spazio di Hilbert. Allora H é riflessivo.
(2) Sia 1< p < +oo e Q CRY misurabile. Allora lo spazio LP(QQ) ¢ riflessivo.

Dimostrazione.
(1) Applicare la Proposizione 9.42 e il Teorema 9.45.
(2) Nel caso 2 < p < oo applicare la Proposizione 9.43 e il Teorema 9.45. Nel caso
1 < p < 2 si consideri Papplicazione T : LP(€2) — (L¥' (Q)' definita come

Tu(v):/ﬂu(a;)v(a;)da:

per ogni u € LP(Q),v € LP (Q). Grazie al Corollario 4.11 sappiamo che T tin’isometria.
Poiché 2 < p/ < oo si ha che L (Q) & uno spazio uniformente convesso e quindi
riflessivo. Pertanto anche il suo duale (L? (€)' & riflessivo. Poiche T & un’isometria e
LP() & uno spazio di Banach, si ha che T((LP(£2)) & un sottospazio chiuso di L? (€2)".
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Grazie al Corollario 9.30 lo spazio T'((LP(2)) & riflessivo ed essendo T un’isometria
suriettiva da LP(€Q2) su T'((LP(2)) segue che anche LP(Q) & riflessivo.

U

Teorema 9.47 (di Rappresentazione di Rietz). Sia Q C RY misurabile, sia 1 < p < oo.
Allora per ogni ¢ € (LP(2))' esiste v € L' (Q) tale che ¢ = T, dove

In particolare Uapplicazione T : LV (Q) — (LP(Q)) é un’isometria suriettiva.

Dimostrazione. Diamo la dimostrazione solo nel caso p > 1. Grazie al Corollario
4.11 sappiamo gia che Papplicazione T é un’isometria. In particolare T(L? (€2)) & chiuso
n (LP(Q)). Se proviamo che T(L¥ (Q)) ¢ denso in (LP()), possiamo concludere che
T(L (Q)) = (LP(Q))". Applichiamo uno dei corollari di Hahn-Banach. Sia £ € (LP(Q))”
tale che £ = 0 su T(LP (R2)). Proviamo che & = 0 su (LP(Q))". Essendo LP(f) riflessivo,
lapplicazione J : LP(Q) — (LP(2))” & suriettiva. Quindi esiste v € LP(Q) tale che Jv = &.
In particolare, applicando la definizione di .J, per ogni u € LP () vale che

0=¢&(Tu) = Jv(Tu) = Tu(v) = /Qu(m)v(x)dx

Scegliendo u(z) = |v(z)[P~2v(z) (si osservi che u € LY (Q)) possiamo concludere che 0 =
Jo lv(2)[Pdz ossia v = 0. Quindi & = Jv = JO = 0 in (LP(R))" ossia & = 0 su L” (). O

Come conseguenza possiamo caratterizzare la convergenza in LP(€2) per 1 < p < +00 nel
seguente modo: sappiamo che una successione (uy), C LP(£2) converge debole a ug € LP(Q)
se per ogni ¢ € (LP(Q)))" vale che ¢(u,) converge a ¢(ug). Dal Teorema 9.47 per ogni
¢ € (LP(Q)) esiste v € LV (Q) tale che ¢ = T,. Pertanto

Up — ug in LP(Q) <= Ty (un) — Ty(uo) Yo € LY (Q)
ossia

U, — g in LP(Q) <= /un( dm—>/un z) Vo € L' (Q).
Q

Inoltre grazie al Teorema 9.47 si ha che T(L>(£2)) = (L'(2))" e pertanto possiamo dotare
L>(€2) della topologia debole* di (L!(€))’ nel modo seguente.
Diremo che una successione

Un X ug in L*(Q) <= (Tun)n “X T in (LY(Q)) <= Tu,(v) — Tup(v) Yo € L)
ossia

Un X g in L>*(Q) — / up (z)v(z)dr — / uo(z)v(x) Yo € L(Q).
Q
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9.7. Esercizi vari sulle topologie.

Esercizio 9.48. Sia (X, |- |x) uno spazio di Banach. Per ogni z € X sia T, : X’ — R il
funzionale definito da T, (f) = f(z).

Provare i seguenti fatti:
(1) per ogni x € X vale che T, € X" e ||Ty||x» = |z|x;
(2) per ogni z,y € X e per ogni a,b € R vale che T, 14y = aT, + VT};

(3) provare che per ogni successione (Tn)neny € X se x, — xo in X allora T, — T, in
X”;

(4) per ogni successione (Z,)neny C X se z, — zo in X allora T,,, —~T,, debole in X";

(5) se (xn)neny C X & tale che sup,, | Ty, (f)] < +oo per ogni f € X' allora (z,,) & limitata
in X;

(6) se f, converge a f debole* in X' allora T,(f,) — T.(f) per ogni z € X.

Esercizio 9.49. Sia X uno spazio topologico e sia ¥ uno spazio di Banach. Siano u,v : X —
(E,o(FE, E') due applicazioni continue. Provare che
(1) lapplicazione u+ v : X — (E,0(E, E’) & continua;
(2) Sia a : X — R continua. Provare che I'applicazione prodotto definita da au(x) =
a(x)u(x) & continua da X su (E,o(FE, E').

Esercizio 9.50. Provare che se E’ ¢ uno spazio finito dimensionale lo ¢ anche E.

Esercizio 9.51. Provare che se E ¢ uno spazio normato e (z,), C E ¢ tale che x,, converge
a x € F rispetto alla topologia debole.

(1) Provare che esiste una successione (zy ), C co({zy}n) tale che converge a z forte.
(suggerimento: osservare che xg € co({xp}n) dove co(V) :=inviluppo convesso di
V)
(2) Provare che per ogni n € N esiste z, € co({x}1<k<n) tale che z, converge a x forte.

Esercizio 9.52. Siano X, Y due spazi di Banach e assumiamo che la successione di operatori
M, in L(X,Y) verifica: per ogni f € Y’ f(M,(x)) — f(M(z)) dove M(z) € Y. Provare che
M e L(X,Y).

Esercizio 9.53. Provare che se E & uno spazio normato e (z,), C E & tale che z,, converge
a x € F rispetto alla topologia debole, allora W — x rispetto alla topologia debole
(applicare teorema di Cesaro per le successioni reali).

Esercizio 9.54. Siano X e Y spazi di Banach e sia T': X — Y lineare. Allora T & continuo
se e solo se per ogni (x,), C X tale che x,, — x¢ in X vale che T'(x,,) — T'(z¢) in Y.
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Esercizio 9.55. Sia (X, |- |x) uno spazio di Banach.
Provare i seguenti fatti:
(1) se (zn)nen, (Yn)nen C X sono tali che ||z, —yn||x — 0 ez, — xo in X allora y, — xo
in X;
(2) se (fu)nen, (gn)nen € X' sono tali che || frn—gnllx = 0e fu == fo in X" allora g, == fo
in X',
Esercizio 9.56. Sia X uno spazio di Banach e Y un suo sottoinsieme denso e (F},), una
successione in X’ . Dimostrare che:
(1) (Fy)n converge debolmentex in X' <= (F,), ¢ limitata in X’ e (F,(y)), converge
per ogniy € Y
(2) Assumiamo che (F,), converga debolmentex in X’ al funzionale F' € X’ e sia (xy,), C
X tale che z, — = € X. Provare che lim,, F},(z,) = F(z).

Esercizio 9.57. Sia H uno spazio di Hilbert, C' C H un sottoinsieme convesso, chiuso e non
vuoto. Sia zg € H. Provare che esiste un unico yg € C' tale che

1z — yol| = min [ — o]
(usare il teorema di Weirstrass su H munito della topologia debole e con f(z) = ||z —x¢||. Per
l'unicita’ usare il fatto che in uno spazio di Hilbert H, se x,y € H sono tali che ||z|| = ||y|| = d

ez #y allora || 22| < d.) )

Esercizio 9.58. Sia X uno spazio di Banach e T': X — X’ lineare. Dimostrare che sono
equivalenti i seguenti fatti:

(1) T: (X, |- ]x) = (X', |- llx-) continuo;

(2) per ogni successione (zp)neny € X e per ogni z € X
xnéx:>Txni\Tx.

Esercizio 9.59. Se X ¢ uno spazio di Banach riflessivo, C un convesso chiuso non vuoto e
xo € X, mostrare che esiste un elemento di C di distanza minima da zy. Tale elemento &
necessariamente unico?

Esercizio 9.60. Sia E uno spazio di Banach e sia F : E/ — R U {+oc0} una funzione
semicontinua inferiormente rispetto alla topologia debole * e tale che

lim F(f)=4o0.

| £l]—00
Allora esiste un punto di minimo di F' su E’.

Esercizio 9.61. Sia E uno spazio di Banach, M C E un sottospazio. Provare che il suo
ortogonale M~+(= M%) C E’ & chiuso rispetto alla topologia debole * di E’.

Esercizio 9.62. Sia E uno spazio di Banach, M C E un sottospazio e sia M+ (= M%) C E'
il suo ortogonale. Sia fy € E’. Provare che esiste gy € M~ tale che

— = min — .
[1fo = ol feMin Joll

(applicare i due esercizi precedenti)
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Esercizio 9.63. Sia X spazio di Banach riflessivo. Provare che

(1) per ogni f € X esiste xp nella palla chiusa unitaria di X tale che

fllxr = f(o);

(2) ogni f € X’ assume minimo sulla palla chiusa unitaria di X;
(3) dedurre dal punto precedente che ogni f € X’ assume massimo sulla sfera unitaria di
X.

Lemma 9.64. Se f,g: (X,7) = R sono continue, allora h = f+g: (X,7) = R é continua.

Dimostrazione. Infatti sia zop € X e sia U = (—e + h(xo), h(xo) + €) un intorno di h(zo).
Devo provare che esiste un intorno V di zp in X tale che h(V) C U. Essendo f e g continue
in zg esistono V1, V5 aperti contenenti zo in X tali che f(Vi) C (—=§ + h(zo), h(wo) + §) e
g(V2) € (=§+h(xo0), h(wo) +5). In particolare per ogni z € V := ViNVa si hache f(z) € Ue
g(z) € U ossia [ f(z) — f(zo)| < § e |g(z) — g(z0)| < 5. Sinoti che V' & un aperto contentente
xo e che per ogni x € V si ha che |h(z) — h(zo)| < €. O

Esercizio 9.65. Sia (X,|-|x) uno spazio di Banach. Per ogni z € X sia T, : X’ - R
il funzionale definito da T,(f) = f(z). Provare che per ogni successione (z,)neny € X se
xn — x0 in X allora T, —T,, debole in X”.

Dimostrazione. Essendo T' continuo ”forte forte” (essendo un’isometria), allora 7' ¢ continuo
”debole debole”. In particolare ¢ sequenzialmente continuo ”debole debole”.

Esercizio 9.66. Sia X = L2(0,1), siag € X e F : X — R definito da

1 1
F(u):/o |u(w)|2dm—2/0 g(z)u(x)dz.

e facile verificare che g & punto di minimo di F'. Inoltre esso & unico perche F' & strettamente
convesso. [ suoi sottolivelli sono convessi, chiusi rispetto la topologia forte e in particolare
rispetto alla topologia debole. Proviamo che sono compatti rispetto alla topologia debole.
Infatti i sottolivelli sono limitati:

F(v) < a = [jv]5 - 2lv]l2llgll2 < @

1oll2 < y/Ilgll3 + e

Essendo L? riflessivo, i sottoinsiemi debolmente chiusi e limitati sono compatti rispetto la
topologia debole. Possiamo quindi applicare la versione topologica del teorema di Weistrass
per affermare Desistenza di un punto di minimo (che ¢ appunto g. Osserviamo che, rispetto
alla topologia forte, F' ¢ continuo (usare la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz). In parti-
colare, essendo F' convesso, si ha che F' & semicontinuo rispetto alla topologia debole. I
suoi sottolivelli sono chiusi rispetto alla topologia forte ma non sono compatti. Infatti sia

vp(z) = sin2rhz. Allora ||vs||3 = 3. In particolare segue che

e quindi

1
Flun) < 5 +2llgll
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ossia v, € E; per ogni t > 1 + 2||g||2. Provo E%+2Hgll2 non ¢ compatto dimostrando che

non esiste una sottosuccessione estratta da (v;) fortemente convergente ad un elemento di

E. +2llgllz" Dal lemma di Riemann-Lebesgue vale che v}, converge debole in L? alla sua media
2

integrale che ¢ nulla. Se esistesse vy, fortemente convergente ad una funzione v allora v =0
e questo ¢ assurdo (visto che la norma di v dovrebbe essere %)
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10. Separabilita’ degli spazi L?
Proveremo che

Teorema 10.1. Se Q C RY misurabile allora per ogni 1 < p < oo lo spazio LP(Q) ¢
separabile.

Premettiamo la dimostrazione di alcuni lemmi.

Lemma 10.2. Sia Q C RY misurabile e sia f : Q — [0, +00] una funzione misurabile. Allora
esiste sy, : ) — [0, 4+00) successione crescente di funzioni semplici tali che sp(x) — f(x) per
ogni x € Q. Inoltre se per p € [0,+00] si ha che f € LP(Q) allora || f, — f||p — 0.

Proof. Sian € N e per ogni j € N tale che 1 < j < n2"™ definiamo

) —1

Cp:={xeQ : f(zr) >n}

n .
j—1
sp(x) = Z 5 XCij + nxc,
j=1
dove per ogni insieme E si definisce

XE(w) = {

1 sexzeF
0 altrimenti °
Allora vale che

(1) 0 < sp(x) < f(x) per ogni z € Q e per ogni n € N.

(2) sp(z) < sp+1(z) per ogni x € Q e per ogni n € N.

(3) sp(x) > f(z) — 5 per ogni = € Q e per ogni n > f(x).
(4) sp(z) = f(x) per ogni z € Q.
Infatti
(1) Se x € C,; allora s,(x) = L < f(x) mentre se 2 € C, allora s,(z) = n < f(z).

(2) Se z € C,,; allora 3{;% < f(z) < 23% ossia € Cpy1,2j—1 U Cpy1,25. In particolare

2j—2 -1
Spy1(x) > ol = on = sp(x).

Invece se z € Cp allora x € CpyqU{z € Q: n < f(z) < n+1} = Chy1 U
Cn+1,n2"+1+1 U---u Cn+17(n+1)2n+1 e quindi

n2ntl
Spy1(x) > ot == Sp(x).

(3) Se n > f(z) allora esiste 1 < j < n2" tale che z € Cy, ; e quindi

-1 1 1
sn(x) = on :27—27Zf($)—27-
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(4) Segue da (2) e (3).
Infine se f € L>(Q) allora, per ogni n > || f|[ (), grazie alla (3) segue che
1
[1sn = fllzoo(@) = ess sup(f (@) = sn(2)) < 55

e quindi ||s,, — fl|pe (@) — 0.

Invece se f € LP(2) allora per ogni z €
|su(x) = f@)|P < 207 (|su (@) P + [ f(2)[P) < 2P| f ()P

e applicando il teorema della convergenza dominata sulla successione (|s, — f|P)nen si ottiene
che |[sp, — fllrp() — 0. O

Lemma 10.3 (di Urysohn). Sia X uno spazio localmente compatto e Ty. Allora per ogni
K C X compatto e per ogni A C X aperto esiste fo € C(X) tale che
(1) fo:X —1[0,1]
(2) f=1suK
(3) supp f € A.
In particolare fy € Co(X) :={f : X = R: supp fé compatto} e
1 sexeK

fo(2) ::{ 0 sexéd A
Lemma 10.4. Per ogni Q C R™ lo spazio C.(£) é denso in LP(§2) per 1 < p < oo.

Proof. Step 1 Proviamo che V E C Q misurabile e limitato e per ogni € > 0 esiste fo € C.(Q2)
tale che ||[xg — follrr(o) <€

Infatti sia £ C € misurabile e limitato ed € > 0. Allora esistono K, A C RY tali che K &
compatto, A aperto e [A\ E| < €P. Per il lemma di Urysohn esiste fy € C(X) tale che

(1) fo: X —[0,1]

(2) f=1su K

(3) supp f C A.
In particolare

ME—Mﬁzéhﬂ@—E@WM+AWWH@—EWWW+AMRMM—E@WM

[ o)~ folw)Pde < 4\ K| <
A\K

Step 2 Proviamo che V E C 2 tale che xg € LP(2) e per ogni € > 0 esiste fy € C.(2) tale
che |[xg — follr) <€

Infatti osserviamo che xg € LP(2) se e solo se E ¢ un insieme misurabile con |E| < +o0.
Poiché |E| = lim,_,o |[ENB,| dove B, ¢ la palla di centro 0 e raggio r segue che se xg € LP(2)
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allora esiste 7 > 0 tale che [\ EN B,| < (§)P. Dallo step precedente applicato all'insieme
E N B, segue che esiste fo € C.(2) tale che |[xgnB, — fol|p < §. In particolare

lIxE — follze() = lIXE — XEnB, 2P () + [IXENB, — follLr()

€ 1 €
= |Ixe\(EnB) |l Lr(0) + 3= |[E\ ENB,|r + 5 <€

Step 3 Proviamo che per ogni f € LP(Q2), f : @ — [0,400] e per ogni € > 0 esiste
fo € Ce(Q2) tale che |[f — follzr() < €.

Infatti grazie al Lemma 10.2 esiste s : 2 — R funzione semplice tale che || f —s||1r(q) < §-
Supponiamo s(x) := Zle cj€p,;(x) per ogni x € Q con E; C  sottoinsieme misurabile per
ogni j € {1,--- ,k}. Sia C := 25:1 lcj|. Applicando lo step 2 alle funzioni xg, per ogni

J €{1,--- ,k} si ha che esiste f; € Cc(Q) tale che ||xg; — fjllzr(Q) < 3. Definita

k

fo(m) ==Y eifi(x)

J=1

vale che fy € C.(Q) e
.k
1 = Follzro) < [If = sllzri@) + s = follr) < 5 + > leilll(fs = xg llve) <€
j=

Step 4 Per ogni f € LP(2) vale che f* = fVvO0e f~ = (—f) V0 sono non negative,
appartengono a LP(f2) e sono tali che f = f* — f~. Per lo step 3 per ogni € > 0 esistono
fos fo € C(Q) tali che ||fT — ff e < § e |lf™ — folle) < §- In particolare posta
fo:=fif — fy vale che fo € Ce(Q) e ||f — follr) <€ O

Proof. (del Teorema 10.1). Step 1 Proviamo che LP(R”) & separabile. Sia

N

R = {[J(ai,b:) : ai <bi,a;,b; € Q}

i=1

€ = spang{xr: R € R}.

Proviamo che I'insieme numerabile £ ¢ denso in LP(RY). Infatti sia f € LP(R"Y) ed € > 0.
Per il Lemma 10.4 esiste fy € C.(RY) tale che ||f — follzr) < §. Sia R € R tale che
suppfo C R. Per il teorema di Heine-Cantor la funzione fy ¢ uniformemente continua su R
e quindi per ogni ¢y > 0 (da scegliere dopo) esiste § > 0 tale che se x,y € R sono tali che
|z —y| < § allora |fo(z) — fo(y)| < €0 Dividiamo R in tanti cubetti aperti (Q;)ie1,2,... ,ay di
diametro minore di § (basta tracciare degli opportuni iperpiani paralleli agli assi e a distanza

0 <l < \/LN I'uno dall’altro in modo che le diagonali dei cubetti che si formano abbiano

lunghezza d = v/NI < §. Il numero M di cubetti dipende da &, N e dalle lunghezze dei lati
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di R). Osserviamo che \R\Uf\il Q;| = 0. Per ogni i € {1,2,---, M} sia (p},), C Q tale che

lim,,,~ p}, = infy, f e sia

o= { 1 5220

0 altrimenti -

Scelto ng € N tale che |pi, —infg, fo| < €0 per ogni n > ng e per ogni i € {1,2,---, M} segue
che
[fo = fallpee(r) = esssup|fo(z) — fa(x)| =  sup  esssup|fo(z) — py|
ZER i€{1,2,- , M} z€Q;

< sup sup |fo(x) —inf fol +  sup |inffo - p}
i€{1,2, M} z€Q; Qi ie{1,2,, M} Qi

< sup sup |fo(z) —inf fo| + €o.
ie{1,2, M} z€Q; Qi

Poiché per ogni ¢ e per ogni z,y € Q; vale che |z — y| < § allora

[fo(z) = fo(y)] < eo.

Passando all’inf rispetto a y € Q); si ottiene che per ogni x € @Q);
| foz) — icrgl_ffo\ < €o.
In particolare segue che

sup  sup |fo(x) —inf fo| < eg Vn > ng
i€{1,2, M} z€Q; Qi

da cui || fo — anLoo(R) < 2¢p e quindi
_ ~ 1
[ fo = fallLe@ny = |[fo — fulloe(ry < 2€0|R|P.
1
Scelto €p > 0 tale che 2¢g|R|» < § si ottiene che

1 = Falloeny < N1f = foll oy + |1.fo = Fall Loy < e.

Step 2 Poiché I'applicazione I : LP(Q2) — LP(R™) che ad ogni f € LP(Q) associa

0 altrimenti

(If)(x) ::{ f(xz) sexeQ

¢ un’isometria e poiché I(LP(2)) & separabile in quanto sottoinsieme di uno spazio separabile,

si ottiene che LP(Q)) & separabile.

O
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11. CENNI DI TEORIA DELLA DISTRIBUZIONI

Vedere la dispensa della Prof.ssa Zanghirati. Esattamente:

(1) Paragrafo 2: Definizione 2.1.1. Osservazione 2.1.2. Proposizione 2.1.4. Lo spazio
D non ¢ metrizzabile (senza dimostrazione) Definizione 2.1.6. ed esempi dopo. Os-
servazione 2.1.7. Teorema 2.1.8. ”Conseguenze” (pag 34). Per la dimostrazione che
la 6 non & una funzione vedete gli appunti. Teorema 2.2.8 (Caratterizzazione dei
funzionali in D’) senza dimostrazione.
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12. Immersioni di Sobolev

Per una definizione sugli spazi di Sobolev in dimensione N = 1 vedere sul Brezis il capitolo
8 (paragrafo 2), mentre in dimensione N > 2 vedere capitolo 9 (paragrafo 2). Per le principali
proprieta’ degli spazi di Sobolev (completezza, riflessivita’ e separabilita’) vedere Proposizione
8.1 e Proposizion 9.1.

Estendiamo ora il teorema fondamentale del calcolo integrale alle funzioni di Sobolev:

Teorema 12.1. Sia g € WP(I) con 1 < p < +oo, I aperto limitato o non limitato. Allora
esiste g € C(I) tale che g =g q.o. in 1 e

y
i) -5 = [ g0
x
Per la dimostrazione premettiamo il seguente lemma:

Lemma 12.2. Sm g e L} (I).

) Se [;g(t)y'(t)dt =0 per ogni w € CY(I) allora esiste C € R tale che g = C q.0. in I:
( ) Sia xo EI e sia f(x f g(t)dt. Allora f € C(I) e per ogni 1) € CH(I)

/ fow' e =~ [ g
I I

Proof. (del Teorema 12 1) Sia g € I e sia f(z f g'(t)dt. Per la parte (2) del lemma
sopra vale che f € C(I) e per ogni ¢ € C}(I)

/ 0 /] ¢ (O ()t = /I g(8) ().

In particolare per ogni ¢ € C(I)

(senza dimostrazione)

/ ((t) — g()/(t)dt = 0

I
e per la parte (1) del lemma sopra segue che esiste una costante tale che f — g =C q.0.. O

Teorema 12.3 (Disuguaglianze di Sobolev in W'?(I), N = 1). Sia I intervallo aperto
qualunque di R e 1 < p < 4o00. Allora

(1)
WhP(I) C L°°(I)
con inclusione continua. Piu’ precisamente esiste una costante C = C(I) tale che
(12.1) 1fllzoery < Cllfllwroy  Vf € WH(I);
(2) se I & limitato e 1 < p < 400 allora
wl(r) c c(I)

con inclusione compatta,
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(3) se I ¢é limitato e p =1 allora per ogni 1 < q < +00 vale che
WhP(I) ¢ LY(I)
con inclusione compatta.

Dimostrazione. Vediamo solo il caso (2). Sia (fn)n € WP(I) tale che || follwroy < 1

per ogni n € N. Proviamo che esiste una sottosuccessione convergente uniformente su 1.
Grazie al Teorema 12.1 e applicando la disuguaglianza di Holder, si ha che

1 1
[fn(@) = fn@)] < Jz =yl || £ull oy < Cla = yl7 | ol Loy

per ogni z,y € I e per ogni n € N, ossia (f,), & equicontinua su I. Inoltre dalla (12.1) si ha
che

[ fnllLeo@) < C
per ogni n € N. Quindi la successione (fy,), verifica le ipotesi del teorema di Ascoli-Arzeld.
Pertanto ammette una sottosuccessione convergente uniformente su Q. O

Teorema 12.4 (Caso Q =RY). Sia N >2,1<p < +oo. Allora

(1) (Disuguaglianza di Sobolev-Gagliardo-Niremberg)
Se 1 <p < N allora posto ]% = % — % vale che

whr(RY) c 1P (RY)

p(N-1)
P+N

con inclusione continua. Piu’ precisamente esiste una costante C = C(p, N) =
tale che

(12.2) 1fllze* @y < ClIDfl o@ny  Vf € WHRY);
(2) Se p= N allora per ogni N < q < +o0
WhP(RY) c LIRY)

con inclusione continua;
(3) (Disuguaglianza di Morrey) se p > N allora, posto a = 1 — %, esistono Cq =

Ci(p, N) >0 e Cy = Cy(p, N) > 0 tali che per ogni f € WIP(RY)
(12.3) 1l oo vy < Chllfllwro vy

(12.4) [f(2) = F)l < Cllz = ylI*[[Dfl] o (rvy
g.o. z,y € RV,
Vediamo ora le disuguaglianze di Sobolev in WO1 P(Q).

Definizione 12.5. Sia Q C RY un aperto. Per ogni 1 < p < 4oo definiamo Wol’p(Q) la
chiusura del sottospazio CZ°(S2) rispetto la norma || - [|ly1.p(q)-

Teorema 12.6 (Disuguaglianze di Sobolev in Wol’p(Q)). SiaN >2,1<p< +oo. Allora
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(1) Se 1 <p < N allora posto z% = % — % vale che

WoP(Q) € L7 ()
con inclusione continua. Piu’ precisamente esiste una costante C(= C(p,N) =
%) tale che
(12.5) £l () < ClIDf oy VI € WaP(Q);
(2) Se p= N allora per ogni N < q < +00
WoP(Q) € L4(9)

con inclusione continua;
(3) se p> N allora, posto o =1 — %, esistono C1 = Ci(p,N) >0 e Cy = Ca(p,N) > 0

tali che Vf € WyP()
(12.6) [z @) < Cullfllwrri)

(12.7) [f(2) = f)] < Collz = yl[*[[Df|| e o)
g.o. T,y € Q.
Osservazione 12.7. Dalle immersioni di Sobolev segue che
(1) se 1 <p < N allora p* = A’;—J_Vp > p e dalle disuguaglianza di interpolazione segue che
WhP(RY) ¢ LI(RY)
per ogni p < ¢ < p*;

(2) se © e un aperto limitato e se 1 < p < N, allora
Wo"(Q) € L9(Q)
per ogni 1 < g < p*; mentre se p =N
Wo"(Q) € L9(Q)

per ogni 1 < g < +o0;
(3) se p > N segue che ogni funzione f € WIP(RY) (o0 in VVO1 P(Q2)) ha un rappresentante
continuo. Infatti sia

D:={zxeQ: (12.7) vale q.o. y € Q}.

Essendo ©\ D di misura nulla, si ha che D ¢ denso in §2. Quindi ¢ possibile estendere
f in modo continuo su tutto 2.

Corollario 12.8 (Disuguaglianza di Poincaré). Sia Q C RY aperto limitato. Allora per
ogni 1 < p < 400 esiste C = C(p, N,Q) tale che

e < ClD e

per ogni f € Wol’p(Q). In particolare su Wol’p(Q) la norma || fllwirq) € equivalente alla
norma ||Df|[ 1 (o)-
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Definizione 12.9. Siano E, F due spazi di Banach e sia T : E — F un operatore lineare e
continuo. Si dice che T' é compatto se T(Bg) ¢ relativamente (fortemente) compatta in F
dove Bg ¢ la palla unitaria chiusa di E.

Se T : E — F & un operatore compatto e (x,,), C F ¢ limitata in E allora (T'z,,), ammette
una sottosuccessione fortemente convergente in F. In particolare

Proposizione 12.10. Sia T : E — F un operatore compatto. Allora per ogni xg, (zn)n C E,
se (xn)n C E converge debolmente a xo in E allora (Txy,), converge fortemente a Txzq in F'.

Teorema 12.11. Sia N > 2, Q c RY aperto, 1 < p < +oo. Allora
(1) Se1l <p < N allora per ogni 1 < q < p* vale che Wol’p(Q) C L1(Q2) con immersione
compatia;
(2) se p = N allora per ogni N < q < +00 vale che Wol’p(Q) C LY(Q) con immersione
compatta;
(3) sep> N allora
We(Q) € C(9)

con immersione compatta.



