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Svolgere, alternativamente, una sola delle seguenti tre sezioni di esercizi.

Sezione 1: esercizi per la prova totale

1) Dire per quali x € R vale la disuguaglianza:
Vir+5—22 <z —2.

2) Sia dato 'insieme A = {\/n2 —3n+4 —n ‘ neN= {1,2,...}}. Trovare inf(A) e sup(A) e dire se

sono, rispettivamente, min(A) e max(A).

3) Studiare la seguente funzione
f@) = (z+1)[e" — 1

determinando tutte le proprieta (esistenza, segno, crescenza/decrescenza, convessita/concavita, ... ), fino
a disegnarne il grafico.

4) Calcolare i seguenti integrali, esplicitando tutti i passaggi:
(a) /e_r sin(z) cos(x)dz (b) ———dz

5) Risolvere la seguente equazione differenziale:
Y (x) + 2y (x) + 3y(z) = 3e™* sin(2z)

6) Risolvere il seguente problema ai valori iniziali:
arctan(z)y'(z)
(14 22)-t
1

y(V3) = ﬂ(ln@r/s))l/z

+3y%(z) =0

Sezione 2: recupero del primo modulo
*) Svolgere gli esercizi 1 e 2.
7) Calcolare i seguenti limiti:

. n+ \3/77 " . 3z +4 2 T
(@) lim, <n+4> 0 Jim ey (et + )

8) Data la funzione
z—1
J(@) = 22 +2r+1

mostrare se ¢ iniettiva o meno e determinarne I'immagine f(A).

con reA=R\{-1}

Sezione 3: recupero del secondo modulo
*) Svolgere gli esercizi da 3 a 6.

9) Calcolare il seguente limite:
x — arcsin(x)
lim — .
2—0 sin(z) In(1 + 322)




Soluzioni e commenti

Per brevita, a differenza di quanto fatto per le prove parziali, nel seguito sono riportate le soluzioni
degli esercizi del compito includendo solo quei commenti che risultino fondamentali per la comprensione
della soluzione. Qualora uno stesso esercizio possa eventualmente essere risolto in pitt modi, in generale
descritto un solo modo di soluzione. Si invitano gli studenti a contattare i docenti per eventuali dubbi o
chiarimenti.

Esercizio 1

Imponendo la condizione di non negativita del radicando po(x) = —x2 4 4z + 5 si ha:
-2+ 9
A=4+5=9>0 = x1,2:f=2$3 = x1=-1, 29=5
-1 5 )
———t++++tt+t+++ - — dz+5—x

dr+5—22>0 & —1<zx<5

- ST+ -2

Dobbiamo quindi studiare la disequazione solo nell’intervallo [—1,5]. Notiamo subito che z—2 < 0 & = < 2;
inoltre per x = 2 il membro sinistro ¢ strettamente positivo (2 non & uno zero del polinomio radicando
p2(x)). Quindi nell’intervallo [—1,2] la disuguaglianza non & verificata perche il membro sinistro & non
negativo, mentre il membro destro ¢ non positivo e gli zeri non coincidono. Rimane dunque da studiare la
disuguaglianza solo nell’intervallo |2, 5]: poiché in questo intervallo entrambi i membri sono positivi, & lecito
elevare al quadrato:

per z €]2,5]: Vdr+5—12 <z-24r+5-2><(r-2)% =222 -8 —-1>0
A=164+2=18>0 = 2, =2-3/V2 ~ —0.12132 <0, 2o =2+ 3/V2 ~ 4.1213 > 0
= x1 ¢ 12,5, x2 € ]2,5]
T1 T2 )
202 -8 —1>0 & z<um oppure x > x3 +++%___T___{H‘++ 27— 8 =1
2 5

Dunque, dovendo considerare |2,5] N {x > x2}, con zo < 5, si conclude che la disuguaglianza ¢ verificata
solo nell’intervallo |x2, 5].

Esercizio 2

Consideriamo il radicando e verifichiamo che sia non negativo: per questo studiamo il segno del polinomio
di secondo grado pa(z) = 22 — 3z + 4:

A=9-16=-7<0 = pzr)>0VzcR = n?>—3n+4>0V¥ncN.

Notiamo che per n = 1 la funzione f(n) = v/nZ — 3n + 4 —n assume valore f(1) = v/2' — 1 ~ 0.4142, quindi
certamente inf(A) < f(1) < sup(A4). Determiniamo ’estremo superiore 5 = sup(A), che possiamo dunque
supporre positivo: dalla condizione che § sia maggiorante si ha

vVn2—-3n+4 —-n<pBvneN & Vn2-3n+4<pB+nvVneN

e siccome ambo i membri dell’ultima disequazione sono positivi, possiamo elevare al quadrato:
n?—3n+4<n’+28n+p2V¥neN < (3+28)n>4-p3*VneN.

Siccome questa disuguaglianza deve valere Vn € N, deve valere in particolare per n = 1, quindi per essere
maggiorante 3 deve soddisfare la condizione 3 + 23 > 4 — 32, da cui

3428248 & @B)=5+28-1>0
A=1 + 1=2>0 = El/BlaBQ S Ra Bl # 527 tali che QZ(Bl) =0= q2(/82)5
con B =-1-v2'<0, Bo=-1+v2">0, e q(B)>0« B<p oppure > B



Poiche 81 < 0 ed f(1) > 0, il valore 1 e tutti gli altri valori negativi non sono accettabili come estremo
superiore. Dunque sup(A) = [2 (¢ il piu piccolo dei maggioranti) e poiche S = f(1), & anche sup(A) =
max(A).

Determiniamo Pestremo inferiore ov = inf(A). Si nota subito che f(2) = v2' — 2 ~ —0.5858 < 0, quindi
certamente o < 0. Osserviamo inoltre che f(n) > 0 < vn? —3n+4 > n da cui, essendo non negativi
entrambi i membri della disuguaglianza, elevando al quadrato si ha f(n) > 0 n? —3n+4 >n? & n <
4/3 < 2. Pertanto, f(1) € I'unico elemento non negativo dell’insieme A e f(n) < 0 Vn > 2. Nella condizione
che « sia un minorante di A, cio¢ f(n) > a Vn € N, possiamo considerare n > 1, cosi che entrambi i membri
della disequazione sono negativi. Dobbiamo quindi considerare i loro moduli prima di elevare al quadrato:

per n > 1, ’\/n2—3n+4 —n}:n—\/n2—3n+4 e |a] = —a. Allora, per n > 1

Vn?=3n+4 -n>a & |Vn2-3n+4 -n|<|a] & n-Vn?P-3n+4<-a
—Vn2=3n+4 <—-(n+a) & Vn?-3n+4>n+a

che ¢ la stessa disequazione che si ¢ trovata in precedenza per 3, ma questa volta dovremo considerare
esclusivamente valori negativi per a. Procedendo nello stesso modo visto sopra, si trova

n?—3n+4>n’4+2an+a’>VneN & (3+2a)n§4—a2Vn€N
e poiche la disuguaglianza deve valere Vn € N, il coefficiente di n dev’essere non positivo, quindi
3+2a<0 & «a<-3/2

Pertanto, @« = —3/2 = inf(A) perche ¢ il massimo dei minoranti. Per vedere se ¢ anche minimo, dobbiamo
vedere se ¢ un valore assunto da f(n) per qualche n € N. Si ha, ricordando che n > a Vn € N,

3 3 9 9
fm)=ae Vn2-3n+4 —n=--oVn2-3n+4d=n—-en’-3n+4=n>-3n+-4="

2 2 4 4
che ¢ falso. Quindi An € N tale che f(n) = a, pertanto inf(A) non ¢ min(A).

Esercizio 3

Il campo di esistenza ¢ tutto R, inoltre f(z) > 0 per x > —1e f(—1) =0 = f(0). Si ha

(x+1)(e"—1) perz >0

e —1>0 per z>0 = T) =
=0 P - /@) {(;U—l—l)(l—ex) per x < 0

1
lim M = lim rtl (1 — e ) =1 = esiste un asintoto obliquo a —oo parallelo a y = x

lim f(z) —z= lim z+1-e"(x+1)—2=1 = y=ux+1 ¢ asintoto obliquo per f(z)

Tr——00 Tr—r—00
f(z) . T +1

lim ~—~% = lim
r——+00 I Tr—+00 €T

(ex - 1) = 400 = non esiste asintoto obliquo a +oo

Studiamo la derivata prima:

f'(x)=]e" = 1| + (x +1)(e” — 1) sgn(e” — 1) = f(z) € non derivabile in x =0
v 2) -1 >0
:sgn(ex—l)(e”—l—i-e“’(x—i-l)): e +2) per &
l1—e(x+2) perz<0
lim f(z) = lim 1—e®(z+2) = —1, lim f/(z) = lim e%(z+2) —1=+1.
S S = g 1) i ) = g, o)

Per z >0 ¢
fllx)>0 & e (x+2)-1>0 & x+2>e".



//2 1al0o 1 2 3 4

Figura 1: rappresentazione grafica dell’intersezione della retta y = x -+ 2 con ’esponenziale negativa y = e~ *.

Osserviamo che y = x + 2 ¢ la retta parallela alla bisettrice primo-terzo quadrante che passa per i punti
(—2,0) e (0,2): essa ¢ monotona strettamente crescente e per x > 0 ¢ y > 2. Osserviamo anche che y =e ™ ¢
I’esponenziale negativa di base naturale: essa ¢ monotona strettamente decrescente e per x > 0e 0 <y < 1.
Dunque f'(z) >0 Vz > 0.

Per x < 0 la condizione f'(z) > 0 diventa = + 2 < e™®. Si vede subito graficamente (fig. 1) che la
retta y = x + 2 interseca il grafico della funzione y = ™% in un punto « €]—1,0[, cioe Ja €]—1,0[ tale che
a+ 2 = e . Per le proprieta di monotonia della retta e dell’esponenziale negativa, il punto « e 1'unico
punto d’intersezione dei grafici di queste due funzioni. Dunque per = < 0 si ha

r+2<e®perz<a = fl(z)>0Vr<a
r+2>e perz>a = fl(z)<Opera<z<0

r+2=e"perzr=a = f(z)=0inz=a =« & punto critico

Si conclude quindi che (fig. 2a)

perz>0: f'(z)> = f(z) e crescente in [0, +00]
perz<0: f'(zr)>0perz<a = f(x)eécrescente per x < «
fl(x) <Opera<ax<0 = f(x) e decrescente per x €|a, 0]
f'(a)=0 =« & punto di massimo relativo con f(a) > 1
e

(per  =0: f(x)e decrescente in ]or,0[ e crescente per x >0 =z =0 ¢ punto di minimo relativo

Studiamo la derivata seconda:

() = e(z+2)+e” =e"(x+3) perz>0 = f’(z)>0VxeR"
—eP(r+2)—e*=—e"(x+3) perx<0

Perz<0e f'(2) >0 2+3<0<2< -3e f’(—=3) =0. Siconclude quindi che f(z) ¢ convessa

per z < =3 ex > 0, f(x) & concava per —3 < z < 0 (fig. 2b) e x = —3 & punto di flesso con tangente

avente coefficiente angolare f/(—3) =1 —e 3(=3 +2) = 1 + e 3 ~ 1.05 e valore della funzione f(—3) =

(=3+1)(1 —e?) = —1.90.

« 0 -3 0
ottt |————|++++++++ [@) R |+ +++++++ (@)
2N f f(x) u N | U f(z)
(a) Segno di f'(x) e crescenza di f(x). (b) Segno di f”(x) e convessita di f(x).

Figura 2: determinazione degli intervalli di crescenza/decrescenza e convessita/concavita di f(x).



Figura 3: grafico della funzione dell’esercizio 3. Sono evidenziati il flesso A ed il punto di intersezione B
dell’asintoto obliquo y = x 4+ 1 con il ramo della funzione sul semiasse positivo delle ascisse. La retta r ¢
la tangente al punto di flesso A. Sono evidenziate anche le tangenti sinistra e destra al grafico di f(z) in
x = 0, punto in cui la funzione ¢ non derivabile (x = 0 ¢ un punto spigoloso).

Per terminare, possiamo considerare le intersezioni della funzione f(z) con ’asintoto obliquo:

perz <0: f(z)=az+1& (x+1)(1-e")=x+1< z=-1 (percht ” < 1Vz <0)
perz>0: flz)=z+1e@+1)("—1)=z+1& (z+1)(e"—-2)=0
Se=2&1r=1In(2) =5~0.69 con f(8)~ 1.69.

11 grafico qualitativo della funzione f(z) € mostrato in figura 3.

Esercizio 4a

Utilizzando la relazione sin(2x) = 2sin(x) cos(x) e integrando due volte per parti si ottiene:

1 1
/e"” sin(x) cos(x)dx = 5 /e‘r sin(2z)dz = —567@” sin(2x) + /ex cos(2z)dx

1
= —ie_z sin(2z) — e cos(2z) — 2 /e_x sin(2z)dz

1 1
= Z/e_x sin(2z)dz = —e™* (2 sin(2z) + cos(2x)> = /e_x sin(2z)dz = —ge_r (sin(2z) + 2 cos(2x))

= /ex sin(x) cos(x)dx = —%ef‘r (sin(2z) + 2 cos(2z))

Esercizio 4b

Utilizziamo la sostituzione x = 2sin(¢), da cui dz = 2cos(t)dt, t; = arcsin(1/2) = 7/6 e ta = arcsin(1) =
/2

/2
1/ _ 2 1/ 1 — sin? 9 2(¢
A 2 cos(t #() 2 cos(t)dt
4sin?( 4 sin”(t)
/6

Ora per t € [7r/6 /2] & cos(t) > 0 dunque V/cos2(t)" = | cos(t)| = cos(t). Allora si ottiene

w/2 ) w/2
\/ 2(t t
cos #)dt = o5 gy~ | cot2(tyar
Sln

)
6 sin®(t) 6




e si ricava immediatamente dalle tavole che, poiche [sin™?(t)dt = [(1 + cot?(t))dt = ¢ + [cot?(t)dt =
— cot(t), una primitiva di cot?(z) & — (¢ + cot(t)), da cui

/2
/ cot?(t)dt = {—(t—i—cot(t))]:jz =— (g + cot (g) - % — cot (%)) =— (g - % - \/?7> = V3 -
/

/6

wl

Alternativamente, integrando per parti si ha

/2 w/2
cos(t) B 1 /2 sin(t) . /2
[ sin2(1) cos(t)dt = [ Sn () cos(t)] o - / sn(?) dt = [— cot(t) — t} o

/6 /6

da cui si perviene allo stesso risultato di prima.

Esercizio 5

Si tratta di un’equazione del second’ordine, lineare, a coefficienti costanti, non omogenea. Esaminiamo il
polinomio associato:

PN =XMN4+21+3 A=1-3=-2<0 = MNo=-1+ivV2=a+ibcona=—1, b==+V2,

11 termine non omogeneo dell’equazione ¢ del tipo Q(x)e** sin(fSz) con Q(x) = 3 polinomio costante di grado
zero, & = —1 e B = 2. Poiche a4+ iff = —1 +2i # —1+iv/2 = a +ib, ¢ P(a +if) # 0 e dunque si cerca
una soluzione particolare del tipo

y(x) = Ae”* cos(2x) + Be “sin(2z) =e™° (A cos(2z) + B sin(2x)) con A, B € R.
Calcoliamo le derivate:
7(x)=e" <— (A cos(2z) + B sin(2x)) + (—2A cos(2x) + 2B sin(2w))>

—x

( —A+2B)cos(2x) + (—2A — B) sin(2m))
( —A+2B)cos(2x) — (—2A — B)sin(2z) + (—2)(—A + 2B) sin(2z) + 2(—2A — B) Cos(2x))

—3A —4B)cos(2x) + (4A — 3B) sin(2x)>
Allora
' (@) + 29 (x) + 3y(x) =

= <(—3A ~ 4B) cos(20) + (44 — 3B) sin(2x) + 2((~A + 2B) cos(20) + (~24 — B)sin(20))

3 (A cos(2z) + B sin(2m))>
=e " ((—3A —4B —2A+ 4B+ 3A)cos(2x) + (4A—3B —4A - 2B + 3B) sin(2az)>
=e 7 (—QA cos(2z) — 2B sin(2:v)) .
Dunque

—2A=0 A=0
{ = y(x) = —§e_z sin(2x) .

—z (—2A cos(2z) — 2B sin(2x)) = 3e "sin(22) & { 0B — 3 & B—_3/2 5

In aggiunta alla soluzione particolare y(z), poiche le soluzioni dell’equazione omogenea associata sono
y1(x) = e sin(br) = e * sin(ﬁx) e yo(x) =e"cos(bx) =e” COS(\/?&U) ,

I'integrale generale dell’equazione data si scrive come

y () =y(x) + ay(z) + coye(z) =7 (_3 sin(2z) + ¢ sin(\/?:b) +c2 cos(ﬂx)) con c1,c2 € R



Esercizio 6

Supponiamo y(x) # 0 e riscriviamo diversamente I’equazione:
arctan(x)y'(z) 3 , y3(x) y'(x) -3
(1+22)~1 3y (@) y (o) arctan(x)(1 + x?) y3(x)  arctan(x)(1 + x?)

Si tratta quindi di un’equazione del prim’ordine a variabili separabili. Integrando ambo i membri si ha

_ / 1 1
/y 3(x)y (x)dx = -3 arctan(z)(1 £ 27) dz & —5Y 2(x) = —3ln<] arctan(m)\) +c¢ conceR
~1/2
I 1 = ly(o)| = (61 arctana)]) + )

6 ln<| arctan(z) |> +c

dove nell’'ultima riga si sono supposti  # 0 (cosi che arctan(xz) # 0) e il radicando positivo. Essendo il
reciproco di una radice quadrata, la funzione y(x) deve essere non negativa, cioé |y(z)| = y(x). Imponendo
la condizione iniziale, poiche arctan(\/?T ) =7/3, si ha

W(V3) = (om(r/3)+) = T (mmrm) = e=o,

Avendo determinato il valore della costante ¢, si pud notare che la condizione di positivita del radicando
equivale a richiedere che

61n(| arctan(x)|> >0 = |arctan(z)|>1 = arctan(z) < —1 oppure arctan(z)>1

= x<-—7m/4 oppure z>m7/4

ed essendo /3 > 7/4 la condizione iniziale ¢ sensata.

Esercizio 7a

Si ha: L
Loy nt/
I \" 1\” (1 )
n 1 14+ —— +
<n+ W) —n < ) \Uttaes) n2f?
4 N A\" 1\" n/4\ 4
n n<1+> <1+> R
n n/4 n/a
e dato che
S a7z R L 72T
si ottiene
nl/S 4

1 n2/3 1 n/4
. _ . L _ 4
nh_)rr;o <<1+n2/3> > +00 e nh_g)lo <<1+ n/4) ) e

da cul si conclude immediatamente che

Esercizio 7b

Si ha che
3z 44 z(3+4/z) 3+4/z

224+ Jr'+1 - 22(1+x-324+1/22)  z(1+2-3/24+1/22)

In(a? +27) =In(27(1 +2%/2%) ) = n(2°) + In(1 + 2%/2") = 2 In(2) + 9; W .



Ora, dato che

3+4/x (3+4/z)In(2)

In(2) = 3In(2
$(1+$*3/2+1/x2)x n(2) 14+273/24+1/22 e+ n(2)
3+4/x 2? In(1+a%/2%) 3+4/r  x In(1+a%/27)
w(1+2-3/2+1/22) 20 22/2% 142324 1/22 20 220
4 In(1+ z%/2°
im _ 3FAT . g g gy RO
z—400 1 + £—3/2 + 1/3}2 T—+00 2% T—>+00 :CQ/QI
si conclude che 974+ 4

lim ———— In(2? +2%) =3In(2) +3-0- 1 =3In(2).

z—too 22 + /T + 1

Esercizio 8

Vediamo se f(z) ¢ iniettiva: siano z,z € A =R\ {—1}, allora

J@) =16 & =T e o )(P 42+ )= (- D2+ )
& x4 2zt — (24224 1) =222+ 222 42— (22 + 22+ 1)
& xltr-—2-22=2242-2-2
& w2l 2243 -2)=0 & 2ziz—x)+(x—2)(z+2)+3(x—2)=0
& (z—2)(-zz+z+2+3)=0.

Dunque la funzione € non iniettiva, dato che f(x) = f(z) non solo quando = = z, ma anche quando

3+=z
z =

x [e—
Ad esempio, per x =0¢ z=-3e f(0)=—1= f(-3),oppure perz =2 ¢ z=5¢ f(2) =1/9 = f(5). Per
determinare 'immagine f(A) di f ricordiamo che y € f(A) < 3z € A tale che y = f(x). Nel caso in esame
significa

—zrz+r+2=-3 & (l-z)z=—-38+2) < (con z # 1).

r—1

— 2 _ 2 .
= e,y O Y@ HZHl=a-1 & g+ (2y-Drt(y+1)=0.

Y

Studiamo dunque il polinomio di secondo grado in z, p2(z) = yz? + (2y — 1) + (y + 1), imponendo che
ammetta almeno una soluzione:

1
Aly)=2y—1°—dyly+1)=4y* —dy+1—-4y> —dy=-8y+1>0 & y<-—

8
(1-2)~VI=§) _ (1=2%)+T=8y

2y 2y

1
:seyggey#o, r] = sono tali che f(x1) =y = f(x2).

Si vede immediatamente che f(1) =0 e che z = 1 & 'unico punto in cui f si annulla. Inoltre, preso y = 1/8
si ha che z1/3 = (1 —1/4)/(1/4) = 3, cio¢ f(3) = 1/8 e dunque 1/8 ¢ un valore assunto di f. Infine,
osserviamo che comunque si prenda § < 1/8, Jzg € A tale che f(zg) < 3, cioe f(A) & inferiormente non
limitato. Infatti, preso un qualunque 8 < 1/8 si ha:

z—1
_— —1— B(a? 1 — Ba2 _
x2+2x+1<5@$ Bz +2x+1) <0 qs(z)=p2z"+(28—-1z+L+1>0

e affinche questa disequazione ammetta almeno una soluzione reale, imponiamo che il discriminante di gg(x)
sia non negativo:

Algs) = (26— 1) —4B(B+1) =48% 48 +4 45> 48 =4(1-28) >0 1-28> 0 S < 1/2

che ¢ certamente verificata per 8 < 1/8. Quindi, V3 < 1/8 esiste almeno un xg € R tale che f(xg) < f.
Dobbiamo controllare che 23 € A, cioe che non possa accadere che 3 = —1. Le radici di gz(z) sono

—(286—-1)—/4(1 -2 —(26-1)4+ y/4(1 -2
R ) I )




Figura 4: grafico della funzione dell’esercizio 8.

Allora

@126;@2_1@1_25_2 1-28=-28e1-28 =1/2

e1-28=1/4< B=3/8

zp1 = —1

che & impossibile perche per ipotesi 5 < 1/8. D’altra parte

1—28+2V1=2f
2po = —1& B+ 5:_1@1_23+2\/ﬁ:—25@\/1—2 =—1/2

20
che ¢ impossibile perche una radice quadrata ¢ sempre non negativa. Dunque certamente xg # —1, ossia
xg € A, cosa che conferma che f(A) ¢ inferiormente non limitato. Si conclude percio che f(A) = ]—o00,1/8].

L’andamento qualitativo della funzione f(z) ¢ mostrato in fig. 4.

Esercizio 9

11 limite ¢ della forma indeterminata 0/0. Applichiamo la regola di De L’Hopital:

1
1 —_
o — 2
T N S
T = i
In(1 + 322 13,2
cos(x) In(1 + 3x2) + sin(x) 11 322
1 _
) (‘) (1—a2) " (~20)
H .. 2
£ lim ; . 6(1 + 327) — 3627
—sin(z) In(1 + 322) + cos(x) 15322 + cos(x) 11322 + sin(z) (1 o+ 3902)2
| —(1-a?) . fz)
= lim 122 61— 323 o5 g(x)
T— _ ’
- sin(a) (1 +322) + cose) T g o) [

che & ancora del tipo 0/0. Applichiamo nuovamente la regola di De I'Hopital e, per motivi di spazio,
calcoliamo separatamente le derivate del numeratore e del denominatore. Per il numeratore f(x) si ha:

f@) =51 =) (2a%) - (1= = —(1-2%) (322 (10 T +1) ——— -1

x—0



Per il denominatore g(z) si ha:

6 12 12(1 4 32?) — 7227
g (x) = —cos(z) In(1 + 32?) — sin(x) 1 +§x2 — sin(z) T+ ;CxQ + cos(x) ( a +$33€2)2 ’
6(1 — 322 —362(1 — 322)" = 12(1 — 322) (1 + 322)6
+cos($)(7x2+sin(x) it ) ( 43: It ©*)6x
(1+ 322) (1+322)
18 18(1 — 322 —108z(1 — 32?) (1 + 22
= —cos(x) In(1 + 32%) — sin(z) ’ 5 + cos(z) (7362 + sin(x) alt ’ )g + )
L+ 32 (14 322) (14 322)
e dato che
18 —108z(1 — 32%) (1 + 2?
lim cos(x) In(1 4 322) = 0, lim sin(x) - 0, lim sin(x) il z) =) =0
z—0 z—0 1+ 322 z—0 (1 + 3x2)4
18(1 — 3z?
e lim cos(x) (73:2) =18
z—0 (1 + 3z2)
si conclude che lim, o f'(x)/g'(x) = —1/18, che & anche il valore del limite iniziale.

10



