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. Dire per quali z € R vale la diseguaglianza;
Vi+dr —x2 >0 -2

. Calcolare I’estremo superiore e 1’estremo inferiore dell’insieme

z—3
A= —5— 2
{x2_4x+4,x€72,a:7é }

. Studiare la funzione f(z) = e~* — e~3% e disegnarne il grafico.

. Calcolare i seguenti integrali

3 1 ! x
—=d ———d
/2 z (log x)3 “ /0 2241t

. Trovare le soluzioni dell’equazione differenziale y"” + 41 + 3y = sin x.



Correzione

1. Dire per quali x € R vale la diseguaglianza;
Vi+dr —x2 >0 —2

Deve essere 5 + 4x — 2 > 0 ed essendo le radici del polinomio x12 = 2 F 3, deve essere
€ [—1,5]. Osserviamo ora che se z — 2 < 0, ossia se z < 2 la diseguaglianza precedente &
verificata, mentre se x > 2 risulta:

2

Vitdr—a2>r—-2<=544dr—a? >’ —4dx+4<=222—-8x—-1<0
Ora le radici dell’ultimo polinomio di secondo grado sono

4FV16+2  4F3V2
2 o 2

T12 =

Osserviamo infine che 1 < 2 e 2 < x5 < 5. Se ne deduce quindi che la diseguaglianza iniziale

vale se e solo se
4 2
| 237

2. Calcolare l'estremo superiore e ’estremo inferiore dell’insieme

z—3

A=¢———— 2R, 2
{xQ —dz+ 4 " v# }

Ricordiamo che b € R ¢ un maggiorante dell’insieme A se e solo se

r—3

L2 <y 2
TS VrER o #

Osservando che possiamo supporre b > 0 e che 12 — 4z +4 = (v —2)2 >0Vz € R, = # 2,
otteniamo:

r—3 9 9
—_— < -3< —4 4 —(4b+1 4 >
x2_4$+4_b<:>x 3<bax br+4b<=bx*— (4b+1)x+4b+3>0

Siccome si richiede che la diseguaglianza precedente valga Va € R, x # 2, deve essere
0>A(b) =(4b+1)2 —4b(4b+3) = 166> +8b+1— 166> —12b= —4b+ 1
Deve essere quindi b > 1/4. Allora sup A = 1/4. Osserviamo inoltre che 1/4 € A. Infatti

r—3 1 4
7:—<:>1':
2 —4zx+4 4

Possiamo quindi concludere che
1
sup A =max A = 1

Analogamente ricordiamo che d € R & un minorante dell’insieme A se e solo se

z—3
—_—>d 2
o p—— VreR, z+#



Osservando che possiamo supporre d < 0 e che 22 —4x +4 = (z—2)2 >0V € R, = # 2,
otteniamo:

J”7*3zd<:>asfszdsc"’74dsg+4d<:)fdsci’—(4d+1):cf(4b+3)zo
2 —4x+4

Siccome si richiede che la diseguaglianza precedente valga Vx € R, x # 2, deve essere
0>A(d)=(4d+1)> —4d(4d+3) =16d> +8d+1—16d*> — 12 = —4d + 1

Deve essere quindi d > 1/4. Quest’ultima diseguaglianza contrasta con la richiesta iniziale
che fosse d < 0. Possiamo quindi concludere che I'insieme A non ha minoranti e che quindi
inf A = —o0.

. Studiare la funzione f(z) = =% — e~3% e disegnarne il grafico.

La funzione & definita su tutta la retta reale e risulta

lim f(z) =0, lim f(z)= lim e ?%(e?*—1) =400 (0—1)=—00

Tr—+00 T—r—00 T—r—00

Derivando si ottiene
fl(l') _ 767w +3673z _ 67393 (3 o 6721’)

quindi
log 3
Fl@)>0es e <3< 222 =

Z1

Pertanto la funzione f & crescente nell’intervallo (—oo, x1) e decrescente in (x1, +o0). 1l
punto z; € dunque un punto di massimo relativo. Infine

f”(.’);‘) —e % _ 96—390 — e—Sx (e—Qx _ 9)
log 9

Pertanto la funzione f & convessa se e solo se e2® > 9 ossia z > 5— = log 3 = z2 1l grafico
della funzione f risulta pertanto del tipo:




. Calcolare i seguenti integrali

3 1 1 T
—d ————d
/2 z (log x)3 “ /0 22 r1 0t

t

Usando la sostituzione log x = t ossia x = €', si ottiene:

/3 1 d /log 3 et dt /log 3 1 dt t72
—_— €Tr = —_— = _ P —
> z(log x)? log2 €13 og2 1 2

Usando in questo caso la sostituzione 22 = t ossia = = /%, si ottiene:

log 3 B 1 < 1 B 1 )
log 2 2 (log 2)2 (log 3)2

/lxd _ 1\/51t_1/11dt_1 1
o e+ 1T )y Bratr1avi 2y t+02Y T2\ T er)

. Trovare le soluzioni dell’equazione differenziale 3" + 4y’ + 3y = sin z.

Il polinomio associato all’equazione &: A2 + 4\ 4+ 3 = 0 che ha come soluzioni A = —3 e
A = —1. Una soluzione particolare dell’equazione e quindi del tipo:

y(z) = Asinz+ B cos z

Risulta:
y'(r) = A cos x — B sin x

y"(x) = —Asinz — B cos ©

Pertanto
L(y)=sinz(—A—4B+3A)+cosx(—B+4A+3B)

Deve quindi essere

4A+2B=0

dacuiB=-2A4Ae2A+8A=1o0ssia A=1/10e B = -2/10. Pertanto I'integrale generale
dell’equazione ¢ dato da:

{ 2A-4B=1

i 1
y(r) = Ae 3" + Be " + m (sin x — 2 cos x)



