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. Dire per quali z € R vale la diseguaglianza:

T+ 2 rx—1
+ <1
20—1  3z+1

. Sia

A:{n+1—\/m, ne/\/}
Calcolare sup A ed inf A.

. Sia 1
r_
f(x)_x2+6x+9’

Dire se f e iniettiva e calcolarne I'insieme dei volori.

T # —3

. Calcolare i seguenti limiti:

) 3x+1\" log(cos x) . sin(rm x)
lim , im ————————, lim .
z—too \ 31+ 2 e—0 sin(2z) sin(3z)’ @1 x®+at 423 +22 -4




Correzione

1. Dire per quali x € R vale la diseguaglianza:

x+2 n rx—1 <1
2z—-1 3xz+1

Riducendo allo stesso denominatore, si ottiene:

x+2 x—1 (z+2)Bz+1)+(z—-1)2z-1)-2z-1)Bx+1)
be—1  3ar1 =17 2r—1)Bz+1D)

<0

o 2 —bx—4 >0
2z—-1)Bx+1) —

Ora il numeratore si annulla nei punti
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1,2 =

Siccome —1 < z; < —1/3, il segno di numeratore e denominatore ¢ dato dalla seguente
tabella:

+++-—-—-—-=-=— == - - —- + + + Numeratore
T z2
+ + + oo 1+ + + Denominatore

Possiamo quindi concludere che I'insieme A dei punti dove vale la diseguaglianza é:
A= (—o00,21) U (—=1/3,1/2) U [z2, +0)

2. Sia

A:{n—l—l—\/n2+n+3, ne./\/}

Calcolare sup A ed inf A. Ricordiamo che b € R ¢ un maggiorante dell’insieme se e solo se

n+l—vVn24+n+3<b V¥VneN

D’altra parte
n+l—-—vn24+n+3<bent+l->H<yvn24+n+3

E,sen+12>0:

n+l-b<vVnl+n+3<n’+1+b2+2n-2nb—-2b<n’+n+3

e (1-2bn<2b+2— b



Infine, se 1 — 2b = 0, la diseguaglianza precedente diventa 0 < 3 — 1/4. Siccome questa
identita & vera, possiamo concludere che b = 1/2 & un maggiorante dell’insieme A. D’altra
parte, se b < 1/2 ossia se 1 —2b > 0, risulta:

2b+2—b?
n+1—\/n2+n+3§b@n§+7

1—-2b

Possiamo quindi concludere che se b < 1/2 allora b non & maggiormente A, allora sup A = 1/2.
Osserviamo inoltre che 1/2 ¢ A e quindi A non ha massimo.

D’altra parte d € R ¢ un minorante dell’insieme A se e solo se

n+l—vn2+n+3>d YneN

Osserviamo che deve essere d < 1/2, quindi:

n+l—vVn2+n+3>dentl—-d>Vn2+n+3<n’+14+d?+2n—2nd—2d > n’>+n+3

2d+2—d?
(:)(1—2d)n22d+2—d2<:>n2+7
1-2d
Pertanto d ¢ minorante se e solo se
2d+2—d?
12%M@I—2d22d+2—d2@d2—4d—120

Le radici del polinomio di secondo grado trovato sono
dLQ =2F \/5

Possiamo concludere che d & minorante se e solo se d < 2 — /5 = a1, pertanto inf A =
min A = 2 — /5.
. Sia 1
T —
= —3
f(@) 224+ 6x+9’ z 7
Dire se f e iniettiva e calcolarne I'insieme dei volori. Risulta
r—1 y—1
= =
24+6x+9 y2+6y+9

S@-D+6y+9)=(y—-1)*+6y+9) < (x—y)(15—azy+z+y)=0
Possiamo quindi concludere che la funzione f non € iniettiva, infatti se x # y, ma

xr+ 15
rz—1

5—zy+z+y=0 ossia y=

risulta f(x) = f(y). In particolare se x =0, y = —15 e

—16 —16 1

52-6-15+9 15(15—6)+9):_§

fO) =5 f-15)=) =1

Infine risulta

fr)=yeor—-1=y2*+6rxy+9y < yr’*+6y—Daz+9y+1=0



Questa ultima equazione, supposto y # 0 ha soluzioni se e solo se

1
Aly) = (6y—1)2—4y(9y+1) > 0 < 364> —12y+1-361-36y° —4y = —16y+1 >0 =y < T

Siccome f(1) = 0, possiamo concludere che 'insieme dei valori & (—o0,1/16).

. Calcolare i seguenti limiti:

) 3x+1\" ) log(cos x) ) sin(m x)
lim lim —————~— 1 .
z—too \ 31 + 2 =0 sin(2z) sin(3x)’ @1 ad+at4 a3 +22 -4

wan+noo 3xr+2 —1:41)11100 3x+ 2 e

Risulta:

D’altra parte

log(cos x) 5 log(1+ (cos z—1)) cosz—1 2x 3z 1 1
_OSPY) im =
z—0 sin(2z) sin(3x) =0 cos x — 1 x2 sin(2x) sin(3z) 2-3 12

Infine, per il terzo limite, osserviamo che il denominatore e divisibile per = — 1 e risulta
4zt + P+ 22 —4=(x—1)(z* +22° + 32% + 42 + 4). Infatti:

P4t +2t+22+0x—4 ‘x—l

—z5 4+ 2t ‘x4+2x3—|—3x2+4x+4
22t + 23+ 224+ 02— 4
—2x% 4+ 243
323+ 22 4+0x—4
—323 + 322

422 +0x —4

—4x2 44z —4

0

Pertanto

sin(m x) sin(7 x)

Pttt t a2 — 4 el (x—1)(x* 4+ 223 + 322 + 42+ 4)

1 . sin(ma) 1 . sin(my+m) ™
= — lim =—lim —— = ——
142-1 z—1 14 y—0 Y 14



