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1 I NUMERI REALI

L’argomento centrale di questo corso di Istituzioni di Matematica ¢ lo studio delle principali
proprieta dei numeri reali e di alcune proprieta elementari delle funzioni reali di variabile reale.

Seguendo la linea dei piu recenti libri che trattano questo argomento, anche in questo corso,
I'insieme dei numeri reali verra introdotto in via assiomatica. Verra supposto cio¢ che esista un
insieme, che indicheremo con la lettera R e che chiameremo l'insieme dei numeri reali, con tutte
le proprieta che verranno elencate con sufficiente precisione e che sono, in fondo, le proprieta dei
numeri che gia in parte sono note.

La costruzione di R a partire dall’insieme dei numeri razionali, che puo essere fatta in diversi
modi e che forse qualche studente puo aver gia visto nella scuola media superiore, €, in ogni caso,
lunga e laboriosa e richiederebbe troppo tempo. Pertanto in questo corso non verra fatta. Noi
supporremo quindi che i numeri reali esistano. Quello che faremo ora ¢ fare un elenco abbastanza
dettagliato delle loro principali proprieta.

1.1 Le proprieta dei numeri reali

Elencheremo in questo paragrafo le principali proprieta dell’insieme dei numeri reali, suddivi-
dendo tale elenco in tre parti:

i) Proprieta delle operazioni,
ii) Proprieta dell’ordinamento,

iii) Proprieta di completezza.

i) - Proprieta delle operazioni

Sono definite in R due operazioni + (piu ) e - ( per ) che hanno le seguenti proprieta:

a) Proprieta commutativa:

Va,beR a+b=b+a;a-b=b-a ;



b) Proprieta associativa:
VabceR (a+b)+c=a+(b+c); (a-b)-c=a-(b-c) ;
c¢) Proprieta distributiva :

VabceR a-(b+c)=a-b+a-c;

d) Esistenza degli elementi neutri:
esistono in R due numeri 0 e 1 tali che

a+0=a,a-1=a V a€eR ;

e) Esistenza dell’opposto e dell’inverso:

VaeR 3 —a€R taleche a+(—a)=0,
1 1

VaeR a#0 HEER tale che a-— =1 .
a

ii) - Proprieta dell’ordinamento

Esiste in R una relazione di ordine totale che indicheremo con < e chiameremo relazione
di minore o uguale con le seguenti proprieta:

a) Dicotomia:
V a,be Rrisulta 0o a<b o b<a ;

b) Proprieta antisimmetrica:
Va,beR se a<b e b<a = a=0b;
¢) Proprieta transitiva:
VabceR se a<b e b<c = a<c;
d) Legame tra < e + (piu):
VabceRse a<b = a+c<b+c ;
e) Legame tra < e - (per):
Va,b,ceRse a<b e 0<c¢c = a-c<b-c.
iii) - Proprieta di completezza
Siano A e B due sottoinsiemi di R. Diremo che A e B formano una coppia di insiemi

separati se
VacA e Vbe B risulta a<b



La proprieta di completezza di R afferma che se A e B & una coppia di insiemi separati, allora
esiste un numero reale c tale che:

a<c<bVacA e VbeB.

Il numero reale ¢ viene chiamato elemento di separazione tra A e B.
A parole potremo quindi enunciare la proprieta di completezza di R affermando che ogni coppia
di insiemi di numeri reali, che siano separati, ammette un elemento di separazione.

Osservazione Nel seguito useremo anche i simboli
2, <,>

che chiameremo rispettivamente maggiore o uguale, minore e maggiore, intendendo rispetti-
vamente che V a,b € R

a>bsb<a,

a<b&sa<bea#b,

a>bseb<a.

Dalle proprieta delle operazioni e dell’ordinamento che abbiamo appena ricordato, si possono
ricavare tutte le regole del calcolo letterale che verranno usate nella risoluzione degli esercizi.
Alcune tra le piu importanti sono le seguenti:

a) (Legge di cancellazione rispetto alla somma e al prodotto)
VabceRsea+b=a+c =b=c;
VabceR,a#0sea-b=a-¢c =b=c;
b) (Legge di annullamento del prodotto)
Va,beRsea-b=0 =0 a=00 b=0;
¢) (Unicita dell’opposto e dell’inverso di un numero reale)

— L’opposto di un numero reale ¢ unico.

— L’inverso di un numero reale ¢ unico.

d) Va,b € R, risulta:
(—a)-b=—a-b;
(—a)- (<b)=a-b;

e) VaeR:
a>0& —a<0;

1
a>0& —>0;
a
fyVaeR,a#0 = a®> 0;
g)V a,beR =a<bsa—-b<0.

h) (Regola dei segni) V a,b € R, risulta

a>0 a <
a-b>0< {b20 oppure {b§

Sl S|

>
>0 & {Z;g oppure {Z



1.2 Alcuni esercizi

Applichiamo ora le proprieta dell’ordinamento che abbiamo ricordato sopra per studiare alcune
diseguaglianze.
Vogliamo mettere prima in risalto un fatto che puo causare errori negli esercizi e
cioé che I’implicazione
a<b = a-c<b-c

e vera soltanto se 0 <c,mentrese a<b e ¢c<0 = a-c>b-c enon a-c<b-c.

1. Determinare 'insieme:

242
A:{xeR;H>x+2} (1)
z—1
Risulta ) ) )
2 2 — -2 2 — 4
G ST D el ek S s S
r—1 z—1 z—1
Ora l'ultimo quoziente & positivo se e solo se
—x+4>0 ohDUTe —r+4<0
z—1>0 PP z—1<0

ossia se e solo se
<4 oDpUre >4
z>1 PP z <1
Siccome le ultime due richieste sono incompatibili, risulta:
A=14)={zeR; 1<xz<4}.
NOTA BENE Il seguente modo di risolvere questo esercizio ¢ sbagliato.

22 +2
x—1

>Sr+2 e 2242>2242x—2-2 & x<4

Nel primo passaggio ho moltiplicato la disuguaglianza da studiare per x — 1, mantenendo
sempre tra i due membri della disuguaglianza stessa il segno di >, cosa sbagliatase z—1 < 0.

2. Determinare l'insieme:

T z+2
A:{xeR;x—&—l>x—l} (2)
Risulta:
T >x+2®x2—x—x2—2x—x—2>0© —4x—2 0o 2z +1 <OI
xr+1" -1 (x+1)(z—-1) (x+1)(z—-1) (r+1)(x—1)

Studiando separatamente il segno del numeratore e del denominatore, risulta :

- — _ 1—&- + + + + Numeratore

M

+ 4+ + - = — — — — — — + + + Denominatore




Ne deriva che I'insieme A contiene i punti dove il segno di numeratore e denominatore sono
. . . 1
discordi, ossia A = (o0, —1) U (—3,1).

. Determinare l'insieme:

z+1 x+2
A= ER, > 2 3
{m z—1 N x—2 } ®)
Risulta:
z+1 +x+2 59 o +Dz-2)+(z-1)(x+2)—2(x—1)(x—2) 50
r—1 z-2 (x —1)(x —2)
Sviluppando il numeratore, risulta:
2> =2+ —2+42>+20—2—-2—-22°+42+22—-4=6x—38
Si ottiene pertanto:
x+1+x+2>2¢> 6x—8 -0
r—1 x—2 (x —1)(x—2)
Studiando separatamente il segno del numeratore e del denominatore, risulta :
- - - = 4+ + ++ Numeratore
3
+t++ -=-=-=-=-- == + + + Denominatore
1 2

Ne deriva che I'insieme A contiene i punti dove il segno di numeratore e denominatore sono
concordi, ossia A = (1,4/3) U (2, +00).

. Determinare l'insieme:

r+3  x+1
A_{:ceR,x_2§m+2} )
Risulta:
z+3 _z+l  z4+3 z+l
=2 z+2 r—2 x+2
::c2—|—2x+3x+6—(x2—233+$—2): 6z +38 <0
(z —2)(z +2) (x—2)(z+2) ~
Studiando separatamente il segno del numeratore e del denominatore, risulta :
- 4-|- + + + Numeratore
3
+ + + S 2—1— + + Denominatore

Pertanto si ha:



1.3 Esercizi proposti

Determinare:
1.
-3
A= {az eER; < < 3} ,
r+1
2.

4.
D—{xeR, x+3+x+2§2} )
-1 r—2
5. ) A
xr — T+
FE = R
{xe ’ +2_:1c—3}

(La soluzione si trova alla fine del Capitolo)

1.4 Una conseguenza della proprieta di completezza di R: esistenza
della radice quadrata di un numero non negativo

Una conseguenza molto importante della proprieta di completazza di R e 'esistenza della radice
quadrata di ogni numero non negativo. Vale infatti il seguente:

Teorema 1.1 YVaceR a>0 3 unico b€ R b>0 tale che b? = a.
( Questo unico b > 0 verra indicato col simbolo /a e chiamato la radice quadrata di a).

Dimostrazione Supponiamo a > 0. Indichiamo con:
A:{mER;x>O, nga}

B:{yER;y>0,a§y2}
Verifichiamo che A e B sono separati. Infatti:
sex €A eycB= 1*<a<y’® = 2*<y® = (x—y)(z+y) <0.

Siccome x + y > 0, ne deriva che x —y < 0, ossia x < y. FEsiste allora, per la proprieta di
completezza, un numero reale b che separa A e B, cioe tale che:

r<b<y VxecAeVyehB



Verifichiamo che deve essere b = a, ragionando per assurdo.
Primo caso. Supponiamo che sia b?> < a. Se indichiamo con & un numero tra 0 e 1 (0 < ¢ < 1),
abbiamo:

(b4+e)2=b>+2be+e2 <b>+2be+¢

(Abbiamo usato il fatto che se ¢ € (0,1), allora €2 < ¢). Pertanto se € € (0,1) & scelto in modo
tale che b +¢(2b+ 1) < a, ossia se
a — b
< —_
Tt lt2p” (5)

allora risulta (b+¢)? < a (da notare che, siccome stiamo supponendo b? < a, il quoziente a secondo
membro della (5) & positivo ).
Ne deriva quindi che il numero z = b+ ¢ € A, infatti b+¢ > 0 e (b +¢)? < a. Inoltre risulta
x =b+e > b e questo contrasta col fatto che b & elemento di separazione tra A e B, in particolare
col fatto che deve essere xt < bV z € A.
Secondo caso. Supponiamo che sia b > a. Indicando in questo caso con € un numero tra 0 e b,
si avrebbe b—e >0 e

(b—e)> =b*> —2be+e% > b* —2be

Pertanto se € & scelto in modo che b —2be > a, ossia se

2 —a
e 5 (6)

risulta (b — €)? > a ( da notare che anche in questo caso, il secondo membro della (6) ¢ positivo ).
Pertanto il numero y =b—c € Bey=b—¢ < b, contro il fatto che b & elemento di separazione
tra A e B, in particolare col fatto che deve essere b <y V y € B.

Deve quindi essere b? = a.

Verificare infine, per esercizio, che il numero b > 0 con la proprietd ora trovata (b*> = a) & unico.

Concludiamo questa parte sui numeri reali, ricordando le diseguaglianze di secondo grado.

Diseguaglianze di secondo grado Determinare:
A={reR;az’ +bx+c>0}

dove a,b,c € R sono numeri fissati con a > 0.
Se indichiamo con
A=b>—-4dac,

allora:
i) se A > 0, posto:

—b—VA b+ VA

S PR 2a
risulta A = (—o0, z1) U (22, +00) ;

ii) se A =0, allora posto

si ottiene A={z € R ; = # 21},



iii) se infine A < 0, si ottiene A = R.

Infatti, completando il quadrato, si ottiene:

b
ar’+br+c=a {szrerc} =a
a a

L b P —dac
"7 24 4a?

=a

Si ottiene quindi il risultato sopra enunciato.

1.5 Alcuni altri esercizi

1. Determinare:

g

(z+1)(z—-3)—(z+2)? = (z+2)(x —3)

1 2
A=dper; tHl_o%
r+2 x—3
Risulta:
x+17x+2 Sle
r+2 x-3 (x4 2)(z

Sviluppando il numeratore, ottengo:

—3)

>0

2 —3r4x—-83-—2—4r—-4—2>4+32—-224+46=—-—2>—-5x—1

e quindi:

2
x+1_z+2>1 ¢ +5x

@_
x+2 x—-37 (x4 2)(z -

Ora il numeratore si annulla nei due punti

xr1 =

Osservando infine che

_ —5-401

2 , T2

T < —2<x9<0

il segno di numeratore e denominatore e dato da:

+4++ - ——— + 4+ ++

Possiamo quindi concludere che

A= [(El, —2) @] [£C273)

+1

<
_3) 0

_ —5+421

2

Numeratore

Denominatore



2. Determinare

A:{xGR; 2x+1§vx2+x+4}

Osserviamo in primo luogo che 22+ 2 +4 >0 V2 € Rechese2x+1 < 0, ossia se x < —%,
la diseguaglianza e verificata. Pertanto

D’altra parte se 2z + 1 > 0, ossia se z > —%, si ha

2Qr+1<vVr2tr+dedl+4r+1<2’+z+4<

=322432-3<0s22+2-1<0

Ora l'ultima diseguaglianza ¢ verificata se

:liizﬁiga:gAZE%;YE.

Tenendo conto che sto supponendo che xz > f% , possiamo concludere che

A= (—00,—1> u l_l “14VE ) (_OO,—H\/E

2 2’ 2 2

3. Determinare
A:{xGR;lfog xf:v2+2}

Osserviamo in primo luogo che deve essere x — 2242 >0 ossia 22 — z — 2 < 0. Pertanto
deve essere x € [—1,2]. Osserviamo ora che, se 1 — 22 < 0 ossia se z > %, la diseguaglianza

¢ verificata e quindi
1
—,2| CA.
(2

D’altra parte se 1 — 2x > 0 ossia se z < %, si ha

1-2z<Vrz—22+2c1—-do+42°<z-2>°+2522—-52—-1<0

Ora l'ultima diseguaglianza e verificata se

<

0 -7 10

Notando infine che
5+43v5 1 5-35
> - e -1,
10 2 10

possiamo concludere che

A =




4. Determinare

A{xER;\/zQ:ngxl}

2

Osserviamo in primo luogo che deve essere 22 —z — 2 > 0 ossia x € (—o0, —1] U [2, +00).
Osserviamo infine che deve essere anche z > 1. Infatti, in caso contrario la diseguaglianza
non e verificata. Con queste limitazioni risulta:

-1 2241
Vi —z—-2< x2 —2-x-2< %@3x2—2x—9§0
Osserviamo infine che le radici dell’ultimo polinomio di secondo grado sono:
1—+v28 1428
= — € = —
3 3

Siccome xo > 2, possiamo concludere che A = [2, z5].

T To

5. Sia A un parametro reale, indichiamo con
Ay={zeR; 2> - 22+ >0}

Determinare Ay al variare di A € R.
Risulta A(A) =4 —4 X e quindi se A > 1, A(X) < 0, ne deriva allora che Ay = R. D’altra
parte se A = 1, la disuguaglianza diventa

2 —2rx+1=(x—-1)?>0
equindi A1 ={x € R, © # 1}. Infine se A <1, A(A\) > 0 e quindi posto
(M) =1=vV1=X | za(A)=14+V1-2A

risulta
Ay = (—00,z1(N)) U (22(N), +00) .

6. Per quali valori di b € R, 'equazione ( nella incognita z ):

x+1 _
24+r+1

ammette almeno una soluzione ?
Ricordando che 22 + 2 +1 > 0V z € R, risulta

z+1

Ora, se b = 0, ’equazione ottenuta non e di secondo grado, ma di primo e diventa: —x—1 = 0,
che ha I'unica soluzione x = —1. Se b # 0, 'equazione ha soluzioni se e solo se

Ab)=(b—1)>—-4b(b—-1)>0
ossia (b—1)(b—1—4b)=(b—1)(—3b—1) > 0. In conclusione

1
A(b)>0<be [—3, 1]
L’equazione iniziale quindi ha almeno una soluzione se e solo se b € [—%, 1].

10



7. Determinare:
A={zeR; 2> —4x+3>0}

Osserviamo che, posto
p(r) =2® —42+3

risulta p(1) = 0. Pertanto il polinomio di terzo grado p(z), per il Teorema di Ruffini, &
divisibile per x — 1. Facendo la divisione, risulta:

34+0z22—4x+3 ‘x—l

—3+ 22 ‘xz—&—x—?)
2?2 —4x+3
—z2 4z
—3x+3
3x—3
0

Possiamo quindi concludere che
23 —4rx+3=(x—1)(a® +z-3)

Studiando il segno dei due fattori, si ottiene:

- — — — 4+ 4+ 4+ + Primo fattore
1
++ 4+ - = - - — + + + Secondo fattore
1 €2

dove

_—1-V13

r1=——"7"7"7"9/JH— € T9g=
2

( Da notare che xo > 1. Infatti

-1+ V13
2

x> 1 >1vV13>3<13>9).

Possiamo quindi concludere che

1.6 Esercizi proposti
Determinare i seguenti insiemi:

1.

A={rer, x+1§2x—3 ’
xr — 2 T+ 2

11



B:{xER; \/(x+1)(2—m)§x—1},

+z+1

C:{xER; po—

>2m—|—1},

p={ser Varae-1 <30

(La soluzione si trova alla fine del Capitolo).

1.7 Particolari sottoinsiemi di R

L’insieme dei numeri reali contiene come sottoinsiemi alcuni altri insiemi numerici che useremo
spesso nel seguito e che quindi vogliamo mettere in risalto.

L’insieme N dei numeri naturali:
N={1,2,3,...}.

L’insieme Z dei numeri interi relativi:

Z={0,+1,£2,43,...}.
L’insieme Q dei numeri razionali:

QZ{Z;pGZ, qu} )

Ricordiamo brevemente che ogni numero razionale si puo rappresentare in infiniti modi come una
frazione, infatti se pg’ =p'q p,p' € Z, q,¢ € N siha

/

p_p
7":7:—/
qa g

E possibile inoltre rappresentare un numero razionale r come frazione % con p e ¢ numeri primi

tra loro, ossia privi di fattori comuni (oltre 1).

E evidente che risulta
NCZcQcCcR

e che l'inclusione ¢ stretta.

Verifichiamo per esempio che Q & un sottoinsieme proprio di R provando che v/2 ¢ Q.
Supponiamo infatti, ragionando per assurdo, che esista un numero razionale r con 2 = 2. Possiamo
rappresentare r come % con p,q € N e p e ¢ primi tra loro. Risulta dunque:

s P’

r :—2:2:>pQ:2q2
q

12



Ne deriva quindi che p? & un numero pari, ma allora anche p ¢ un numero pari, ossia p = 2p’.
Otteniamo allora
p2:4p/2:2q2:>q2:2p/2

Se ne conclude che ¢? & pari e quindi che anche g & pari. Ma se p e ¢ sono entrambi pari non sono
primi tra loro come avevamo supposto all’inizio e questo porta ad una contraddizione .

Esercizio
Verificare che l'insieme Q dei numeri razionali non ha la proprieta di completezza. In particolare
verificare che i due sottoinsiemi di Q:

A={reQ; r>0, r* <2}

B={s€Q; s>0, s*>2}

sono separati, ma non esiste in Q nessun elemento di separazione.
(Suggerimento. Verificare che se esistesse tale elemento di separazione ¢ € Q dovrebbe essere
2=2)

1.8 Estremo superiore ed estremo inferiore di un insieme

Fondamentale in tutto il corso di Istituzioni di Matematica saranno i concetti di estremo supe-
riore ed estremo inferiore di un insieme. Cominciamo col dare alcune definizioni preliminari.

Diremo che m € R ¢ il massimo di un insieme A se
mecAe a<mVacA.
Diremo similmente che m’ € R ¢ il minimo di un insieme A se
meAd e m<aVacA.
Useremo rispettivamente le notazioni
max A e min A

per indicare il massimo e il minimo elemento di A, quando questi numeri esistono.
Da notare il fatto, come vedremo con semplici esempi, che un insieme A pud non avere massimo o
minimo o né massimo e né minimo. Ad esempio:

i) se A=(0,1) ={z € R ;0 <z < 1}, A non ha né massimo né minimo;

i) se
n
A= —— ;neN
n+1

allora m = % ¢ il minimo di A, mentre A non ha massimo (verificare queste affermazioni per

esercizio);
ili) infinese A=[-1,1]={z € R; —1 <z < 1}, allora A ha massimo e minimo e —1 = min A,

1 = max A.

13



Diremo che un numero b € R ¢ un maggiorante di A se

a<b VacA.

Analogamente diremo che un numero d € R ¢ un minorante di A se
d<a VacA.

Se esiste almeno un maggiorante di A, diremo che A & superiormente limitato, mentre se esiste
almeno un minorante di A, diremo che A & inferiormente limitato.

NOTA BENE E interessante notare che, se le proprieta ora definite vengono espresse me-
diante i quantificatori matematici V ed 3, allora la negazione di tali proprieta si puo esprimere
scambiando formalmente i due quatificatori. Infatti

e A ¢ superiormente limitato se dbeRtalecheVac A a<hb.

e A non ¢ superiormente limitatose Vb€ R  Ja € A con a > b.
Analogamente

e b€ R ¢ un maggiorante di Ase Va€ A a<b.

e b € R non ¢ un maggiorante di A se 3 a € A con a > b.

Alcuni esempi

1. Verificare che I'insieme )
A= I czER
224+ x4+ 3
¢ superiormente limitato .

Osserviamo che dalla definizione si ha che 'insieme A ¢ superiormente limitato se 3b € R
tale che

1
P <hvaeRr
¢ +x+3

Osserviamo preliminarmente che, siccome per x = 0 la frazione considerata assume il valore

1/3, se un b con le proprieta richieste esiste deve essere b > 1/3. Risulta, essendo 2% +z+3 >
0 VzeR:

1
ﬁgb@x—l—lgbx2+bx+3b<:>bx2+(b—1):c+3b—120

Pertanto la diseguaglianza di partenza ¢ veraVa € R se e solose A(b) = (b—1)2—4b(3b—1) <
0. Ossiase esolose 1162 —2b—1>0¢ questo vele se e solo se

1+2v3

bzbr=—7;

Allora b & maggiorante l'insieme A se e solo se b > bs.

14



2. Verificare che l'insieme
B:{2\/12+:rfx; T €R, xZO}

non ¢ superiormente limitato.
Sia b € R un numero positivo, allora

WVt tr—r>be2Va2trz >z +b
4@+ ) >2* + 220+ 327 +22-b)x —b* >0
11 delta dell’ultimo polinomio di secondo grado & dato da :
Ab) =4(2-b)* +120* >0
Pertanto, qualunque sia b > 0, la diseguaglianza
2vVal4+x—x >0

¢ verificata V z € R con

- —2(2-b) + /A(b)
6
Ne deriva quindi che B non e superiormente limitato .

Da notare che un modo, forse piu semplice, per ottenere lo stesso risultato poteva essere
quello di notare che:

T

2Vl +zr—xz>2vVal —x =2V >0.

3. Dire se l'insieme:
T
C:{;xeR x;«él}
r—1
¢ limitato inferiormente.

Proviamo a verificare che C non ¢ limitato inferiormente, ossia proviamo a verificare che

Vd € R la diseguaglianza
T _<d

r—1

ha almeno una soluzione. Possiamo supporre che sia d < 0, allora risulta:

x <d®x—dx+d<0®(1—d)x—|—d

0
r—1 rz—1 rz—1 <

Osserviamo ora che il numeratore si annulla in
—d 1—-d-1 1

_ - <
1-d_  1-4 1-ad°

Pertanto se d < 0, la disuguaglianza

xT

T —

—d
<d eéverificataVer e | ——,1] .
1 v (ld >
Pertanto C non ¢ inferiormente limitato.
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4. Dire se 'insieme:
p={_*=%2 . .eRr
2 —-2z+3"°
¢ limitato superiormente.

Proviamo a verificare che D non e limitato superiormente, ossia proviamo a verificare che

Vb € R la diseguaglianza
x—2

—_—— >
2 —2x+3

ha almeno una soluzione. Possiamo supporre che sia b > 0. Risulta:

b

T —2

— = >bebr?—2br+3b—a+2=0bx—(2b+ 1) +3b+2<0
2 —-2x+3

Ora questa ultima disequazione ha almeno una soluzione se e solo se
A) = (2b+1)2 —4b(3b+2) =4b> +4b+1 120> —8b=—(8b* +4b—1) >0
Ora il polinomio di secondo grado trovato ha come radici:

_ —2-448 -1-3

—1
bl— 6b2:;\/§

8 - 4 4

e quindi A(b) > 0 se e solo se

-1-v3 -1+3
()

Ne deriva, in particolare, che se b > %\/g’ la diseguaglianza

r—2

— >
z2—2x+3>

non ha soluzioni e quindi
z—2

2 —2x+3

e quindi b ¢ un maggiorante di D e D e superiormente limitato.

<b VzreR

5. Verificare che l'insieme

E:{\/$2—|—x—x; T ER, xZO}

& superiormente limitato.
Sia b € R un numero positivo, allora

Vitr—z<besVid+axz<z+b

@xz—l—x§x2+2xb+b2@(1—2b)x§b2

Siccome per b = 1/2 la diseguaglianza si riduce all’identita 0 < 1/4, si ottiene che b = 1/2 ¢
un maggiorante dell’insieme E. Si puo vedere anche facilmente ( farlo per esercizio) che 1/2
¢ il piu piccolo dei maggioranti.
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Vale il seguente

Teorema 1.2 Se A C R & un insieme superiormente limitato, allora 'insieme B dei maggio-
ranti di A ha un elemento minimo.
Tale elemento minimo verra indicato col simbolo sup A e chiamato ’estremo superiore di A.

Dimostrazione La coppia di insiemi A e B & separata, infatti se a € A e b € B si ha che
a < b ( essendo b un maggiorante di A ). Allora per la proprieta di completezza di R, esiste ¢ € R
tale che

i)a<ec VaeA,
ii) c<b Vbe B.

La i) dice che ¢ & un maggiorante di A e quindi ¢ € B, la ii) dice che ¢ = min B .
L’estremo superiore & caratterizzato dalle seguenti proprieta.
Proprieta caratteristiche dell’estremo superiore

Sia ¢ € R, allora ¢ = sup A se e solo se:
i)a<c VaeA,
i) VAeRconA<c,Jac Acona> A
Consideriamo ora qualche esempio .

1. Sia

2n? — 1
A:{”ﬂ*;ne/v}
n+1

Verificare che sup A = 2.
i) La prima verifica da fare & vedere se

2n? — 1
s —n+l <2 Vne~nN.
n2+1

Risulta
2n? —n+1

n?+1
Pertanto la diseguaglianza considerata vale V n € N.

ii) Si tratta di verificare che, se A € R ¢ tale che A < 2, allora la diseguaglianza ( nella
variabile n € ')

<2e2n’—n+1<2n?+2on> -1

2n%2 —n+1

> A
n2+1

ammette almeno una soluzione. Risulta

2n2 —n+1

O] SAe2n —n+1>An+ A 2-N)n*—n+1-A1>0

Ora il delta dell’ultimo polinomio di secondo grado e dato da

AN =1-4(1-X)2-X)=1-8+4X+8X—4X = (4N - 121 +7)
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Osserviamo ora che il polinomio di secondo grado trovato ammette le due radici:

3—-v2 342
- e g =

A
! 2 2

e che
A <2< A

Possiamo quindi concludere che se A < A; allora A(\) < 0 e la diseguaglianza di partenza &
vera V n € N, invece se A\; < X < 2 la diseguaglianza di partenza ¢ vera V n € N con

Lo L VADY

22—\

In ogni caso la diseguaglianza iniziale ammette almeno una soluzione e quindi 2 = sup A.

. Sia )
T+
A={——;2€R
{:v2 +1 }
Dire se A ¢ limitato superiormente e, in caso affermativo, calcolare sup A.
Ricordiamo che b € R & un maggiorante dell’insieme A se

1
b vreRr
x4+ 1

Studiamo ora questa diseguaglianza osservando che possiamo supporre b > 0 ( in effetti se
poniamo z = 0, otteniamo che deve essere 1 <b ). Ora

1
x2—|— <bosbr’l—z+b—-1>0
x4 +1

Ricordiamo ora che 'ultima diseguaglianza € vera V x € R se e solo se

A(b)=1—4b(b—1)<0 ossia 4b* —4b—1>0

be (—oo, L _2\/51 U ! +2\/§7+oo>

Pertanto deve essere

Ricordando che b > 1, si ricava che b ¢ un maggiorante di A se e solo se

142
+2\f 7 +oo>

be

Allora, ricordando che sup A ¢ il piu piccolo dei maggioranti di A, si ha

1++2
2

sup A =
Verifichiamo per concludere che # ¢ anche il massimo di A, facendo vedere che HT\@ €A,
ossia che I'equazione

z+1  1+V2

r2+1 2
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ammette almeno una soluzione. Infatti risulta

r+1 142

e S2r+1)=1+V2)(®+1) e (1+V2)a?—22+v2-1=0

Infine, essendo

%:1—(\/5—1)(\/%1):0,

otteniamo che ’equazione considerata ammette ['unica soluzione

1
142

=v2-1

In maniera simile alla dimostrazione dell’esistenza dell’estremo superiore, si puo dimostrare che
se A C R ¢ un insieme inferiormente limitato, allora I'insieme dei minoranti di A ha un massimo.
Il massimo dei minoranti di A verra indicato con inf A e chiamato ’estremo inferiore di A.
L’estremo inferiore & caratterizzato dalle seguenti proprieta:

Proprieta caratteristiche dell’estremo inferiore

Sia d € R, allora d = inf A se e solo se:
ei)d<a VaceA

eii)VneRcond<n,Jac Acona<n.

1.9 Alcuni esercizi sull’estremo superiore e sull’estremo inferiore

1. Sia .
n -+
A=< —— ne./\f} i
{\/n2+n
Verificare che inf A =1 e dire se 1 = min A.

Risulta
n+5

vn2+n
Pertanto il numero 1 verifica la prima proprieta caratteristica dell’estremo inferiore. D’altra
parte se n > 1, ottengo

>1en?4+10n+25>n’4+ns9n+25>0

n+5
vn?2+n

Siccome il coefficiente di n?: (> — 1) ¢ positivo e A(n) = (n? — 10)2 +100 (% —1) > 0,
ottengo che la diseguaglianza ottenuta e verificata se

. —(n* = 10) + \/A(n)

n? -1

<nen?+10n+25 <’ (n®*+n)e M —D)n*+ H*—-10)n—-25>0

19



Pertanto 1 verifica anche la seconda proprieta caratteristica dell’estremo inferiore. Osservi-
amo infine che 1 ¢ A e quindi A non ha minimo.

. Sia

T —

A—{$+1;x€R,x>1}

Verificare che A non & superiormente limitato, che & inferiormente limitato e inf A = 1.
Si tratta di provare che V b € R, la diseguaglianza

z+1

>b
rx—1

ha sempre almeno una soluzione x > 1. Essendo

1
x—|—1>1 VeeR x>1,

T —
possiamo supporre che sia b > 1 ( altrimenti, se fosse b < 1, avrei

1
x+1>12be>1)

Ottengo quindi

1 1-b b
v >b<ﬁ>u>0@ (essendo z>1) (b—1)x<1+4b
z—1 rx—1
1+0
@(essendob>1)x<%
Notiamo infine che

1—1—1)_2+b—1_1+ 2 51
b—1  b—1 b—1

Possiamo concludere quindi che se 1 < x < 1+ %7 la diseguaglianza

r+1

b
x71>

¢ verificata. Infine per verificare che inf A = 1, avendo gia notato che 1 verifica la prima
proprieta caratteristica dell’estremo inferiore, basta pravare che verifica anche la seconda.
Sia dunque 1 € R con n > 1, risulta allora, se > 1:

41 n+1

<nez+l<nz-l)e@-lr>n+less> —
z—1 n—1

E quindi 1 verifica anche la seconda proprieta caratteristica dell’estremo inferiore.

. Sia

A:{\/M—n; nEN}

Calcolare sup A e inf A.
Ricordiamo che b € R & un maggiorante di A se e solo se

vVni+n-n<b , VneN
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Essendo la differenza v/n2? + n — n sempre positiva, posso supporre b > 0. Pertanto:

Vnidn-—n<be \/n2—|—n§n+b©n2+n§n2+2bn+b2®(1—2b)n§b2

Siccome si richiede che la diseguaglianza sia verificata V n € N, deve essere 1 —2b < 0
ossia b > 1/2. Se ne conclude che b € R & maggiorante di A se e solo se b > 1/2. Pertanto
sup A = 1/2. Da notare che 1/2 ¢ A in quanto I’equazione in n € N:

\/n2+n—n:%

non ha soluzioni.
Per quanto riguarda l'estremo inferiore dell’insieme A, possiamo osservare che d € R ¢
minorante dell’insieme A se e solo se

vVni+n-—-n>d , VneN

Supponendo anche in questo caso d > 0, ottengo:
\/n2+n—n2d®n2+n2n2+2dn+d2®(1—2d)n2d2
Deve essere allora
d2
1-2d

Siccome si richiede che la diseguaglianza sia verificata V n € N, deve essere

1-2d>0 ¢ n>

1 d?

Risolvendo 'ultima diseguaglianza si ha:

2
1> 242d-1<
_1_2d<:)d+ d <0

Le radici del polinomio di secondo grado trovato sono d; = —1 —+/2 e dy = —1++/2. Risulta
pertanto che d € R & un minorante se e solo se d < v2 — 1 e quindi inf A = /2 —1. Da
notare infine che v/2 — 1 € A in quanto ¢ il valore che si ottiene dall’espressione vn2 +n —n
per n = 1. Possiamo quindi concludere che v/2 — 1 = min A.

. Dire se I'insieme:

A:{\/M—n, nEN}

¢ limitato superiormente e in caso affermativo calcolare sup A.

Tenendo conto che gli elementi di A sono positivi, un numero b > 0 & un maggiorante

se e solo se
Vn2+Tn—n<b VYne~N
Ora

\/n2+—7n—n§b(:)\/n2+7n§n+b©n2+7n§n2+2bn+b2@(7—2b)n§b2
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Ora se 7—2b = 0, ossia se b = 7/2, la disuguaglianza diventa 0 < 49/4 e quindi b = 7/2 &
un maggiorante. Infine se b < 7/2, allora 7 — 2b > 0 e quindi la disuguaglianza di partenza
e verificata se e solo se »

7T—2b
e quindi non ¢& verificata per ogni n € N. Pertanto sup A = 7/2. Osserviamo infine che
7/2 ¢ A, infatti

n <

7 49 49
\/n2+7n—n:§@n2+7n:n2+7n+Z©0:Z

Pertanto 'insieme A non ha massimo.
. Sia

2 4+zr—1
A= ———— R 1
{122x+1’$€ 7 }

Calcolare sup A e inf A.
Verifichiamo che sup A = 400, ossia che I'insieme A non ¢ superiormente limitato. Infatti
sia b € R un numero con b > 1, allora:

2 +zr—1

e >be P tr—1>ba? - 2br+be (b—-1)2* -~ (2b+1)2+b+1<0
2 -2z +1

Siccome A(b) = (2b+1)2—4(b—1)(b+1) =4b%> +4b+1—4b* +4 =4b+ 5 > 0 risulta
che la diseguaglianza considerata & verificata se

e <25+1 —V/A®) 2b+1+ \/A(b)>

2b6—1)  2(b-1)

D’altra parte d € R, d < 0 ¢ un minorante I'insieme A se e solo se

2 +z—1
- > 1
1272x+1_d Ve eR, ©#
Risulta
2 4+r—1 9 9 9
————>der+r—1>de* —2de+ds (1-d)z*+(1+2d)z—(1+d) >0
2 -2z +1

Siccome A(d) = (1+2d)? —4(1+d)(1 —d) = 5+ 4d, la diseguaglianza considerata vale per
ogni x # 1 se e solo se A(d) < 0 ossia se e solo se d < —5/4. Possiamo quindi concludere che

. 5
1anf—Z

Da notare che —5/4 ¢ anche il minimo elemento dell’insieme A.

. Sia

A={Vz22+z+2—-2—-1, x € R}

Verificare che inf A = —1/2. Verifichiamo che —1/2 verifica le proprietd caratteristiche
dell’estremo inferiore, ossia che:
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a)
1
\/x2+z+27x71275Vx€R

b) VneR, n>—1/2, 3z € R con
Viz+z+2—-z—-1<n

Risulta

1 1 1
\/x2+x+27x71275¢>\/IQ+x+2§x+177:x+7

2 2

Osserviamo infine che se x + 1/2 < 0 la diseguaglianza precedente é verificata, mentre se
x+1/2 >0, risulta

N

1 1
\/z2+z+22x+§<:>x2+x+22z2+:17+1<:>22

Pertanto la a) é verificata.

D’altra parte:
Vit zr+2—z—-1l<neVii+z+2<x+1+7n

Deve quindi essere x + 1+ 17 > 0, ossia © > —1 — n e in questo caso risulta, elevando al
quadrato:

Va2d+z+2<at+l+nea®+ao+2<2®+ 1+ +22+2nc+2n <

s 1+2nr>1-n*—27
Essendo > —1/2, si ha 1 + 271 > 0 e quindi 'ultima diseguaglianza é equivalente a

1—7]2—217

>
T T Ty

Pertanto é verificata anche la proprieta b) e —1/2 = inf A.

A:{(;——’—l?))?’ rER, x#l}

. Sia

Calcolare inf A e sup A.
Essendo 'estremo inferiore il pit grande dei minoranti, cerchiamo di determinare ’insieme
dei minoranti. Dalla definizione un numero d € R é un minorante se e solo se:

T +3

= _>dV R 1
@_12 > TER, x#

Siccome la frazione da studiare assume valori anche negativi, possiamo supporre che sia
d < 0. Si ottiene:

z+3

(——55Zd¢>x+32d@372x+n<¢fdﬂ+%2d+nx+3fd20
o

Affinché I'ultima diseguaglianza sia vera per ogni x # 1, deve essere A(d) < 0 ossia

Ald) = (2d+1)*+4d(3—d) =4d* +4d+1+12d —4d* = 16d + 1
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Pertanto A(d) < 0 & d < —1/16. Ne segue che —1/16 é l'estremo inferiore dell’insieme
A. Osserviamo che —1/16 € A in quanto si ottiene dalla frazione considerata per x = —7,
pertanto —1/16 = min A. D’altra parte l'insieme A non & superiormente limitato. Infatti se
b € R é un numero positivo, risulta:

xz+3

m>b@x+3>b(m2—2x+1)@bx2—(2b+1)x+b—3<0

Affinché 'ultima diseguaglianza ammetta almeno una soluzione deve essere A(b) > 0 ed
essendo

AD) = (2b+1)> —4b(b—3) =4b”> +4b+ 1+ 12b—4b* = 16b+ 1
risulta A(b) > 0 e la diseguaglianza iniziale é verificata solo se

2b+1—-+16b+1 < 2b+1++v160+1
2b 2b

1.10 Esercizi proposti

1.

Sia
A={\/n2+3-n; neN}

Verificare che inf A =0e sup A =max 4 = 1.

. Sia

A={Vn?2+2n—-n; ne N}

Dire se A & limitato superiormente e, in caso affermativo, calcolare il sup A.

. Sia

A= {VnFi—vaF1; neN}

Verificare che inf A = 0.

. Sia

A:{\/m—n; ne]\/}

Calcolare sup A e inf A e dire se sono massimo e minimo di A.

3z —1
A={-21T"° LeRr
{x2+x+3’x€ }

¢ limitato superiormente e in caso affermativo calcolare sup A.

Dire se I'insieme

(La soluzione si trova alla fine del capitolo).
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1.11 Alcuni complementi

Useremo in questo paragrafo le proprieta caratteristiche dell’estremo superiore ed inferiore

per ottenere alcune proprieta dei numeri che, qualche volta, useremo nel seguito.

a)

Proprieta archimedea dei numeri reali
Siano a,b due numeri reali positivi, allora esiste n € A tale che na > b.

Dimostrazione Supponiamo, ragionando per assurdo, che esistano due numeri reali pos-
itivi @, b tali che na <b Vn € N. Allora 'insieme

A={na; neN}
sarebbe limitato superiormente. Indichiamo con ¢ = sup A e ricordiamo che:

i) na<c VYneN;
i) VAeER con A<c IneN conna > A\

Applicando infine la seconda proprieta con A = ¢ — a, si otterrebbe un naturale n con
na > c—aequindi (n+1)a > ¢ e questo ¢ in contrasto con la prima proprieta caratteristica
dell’estremo superiore in quanto (n+ 1)a € A.

Se A C N ¢ diverso dal vuoto, allora A ha un elemento minimo.

Dimostrazione Esercizio (Basta dimostrare che m = inf A € A).

Q & denso in R, ossiaVa, b€ Rcona <b,Ir e Qcona <r <b.

Dimostrazione Possiamo supporre 0 < a < b. Per la proprieta archimedea dei numeri,
esiste n € N con n (b — a) > 1. Indichiamo ora con

k
A={keN; —>b}
n
Sempre per la proprietd archimedea A # (). Sia m = min A. Essendo
1
—<b—a<b
n

risulta m > 2 ed inoltre 7+ > b e mTfl <bperche me Aem—1¢ A. D’altra parte

-1 1
m :@77>b7(b7a):a
n non

Pertanto il numero razionale r = mT—:l gode della proprieta richiesta, ossia a < r < b.

1.12 Principio di Induzione

Concludiamo questo primo capitolo sui numeri reali, parlando di una proprieta del sottoinsieme
di R costituito dall’insieme dei numeri naturali A/. Tale proprieta, nota col nome di principio di
induzione, ¢ la seguente :

Principio di Induzione Sia A C N un insieme tale che:
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i)yleA,
ii) seneA = n+leA,

Allora A =N

Tale principio viene spesso usato per dimostrare che una data proposizione relativa al numero
naturale n & vera per ogni numero naturale. Infatti, se indichiamo con P(n) una proposizione
relativa ad n, se riusciamo a verificare che:

i) P(1) ¢ vera ,
ii) se P(n) & vera allora anche P(n + 1) & vera ,

Allora ne deriva che P(n) & vera Vn € N.
La proprieta ii) viene comunemente chiamata proprieta induttiva.
La conclusione che P(n) & vera V n € N si ottiene osservando che, posto

A={neN ;P(n) & vera},
A verifica le ipotesi del principio di induzione e quindi A = N.
Da notare che, se P(n) verifica la proprieta ii) e la i) viene sostituita da
iii) P(ng) & vera ( dove ng & un dato numero naturale ) ,

allora si ottiene che P(n) & vera V n > nyg.

Consideriamo ora alcuni esempi.

1. Verificare che V n € N, vale la formula :

nn+1) '

1424 =
+2+---+n 5

i) se n = 1, a primo membro della formula ho 1 e a secondo membro ho 1—22 = 1. Pertanto
I'uguaglianza vale.

ii) Supponiamo ora che la formula sia valida per un dato numero naturale n. Ottengo
1424+ +n+n+1)=1+24+--+n)+(n+1)=

n(n+1) (n+1)(n+2)

5+ (n+1) 5
Ossia la validita della formula per n + 1.
2. Verificare che se a € R a # 1, vale la formula:
1 _ . n+l
l4+a+a®+a®+ - +a" = : .
—a

26



i) Se n =1, a primo membro ho 1 + a e a secondo membro
2

1—a

=14a

e quindi la formula vale,

ii) Supponiamo ora che la formula valga per un dato numero naturale n. Ottengo:

1— n+1
1+a+a2+a3+-~-+a”+an+l:%4—@”“:
—a

1— an+1 + an—i—l _ an+2 1— an+2

1—a 1—a

Ottengo quindi la validita della formula per n + 1.

3. Verificare che V n € NV, vale la formula :

1+22 4+ +n?P==-2n+1)(n+1).

SRS

i) se n = 1, a primo membro della formula ho 1 e a secondo membro ho % -3-2=1.
Pertanto 'uguaglianza vale.

ii) Supponiamo ora che la formula sia valida per un dato numero naturale n. Ottengo
1422440+ (n+1)2=1+22+--+nY) + (n+1)? =

n+1

1
2 Pt 9?4 nt6n+6) = - @2n+3)(n+2).

- %~(2n+1)(n+1)+(n+1)
Ossia la validita della formula per n + 1.

4. Diseguaglianza di Bernoulli . Vz € R, x> —1 eV n € N, vale la diseguaglianza:
I+z)">1+nz.

i) Se n =1, ottengo 1 +x > 1+ x . Pertanto in questo caso la diseguaglianza ¢ vera (si
riduce a una uguaglianza ),

ii) Supponiamo ora che la diseguaglianza sia valida per un dato numero naturale n, allora
ottengo:
A+z)""M=0+2)"1+2)>1+n2)(l+z)=

=l1+(n+)ar+n®*>1+(n+1)x.
Ottengo quindi che vale la diseguaglianza anche per n + 1.

5. Verificare che V n > 4 vale la diseguaglianza 2" > n?2.

i) Se n =4, ottengo
2* =16 = 4?

e quindi, in questo caso vale il segno di uguale,
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ii) Supponiamo ora che la diseguaglianza sia vera per un dato numero naturale n > 4.
Ottengo
2"t =2.2" >2.p?

Se ora fosse 2n? > (n + 1)2, potrei concludere che 2" > (n 4+ 1)2 e quindi ottenere la
diseguaglianza cercata per n 4+ 1. D’altra parte
2n2 > (n+1)2<:)2n2 >n?4+2n+1e
on?-2n-1>0en>1+V2en>3.

6. Binomio di Newton Sen ¢ N e k € Z con 0 < k < n, indichiamo con

dove usiamo la convenzione che 0! = 1 e se n > 1 indichiamo con n! =1-:2-3---n. Il numero
n! vine chiamato n fattoriale .

I numeri | ( si legge n sopra k ) vengono chiamati i coefficienti binomiali . Da

k

notare che risulta:

k)~ k!

I coefficienti binomiali hanno le seguenti proprieta :
n\ n
k) \n—-k )"’
n n _( n+1
(F) () -(")

Verifichiamo, per esempio, che vale la ii).

<Z>+< o > n(n1)~];!(nk+1)+n(n12};~_~(1TL)!1€+2)

<n> nn—1)-(n—k+1)
i)

ii) Se k>1

nn—-1)---(n—k+2) [n—k+1 _(n+1)nn—-1)---(n—k+2) n+1
- k=1 [ F “}_ A _( k )

Vale la seguente formula

Formula del binomio di Newton. Se a,b e R
(a+0)" = i ") ak ek
k=0 k .

Dimostrazione (Viene riportata solo per completezza, ma non é stata svolta a lezione)
Se n =1, la formula & vera. Supponiamo quindi che la formula sia vera per un dato numero
naturale n e dimostriamola per n + 1. Risulta :

(@a+b)" =(a+b)(a+b)" =ala+b)"+b(a+b)"
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Usando quindi 'ipotesi induttiva, possiamo scrivere:

(a+b)" =a Z < Z )akb”k+b Z ( Z >akb”k =
k=0

k=0

n k+1pn—k - n kpn+l—k
(k>a b +,;J(k)ab

Ponendo ora h = k + 1 nella prima somma e h = k nella seconda, ottengo :

n+1 n
(a+b*t=%" ( W ) "ty ( 5 ) alpr it =
h=0

h=1

:an+1+z [( hﬁl >+ ( Z )] ahprti=h 4 prtl
h=1

Ricordando infine la proprieta ii) dei coefficienti binomiali, si ottiene

n n+1
(a+b)n+1 —pntl Z ( n;&L—l > alprti=h 4o gntt — Z < n—ll—l ) ahprti—h
h=1 h=0

>

k=0

La dimostrazione ¢ dunque completata.

Da notare che usando la proprietd ii) , si pud scrivere rapidamente la seguente tabella dei coeffici-
enti binomiali nota col nome di Triangolo di Tartaglia.

n=1 11

n=2 121

n=3 1331

n=4 14641

n=>5 15101051

n==~6 1615201561
n="7T 172135352171
n=2~8 182856 70562881

Da notare che dalla formula del binimio con a = b = 1, si ottiene:

(1)

k=0

1.13 Risoluzione degli esercizi proposti nel Capitolo 1

A:{mER;HSS}
z+1

1.3-1 Determinare:
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:r—3Sg@:10—3—3;16—3SO@—295—6§O<;$5U+32
r+1 r+1 x+1

0
Pertanto

A= (—00,-3|U(-1l,40)={zeR; 2 < -3}U{zeR;z>—-1}.

1.3-ii Determinare:

1
B—{xeR;M>x+ }

T+ 2 r—3
x—|—6>a:+1®m2+6x—3x—18—x2—x—2x—2>O© 20
xr+2° z-3 (x+2)(z —3) (x+2)(z —3)

Pertanto B = (—2,3).
1.3-iii Determinare: )
2
Cz{xeR;$+ >x—1}
xr— 2
2 +2 2 4+2—a224+2x4+22x-2 3z
>r—1& >0& >0
T —2 T —2 T —2
Ne deriva quindi che C' = (—00,0) U (2. + 00).
1.3-iv Determinare: 3 )
D= xER;x+ +:z:+ <2, .
r—1 x—2
x+3+m+2SQ@(m+3)(x—2)+(:c+2)(x—1)—2(x—1)(x—2)SO
r—1 z-—2 (x —1)(x—2)

Sviluppando il numeratore, si ottiene:
2> —2x+32-6+27 —rx+22-2-222 +42+2r—4=82—12

Pertanto: L3 P 9 3
T T T —
<2 ——— <0
x—1+x—2_ (z=1D(z—-2) —

Studiando separatamente il segno di numeratore e denominatore, risulta:

_ o _3+ + + + 4+ + + Numeratore
2
+ 4+ 4+ - - = - - — - - — + + + Denominatore
1 2

Possiamo quindi concludere che

D = (—00,1) U[3/2,2)

30

<0



1.3-v Determinare 1'insieme

-1 4
E=lper 2<%
z+2 -3
Risulta:
x_l§x+4@x2_3$_x+3_(x2+4x+2x+8)§0¢> 2z+1 >0
xr+2 " x-3 (x+2)(z-3) (x+2)(z—3)

Studiando separatamente il segno di numeratore e denominatore, risulta:

ffff;r++++++ Numeratore
2
+ 4+ 4+ - - — - - — — — — + + + Denominatore
_9 3

Pertanto

1.6-1) Determinare:

rz+1 <2x—3
r—2" x+2

A:{xER; —_—

z+1 _2z-3 (z+1)(xz+2)—2z—-3)(z—2)
x—QS x+2 < (r —2)(x +2) =0

Sviluppando il numeratore, ottengo:

P +2x+x+2-222+42+32—6=—-2>+10x—4
Le radici del polinomio di secondo grado che sta al numeratore sono

x1:5—\/ﬁ e x2:=5+\/ﬁ

Ne deriva quindi che

A= (—00,—-2)U {57\/ﬁ,2) U {5+\/ﬁ,+oo>

1.6-ii) Determinare:
B = {xE’R; Ve+1)(2-2) §33—1}

Osserviamo che deve essere (z+1)(2—z) > 0, affiche la radice abbia senso e quindi z € [-1,2].
Inoltre se x — 1 < 0, ossia se ¢ < 1, la disuguaglianza non & verificata. D’altra parte se
x—12> 0, ossia z > 1, allora la disuguaglianza da studiare & equivalente a quella che si
ottiene elevando al quadrato entrambi i membri. Si ottiene quindi se = > 1:

(z+1)2-2)<r—-1e2x -2 +2-—r<2’-22+1<22°-32-1>0
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Le due radici dell’ultimo polinomio di secondo grado sono

317 . 3417

1 4 w2 4
Se ne conclude che
B 3+\/17721
4
1.6-iii) Determinare:
2 1
c{xeR;H“zm}
xr—3
2 2 9,2 o 2 o
T +x+122x+1®x +zr+1—-22°+6x x+320<:>$ 6x 4§O
z—3 z—3 z—3

Ora il polinomio di secondo grado che sta a numeratore ha le due radici:zx; = 3 — /13 e
x9 = 3 + V/13. Possiamo quindi concludere che

C= (—oo,3—\/ﬁ} U (3,3+\/ﬁ}

1.6-iv)Determinare:

Dz{xeR; mgw;?’}

Osserviamo che deve essere (z + 2)(x — 1) > 0, affiche la radice abbia senso e quindi z €
(=00, —2] U1, +00). Inoltre se x4+ 3 < 0, ossia se x < —3, la disuguaglianza non & verificata.
D’altra parte se x + 3 > 0, ossia z > —3, allora la disuguaglianza da studiare & equivalente
a quella che si ottiene elevando al quadrato entrambi i membri. Si ottiene allora se x > —3:

T+ 3

(x+2)(x—1) < sS4z —2r+22x-2) <2’ +6xr+9<322-22-17<0

Le due radici dell’ultimo polinomio di secondo grado sono

1VE 14 VE

I 3

T2

Se ne conclude che
1 14+ +/52
’ 3

1.10-1) Sia
A={V/n?>+3—-n; neN}

Verificare che inf A =0e sup A =max A =1.
Risulta ovviamente
n2+3-n>0 VneN.
D’altra parte, se > 0, si ha
3—1n2
21

n2+3-n<n& \/71274—3<n—|—77<:>n2+3<n2+2n77+772©n>
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e quindi 0 = inf A. Osserviamo infine che 1 € A ( si ottiene dalla formula per n =1 ) ed
inoltre

n2+3-n<levn?+3<n+len’+3<n’+2n+len>1.

Pertanto 1 = max A = sup A.
1.10-2) Sia

A={Vn24+2n—n; neN}

Dire se A ¢ limitato superiormente e, in caso affermativo, calcolare il sup A.
Un numero b € R & un maggiorante di A se e solo se risulta

Vn2+2n—n<b Vne~nN.

D’altra parte, supponendo b > 0, si ha

\/n2—ﬁ——2n—n§b(:)\/n2+2n§n+b©

en’+2n<n?+2nb+ 02 =20 —-1)n+b* >0

Siccome si richiede che le diseguaglianze siano vere V n € N, il coefficiente di n nell’ultima
deve essere maggiore o uguale a zero, ossia deve essere b > 1. Pertanto b = 1 e il piu
piccolo dei maggioranti e quindi sup A = 1. Verifichiamo, per completezza, se risulta anche
1 = max A. Ovviamente questo ¢ vero se e solo se 1 € A. Vediamo dunque se I’equazione

vVnZ4+2n—-n=1

ha una soluzione o no. Risulta

Vn242n—n=1avn2+2n=n+l1en?+2n=n’+2n+1<0=1

Allora 1 ¢ A e pertanto l'insieme A non ha massimo.

1.10-3) Sia
A={Vn+4—Vn+1;neN}

Verificare che inf A = 0.
Ovviamente risulta:

Vn+4d—+vn+1>0 VneN.
D’altra parte se n > 0, ottengo:
vn+d—vn+l<nevn+d<n+vn+lés

entd<ny’+2nvntlt+n+le3-—n?<2nvn+1

Osserviamo ora che, se 3—n? < 0, allora I'ultima diseguaglianza ottenuta é verificata Vn € N;
mentre se 3 — 7% > 0, ottengo che:

(Gl —1.

3—n*<2n n+1(:>(3—772)2<4772(n+1)(:>n> e

In ogni caso quindi, la diseguaglianza iniziale ammette soluzioni. Pertanto 0 = inf A.
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1.10-4) Sia

A:{\/mfn; ne./\/}

Calcolare sup A e inf A e dire se sono massimo e minimo di A.
Un numero b € R ¢ un maggiorante di A se e solo se risulta

vVnZ4+n+1l—-n<b Vne~N.

D’altra parte, possiamo supporre b > 0, in quanto se b < 0 la diseguaglianza ¢ verificata
essendo il primo membro positivo. Risulta dunque:

vVnl24+n+l-n<bevVvni+n+l1<n+be

(:)n2+n+1§n2+2nb+b2<:)(2b—l)n21—b2

Siccome si richiede che le diseguaglianze siano vere V n € N, il coefficiente di n nell’ultima
deve essere positivo e quindi il numero b € R ¢ maggiorante se e solo se

2

2b—1 > A4
>0 e n72b_1 neN
Ne deriva quindi che deve essere:
1—b°
2b—1 1>
>0 e -

ossia 1
b>5 e b>+2b—2>0

In conclusione quindi b € R & maggiorante se e solo se b > v/3—1. Pertanto v/3—1 = sup A.
Siccome poi V3 — 1 € A, risulta pure v/3 — 1 = max A.
D’altra parte d € R ¢ minorante A se e solo se:

vVnl+n+l—-n>d YnenN.
Supponendo anche in questo caso d > 0, otteniamo:
vVni4n+l-n>deVvVni+n+l>nt+de

en’+n+1>n*+2nd+d* < (2d-1)n<1-d°

Siccome si richiede che le diseguaglianze siano vere V n € N, il coefficiente di n nell’ultima
deve essere minore o uguale a zero e quindi il numero d € R € minorante se e solo se

2d—1<0 ossia d<

M| =

Allora risulta inf A = % Da notare infine che % ¢ A e quindi non & il minimo di A.

3rz—1
A= ———
{x2—|—x+3’ xER}
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¢ limitato superiormente e in caso affermativo calcolare sup A.

Un numero positivo b € R ¢ un maggiorante dell’insieme A se e solo se

3z—1
T b VzeR
22+z+3

Risulta dunque:

3z—1
ﬁSb‘:>3x_1§b($2+$+3)<:>b$2+(b—3)x+3b+120

Ora quest’ultima diseguaglianza & verificate per ogni © € R se e solo se b > 0 e A(b) =
(b—3)2—4b(3b+1) <0. Risulta: A(b) =b%—6b+9—12b> —4b=—(1162+10b—9) < 0.
Pertanto A(b) < 0 <= 1152 +10b—9 > 0. Le radici dell’ultimo polinomio di secondo grado
sono:
b -5 —+/25+99 e b -5+ V124
1= 2=
11 11

Ne deriva quindi che b ¢ maggiorante se e solo se b > bs. Pertanto bs il piu piccolo dei
maggioranti ossia ’estremo superiore di A. Da notare che by anche il massimo elemento di
A in quanto by € A avendo I'equazione
3z —1
R
2+ x+3

una soluzione ( e una sola).
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2 FUNZIONI

In questo secondo capitolo viene introdotto il concetto di funzione e vengono illustrate alcune
proprieta generali delle funzioni che saranno usate nel seguito.

2.1 Definizione di funzione e proprieta generali

Siano A, B C R, chiameremo f una funzione da A in B ed useremo la notazione:
f:A—B

una legge che ad ogni elemento x € A associa un ben determinato elemento di B che indicheremo
con f(x).

Nei casi che considereremo in questo corso, la legge che definisce una funzione sara di solito
espressa da una formula matematica.

L’insieme A dove la funzione f & definita (ossia 'insieme dei numeri reali per cui le legge ha
senso) viene chiamato I’insieme di definizione o il dominio di f ed indicato a volte con D(f).

L’insieme

R(f)={y€R, 3z € Acon f(z) =y}

viene chiamato I’insieme dei valori o il codominio di f.
Se f: A — B ¢ una funzione chiameremo grafico della funzione f l'insieme:

graf f ={(z.y); € D(f), y = f(2)} = {(z. f(z)); = € D(f)}
Nel seguito, useremo pure le notazioni:

Se X CA
fX)=A{f(z), z€e X} ={y € B; Jz € X con f(z) =y}

SeYCB
[FIY)={z€A; f(z)eY}

Consideriamo ora alcuni esempi.

a) Sia f : R — R la funzione definita da f(x) = mx + ¢ (con m,q € R numeri fissati ). Il
grafico di f ( polinomio in z di primo grado ) é una retta.
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b) SliaA={x€R; x#0}esia f : A— R la funzione definita da

Il grafico di f & dato dalla seguente figura ( iperbole equilatera ):

c) Sia f : R — R la funzione definita da f(z) = x2. 1l grafico di f ¢ dato dalla seguente figura
( parabola ):
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d) Sia f : R — R la funzione definita da f(z) = x3. Il grafico di f & dato dalla seguente figura:

e) Sia f : [-1,1] — R la funzione definita da f(z) = VI — 2. E interessante notare che il
grafico di f e la semisfera superiore di centro l'origine e raggio 1.

Sia f : A — B una data funzione. Diremo che
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i) f ¢ iniettiva se
T1,22 €A, 11 #x2 = f(z1) # f(22)

o equivalentemente
f(@1) = f(z2) = x1 =22

ii) f & suriettiva (su B ) se f(A) = B ossia se

VyeB dax€A con f(z)=y;

ili) f & biettivase f & iniettiva e suriettiva ( f in tal caso & anche chiamata una corrispondenza
biunivoca tra A e B)

iv) f & strettamente crescente se
1,02 €A x1 < xo = f(x1) < f(x2) ;

f & crescente se
x1,To € A 1 < g — f(l’l) < f(l’g) ;

v) f & strettamente decrescente se
r1,22 €A 1 < w2 = f(21) > f(22) ;

f & descrescente se
1,2 €A x1 < xo = f(x1) > f(x2) .

Siano f : A — B e g : B — C due funzioni assegnate. Chiameremo funzione composta di f
e g e la indicheremo col simbolo g o f la funzione da A in C definita da:

(go f)x) =g(f(x) zeA

Infine se f : A — B e una funzione iniettiva e suriettiva, diremo anche che f ¢ invertibile e
chiameremo funzione inversa di f la funzione g : B — A definita dalla seguente legge:

sey € B, g(y) = all’unica soluzione x € A dell’equazione f(z) =y

Da notare che, dalla definizione di funzione inversa, si hanno le due seguenti identita:

i) fl9(y)) =y VyeB,
i) g(f(x)) =2 VzeA

La funzione g, inversa della funzione f viene spesso indicata col simbolo f~* ( che non va confuso

con 1/f).

Consideriamo per concludere alcuni esempi.
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1. Sia op4l
X

Verifichiamo che f ¢ iniettiva. Infatti se x,y € A,

,x€A={zeR ;z# -2}

2041  2y+1
r4+2 y+2

=2zy+y+dc+2=2zy+r+4y+2=3z=3y=x=y
Pertanto f ¢ iniettiva. Calcoliamo ora l'insieme dei valori di f: f(A). Ricordiamo che
ye f(A)e JxeAcon f(x)=y. Alloray € f(A) & Jx € Acon

2y—1
2—y

20 +1
T+ 2

=ye2rt+l=cy+2ye 2—ya=2y—-1cy#£2 ¢ =

Se ne conclude quindi che
f(A)={yeR;y#2} =B

Il grafico della funzione f & del tipo di quello rappresentato in figura:

La funzione f : A — B ¢ iniettiva e suriettiva e la sua funzione inversa g : B — A & data

dalla funzione: 5 .
y—
= B
9y) = 45— A

Verifichiamo direttamente, per esempio, che f(g(y)) =y V y € B. Infatti :

2g(y)+1_222— _

y—1
Y — _ <
g(y) +2 Qy_—yl+2 2y —1+4—-2y 3

+1 dy—2+2—y 3y
=Y

flg(y) =

2

2. Sia 1
f(x):erE reRY={zeR; x>0}

Verifichiamo se f & iniettiva. Siano z,y € R, risulta:

1 1, )
v syt e ryty=ay treryle—y)+ty-r=0(y—1)(@-y) =0
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La funzione quindi non & iniettiva, infatti 'uguaglianza f(x) = f(y) non vale solo quando
r =y, ma anche quando zy = 1 ossia quando y = % Ad esempio

Calcoliamo ora I'insieme dei valori f(R"). Ricordiamo che
+ + 1
ye f(RT)e JzeRT con x4+ —=y
x

D’altra parte
1
r+-=yeri—yr+1=0
x
Il delta del polinomio di secondo grado (in ) trovato & dato da A(y) = y? — 4 e quindi, se

vogliamo che 'equazione considerata abbia almeno una soluzione deve essere A(y) > 0, ossia
y € (—o0, —2] U [2,400) e, in tal caso, le soluzioni sono

y—Vy*—4 y+Vy?—4

T = , T2 = 2

2

Osserviamo infine che se y < 0 le due soluzioni trovate sono negative, mentre se y > 0 sono
positive. Possiamo quindi concludere che ’equazione nella x : = + % = y ha almeno una
soluzione = > 0 se e solo se y > 2 . Ne deriva quindi che

f(RT) =1]2,+00) .

Osserviamo infine che il grafico della funzione f & del tipo:

3. Sia

fl@)=va?2+1l—z z€R.

Anche in questo caso verichiamo se f € iniettiva. Risulta:

Valtl-z=P+l-y=Va2+1-/P+l=z—y=

1+ +1 -2/ (@22 + )2+ 1) =22 +y* 22y = 1+ay=+/(22+ 1)(y2 + 1) =
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L2y +2ry =2’y +2° +y +1= (@ -y’ =0=>a=y

Pertanto la funzione ¢ iniettiva.
Per calcolare l'insieme dei valori, osserviamo in primo luogo che f(z) > 0 V z € R, pertanto
f(R) C RT. Daltra parte, se y € R, risulta

1
Va2 +l-z=ye Vel +l=atyorty>0e 2’ +l =2’ R2ry+y’ at+y>0e z =

Da notare che se
1 —y2
T = e y>0
2y

allora la condizione x + y > 0 e verificata, infatti:

1—y? 1+y?
r+y= 2yy +y= 2yy >0

Pertanto I’equazione considerata (v/z2 +1 — 2 = y) ha una soluzione V y € R* . Allora
f(R) = R™. Da notare infine che la funzione g : RT — R definita da :

2y

¢ la funzione inversa di f. Verifichiamo per concludere che f(g(y)) =y Vy € R* e che
g(f(z)) =z V x € R. Infatti risulta :

F9w) = Va2 (y) +1—gly) = <1_y2) 112

2y 2y

= :y

14yt 29244y 1oyt 14yt 1oy
a dy? 2y 2y 2y

G ))_1—f2(z)_1—(\/9527“—3:)2_2@«(@_55)_
TEI= 5w ~ 2(Wart1-2)  2(JaPtl-z)

2.2 Esercizi proposti

1. Sia 41
x
=—— ,2€R, 2.
fa) =" weR, a4
i) Verificare che f ¢ iniettiva ,
ii) calcolare I'insieme dei valori ,

iii) determinare la funzione inversa.

2. Sia

flxy)=z—+va2+2 z€R
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i) Dire se f ¢é iniettiva;
ii) Calcolare 'insieme dei valori di f: f(R).

3. Sia 1
x
= R
f@) 2 +x+1 re
i) Dire se f & iniettiva;

ii) Calcolare 'insieme dei valori di f: f(R).

4. Sia
fl@)=vVz2+z+2—2
Verificare che f € iniettiva, calcolare I'insieme dei valori di f e scrivere la funzione inversa di
I

(La soluzione si trova alla fine del capitolo).

2.3 Alcune funzioni elementari

Ricorderemo in questo paragrafo la definizione e le principali proprieta di alcune funzioni ele-
mentari che useremo di frequente nel seguito.

1. Funzione potenza con esponente naturale
La funzione f : R — R definita da

fl@)=2" neN

se viene ristretta all’insieme A = {z € R ;x > 0} & strettamente crescente e quindi iniettiva
e f : A— A & una corrispondenza biunivoca. Possiamo quindi considerare la sua funzione
inversa. Tale funzione inversa g : A — A verra indicata col simbolo

9(y) = Yy
e chiamata la radice n-esima di y ( y > 0). Pertanto V y > 0, {/y ¢ quell'unico numero
non negativo tale che

(V)" =y

I grafici delle due funzioni sono i seguenti :
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2. Funzione potenza con esponente naturale dispari
Da notare che se n € A & un numero dispari, allora la funzione considerata f(z) = =z
(f : R = R) ¢ strettamente crescente e suriettiva e quindi invertibile ( senza imporre la
restrizione x > 0). Per n dispari quindi la funzione

9(y) = Yy

¢ definita V y € R. In questo caso, i grafici delle due funzioni sono i seguenti :

n

f(x) ="
n dispari g(z) = Yz

3. Funzione esponenziale
Sia a € R con a > 1. Definiamo V n € N :

eVneN e meZ:
o = (vA)

Si pud verificare facilmente (e lo lasciamo per esercizio) che se n,q € N e m,p € Z verificano
la relazione

m p
n q
allora :
m 2
ar = Q49

E possibile allora definire la potenza di a con esponente razionale, ponendo V r € Q :

a =a

m
n

m
se r=— con me€Z e neN

n
Ricordando che a > 1, la funzione cosi definita gode delle seguenti proprieta :

i)
a">0Vreg
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a">1 ser>0, a" <1 se r<0
iii)
a"=d"a® e (a")=a"" Vr,s€Q
iv)
a” & una funzione strettamente crescente.

Verifichiamo ad esempio le proprieta iii) e iv).
Esprimendo r, s € Q come frazioni con lo stesso denominatore, ad esempio

r—ﬂ, SZBnE./\/',m,pGZ
n n
risulta: -
AT = g"mt = (c/»)m+p _ (%)m (%)P —a"at
Analogamente:

D’altra parte se r,s € Q e r < s, si ha:
as—arzar(as_r—l) >0

perche a” > 0e a® " > 1essendo s —r > 0.
Possiamo infine estendere la funzione esponenziale a qualunque esponente reale, ponendo se
T € R:
a®* =sup{a” ; re Q, r<uz}
Ottengo cosi una funzione f : R — R che indicheremo con f(z) = a® e che chiameremo

la funzione esponenziale ( di base a ). Essa mantiene le proprieta scritte sopra per
I’esponente razionale, in particolare :

i)
a* >0 VzeR
ii)
a®*>1 se >0, a®*<1 se v<0

iii)
a*tV'=a"a¥ e (") =d"Y V2, yeR

iv)
a® ¢ una funzione strettamente crescente.

Si puo infine definire a® anche quando la base a € (0,1). Lo si puo fare nello stesso modo
che abbiamo seguito con a > 1 con le ovvie modifiche, oppure si puo procedere rapidamente
ponendo in questo caso
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e usare la definizione gia data, in quanto 1/a & maggiore di 1.

Il grafico della funzione esponenziale ¢ dato dalle seguenti figure:

/ a>1 N<a<1

4. La funzione logaritmo
Abbiamo visto nell’esempio precedente che la funzione esponenziale f : R — RT definite
da f(z) = a® a >0 a # 1 ¢ una funzione biettiva. Si pud considerare pertanto la sua
funzione inversa g : RT — R. Tale funzione inversa viene indicata col simbolo:

9(y) =log, y
( logaritmo in base a di y ) Le principali proprieta del logaritmo sono le seguenti:
i)
a8V =y Vye R
log, (a*) =z VxR
ii)
log, (yz) =log,y +log, 2 Vy,z€R"
iii)
log, (y*) =z log,y VyeR" e VzeR
iv)
1 log, y
(0] =
€Y log, b

a

Vy,a,be RT a,b#1

Verifichiamo per completezza le proprieta ora enunciate.

i) Sono una conseguenza immediata del fatto che la funzione g(y) = log, y & la funzione
inversa della funzione f(z) = a®.
ii) Risulta:
al98a (V2) = o 2 = ¢lo8aY glosa 2 — gloga ytlog, 2

Allora :
log, (y 2) = log, y + log, 2

e quindi vale la ii).
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iii) Esercizio.

iv) Risulta:
log, v N
aloga Yy y = blogby — (aloga b) vY aloga blog,y

Ne deriva quindi che
loga Y= IOga b 1Ogb Yy

Ricordiamo infine che il grafico della funzione logaritmo ¢ il seguente:

a>1 O<axl1

5. La funzione potenza
Fissato un numero o € R, chiameremo funzione potenza ( con esponente «) la

funzione f : RT — R definita da:
f(ac) — % = 10% log,o =

Il grafico della funzione potenza ¢ dato dalle seguenti figure

a>1 \

0<a<l a<0
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6. Le funzioni trigonometriche

Ricorderemo in questo paragrafo la definizione e le proprieta piu importanti delle fun-
zioni trigonometriche seguendo un ragionamento puramente geometrico che non ha nessuna
pretesa di essere completo.
Come unita di misura degli angoli considereremo 1’angolo radiante definito come quell’angolofj
che, posto al centro di una circonferenza, determina su du essa un arco la cui lunghezza &
uguale al raggio della circonferenza stessa. Da notare che, per la similitudine dei settori
che intervengono, la definizione di radiante non dipende dal raggio della circonferenza scelta
come si puo vedere dalla figura seguente:

un radiante

a b

Fissato ora un numero reale z, consideriamo ’angolo al centro della circonferenza di centro
Porigine e raggio 1, che misura x radianti ( il verso positivo & quello antiorario ). Definiremo
allora:

simx=QP cosz=0Q

x radianti

0 Q 1

Ovviamente se il raggio della circonferenza che stiamo considerando non fosse 1, si avrebbe:

Alcune proprieta elementari delle funzioni ora definite sono le seguenti:

i) ( Teorema di Pitagora)
sinx+cosz=1 Yz eR

i)
sin(z +2m) =sinx

cos(z+2m) =coszx VeeR
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iii)
sin(z +7) = —sinx

cos(z+m) = —cosx veeR
iv)
sin(z + 5) = cosx
VzeR
cos(z+ 5) = —sinx
v)
sin (—z) = —sinz VreR

cos (—x) = cosx
vi) Formula della somma per il coseno
cos(x+y) =cosz cosy —sinx siny Vz,yeR
La prima proprieta espressa in iv) si pud verificare ragionando sulla seguente figura:

A

x radianti

P (0] Q 1
I due triangoli OQP e OQ'P’ sono uguali e quindi P'Q’ = OQ.
Per verificare la formula della somma per il coseno, ragioneremo sulla seguente figura:

A

P

)24
C A

0) Q B 1

Supponiamo che gli angoli BOP" ¢ P'OP misurino rispettivamente = radianti ed y
radianti. Risulta allora, ricordando che il raggio della circonferenza della figura & 1,
0Q = cos (z + y). Useremo per ottenere la formula vi), 'uguaglianza: OQ = OB —QB.
Nella figura, il segmento PA ¢ ortogonale al segmento OP’, cosi che il triangolo OAP
¢ rettangolo con angolo retto in A. Risulta allora: AP = siny. D’altra parte, anche il
triangolo AC'P ¢ rettangolo con angolo retto in C' e I’angolo CPA ¢ uguale all’angolo
BOP' e quindi misura x radianti, allora:

CA=QB = AP sinz = siny sinx
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D’altra parte S
OB = OA cosz =cosy cosx

e quindi si ottiene la formula della somma.
I grafici delle funzioni seno e coseno sono i seguenti :

A
s
n 2
s
. T
s 7T
T z . T

7. La funzione tangente
Oltre alle due funzioni seno e coseno, consideremo anche la funzione tangente definita da:

La funzione tangente ¢ definita solamente per quei valori di x per cui cosx # 0 ossia per
0
x F# 3 +km,keZ
La funzione tangente & periodica di periodo 7 ossia
tanx =tan(x +7) Yo €D

( dove abbiamo indicato con D il dominio della tangente ossia
D:{xER;x%g+kﬂ, kezl)

e in ogni intervallo in cui ¢ definita ¢ strettamente crescente.
Il grafico della tangente & dato da:
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voly

vl

8. La funzione modulo

Fissato = € R, definiamo
r sex>0
—x sex <0

) = kel = {

La funzione f ora definita viene chiamata la funzione modulo o valore assoluto ed ha il
seguente grafico:

Alcune proprieta del modulo che useremo spesso nel seguito sono :

i) 2| >0 VzeR e |z|=02=0,
i) |zyl=lz[ly] Vz,yeR,

iii) Diseguaglianza triangolare
lz+yl <|z[+]yl Vo,yeR

iv) ser >0, allora |z| <r & —-r<z<r.

9. La funzione parte intera
Fissato un numero x € R, esiste un unico k € Z, tale che k¥ < x < k+ 1. Tale unico numero
intero k viene chiamato la parte intera di z ed indicato col simbolo [z]. Il grafico della
funzione f(z) = [z] ¢ dato dalla seguente figura:
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2.4 Alcune altre formule trigonometriche

a) Usando le proprieta delle funzioni trigonometriche elencate sopra, ricaviamo alcune altre
formule di uso comune .

1. Formula della differenza per il coseno
cos (z —y) =cosx cosy+sinz siny Va,yeR
Infatti :
cos (x —y) = cos(z + (—y)) = cosx cos (—y) —sinx sin (—y) = cosz cosy + sinx siny
2. Formula della somma e della differenza per il seno

sin (z = sinx cos siny cosx
. (v +y) . y—i—.y Vr,yeR
sin (z — y) = sinx cosy — siny cosx

Infatti, usando le relazioni sinz = —cos (z + ) e cosx = sin (x + §), si ottiene:

sin(x +y) =—cos(xz+y+ g) = —(cos (z + g) cosy — sin (x + g) siny) =

=sinx cosy +siny cosx

3.
sin? oz — 1—cos(2x)
2
1 2
cos? g = 95 T) COQS( 2)

Infatti si ha:

cos (2x) = cos (x + ) = cos’ x —sinz =1 — 2 sinz = 2 cos’z — 1
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. . (T =y Tty
sinx —siny = 2 sin | ——— | cos
2 2
Ty [ty
cosz —cosy = —2 sin — sin 5

Osserviamo che dalle relazioni:

sin (u + v) = sinw cosv + sinw cosu
sin (u — v) = sinu cosv — sinv cosu
si ottiene, facendo la differenza:

sin(u + v) — sin (v —v) = 2 sinwv cosu

ut+v==x . U %
ossia 22y
U—v=y v
si ricava la prima formula.
In modo simile si ricava la seconda.

Scegliendo infine

b) Consideriamo ora alcune disuguaglianze in cui interviene il modulo.

1. Determinare 'insieme

1
A{zeR, “”1‘ §2}
Come abbiamo visto, devono essere verificate contemporaneamente le due disuguaglianze:li
o< Ty
=752
Abbiamo quindi
1 — _
T+ <2s x+3§0®x >0
z—1 z—1 T —

ossia

1
;i1§2@>$€(ﬂwﬂﬂﬂa+m)

D’altra parte
z+1 3z —

> 25 Lsoe € ( Huu+)
x—1" x—1 ~ . %3 e

Pertanto

A= (—o0, %] U [3, +00)
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2. Determinare I’'insieme
A= {x eER,

m2+x| 22x+1}

Osserviamo in primo luogo che se 22 + x > 0, ossia se x € (—o0o0, —1] U [0, +00), allora
la disuguaglianza diventa x? +x > 2x + 1, ossia 22 — 2 — 1 > 0 disuguaglianza che &
verificata per valori di z esterni all’intervallo

<1¢51+v%>

2 72

Possiamo quindi concludere che

(—o0, —1] U 3

:H_\/g’+oo> CcC A

D’altra parte se se 22 + x < 0, ossia se z € [—1,0], allora la disuguaglianza diventa

—2? —x > 2x+ 1, ossia 22 + 32 + 1 < 0 disuguaglianza che & verificata per valori di

interni all’intervallo
-3-v5 3+5
2 ’ 2

Pertanto la disuguaglianza vale anche nell’intervallo

[_1 —3+5
T

Ne possiamo concludere che

A= (—oo, 345

U

2 2

145
+f,+oo>

2.5 Risoluzione degli esercizi proposti nel Capitolo 2

1. Sia 41
x
=2 R 2.
f@)=——=5 ,2€R, a#
i) Verificare che f & iniettiva ,
ii) calcolare l'insieme dei valori ,

iii) determinare la funzione inversa.

Risulta: 41 +1
x ZL@a:y+y—2x—2:a:y+x—2y—2<:>3y=3x
r—2 y—2
Pertanto la funzione considerata € iniettiva. Fissato y € R , si ha:
1 2 1
yzx+2@xy—?yzx—kl@a:(y—l):2y—|—1(:>y7é1 e x = y+1
T — y—
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Ne possiamo concludere che 'insieme dei valori B ¢ dato da

B={yeR;y#1}
e la funzione inversa della funzione f & data da

2y +1
=1

9(y)
2. Sia
fl@)=z—+v2?2+2 2€R
i) Dire se f é iniettiva;
ii) Calcolare I'insieme dei valori di f: f(R).

Se z,y € R, allora
f@)=f) =r—Val+2=y— VP +2=a-y=Va2+2- )2 +2
=22 2zxy+yi =2t +24+ 2 +2-2Va2 +2/y2 +2

=>24+2y=Va2+2Vi2+2=44+4dry+a2y* =22y  +22%2 + 292 + 4
= +y’ —2zy=0=z=y

Pertanto la funzione ¢ iniettiva. D’altra parte y € f(R) se e solo se I’equazione
r T2y
ammette almeno una soluzione. Risulta quindi
x—@zy@x—yz@@x—yzo e 22 —2zy+yi=4+2<

y? —2
2y

Srx—y>0, y#0 e z=

Ottengo infine
yQ*Ziy: —y* =2
2y 2y
Pertanto la condizione z — y > 0 é verificata se e solo se y < 0. L’insieme dei valori di f e
quindi: (—o00,0). Da notare che la funzione

T—y=

g(y) = 5y y <0

¢ la funzione inversa di f.

3. Sia 1
x
=—5——— R
i) Dire se f & iniettiva;

ii) Calcolare I'insieme dei valori di f: f(R).
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Se z,y € R, allora
x+1 y+1

224+z+1  y24y+1
seyitrytaetyitytl=Pytayty+iratl=ayly—o)+y*—22=0
=@@—-y)(zy+y+z)=0
Pertanto la funzione non ¢ iniettiva. Infatti 'uguaglianza f(z) = f(y) non vale solo quando
r = y ma anche quando xy + y + ¢ = 0 ossia quando y = Per esempio quindi
fy)y=f (_71) D’altra parte y € f(R) se e solo se I’equazione

=z
rx+1°

z+1
2 rr+l 4
ammette almeno una soluzione. Risulta quindi
%—;il:yﬁyﬁ—i—(y—l)x—i—y—lzo
Osserviamo ora che se y = 0, allora I’equazione diventa di primo grado ed ha la soluzione
x = —1. D’altra parte se y # 0 'equazione ammette almeno una soluzione se e solo se

Aly) = (y—1)2 —4y(y —1) > 0 ossia se e solo se (y — 1) (3y + 1) < 0. L’insieme dei valori
¢ dato dunque dall’intervallo [—1,1].

. Sia
f@=va2+z+2—=x
Verificare che f ¢ iniettiva, calcolare I'insieme dei valori di f e scrivere la funzione inversa di

I
Se x,y € R, risulta:

Valto+2—z=vV@+y+2—-y=>vVal+tao+2— VP ty+2=a—y=
P24 +y+2-2Val+r+2V 2 +y+2=a>+y  —2zy=>a+y+2zy+4=
:2\/x2+x+2\/y2+y+2:>x2+y2+4x2y2+16+2my+4x2y+8x+4xy2+8y+16xy:

=42y 2ty +22 fayP fay 20+ 292 2y +4) =
ST+ 7y —day=0=>(r—y)?=0=>2=y

Pertanto la funzione & iniettiva. D’altra parte y € R sta nell’insieme dei valori di f se e solo

se 'equazione (nella z):
Vai+tr+2—z=y
ammette una soluzione. Risulta
Val+z+2—-z=yevVal+rz+2=a+ye z2+y>0 e 2 +2+2=2+2zy+¢y° &
y* —2
1-2y

t+y>0e x(1-2y)=¢y>* -2 24+y>0,1-2y+#0 e ==

Osserviamo infine che
y-2 v o2ty -2y oyt hy -2
1—2y V7 1—2y T 12y

T+yY=

Pertanto risulta £ +y > 0 se e solo se 1 — 2y < 0, ossia y > % L’insieme dei valori della
funzione f ¢ dato dunque dall'insieme B = (3, +00).
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3 SUCCESSIONI

In questo capitolo viene illustrato il concetto di successione, quello di limite di una successione
e vengono esposte alcune proprieta del limite di una successione.

3.1 Limiti per successioni

Una funzione f : N'— R definita nell’insieme dei numeri naturali A" = {1,2,3, ...} viene chiamata
una successione.
Il valore che una successione ha nel numero naturale n, si indica abitualmente con a,,, ossia :

Molto importante € la seguente:

Definizione Un numero a € R ¢ il limite per n tendente all’ infinito di una successione {a, }
e si scrive
lim a, = a
n—r oo
se si verifica che:
Ve>0 Fv. €R taleche |a,—a|<e Vn>uv..

Diremo anche che la successione {a,} & convergente e che converge ad a.
Vediamo ora alcuni esempi.

i) Verificare che

lim — =0
n—o0o N,
Fissato € > 0, la diseguaglianza:
1
’ — 0’ <e
n
€ equivalente a
1 1

— <€ ossia a n>—
n €

Posto quindi

Ve = —,
£

la richiesta nella definizione di limite ¢ soddisfatta.

ii) Verificare che

2
fim 2L o
Ve >0, siha:
2n+1 -5 5 5
2 <e | —|<e——<essn>-—-—3
n—+3 n—+3 n—+3 e
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Posto quindi

5
ve=-—3
€

ottengo che la definizione di limite & verificata, ossia :

2n+1
n+3

Ve>0

5
2’<z—: Vn>1/5:g73

iii) Sia b€ R, b> 0, verificare che
lim Vb=1.
n—o0
Supponiamo nel ragionamento che segue che sia b > 1. ( Considerare il caso 0 < b < 1, dove
si ragiona in maniera leggermente diversa, per esercizio ).
Seb>1,allora ¥b>1 VneN. Ne deriva quindi che, se £ > 0 :
log b

n " n 1
\/5—1’<s<:) Vb—1<eeo Vb<l4ee —loghb<log(l4+e)en> ——— =1,
n log (1+¢)

Una conseguenza immediata della definizione di limite ¢ il seguente:

Teorema 4.1 (Unicita del limite) Se una successione ha limite, questo & unico. Ossia, se
si verifica contemporaneamente che

. . li
lim a, =a e lim a, =a ,
n— o0 n—oo

allora deve essere a = a’.

Dimostrazione Supponiamo, ragionando per assurdo, che sia a # a’ e supponiamo che sia a < a’.
) b

Allora, scelto € > 0 con
a —a
O<ex<

risulta a + € < @’ — e. Dalla definizione di limite, esistono v, , v, tali che
la, —al <e Vn>uv,

la, —d'| <e Yn >l

Ottengo allora, se n > max {v. , .}
a—e<a,<a-+¢e

ad—-e<a,<d+e
e quindi a’ — ¢ < a + € e questo contrasta con la scelta di €.
Osservazione Una successione puo non avere limite. Ad esempio, la successione

ap, = (=1)"

non ha limite. Infatti nessun numero a € R verifica la condizione richiesta per essere il limite di

{an} .
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3.2 Successioni convergenti e successioni limitate
Diremo che una successione {a,,} ¢ limitata se & limitato I’insieme dei suoi valori
A={ay,a9,as,...},
ossia se esistono due numeri m, M € R con
m<a, <M Vne~N.

Da notare che la limitatezza di una successione puo essere espressa in maniera equivalente richiedendolil
che esista k € R, k> 0 con
lan] <k VneN.

Vale il seguente:
Teorema 4.2 Ogni successione convergente ¢ limitata .

Dimostrazione Supponiamo che

lim a, =a .
n—oo

Applicando la definizione di limite con € = 1, ottengo che
Juv; € R taleche |ap, —a|<1 Vn>u

equindiVn>u :
|an| < lan —al +la| <1+

Posto ora h = [11] ( dove [z] indica la parte intera di x ), se indichiamo con
k= max{‘a” ) ‘a2| ) ‘a?)‘ PR |ah| ) |a’| + 1}

risulta allora
lan| <k VneN

Osservazione 1l viceversa del teorema precedente non vale, ossia una successione puo essere
limitata senza essere convergente. Un esempio semplice & dato dalla successione

an = (—=1)".

3.3 Operazioni coi limiti

Cominciamo con il dimostrare il seguente:

Teorema 4.3 Supponiamo che a,, sia una successione limitata e che

lim b, =0

n—oo

Allora:

lim a,b, =0
n—o0
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Dimostrazione Sia k > 0 tale che |a,| <k Vn € N. Per ogni € > 0 posto

-

dalla definizione di limite, si ha che Jv. tale che
|bn] <& Vn > v

Ne deriva quindi, Vn > v./:
lan by| <ke' =¢

Teorema 4.4 Supponiamo che:

lim a, =a e lim b, =05b.
n—o0 n— 00

Allora
i)

lim (a, +b,)=a+b;

n—oo

ii)
lim (a,b,) =ab;
n—oo

iii) se b, #0 Yne N eb#0, allora

Dimostrazione
i) Esercizio.
ii) Osserviamo che si ha :
an by, —ab=ayb, —anb+a,b—ab=a, (b, —b)+b(a, —a)
Ora a,, essendo una successione convergente, & anche limitata e dalle ipotesi

lim (b, —b) = lim (a, —a)=0

n— oo n—roo

Pertanto, per il teorema 4.3, risulta:

lim (anb, —ab) = lim a, (b, —b) + lim b(a, —a)=0

n—oo n—oo n—oo

iii) Basta dimostrare che
i 1 1
im — = —
n—o0 by, b

Infatti possiamo poi applicare la regola sul limite del prodotto e ottenere:

¢
b

S| =

.G . 1
lim — = lim a, — =a
n—o0 b, n—00 by,
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D’altra parte, essendo:

11 beb 11

bn bbby, bby,

sempre per il teorema 4.3, basta dimostrare che la successione

(b - bn)

1

bn

¢ limitata. Supponendo b > 0, dalla definizione di limite con ¢ = 37 si ottiene che esiste
v € R tale che:

|bn—b|<g Vn>v

e quindi Vn > v:

b b
by >b— ===
> 2 2
Pertanto, Vn > v:
Ll_1 2
by| b, b
Indicando infine con h = [v] e con
1 1] 2
k= —l, =, =], =
maX{b17an abhab}
si ottiene che
1
~ <k
n

Teoremi di confronto

. Teorema della permanenza del segno Supponiamo che

lim a, =a
n— o0

e che sia a # 0. Allora 3 v € R tale che a,a >0 Vn>wv.
Dimostrazione Supponiamo che sia a > 0. Applicando la definizione di limite con la scelta

a
e=—
2

ottengo che esiste v € R tale che
a
|an—a\<5:§ VYn>v
Ne deriva quindi, che se n > v
a a

n>a—e=a—-=->0
a a 3 a D) 2

. Teorema dei due carabinieri Supponiamo che {a,},{bn},{cn} siano tre successioni ver-
ificanti le ipotesi :
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an <b,<c, VnenN;

ii) esistono i limiti
lim a, =a e lim ¢, =c
n—oo n—oo

e sono uguali, ossia a = ¢. Allora esiste anche il limite

lim b, = b
n—oo
erisultab=a =c.
Consideriamo ora alcuni esempi.
1. Sia q € (0,1), allora
lim ¢" =0
n—oo

(Esercizio)

2. Calcolare il limite

lim (\/n2+n+lfn)

n—oo

Razionalizzando, si ottiene

\/n2+n+1—n—n2+n+1_n2— n(1+s)

Ne deriva quindi che

—— 140 1
n—o0 VIF0+0+1 2

2
lim n (1/1—1——1)
n—00 n

Razionalizzando anche questa volta, risulta:

[ 2 1+2-1 2
n( 1+—1>:n(+” ):
n 1+2+1 1+2+1
[ 2
limn< 1+1>—1
n—00 n

lim ¢/n=1

n—oo

3. Calcolare il

Se ne conclude che

4. Verificare che

Usiamo il seguente artificio. Poniamo
an = Vn e by, = a, = \/V/n
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e calcoliamo prima il limite

lim b, .
n—roo

Osserviamo che risulta b, > 1 V n € N, pertanto se poniamo ¢, = b, — 1, si ha che
cn >0 VneN. Daltra parte, risulta

(I+c,)"=b'=+n
e quindi, usando la diseguaglianza di Bernoulli, si ottiene:
Vn=(1+¢c,)" >1+nc,

ossia,

Oﬁcnﬁﬁz 1
n n

Sl-

Ne deriva quindi che

lim ¢, =0= lim b, =1= lim a, = lim b2 =1.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Osservazione Nello svolgere alcuni degli esercizi precedenti, abbiamo usato il seguente fatto gen-

erale, la cui dimostrazione e lasciata per esercizio.
Se

lim a, =a
n— o0

ea, >0 VncN, allora

lim v/a, =va
n—oo

Esercizio Usando il teorema della permanenza del segno, verificare che se {a,} e {b,} sono due
successioni con

i) a, <b, VnenN,
ii) esistono i due limiti

lim a, =a e lim b, =0,
n— o0 n— o0

allora deve essere a < b.

Da notare inoltre che anche se nella i) vale la diseguaglianza stretta, ossia se a, < b, Vn € N,
puo essere a = b.

3.5 Limiti infiniti
Diremo che una successione {a, } ha limite +0o e scriveremo

lim a,, = +o00
n—oo

se si verifica che:
VMeR Jvy €R tale che a, > M Y n>vy .

In modo simile scriveremo

lim a,, = —o0
n—oo
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se si verifica che:
VMeR vy €R taleche ap, <M VY n>wvy.

Se si verifica uno dei due casi considerati diremo anche che la successione {a,,} diverge a +c0 o
a —oo.

Osservazione Vale la pena confrontare le due definizioni di successione con limite +o0o e di suc-
cessione non limitata superiormente, per metterne in evidenza la differenza.

i) Una successione ha limite 400 se

VMeR Jvy €R taleche ap, > M Vn>vy

ii) Una successione invece non ¢ limitata superiormente se

VMeR Iny €N tale che ap,, > M

Pertanto se una successione a,, ha limite +0co0 € anche non superiormente limitata; mentre una
successione puo essere non superiormente limitata senza avere limite 400, come e ad esempio la
successione:

anp =(-1)"n
Consideriamo ora alcuni esempi.

1. Verificare che, se ¢ € R e ¢ > 1, allora

lim ¢" = +o0
n—oo

Infatti, fissato M € R (che possiamo supporre positivo), si ha:

log M
q">M < nlogqg>logM < n > o8 =y .
log g

2. Verificare che
. n—n?
lim = —00

Fissato M € R, risulta

n—n2

T <Mesn-n<M+nMen?+(M-1)n+M>0
n

Ora il A del polinomio di secondo grado ( in n) trovato ¢ dato da
AM)=(M—-1)>—4M =M?—-6M +1
Osserviamo infine che le radici dell’ultimo polinomio di secondo grado (in M), sono date da
My =3-2V2 e My=3+2V2

Ne deriva quindi che se M < M; 0 se M > M allora A(M) > 0 e quindi la disuguaglianza
iniziale ( nella variabile n ) & verificata se

1— M+ +/AM)
n > D) =

Vm

Da notare infine che se M € (M7, Ms), allora A(M) < 0 e quindi la disuguaglianza iniziale
in n & verificata V n € N.
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3. Verificare che se ¢ € R e ¢ > 1, allora

li

n—oo

= +o00.

3|

Scrivendo ¢ = 1+ b con b > 0, usando la formula del binomio di Newton, si ottiene se n > 3

q”:(1+b)":1+<?)b+<g)b2+z< L ) bk>1+nb+@b2
k=3

Ne deriva quindi che

q" n—1
n

b2

1
>—+b+
n

e da questa disuguaglianza si ricava appunto che

4. Verificare che se

allora

Verificare inoltre che

i) se

allora

ii) se

allora

q'n
lim — =400 .
n—oo 1
lim a, = +oo o lim a, = —
n— o0 n— o0
lim — =0
n—00 @,

lim a, =0 e a, >0 VnenN

n—roo

lim — = 400
n—00 QA

lim a, =0 e a, <0 VneN

n—roo

lim — = —o0
n—00 QA

3.6 Forme indeterminate

Quando si fanno operazioni coi limiti e uno o entrambi sono 400 0 —oo, bisogna fare attenzione
perche in alcuni casi non si puo stabilire, con una regola generale, quanto venga il limite della
somma, del prodotto e del quoziente.

Supponiamo, per esempio, che {a,} e {b,} siano due successioni con

lim a, =400 e lim b, =0
n—oo n—oo

(dove b pud essere un numero reale o anche +0o 0 —oo ). Allora
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i) se b# —oo (‘ossiase b€ R ob=+00), si ottiene che

lim (a, +b,) = 400 ;

n—oo
ii) se b # 0, si ottiene

+o0 sebeR b>00b=+00

lim a"b":{ —00 sebeR b<0ob=—o00 °

n— o0

iii) sebe R e b#0, si ottiene

nlggoa: —o0 seb<0

an { 400 seb>0

Per quanto riguarda le altre possibilita che si possono verificare, non & possibile in generale dire
quanto viene il limite della somma, del prodotto e del quoziente in quanto il risultato dipende dalle
particolari successioni che si stanno considerando e, in generale, varia al variare delle successioni
che intervengono nel limite.

Per questa ragione, limiti di questo tipo vengono chiamati ”forme indeterminate”. Esse, in
particolare, si presentano quando si hanno limiti del tipo :

0 400 +4o0
00+ (=00) 3 0+ (400) 5 0+ (~00) i g 3 oo s
Vediamo ora alcuni esempi.
3.7 Alcuni esercizi
1.
2" 2" (g + 1 2\" = +1 0+1
1imT1im(%)11m(> 2 T g g
2.
lim /2" +n?2+1=li 2\”/1+n—2+i—2
3. )
n+2yn 1t O5 140 1

I -
oo 2n 43 mbee 243 240 2

1 = — = —

4. Verificare che se {a,} ¢ una successione con

anp>0 ¢ lima,=a€R con a>0
n— o0

allora
lim a,=1.

n—oo

Dim. Essendo a > 0, posso trovare v € R tale che

CL< <3 Vn >
= - v
5 an, 2a n
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Ne deriva quindi se n > v:

nl3

Il risultato segue allora dal teorema dei due carabinieri, ricordando che:

lim ’\l/E: lim \"/§a: 1

4 (. 1\4
lim (n+1) (n—1)
n—00 n3 4+ n?

. Calcolare il:

Usando la formula del binomio, possiamo scrivere il numeratore nel modo seguente:
n+1)*—m—-D*=n*+4n*+6n>+4n+1—(n* —4n® +6n> —4dn+1)=8n+8n

Pertanto . . 5
H*—(n—-1 8 8

lim (n+1) (n ) = lim sniton _

n— o0 n3 + n? n—oo N3 4+ n2

. Verificare che se a € R verifica la diseguaglianza a > 1, allora

lim — =0
n—oo N
Sia k = [a] e n > k + 1, allora:
a® a a a a a aia’C a a<ak a n—k
nl 1 2 3 k k+1 DK E+1T n K \k+1
Siccome 45 < 1, si ricava che

n—k
. a

lim V/n! = +00

n—oo

. Verificare che

Sia k un numero naturale e sia n > k, allora:
n!= (k= Dk(k+1)---n> (k— 1" 1

Pertanto
Vnl > 3/(k— 1) VEI—F -k

Siccome abbiamo visto che V a > 0

lim {/a=1

n—oo

possiamo trovare un numero v; € R tale che V n > v4. si ha

YVk-—1!>= e VEklI-F> % .

| =
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Ne deriva quindi che V n > max{v;, k}, si ha :
n k
Vn! > 1

e quindi vale I'affermazione iniziale.

. Calcolare il

lim (\/2n2—n+10—n)

n— oo

Ragzionalizzando, si ottiene:

2n? — 10 — n? 2 10
(\/2n2—n—|—10—n): nwontl0-n"  non+
V2n2 —n+104+n V2n2—n+10+n

Ne deriva quindi che

n—oo

lim (\/2n2—n—|—10—n) = 400

. Calcolare il
lim (\3/n3 +n+1-— n)

n— oo

Ragzionalizzando, anche in questo caso, otteniamo

3/ nd4+n+1-—n3
(\/n5+n+1fn): - 5 -
(Vn3+n+1)" +nVnd+n+1+n2

(abbiamo usato la formula
a®—b3=(a—0b)(a*+ab+1?) )

Possiamo quindi concludere che

lim (mw) —0

n— oo

. A volte, per calcolare alcuni tipi di limite & utile il seguente criterio:

Criterio del rapporto Supponiamo che a,, sia una successione di numeri positivi e che

esista il limite a
lim —* =L

n—oo (O,

dove L puo essere un numero reale o anche +oco. Allora:

e se L <1,siha

lim a, =0
n—oo

e se L > 1siha
lim a, = o0

n—oo

e esiste anche il limite della successione /a,, e risulta

lim /a, =L

n— oo
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( Provare di dimostrare questa affermazione per esercizio. Una dimostrazione verra riportata
poi alla fine del capitolo.)

Vediamo un esempio il cui il criterio del rapporto si puo applicare. Supponiamo infatti

di dover calcolare il seguente
n

. n!
n3o0 (3n)!
In questo caso risulta
ant1 2" (4 1) 3n)! 2(n+1)
an  (Bn+3)! 27n!  Bn+1)Bn+2)(3n+3)
Pertanto a
lim —* — ¢

n—00 Gy

e quindi, per il criterio del rapporto:
2™ n!
lim — =
n—oo (3m)!
3.8 Successioni monotone
Sia {a,} una successione. Diremo che :
i) {a,} & strettamente crescente se an11 > a, VneN |

ii) {a,} & crescente se a,y1 > a, YneN,

)
iii) {a,} & strettamente decrescente se a, 11 < a, YneN,
)

iv) {a,} & decrescente se a,11 < a, VneN.

Diremo che {a, } & una successione monotona se gode di una delle proprieta elencate sopra. Per
le successioni monotone vale il seguente:
Teorema Se {a,} ¢ una successione monotona, allora esiste ( finito o infinito ) il

lim a, .
n—oo

Dimostrazione Supponiamo che {a,} sia crescente ed indichiamo con A l'insieme dei suoi valori,
ossia
A={ay,a2,...,an,...}

Verifichiamo ora che :

1) Se A non ¢ superiormente limitato, allora

lim a, = 400,
n—oo

2) Se A & superiormente limitato, allora

lim a, =a=sup A .
n—oo
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Supponiamo dunque che A non sia superiormente limitato, allora V. M € R I 7n € N tale che
am > M. Essendo la successione crescente se n > m allora a, > amz > M. Possiamo quindi
concludere che

lim a, = +oo .
n—oo

Se invece A ¢ superiormente limitato, dalle proprieta caratteristiche dell’estremo superiore, otte-
niamo:

iya,<a YneN,
ii) Ve >0 3 n.eN talechea, >a—c.

Essendo la successione crescente se n > n.
ap 2 Qp_ >0 —¢
Possiamo concludere pertanto che, se n > n.
a—e<ap<a<a-+e

Pertanto

lim a, =a .
n—oo

3.9 Esempi importanti: il numero di Nepero

Sia N
1
A, = (1 + >
n

Verifichiamo che la successione {a, } & strettamente crescente, provando che

p-1<ap YNEN n>2

n—1 n n—1 n
1 1 1
Qp1 < ap<s (14 —— <|(1+-— & i < n &
n—1 n n—1 n
no\ n+1\" /n—1\" n-1 n?2 —1\" 1 1\"
< = < sl—-——<|1——
n—1 n n n n2 n n?

Ricordiamo ora che la diseguaglianza di Bernoulli afferma che, se n > 2 e x > —1, z # 0, allora :

Infatti

1+x)">1+nx.

Scegliendo infine =z = —%, otteniamo :

che e proprio l'ultima diseguaglianza della sequenza di diseguaglianze equivalenti che abbiamo ot-
tenuto.
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Consideriamo anche una seconda successione definita da:

1 n+1
(1)
n

e verifichiamo che tale successione ¢ strettamente decrescente, provando che

by <bp_1 YneNnn>2

1 n+1 1 n 1 n+1 n
by <bp_1 & |1+ — <|l1+— | & nt < n &
n n—1 n n—1
n+1< n ! n n@n+1< " n@1+1< 1+ ! !
n n—1 n+1 n n2—1 n n?—1

(con n > 2), otteniamo :

Infatti

Usando ancora la diseguaglianza di Bernoulli, con la scelta x = n%

1
1 " n
1 >1
( + n? — 1) + n?—1
Otteniamo infine 'ultima diseguaglianza della sequenza di diseguaglianze precedenti, osservando
che :

n
n?2 —1

1\ 1
bn:<1—|—> =an <1+>
n n

an <b, VnenN

Ne deriva che a, < by =4 Vn € Necheb, >a; =2 Vn €N, ossia {a,} é limitata
superiormente, mentre {b,} é limitata inferiormente. Esistono quindi i limiti :

1+

1
>14—.
n

Da notare infine che

e pertanto risulta

lim a, =a e lim b,=0b
n— oo n—oo

Dalla relazione che abbiamo gia notato, ossia

1
b, = ap <1+>
n

risulta che i due limiti sono uguali (a = b). Tale limite verrd indicato nel seguito con la lettera e (
numero di Nepero). Pertanto risulta

1 n 1 n+1
e = lim (l—l—) = lim (1+)
n—oo n n—oo n

ed inoltre valgono le diseguaglianze :
1 n 1 n+1
(1+) <e<(1+) VneN.
n n
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Un terzo limite importante che vogliamo mettere in evidenza é il seguente

1 n
lim (1 — )
n— 00 n

Con alcuni passaggi algebrici, si ottiene:

n—1

(1-2) = () _(nl)" (Hll)”_an_l (11+1)

Ne deriva quindi che

3.10 Sottosuccessioni e teorema di Bolzano-Weierstrass

Sia {a,} una data successione. Diremo che {b,} ¢ una sottosuccessione di {a,} o una succes-
sione estratta da {a,} se esiste una successione strettamente crescente di numeri naturali {k, }
tale che

by, =ar VYneN.

n

Ad esempio, se poniamo k,, = 2n, otteniamo la sottosuccessione
bn =dazn

che viene chiamata la sottosuccessione dei termini di posto pari. Analogamente si puo considerare
la sottosuccessione dei termini di posto dispari

Chp = QA2p—1 N GN .
Vale il seguente :

Teorema Supponiamo che una successione {a,} abbia limite ( finito o +00 ) e supponiamo che
{b,} sia una sottosuccessione di {a,}, allora {b,} ha lo stesso limite di {ay}.

Dimostrazione Supponiamo che sia

lim a, =a€R.
n—oo

e che {k,} sia la successione strettamente crescenti di numeri naturali tali che
bn = ag,,

Osserviamo, in primo luogo, che essendo {k,} una successione strettamente crescenti di naturali,
risulta

kn>n VneN.
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D’altra parte, dalla definizione di limite, V e > 0 3 v, € R tale che
la, —al<e VY n>u,
Ora, se n > v,, risulta pure k, > n > v, e quindi
|bp, — al = |ak, —a|] <€ .

Osservazione Dal teorema precedente si deduce che, se da una successione {a,}, ¢ possibile
estrarre due sottosuccessioni con limiti diversi, allora la successione di partenza non ha limite. Per
esempio, supponiamo di dover calcolare

2
1
lim me
n—soo n?2+2n+3
Posto b,, = asy, si ha
4n?2 +2n+1 _

A b = 3

D’altra parte, posto ¢, = as,_1 si ottiene

2n—1)2+2
limcnzlim—(n )" +2n

=-1.
n—00 n—00 (Zn — 1)2 +4n+1

Possiamo concludere quindi che il limite di partenza non esiste.

Abbiamo gia osservato che ogni successione convergente ( ossia con limite finito) ¢ anche limitata
ma che in generale non vale il viceversa, ossia una successione puo essere limitata senza essere
convergente, come mostra ’esempio a,, = (—1)".

Vale pero il seguente importante teorema:

Teorema di Bolzano-Weierstrass Sia {a,} una successione limitata. Allora si puo estrarre
da {a,} una sottosuccessione convergente.

3.11 Eercizi di ripasso

Questo capitolo contiene alcuni esercizi di ripasso sugli argomenti svolti fino ad ora. La
risoluzione di tali esercizi si puo trovare alla fine del capitolo.

z+1 1
A_— , ——— - .
{xGR, 3<2}

1. Determinare 'insieme

2. Risolvere la seguente disuguaglianza

r~ — T

>2x+1
T+ 2

3. Risolvere la disuguaglianza

vVe—14++vVr+4<5.

4. Determinare I'insieme:

A={zeR,1+22x <z —22+2}.
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10.

11.

12.

. Risolvere la seguente disuguaglianza

2vVx2+zr—-2>x+3

A{2n+5 ; ne/\/} .
n+1

Verificare che sup A = max A = % einf A=2.

. Sia

Sia,

2 1

A:{QH_ZH' Lz ER x;«éO}
T

Verificare che

A non é superiormente limitato,

Calcolare inf A e dire se ¢ minimo.

2
A_{W5$€R}~
e+ 1

. Sia

Dire se A € superiormente limitato.

.SiaA={zeR;x#1}ed f : A— R la funzione definita dalla legge

Sia B = f(A). Verificare che :
i) B non ¢ ne superiormente né inferiormente limitato;
ii) B=R —{1};
ili) f : A — B ¢ iniettiva.
Calcolare i limiti:

i) lim (\/n2+2n—\/n2—1); i4) lim (\3/n3+n—n)

n—oo n—oo

27L
i) lim Y1+ n?+n327; iv) lim —
n— o0

on 4qn 15_ _15
v) lim + ; vi)  lim ()’ =(n=1)
n—oo M + H" n—oo n4
Sia,
A:{W;MN}.
n+1

Verificare che A é inferiormente limitato e calcolare inf A.
Risolvere la seguente diseguaglianza:

222+

-3
xr — 2 .
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13. Sia

Calcolare sup A.

14. Calcolare i seguenti limiti:

oonZ4on . n+1
lim ——— , lim n -1
n—oo n° + 3" n— 00 n

15. Esempi di due prove parziali scritte date in classe in anni precedenti.
PROVA A

1) Dire per quali € R vale la diseguaglianza:

22+ 2z

>2x—1
r+1

2) Sia
A= {\/n2+nfn : ne./\/}
Calcolare inf A e sup A e dire se sono minimo e massimo di A.
3) Sia
22 +zx+1
—

fz) =

Dire se f e iniettiva e calcolare I'insieme dei valori di f.

reR, xz#1

4) Calcolare i seguenti limiti:

lim v/3"+n?2+1 ; lim (\/n2+6n+1—n> ; lim n nt _\F.
n—oo n—oo n—oo ,/n-|_ +f

PROVA B

1) Dire per quali € R vale la diseguaglianza:

.’Ez—.’b

>2x—3
T+ 2 x

2) Sia
A= {\/n2+2n—n ; nGN}
Calcolare inf A e sup A e dire se sono minimo e massimo di A.

3) Sia
2 —z+1
o) =—51

Dire se f ¢ iniettiva e calcolare I'insieme dei valori di f.

rTER, x#—1

4) Calcolare i seguenti limiti:

lim V4" +n%®+3 ; lim (\/n2—|—4n+6—n) ; lim n nto f
n— o0 n— 00 n—o00 \/n_|- +f
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3.12 Dimostrazione del criterio del rapporto.

i) Poniamo e = 5L essendo L < 1, risulta € > 0 ed inoltre:
1-L 1+1L
Lte=L+——="T"—4<1
2 2
Dalla definizione di limite, posso trovare m € A tale che

Qp+41

—— < L+4+e=q VYn>m

2%

ossia,
Ont1 < qa, Yn>m

Applicando ripetutamente questa diseguaglianza, si ottiene:

am+1 < q Qm
am+42 < qami1 < ¢ am
Amts < qam+2 < ¢ am

Am+h < qam+h—1 < qh Am
Se poniamo infine n = m + h, otteniamo
an <q"  "a, YneN,n>m+1

Siccome ¢ € (0,1), ¢" tende a zero quando n tende all’infinito. Per il teorema dei due
carabinieri si ottiene allora che:

lim a, =0

n—oo

ii) Si ragiona nello stesso modo con ovvie modifiche.

iii) Verifichiamo I’affermazione nel caso che L € R sia positivo, essendo il caso L = +oo e il caso
L = 0 pit semplici. Fissato € € (0, L) sia m = m, un numero naturale tale che

a
L—s<n7+1<L+5 Yn>m

Qn

Ragionando per induzione, verifichiamo ora che valgono le diseguaglianze:
(L—e)""Mapm<ap, <(L+e)" ™ay, Vn>m+1
Infatti, se n = m + 1, la diseguaglianza deriva subito da

L—e<mtl o4 e

A

moltiplicando per a,, che e positivo. Supposta ora la doppia diseguaglianza vera per n >
m + 1, osserviamo che:

ani1 < (L+e)an < (L+e)(L+e)" ™am = (L+e)" " ""a,,

tny1 > (L—€)a, > (L—¢)(L—¢)" ™a, =(L—-¢)"""™a,,
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Estraendo la radice n-esima, ottengo:

a

m am
< ¥Ya, < (L nf—n-— VYn> 1
(L—e)™ an < (L+e) \V (L+¢e)m mem
A, . Am
lim ¢/~ = lim o/ —m
nooe \[(L—e)m ~ wiee Y (L1 o)

esistono quindi due numeri naturali m’ = m. ed m” = m! tali che:

1")([/Ci7m5)7n>1—€ Van/
[ Om 7

Possiamo quindi concludere che, Vn > max{m,m’,m"}, valgono le diseguaglianze:

(L—e)(1—¢)< Ya, < (L+e)(1+4¢)

(L—¢) ¢

Ricordiamo infine che

e quindi vale la tesi.

3.13 Risoluzione degli esercizi proposti nel Capitolo 3

z+1 1
A= R, — <=, .
{xe 7:1:3<2}

1. Determinare 'insieme

Risulta:

z+1 < 1@2x+2_x+3<0¢> T +5 <0
x—3 2 2 (z —3) 2(x—3)

Pertanto A = (-5, 3).

2. Risolvere la seguente disuguaglianza

SRR P |
+2

Risulta

22— 22 —x—-22%2 -4z -2 -2 224+ 6x4+2

>2z+1& >0 ———F— <0

x4+ 2 x4+ 2 x4+ 2

Il numeratore si annulla per x15 = —3 F /7 e quindi ottengo:
t++--=-=---- + + + Segno del numeratore
-3 V7 -3+ V7
- === + + ++ Segno del denominatore
-2

Pertanto la disuguaglianza e verificata se

z € (—00, =3 —VT) U (=2, -3+ V7).
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3. Risolvere la disuguaglianza

vVe—14++vVr+4<5.

Osserviamo che deve essere x > 1. Elevando al quadrato otteniamo:

z—14+z+442/(z-1)(z+4) <25 /(z—1)(z+4)<1l-=z

Deve quindi essere anche 11 — x > 0 ossia x < 11. Infine elevando ancora al quadrato,
ottengo:
P 4dr—2—-4<121422—-222252<125< <5

Possiamo infine concludere che la diseguaglianza vale se e solo se x € [1, 5].

4. Determinare l'insieme:

A={zeR, 1+2z < Vo —22+2}.

Affinche la radice sia definita, deve essere  — 22 + 2 > 0, ossia 22 — x — 2 < 0. Essendo
A =1+ 8, deve essere x € [—1,2]. D’altra parte, se 1 + 2z < 0, la diseguaglianza ¢ vera.
Pertanto [—1, —%] C A. Infine se z € (—%, 2], elevando al quadrato, ottengo:

1+22<Vez—2242& 1+42° +4x<z—-2°+2&52°+32-1<0
Ora l'ultimo polinomio di secondo grado ha A = 9 + 20 = 29 e quindi le sue radici sono:

—-3F29

T2 = 10

Quindi, affinche I'ultima diseguaglianza sia verificata, deve essere x1 < x < x5. Osserviamo
infine che —1 < x1 < —1/2 e che 25 < 2. Pertanto

—-34+v29
"0

A=|-1

5. Risolvere la seguente disuguaglianza
2Vr2+zx—-2>x+3

Osserviamo, in primo luogo che il radicando deve essere non negativo ed essendo le sue radici
_1%‘/1"’78 ossia 1 = —2 e g = 1, deve essere & € (—o0, —2] U [1,+00). D’altra parte se
x+3 < 0 ossia se < —3 la disuguaglianza ¢ verificata (essendo in tal caso il primo membro
non negativo ed il secondo negativo). Infine se x + 3 > 0, ossia se x > —3, risulta

2 w2+x—2>x+3¢>4(:c2+x—2)>x2+6x+9<:>3w272x717>0

Questa ultima disuguaglianza ¢ verificata infine se z € (—o0, %) U (@, +00). Siccome

-3 < #) < —2, possiamo concludere che la disuguaglianza iniziale & verificata se

S <—oo,1_3\/572> U <1+3\/572,—|—oo> .
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6. Sia

2
A{ nts ; ne/\/} )
n+1
Verificare che sup A = max A = % einf A=2.

Osserviamo che % € A in quanto tale valore si ottiene dalla definizione di A scegliendo n = 1.
Pertanto Z = max A se e solo se

2n+5

7
< — .
Tl =3 VneN
Risulta: In+5 T An+10—Tn—T 3n—3
Ut e A P N L BN DS |
n+1 2 2(n+1) 2(n+1)

D’altra parte

2n+522®2n+572n—220® 3 >0
n+1 n+1 n+1
Pertanto 2 verifica la prima proprieta caratteristica dell” inf. Sia ora n € R con n > 2, allora:
2 5 2 5— - -2 -5 5—
nt <n& nt AL 77<0(i)(77 )t >O<:)n>—77
n+1 n+1 n+1 n—2

e quindi 2 verifica anche la seconda proprieta caratterstica dell’inf.

7. Sia ,
“+ax+1
A{2 , T ER :c;«éO}

X

Verificare che

e A non e superiormente limitato,

e Calcolare inf A e dire se & minimo.

Sia b € R con b > 1 e verifichiamo che la disuguaglianza

[y |
s >
x

b

ammette almeno una soluzione. Infatti risulta

2+x+1

5 >Shea’+ar+1>bP e (b-1)2’—2-1<0

T

Osserviamo che A =1+4(b—1) > 0 e quindi la disuguaglianza ¢ verificata se

xe(l_\/g 1+\/Z> , x#0.

2(b—1)"2(b—1)
D’altra parte d € R ¢ un minorante dell’insieme A se e solo se

22 +z+1

5 >d YVeeR , x#0

X
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Osserviamo ora che )
> +arx+1

—— >de (1-d)a®+2+1>0

T

Deve quindi essere (ricordando che richiedo che la disuguaglianza sia vera per ogni = # 0)

1-d>0e A=1-4(1—-d)=4d—-3<0 ossia d§§

4
Pertanto d = % é il piu grande dei minoranti e quindi, per definizione, & ’estremo inferiore
dell’insieme A. Da notare infine che % € A ( si ottiene per x = —2) e quindi % = max A.
. Sia 9
z-+6x+1
A=¢——— ;xR .
2241

Dire se A & superiormente limitato.
Ricordiamo che b € R & un maggiorante dell’insieme A se

22 +6z+1

O <b VzeR

Osserviamo anche che, ponendo x = 0, si ottiene che deve essere b > 1. D’altra parte

22 +6zx+1

T <bes (b-1Dz2—6z+b—-1>0
X

Risulta quindi che b & maggiorante se e solo se A(b) =36 — 4 (b — 1)2 < 0 e quindi se e solo
seb?> —2b—8>0. Essendo A=4+32¢

b _2F6 -2
12—T— 4

si ottiene che b & maggiorante se e solo se b > 4. Allora 4 = sup A. Notiamo infine che per
x = 1, si ottiene anche che 4 € A e quindi 4 = max A.

.SiaA={zreR;zx#1}ed f : A— R la funzione definita dalla legge

Sia B = f(A). Verificare che :

e i) B non ¢ neé superiormente né inferiormente limitato;
e ii) B=R - {1}
e iii) f : A — B ¢ iniettiva.

Sia A€ R con A>1,allora :

- A A A—Dxz—A

0
x—1 r—1 r—1 <
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Studiando infine il segno di numeratore e denominatore, otteniamo :

- — — — 4+ + + + Segno del numeratore
1 1+
_- - - — 4+ 4+ 4+ Segno del denominatore

Se ne ricava che la disuguaglianza iniziale & verificata se

1

Pertanto B = f(A) non ¢ superiormente limitato. Analogamente se A € R verifica la
disuguaglianza A < 1, allora :

- A A 1—A A
N S L S IS k) s s S
r—1 z—1 x—1
Ora otteniamo:
- - - - ++ ++ Segno del numeratore

- 1

- === 4+ + ++ Segno del denominatore
1

Se ne ricava che la seconda disuguaglianza & verificata se

€ 1—L1
T = .

Pertanto B = f(A) non ¢ inferiormente limitato. Sia ora y € R, consideriamo ’equazione (
nella )

Risulta :
x _
:y<:>x—yx:—y<:>x:7y (se y#1).
r—1 1—y

Pertanto y € f(A) & y # 1.

10. Calcolare i limiti:

i) lim (\/n2+2n—\/n2—1); i7) 1i_>m (\3/n3+n—n)
n oo

n—00
i) lim YT4nEndon i) lim —
n—o00 ’ n—oo M, + 21
on 4qn 1 5 _ -1 5
v) lim + ; vi)  lim )’ =(n=1)
n—oo M, 4+ H" n— o0 n4
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i) Razionalizzando si ottienne:

(\/n2+2n—\/n2—1) 2n+1

- VnZ+2n+vnZ—1

possiamo quindi concludere che:
lim (\/n2—|—2n— \/n2 —1) =1
n—oo
i) Razionalizzando anche in questo caso, ottengo:

(\3/n3+n—n): r
(V/n? +n)2 +nV/nd +n+n?

Ne deriva quindi che:
lim (\3/n3 —|—n—n> =0

n—roo

iii) Raccogliendo n3 2" si ottiene:

n " 1 1
V14n24n32n =2 Vn3 \/1+ —27" 4 — 2"
n n
Possiamo quindi concludere che:

lim V/14+n24+n32n =2

n—oo

iv) Dividendo numeratore e denominatore per 2", si ottiene:

n2" n
n+2r 241
e quindi
. n 2"
lim = 400

n—oo n + 27
v) Dividendo numeratore e denominatore per 5", si ottiene:
" +4m ()" + ()"

n+ 5" =1

e quindi
L 2n 44
lim =

vi) Usando la formula del binomio di Newton, si ha
n+1)°—(n—-1°=n°+5n"+10n> +10n* +5n+ 1—
—(n® =50t +10n® —10n* +6n—1) =
=10n*+20n> +2
Ne possiamo concludere quindi che:

(n+1)° = (n—1)°

lim 7

n—00 n

=10
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11.

12.

13.

Sia
A_{W;NN} _
n—+1

Verificare che A é inferiormente limitato e calcolare inf A.

Posto
_n+2yn
A |
risulta facile verificare che
ei)a,>1 VneN,
e ii) si ha:
lim a, =1
n—oo

Ne deriva quindi che inf A = 1. Infatti se n > 1, risulta:

n+2yn

—1)n—2
o] <nem-n—-2vVn+n>0

Siccome n — 1 > 0, 'ultima diseguaglianza ha sempre soluzioni. In particolare se A(n) =
4—4n(n—1)=4—4n>+4n > 0, basta scegliere n in modo tale che

> 22+ VA(b)

(n—1)
Risolvere la seguente diseguaglianza:
2 2
2284w _
T —2
Ottengo:
222 + o 222+ —22+22x+32-6 22 +6x—6
—<zr-3& <0& —— <0
T —2 z—2 r—2

Osservando che le due radici dell’equazione di secondo grado sono:
T1o=-3F V15
possiamo concludere che la diseguaglianza é verificata se e solo se
z € (—o0,—3—V15)U (V15 -3,2) .

Sia )

2—z+1’

Calcolare sup A.
Ricordiamo che un numero b € R, b > 0 & un maggiorante dell’insieme A se risulta:

z+1

— — <b VY
22—z +1— TER
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Ricordando che il denominatore della frazione considerata € sempre positivo, si ottiene:

1

I Chea+1<ba?—brtbebat—(b+1)a+b—1>0
i —zx+1

Affinche dunque la diseguaglianza sia vera per ogni x € R, deve essere:

Ab)=(b+1)2—4b(b—1)=-3b*+6b+1<0

e quindi deve essere

Z3+3\/ﬁ

3+ V12
3
Osserviamo infine che tale numero risulta essere anche il massimo elemento di A.

b
Ne deriva quindi che

sup A =

14. Calcolare i seguenti limiti:

Z4on 1
limu, limn( nt —1)

n
Ottengo
2
. nZ42n . 2\ " 5w+ 1
lim ———— = lim (- 3 =0

Razionalizzando ottengo

1 ntl g 1 1
n—00 n n—00 /njL_l +1 n—00 nzl +1 2

15. Esempi di due prove parziali scritte date in classe in anni precedenti.
PROVA A

e 1) Dire per quali z € R vale la diseguaglianza:

2242z

>2xr—1
x+1

e 2) Sia

A= {\/n2+n—n ; ne./\f}
Calcolare inf A e sup A e dire se sono minimo e massimo di A.
e 3) Sia
2 +zx+1
z—1

fz) =

Dire se f € iniettiva e calcolare I'insieme dei valori di f.

reR, xz#1
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e 4) Calcolare i seguenti limiti:

lim v/3"+n2+1 ; lim (\/n2—|—6n+1—n) ; lim nu

PROVA B

e 1) Dire per quali z € R vale la diseguaglianza:

.132—33

>2x—3
T+ 2 .

e 2) Sia
A= {\/n2+2n—n ; nEJ\/}

Calcolare inf A e sup A e dire se sono minimo e massimo di A.

e 3) Sia
22 —z+1
=— R -1
f(z) 11 YER,z#
Dire se f ¢ iniettiva e calcolare I'insieme dei valori di f.

e 4) Calcolare i seguenti limiti:

V6 —
lim v/4" +n3+3 ; lim (\/n2+4n+6—n) 7 lim nu
n— oo n—oo n—00 \/n+6+\/ﬁ

Correzione della prova A

1) - Risulta:
2?2+ 2z 22 +2x—-2224+x—-2x+1 2 —z—1
— >2x—-1& >0 —— <0
r+1 r+1 r+1

Le radici del polinomio di secondo grado al numeratore sono 1%@ ed essendo 1*7‘/5 > —1,

risulta che la disuguaglianza é verificata se

x € (—o0,—1) U (1 _2\/5, 1 +2\/5>

2) - Poniamo a,, = vn? + n—n e verifichiamo che la successione a,, & strettamente crescente.
Infatti:

an<an+1<:)\/n2+n—n<\/n2+2n+l+n+l—n—1(:>
svn24ent+l<vn?4+3n+2eaen’+n+14+42vVn2+n<n®+3n+2<
sS2vVn2+n<2n+ledn’+4n<4dn®+4n+1

Ne deriva quindi che
inf A=min A=a; =Vv2-1
2 2
— 1
supAzlimanzlimn+n oz

n— 00 n—o0o s/n2—|—n+n 2
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Siccome 1 ¢ A, A non ha massimo.
3) - Siano z,y € R con x # 1, y # 1, allora:

?+r+1  yPP4y+1

:>x2y+:vy+y—m2—x—1:xy2+xy+x—y2—y—l
z—1 y—1

seylr—y)+2(y—2)+(@+ylr—y) =0=(r—ylry-2-y—2)=0
Pertanto 'ultimo prodotto, oltre che per « = y, si annulla anche se y (z — 1) = 2 + 2, ossia se

T+ 2
r—1

Risulta allora, scegliendo per esempio x = 0 e quindi y = —2, che f(0) = f(—2). Pertanto la
funzione f non é iniettiva.
Sia ora y € R, ’equazione f(x) = y, ha soluzioni se e solo se

Prrt+l=zy—yer®+(1-y)z+1+y=0
Deve quindi essere
A(y)=(1-y)? —4(1+y) >0 ossia y* =6y —3>0
Pertanto I'insieme dei valori é dato dall’insieme

B= (—oo,3—2\/§} U [3—!—2\/5,—!-00)

.o . " nd 3
lim /4" +n3+3= lim 44/14+ —4+ — =4

Razionalizzando, ottengo:

2 4 2 4
lim (\/n2+4n—|—6—n): lim ntdntb-n =—-—=2
n—oo n—oo ,/n2+4n+6+n 2

4) - Risulta:

Sempre razionalizzando, ottengo:

vn + —\/ﬁ_ . n+6-—n 6 3

lim lim n = - =

oo VT 6+ i o (Vad bVt 0+ ym) 4 2
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4 LIMITI DI FUNZIONI

Prima di estendere la definizione di limite al caso di una funzione f : A — B, introduciamo
brevemente alcuni semplici concetti di topologia della retta reale.

4.1 Nozioni di topologia

Sia A C R, diremo che un punto xg € A & un punto interno ad A se 3r > 0 tale che l'intervallo
aperto (xg — r,xo + r) & tutto contenuto in A.

o
L’insieme dei punti interni ad A verra indicato col simbolo A e chiamato interno o apertura di
A.

o
Diremo che un insieme A C R € un insieme aperto se A =A ossia se ogni x € A & un punto
interno ad A. In simboli:

ACTReapertoseesolose Ve € A Ir=r, >0 taleche (xr—r,z+7r)C A

Un insieme A C R si dice chiuso se il suo complementare R — A ¢ aperto.
Sono facili da verificare e le lasciamo per esercizio le seguenti proprieta:

i) se A, B C R sono due insiemi aperti, allora AU B e AN B sono pure insiemi aperti;
ii) se A, B C R sono due insiemi chiusi, allora AU B e AN B sono pure insiemi chiusi;
iii) se A, n € N & una successione di insiemi aperti, allora

o0
U A, € un insieme aperto ;

n=1
Ricordiamo che con il simbolo

o0 o0
U A, si intende 'insieme U A,={reR;IneN conzeA,}

n=1 n=1

iv) se A, n € N & una successione di insiemi chiusi, allora

o0
ﬂ A, & un insieme chiuso ;

n=1
Ricordiamo che con il simbolo

o0 o0
ﬂ A,, si intende I’insieme ﬂ Ap={z€eR;z€ A, VneN}

n=1 n=1

Osserviamo che in generale se A, n € N ¢ una successione di insiemi aperti, allora

oo
ﬂ A, puod non essere un insieme aperto ,

n=1
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e analogamente se 4,, n € A/ & una successione di insiemi chiusi, allora

(o]
U A, puod non essere un insieme chiuso .

n=1
Ad esempio gli insiemi A,, = (0,1 + 1/n) sono insiemi aperti e

o0
ﬂ Ay, = (0,1] che non ¢ un insieme aperto ,

n=1
mentre gli insiemi A,, = [0,1 — 1/n] sono insiemi chiusi e

oo
U Ay, =[0,1) che non ¢ un insieme chiuso .

n=1

Se AC Rex e R, diremo che z ¢ un punto di accumulazione per A e scriveremo x € A’ se
vale la seguente proprieta: Vr >0 AN (x —r,x 4+ r) contiene almeno un punto z’ diverso da z.
In simboli:

reA & Vr>0 An(z—ryz+r)—{z} #0.

Da notare che se z € A" allora V7 > 0 I'insieme AN (x — 7,z + ) contiene infiniti elementi.
Indichiamo infine con A (la chiusura di A) l'insieme A = AU A’. Ovviamente risulta

r€A & Vr>0 An(v—ro+7r)#0

Un punto z € A — A’ viene chiamato un punto isolato di A, infattiz € A— A’ & dr > 0 tale
che AN (x —r,z+7r)={z}
Definiamo infine 9 A (la frontiera di A) 'insieme
A=A 1 .
Da notare che
€A Vr>0 An(z—rz+r)#ZleR—-A)N@—r,z+7r)#0.
Alcune osservazioni che si possono fare sono le seguenti:
1. Se A C R, allora
i) A & chiuso se e solo se A = A4;
ii) A & aperto se e solo se A :;1.

Verifichiamo ad esempio la i). Dalla definizione risulta sempre che A C A. Supponiamo ora
che A sia chiuso e verifichiamo che A C A. Sia dunque € A. Se fosse € R — A, essendo A
chiuso, esisterebbe r > 0 con (z—r,z+r) C R—A e quindi (z—r,x+r)NA = 0, in contrasto
col fatto che & € A. Viceversa se A = A, allora A & chiuso. Infattise x e R—A=R - A
allora esiste r > 0 con AN(x—r,z+7r)=0. Allora (x—r,z+7r) CR—AequindiR—A ¢
aperto ed A ¢ chiuso.
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2. x € A se e solo se esiste una successione z,, € A con

lim z, =x
n—oo

Infatti se * € A, per ogni numero naturale n, si ha AN (z — 1/n,z + 1/n) # 0 e quindi
Vn € N esiste 2, € AN (z —1/n,x+ 1/n). Ottengo in questo modo una successione z,, € A
con

1 1
r——<zp<x+ - Vne~N
n n

e quindi

lim z, =x .
n— oo

La dimostrazione del viceversa viene lasciata per esercizio.
3. © € A’ se e solo se esiste una successione x,, € Aconz, #x Vne N e

lim z, =x
n—o0

Verificarlo per esercizio.
Altre semplici proprieta, che vengono lasciate per esercizio, sono le seguenti:
e Se A C R ¢ limitato superiormente, allora sup A € A,
e A ¢ chiuso se e solo se 0 A C A,

e A’ ¢ un insieme chiuso.

4.2 Limiti di funzioni

Sia f : A — R una data funzione e xy € A’, allora diremo che

Jim f) =L (€R)
se
Ve>036.>0 taleche Vz € A con 0<|z—x9| <Jd: si ha |f(z)—L|<e.

Nel caso che zg € AN A’ e risulti

lim f(z) = f(zo)

T—To

diremo che la funzione f & continua nel punto xg.
Analogamente diremo che
lim f(z) =400 (0 —o0)
T—x
se
VMeRI >0 talecheVae e A con 0<|r—xo| <dp si ha f(x)>M (flz)<M).

Da notare che nelle definizioni di limite ora riportate si richiede che le disuguaglianze (o | f(z)—L| <
eo f(x) > M o f(zr) < M) siano verificate V& € (xg — de, 20 + Jc) « # xo €, in generale il punto
T = xg potrebbe anche non stare nell’insieme di definizione della funzione.

Osservazione Il concetto di limite ¢ un concetto a carattere locale, ossia se f,g : A - R
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sono due funzioni ed esiste r > 0 con f(x) = g(x) Vo € (xg — r,x0 + 1) N A — {z0}, allora esiste il
limite di f per £ — g se e solo esiste il limite di g e risulta:

lim f(z) = lim g(x)

Tr—>T0o Tr—>T0o

Vediamo ora alcuni esempi importanti.

Esempi

1. Se la funzione f & un polinomio, ossia se
f(z) = P(x) :ao+a1I+a2x2+...+anx”

allora risulta
lim P(l‘) = P(Z‘o) Vg € R

TrT—TQ

2. RisultaVaeR a>0
i)

lim a®” =a™ VageR
T—T0

i)
lim log, x =log,x9g Vo E R 2o >0 a#1

T—rT0o

i) Supponendo a > 1. Siccome:

lim (a® —a™) =a" lim (a® ™ —1)
T—To T—To

basta dimostrare che

Ora se ¢ € (0, 1), risulta:

a® T —l<esx—1x9 <log,(1+¢)

x

a® " —1> —e o x—x9 > log, (1 —¢)
Ponendo quindi:
d. = min{log, (1 +¢),—log,(1 —¢)}
si ottiene che se |z — x| < d¢, risulta |[a® "% — 1] <e.
ii) Supponendo sempre a > 1.Siccome:

. . x
Jim (log, © —log, o) = lim log, .

basta dimostrare che .
lim log, — =0

T—T0 _’L‘O

Ottengo dunque se € > O:

x
logs— <eeorx<zga® & x—x9<x0 (a°—1)
o
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g

x _
logo,— > - x>x00

S r—x0 > T (aiE—l)
Zo

Ponendo quindi:

0. = min{zg (¢ — 1), z0 (1 — Cfs)}

L] <e.
0

X

si ottiene che se |z — x¢| < J., si ha |log,

3. Risulta :
lim sinx = sin xq
T—x0

lim cosx = cos g
Tr—xo

Per verificare queste due affermazioni, osserviamo, in primo luogo che vale la diseguaglianza:
|sinz| <|z| Ve eR.
Infatti:
i) se |z| > 7, allora :
[sinz| <1< % < |z
e la diseguaglianza & verificata ;

ii) se 0 < z < I, ragionando sulla figura che segue si ottiene:
2> Tag g g

o

PP’ PP

sinz = < =z
2 2

(PP’ é la lunghezza del segmento PP, PP ¢ la lunghezza dell’arco di circonferenza
che congiunge P con P').

iii) se =5 < <0, allora sinz = —sin (—x) con —x € (0, §), pertanto

|sinz| = —sinz =sin (—2) < —z = |z| .
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In ogni caso dunque vale la diseguaglianza cercata. Ne possiamo concludere che

sin (m—2x0> cos (m—;x())’ < 2 |sin (x;xo)‘ < |z — x|

lim (sinz —sinzg) =0 .
Tr—xo

sin T — T sin T + X9 <9
2 2

[sinz —sinzg| = 2

Ne deriva quindi che

Analogamente :

|cosz — coszp| = 2

. T — To
sin <2>' < |z —xo

e quindi
lim (cosx —cosxg) =0 .
T—T0
4. Verificare che ]
. sinz
lim =1.
z—0 X

Supponiamo che z € (0, §), dal ragionamento fatto nell’esempio precedente, si ricava che

sin x

<1
T

Ragioniamo ora sulla seguente figura.
P/

Q/

x radianti

/ .
@ Q P

11 settore circolare OPQ’ & contenuto nel triangolo OPP’, pertanto vale la diseguaglianza
area(OPQ’) < area(OPP')

ossia
2z-1 < PP -1
2 2
D’altra parte, dalla similitudine dei triangoli OPP’ e OQQ)’, si ricava che

PP QQ"  sinz
1 0Q cosx
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Pertanto si ottiene

Possiamo quindi concludere che
sinx 0
cosr < — <1 Vaxe (0,7)
x 2
Osserviamo infine che se 2 € (- 7,0), si ha

sine —sin(—z) sin(—z)

x x —x
e cosz = cos (—x), pertanto la doppia diseguaglianza

sinx
cosr < — <1
T

vale Vo € (-3, %) — {0}. Siccome

lim cosx = cos0 =1
x—0

dal teorema dei due carabinieri, si ottiene che

sinx

lim =1.
x—0 X

4.3 Limiti di funzioni e limiti di successioni
Un teorema importante che ci permette subito di estendere al caso di limite per funzioni le

proprieta gia note per il limite di successioni ¢ il seguente:

Teorema Sia f : A — R una funzione e 2o € A’. Allora sono equivalenti le seguenti affermazioni:

i) esiste il
lim f(z)=L (0 +000 —00),

Tr—T0o
ii) per ogni successione {z,}, con z, € A — {zo} Vn € N e tale che

lim z, = xo
n— oo

risulta
lim f(z,)=L (0 +00 —0).

n—oo

Dimostrazione Supponiamo che
lim f(z)=LeR

rT—rx0o

e che {z,} sia una successione con x,, € A —{zpg} Vne N e

lim z, = xg
n—oo

Allora dalle definizioni di limite risulta che Ve > 0
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i) 3. > 0 tale che Vo € A con 0 < |x — 20| < 0 si ha |f(z) — L| < ¢;
ii) Jv. tale che Vn > v si ha |z, — x| < 0

Siccome z,, # xg ¥n € N, risulta 0 < |z, — xo| < dc Vn > v, e quindi per la i): |f(z,) — L] < e.
Ossia
lim f(x,)=1L

n—oo

Viceversa, supponiamo che per ogni successione {z,}, con z, € A —{zg} Vn € N e tale che

lim x, = xg

n—oo
risulti
lim f(x,)=1L
n—oo
e proviamo che deve essere anche
lim f(z)=1L
r—rTo

Ragionando per assurdo supponiamo che sia

lim f(z)#L

Tr—rxo

Ne deriva quindi che:
Jde>0talecheVr>03z€Acon0< |z —zo| <rel|f(r)—Ll>¢

Applicando questo fatto scegliendo r = 1/n ottengo una successione z,, € A con 0 < |z, — zg| <
1/n e |f(xy) — L| > e. Abbiamo quindi una successione x,, € A — {zo} con limite 2 e con f(x,)
non tendente a L e questo contrasta con l'ipotesi fatta.

Una conseguenza di questo teorema ¢ la seguente:
Osservazione Se esistono due successioni diverse x,, e y, di elementi di A con

Tn#To , YnFx0o YVRneEN , lim z,= lim y, =29 e lim f(z,)# lim f(y,)
n—oo n—oo n—oo n—oo

allora il

lim f(z) non esiste .
T—To

Proponiamoci, per esempio, di vedere se esiste il
.. 1
lim sin [ —
z—0 x

Ty = ——
2mn

otteniamo una successione x,, # 0, che converge a zero con

Se poniamo

nl;rr;o flz,) = nlLII;O sin(27n)=0.

D’altra parte, se poniamo

1
ST

otteniamo una nuova successione y,, 7 0, che converge pure a zero ma con
. . T
lim f(y,) = lim sin(=+4+27wn)=1.
n—o0 n—o00 2

Pertanto il limite di partenza non esiste.
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4.4 Limiti all’infinito, limite destro e limite sinistro

Sia f : A — R una funzione con insieme di definizione A non superiormente limitato, allora si
possono dare, in maniera del tutto simile a quelle date per le successioni, le seguenti definizioni.
Diremo che

li =1L
AP S =LER
se e solo se
Ve >0 v, tale che |f(z) —L|<e Vx € Aconzx >,

Analogamente diremo che
lim f(z) =400 (0 —00)

r—+00

se e solo se
VM eR Jvy tale che f(z) > M (f(z) < M)Vz e Aconz>uvy

I limiti per x — —oo vengono definiti in maniera simile. Ossia se f : A — R una funzione con
insieme di definizione A non inferiormente limitato, allora diremo che

lim f(z)=LeR

Tr—r—00

se e solo se
Ve>0 Juv. taleche |f(r)—L|<e Vz e Aconz <,
Analogamente diremo che

lim f(z) = +o00 (0 — o0)

Tr——00

se e solo se
VM eR Jvy tale che f(z) > M (f(z) < M)V € Aconz<wvy
Sia infine f : A — R una funzione e sia zy € A’. Indichiamo con
At ={z € A; v > 20}

e supponiamo che zy sia un punto di accumulazione anche di A, ossia che zg € (A+)/. Allora
diremo che la funzione f ha limite L € R per x tendente a zy da destra e scriveremo

lim f(z)=1L
z—ad

se
Ve>0 36, >0taleche Ve Acon xg <z <zp+9d. risulta che |f(z)—L|<e.

Analogamente, posto
AT ={zx € A; x <0}

se g € (A7) diremo che
lim f(z)=1L

ZL’*)IO

se

Ve>0 3. >0 taleche Vo € A con xg— . < < xq risulta che |f(x)—L|<e.
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Dalle definizioni ora date, risulta facilmente che, se z € A’ N (AT) N (A~)’, allora esiste il limite

lim f(z)=1L

r—rT0o

se e solo se esistono i limiti
lim+ fl@) e lim f(x)

T—T( T—T

e sono entrambi uguali a L.
Vale il seguente:
Teorema Sia f : A — R una funzione crescente, allora

i) se zg € (A7), esiste il limite

lim f(z) =sup{f(z); z€ A7}

x—)xo
ii) se zo € (AT)', esiste il limite
lim+ f(z) =inf{f(z); z€ AT}

1,’*)1,’0

iii) se g € AN (A7) N (AT, risulta

lim f(z) < f(z0) < lim, f(z).

Dimostrazione Verifichiamo la i). Ricordiamo che, f crescente, significa che
sexy,xa € Aexy <xy = far) < f(ae) .
Sia ora
B={f(z); € A"}.

Se l'insieme B ¢ limitato superiormente, poniamo L = sup B, altrimenti poniamo L = +o00 e

verifichiamo infine che
lim f(z)=1L.

T—x
Infatti, ragionando nel caso che L € R, se € > 0, per la seconda proprieta caratteristica dell’estremo
superiore, 3 z. € A~ con f(x.) > L —e. Ne deriva quindi che, se x € A e 2. < z < x9

L—e<f(ze)<f(x)<L<L+e.

4.5 Limite della funzione composta

Vale il seguente teorema che ci permette di calcolare il limite di una funzione composta.
Teorema Siano f : A - R e g : B— R due funzioni con f(A) C B. Supponiamo che xy € A" e
che siano verificate le seguenti condizioni :

i) esiste il

lim f(z)=L(€Ro +00 —0),

T—T0o
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ii) esiste 6 > 0 tale che f(z) #L Va € Acon0 < |z — 0| <9 ;

ili) L € B’ ed esiste il
lim g(y) =M (ER o0 +00 —0).

y—L
Allora
lim g(f()) = M .
T—xo
(Osserviamo che se L = 400 0 L = —o0 la condizione ii) ¢ sempre verificata; mentre se la funzione

g¢ continua nel punto L, tale condizione puo essere eliminata)

Dimostrazione Ragioniamo nel caso che L, M € R. Dall'ipotesi iii), Ve > 0 3. > 0 tale
che Vy € B con 0 < |y — L| < ;. risulta |g(y) — M| < e. D’altra parte per la i), 3. tale che
Vo e Acon0 < |x—xg| <. sihal|f(x)— L| < 0. Infine per la ii), posto §7 = min{d’, §}, risulta
che se 0 < |z — xg| < 0 che 0 < |f(z) — L| < 6. e quindi |g(f(z)) — M| < e.

Vediamo ora alcuni esempi.

1. Calcolare il
. sin(az)
lim ——~2
x—0 x€X

( dove @ € R é un numero fissato diverso da 0 ). Risulta

sin (a x) W sin (a )

T a T

e la funzione
sin (a )

axT

¢ la funzione composta delle funzioni f(z) = ax e g(y) = Si‘;y. Allora:

. sin(az) . siny
lim = o lim =
x—0 €T y—0 Yy
2. Calcolare .
cos (5 x)

x—1 x—1
Posto y = x — 1, risulta, per il teorema sul limite della composta:

s < (TY jus . Y
lim COS(2.T) = lim COb( 2 +2) :hm,mz,

z—=1 x—1 y—0 Yy y—0 Yy

oS

3. Calcolare
. v
lim (x — 7) tanz .
Posto y = z — 7, ottengo:
. ™ . T, . ysin(y+3)
Jim (7 -5 tan z y%ytan(y—l-Q) Lim cos (y + %)

Y
siny

:?}%Sin(y—’_g) :—Sin(g)-lz—l.
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4. Verificare che

allg%) x? T2
Infatti si ha
l1—cosz (1—cosaz)(l+cosw) 1—cosa? 1 _ (sinz 2 1
2 22(1 + cos x) N x? l1+cosz \ =z 1+ cosz
Quindi, si ottiene
1—cosz 1 1
lim =% g2 _©
250 22 1+1 2

5. La funzione
1 xT
= 1 —
o= (1+7)

¢ definita quando 1+ 1 = ZH > 0, ossia se © € (—o0, —1) U (0, +00). Verifichiamo che:
i)

1 x
lim (1 + > =e,
r—r+00 xX

1 xr
lim (1 + ) =ec.
T——00 T

i) Indichiamo con [z] la parte intera di . Siccome [z] < x < [z] + 1, risulta:

ii)

1 1 1
1+ ———<1+-<1+4—
[z] +1 x []

(o) < () < (e )

Il risultato segue allora dal teorema dei due carabinieri, se ricordiamo che

1 n 1 n+1
lim <1+ ) = lim (1+> =ec.

ii) Dal teorema sul limite della funzione composta, si ottiene, ponendo y = —x:

. 1\* . 1\ . v\’ . I
lim (1+4—-) = lim (1-—-— = lim [— ) = lm (1+—
T——00 x Yy—r—+oo y Yy—r+oo y — 1 y—r—+o0 y — 1

Ponendo infine z = y — 1, ottengo

1 x 1 z+1
lim (1 + ) = lim (1 + ) =e
T——00 xT z— 400 z

e quindi :
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6. Calcolare il

. 1
S (14 )=
Ponendo y = %, si ottiene :
1 1\Y
lim (1+z)= = lim <1+) =e,
z—0t y——+00 Yy
1 1\Y
lim (14+2)= = lim <1+> =e
z—0~ Yy——0o0 y
Pertanto .
lm(l+x)> =e.
x—0
7. Verificare che log (1
i 08t Fa)
xz—0 x

Risulta :
. log(1+42)
lim ———=

x—0 €T

:alc% log[(l—i—x) ]—loge—l.

8. Calcolare il

Coet—1
lim
x—0 x

Ponendo y = e® — 1, ottengo :

er—1 Y

lim = lim —— =
=0 T y—0log (1 +y)

4.6 Alcuni esercizi conclusivi

1. Calcolare il

. r+1
lim z log
T—r+00 x

Usando la sostituzione y = %, ottengo:

1 log (1
lim xlog(“) — lim le
x

r——+00 y—0+ Yy

2. Calcolare il

im
n—oo n
Risulta :
. (n+yn\" 1\" .
dm (RE) = (e ) = | (1
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3. Calcolare il )

Risulta :

x? v 2 @* )
lim <$2_2) :xgﬂr-loo(l—’—x?—Q) =@y=2"-2)

xr——+00

7 N\

—

+
wke| =
N~

ok
[T
N
I

4. Calcolare il
i 1 2n+3
im n lo
Risulta : ) 3 5
n+
1. 1 = 1. 1 1-— =
oo 108 (2n+6> o T 108 ( 2n+6>
3
og (1- 5%5) 3 3. 3
= lim 3 = (—=)=—-=
n—oo 2116 2 n + 6 2 2
5. Calcolare il
. onl
lim —
n—oo NN
Usiamo il criterio del rapporto. Se indichiamo con
n!
ap = —
nn
risulta: ( ) .
N S S n+1t " n _
1 1
= lim =<1
nee (T4 3)7 e
Risulta pertanto:
|
lim =0
n—oo N
6. Calcolare il limite:
()
lim
Risulta: . .
1\ 2 Fl
lim ("+ ) — lim (1— 3 ) -
n—oo \ n + 4 n—00 n-+4




10.

11.

Calcolare il

Si ottiene:

Il
3’—'
SE
/N
—
|
3
w
‘+ .
3‘
~—
7
\
I/~
Q| =
N————
[en)
Il
—

. Calcolare il

V1422 -1
hm 72
z—0 €T

Razionalizzando si ottiene:

V1422 -1 14221 1
lim — = lim 5 5 =
z—0 T z—0 T (\3/1—1—1‘2) + V142241
. Calcolare il ) )
lim 2?2 (ei fezﬂ)
Tr—+00
Ottengo:
. 2 1 1 . 2 1 11
lim =z (er — ew+1) = lim x“e=+I (ew el — 1) =
r—+00 r——+00
1
(em - 1) 2
= lim ew}rl T x =e’1-1=1.
z—r+oo FICESY] z(x+1)
Calcolare il ) )
lim (5? - 2?)
T—+00
Risulta: ) ) ) )
lim =z (55 725> = lim =z (e? log _ oz logz) =
r—+o0 Tr—+o0
(6% (log 5—log2) _ 1)
1
= lim ew lo82 log5 —1log2) =€ -1-(log5 —log?2) = lo
Calcolare il
. sin(mwx)
lim ————~
z—=3 1 —3

Ponendo y = x — 3, si ottiene:

o sin (7 x) — lim sin(7(y+3))
z—3 T —3 y—0 Y y—0 y
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12. Calcolare il

lim (1 —cosx)
r—+00

Poniamo f(z) = z (1 — cosx) e osserviamo che se z,, = 27 n si ha

lim x, =400 e lim f(x,)=0.
n— 00 n—r00

D’altra parte, se y, = 5 + 27 n, si ha
lim y, =400 e lim f(y,) = +oo.
n— oo n—oo

Ne deriva quindi che il limite di partenza non esiste.

13. Calcolare il
lim @
r—+o00 I
dove ricordiamo che [z] é la parte intera di x.
Dalla definizione risulta:

] <z <[z]+1 VzeR

e quindi se x > 0

1
1--< 2] <1
T x
Risuta pertanto
lim M =1
r—+oo I

4.7 Esercizi proposti

Calcolare i seguenti limiti:

1) lim =z log (zill) ,2) lim /(z-3)(z+1)—2x ,
T

Tr—+00

. 22 —1
3) IETOO<$+3

ax) a€R , 4) lim log (1 + ¢*)

r——+00 \/14—1‘2
(x+1)% = (z—1)°

5) lim zlogz , 6)

z—0+ a—too (x+1)8 — (z —1)8
—1—-vz—-1 Vi4a2-1
7 tim YE TTL g fm T
o1+ 2 — 1 z—0 2

(La soluzione si trova alle fine del capitolo)

102



4.8 Risoluzione degli esercizi proposti nel Capitolo 4
Calcolare i seguenti limiti:

4
1) xgrfoox log (H) , 2)

I - -
P Jim V(@ =3)(@+1) -~z
, 2 -1 . log(1+e%)
3) zEIJIrloo<m+3 —ax) a€ER , 4) IETOO o
5) lim zlogz , 6)

9 _
" (x+1)? — (2
z—0t

_ 1)9
z—too (x4 1)8 — (x —1)8
—1—+vz-1 1 2-1
7 tim Y2 T 8) lim Vita? ,
1+ £C2 -1 z—0 1'2
. o2d -1 _ 1\
9) i1—>Inl 2 —-1" 10) Jcll)I—&r-loo <1 - :p)
1. Risulta
z+4 1 1
= 45 1
Pertanto, posto y = ﬁ

ossia © = £ — 4, per il teorema sul limite della composta, ottengo:
( +4

1 1
ZT0) = tim (- —4) log [ ——
)= (1) e (i)

1+y
log (1
y—0t Yy

2. Razionalizzando, ottengo:

EET“)( ($—3)(x+1)_x)_ =341 —a?

Tr—r+00

(z—3)(z+1)+z
—2x—3 . —2-3
im = lim L =-1
sotoo \f(x=3)(x+1)+a @2t 123 4
z z2
3. Risulta
22 -1

(1—a)2?—-3ax—1
—ax =
x+3

z+3
Pertanto se 1 — a > 0 ossia se a < 1, il limite viene +00, mentre se 1 —a < 0 ossia a > 1,
viene —oo. Infine, se a = 1, risulta:

22 -1 —3x—1
_r=
T+ 3 T +3
e quindi il limite viene —3.
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. Risulta:

lim log (1 +e”) lim log[e”(1+e77)]
r—+o00 \/1+$2 r—+00 \/1+.T2
loge® +log(1+e log(1+e™*
lim B HlB( ) ( 2 oglte )>:1+0:1
T—+o0 V14 2? z—=too \ /1 4 22 V14 a?

. Posto y = log x, ottengo:

lim zlogz = lim ey = (ponendo z=—y ) = lim 7<i):0

r—0t y—> z—+400 ez

. Dalla formula del binomio di Newton, scrivendo esplicitamente solo i primi due termini, si
ottiene:

9
(x+1)9:x9+9x8+z ( 0 > ¥
n=2

n

(m—1)9=x9—9x8+§;( 2 ) (=) 22"

Ne deriva che:

1825+ 50, () ) (- (-1 a0
lim x+1)9_(x_1)9: lim <n> =
z—+oo (x +1)8 + (z — 1) z—+00 (x4+1)8+ (z—1)8

ey, () )h- e

= 1. = — = 9
200 1+ 18+ -1)p 2
. Risulta:
po VE-1=Va—T (Va1 Va1
a1+ x?—1 et \Wat—1 Va?-1/)

_ lim( z—1 B Vo —1 ):
=1+ \ (Ve + D) Ve -1V +1 Vr+1vae-—1

lim< v 1 — ! >— 0 _i__i
=1+ \(VT+ 1)V +1 Vr+1 T2v2 V2 V2

. Razionalizzando, ottengo.

Vit -1 1+22-1 B 1
2 22 (VI+22+1) Vi+a?+1

pertanto
V1422 -1 1
lim —————— =
z—0 T 2
. Si ha:
. oxt—1 . (=D @2 +z+1) 3
lim = lim ==
e=122—1 ao1 (z—1)(z+1) 2



10. Risulta:
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5 FUNZIONI CONTINUE

Sia f : A — R una funzione e sia g € AN A’. Diremo che f & continua in g, se

lim f(z) = f(zo)

T—xTo

ossia se
Ve>0 0. >0 tale che Yax € A con |r—xo| < risulta |f(x)— f(xo)| <e

Diremo poi che f & continua in A se f & continua in ogni punto di A.
Ad esempio sono funzioni continue nel loro insieme di definizione le funzioni elementari che abbiamo
usato fino ad ora. In particolare sono funzioni continue:

e i polinomi, ossia le funzioni del tipo:

flx) = Zakxk z€R (an #0)
k=0

e le funzioni razionali, ossia le funzioni del tipo:

dove P(z) e Q(x) sono due polinomi e z € A= {x € R, Q(x) # 0},
e le funzioni trigonometriche: sinz,cosz,tanz,
e la funzione esponenziale e la funzione logaritmo.

Useremo nel seguito il teorema della permanenza del segno, che nel caso delle funzioni continue ha
il seguente enunciato:

Teorema della permanenza del segno Se una funzione f : A — R & continua in un punto
xg € ANA e f(xg) >0, allora 3 6 > 0 tale che f(x) >0 Vz € A con |z — xg| < 9.

5.1 Funzioni continue in un intervallo

Dimostriamo ora alcuni importanti teoremi sulle funzioni continue definite in un intervallo. Il
primo e il seguente:

Teorema degli zeri Sia f : [a,b] — R una funzione continua. Supponiamo che sia f(a) > 0 e
f(b) < 0. Allora esiste un punto ¢ € (a, b) tale che f(c) =0.

Dimostrazione Indichiamo con
A={z€la,b]; f(x) >0}

Ricordando che f(a) > 0, f(b) < 0 e che f & continua sia in a che in b, per il teorema della
permanenza del segno, possiamo trovare un numero positivo d, tale che:

f(z) >0 Vaela,a+)
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fx) <0 Vze(d-240],
ossia, usando notazioni diverse
[a,a+d8)CA 3 AN(b—46,b=0.
Ne deriva quindi che, se poniamo
c=sup A
risulta:
a<a+d6<c<b-6<b.

ossia ¢ € (a, b).
Verifichiamo ora che deve essere f(c) = 0. Infatti, ragionando per assurdo, supponiamo che sia
f(c) # 0 e consideriamo separatamente i due casi: 1) f(c¢) > 0 e ii) f(c) <O0.

i) Supponiamo dunque che sia f(c) > 0. Siccome f & continua in ¢, per il teorema della
permanenza del segno, possiamo trovare un numero positivo r tale che f(z) > 0 V x €
(¢c—r,c+7). Ne deriva quindi che 'intervallo (¢ —r,c+r) & tutto contenuto in A, pertanto A
conterrebbe dei numeri ( per esempio c+ % ) che sono piti grandi di ¢ che ¢ I’estremo superiore
di A e questo ¢ in contrasto con la prima proprieta caratteristica dell’estremo superiore, che
afferma che deve essere

r<cVzeA

ii) Supponiamo allora che sia f(c) < 0. Sempre per il teorema della permanenza del segno,
possiamo trovare un numero positivo p tale che f(z) < 0 V z € (¢ — p,c + p). Pertanto
(c—p,c+p)NA = 0. Questo ¢ in contrasto con la seconda proprieta caratteristica dell’estremo
superiore, la quale afferma che

VAeER A<cdxy€A con xx> A\
Infatti, nel caso che stiamo considerando, scegliendo A = ¢ — p, dovrebbe esistere x) € A con
¢ — p < xy < c e quindi risulterebbe (¢ — p,c+ p) N A # (.

Una conseguenza del teorema degli zeri € un secondo teorema importante sulle funzioni continue
noto come teorema dei valori assunti.
Ricordiamo, prima di enunciare questo teorema, che con la parola intervallo, intenderemo uno dei
seguenti tipi di insieme di numeri:

a) intervalli limitati, che possono essere:
— 1) chiusi: [a,b)]={r€eR; a<z<b} (cona,beRa<b)
— ii) aperti: (a,b)={r €R; a<z<b} (cona,beRa<b);
— iii) semiaperti a sinistra: (a,b)) ={x € R; a<x <b} (cona,be Ra<b);
— iv) semiaperti a destra: [a,b) ={z € R; a <z <b} (cona,be Ra<b);
b) intervalli illimitati, che possono essere:
— i) chiusi: [a,+0) ={xeR; z>a}, (—o0,b|={zeR; ©<b} (a,beR);

— ii) aperti: (a,+00) ={r € R; z > a}, (—oo,b) ={x € R; v <b} (a,b e R),
(=00, +00) = R.
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Una proprieta che accomuna tutti questi tipi di intervalli ¢ la seguente:

Caratterizzazione di un intervallo Un sottoinsieme A C R & uno degli intervalli sopra in-
dicati se e solo se A gode della seguente proprieta: se x1,x9 € A e x1 < xo, allora [z1, z2] C A.
Possiamo ora enunciare il seguente:

Teorema dei valori assunti Sia f : A — R una funzione continua e sia A un intervallo,
allora anche f(A) & un intervallo.

Dimostrazione

Supponiamo che y; ,y2 € f(A) e che y; < yo e verifichiamo che se y € (y1,y2), allora y € f(A).
Siccome y1,ya € f(A), esistono x1,21 € A con y; = f(x1) e y2 = f(x2). Supponiamo che sia
21 < w2 ( altrimenti si ragiona in modo simile scambiando 7 con x3). Siccome A ¢ un intervallo
[x1,22] C A. Consideriamo la funzione g : [z1,22] — R definita da: g(z) = y— f(z) , « € [z1,x2].
La funzione g & continua nell’intervallo [x1, 23], essendo continua la f, inoltre

g(x1) =y —f(x1)=y—y1 >0

g(w2) =y — flz2) =y —y2 <0
Applicando il teorema degli zeri alla funzione g nell’intervallo [x7, z3], possiamo concludere ceh
esiste un numero ¢ € (z1,22) con g(c) =y — f(c) =0 ossia y = f(c) e quindi y € f(A).

Come applicazione del teorema degli zeri possiamo fare la seguente affermazione:
Se P(z) é un polinomio di terzo grado, ossia

Px)=az®*+ba’+cx+d a,b,c,deER a#0

allora I'equazione P(z) = 0 ammette almeno una soluzione reale.
Infatti, supponendo per esempio a > 0, risulta
lim P(z)=-00 e lim P(x)=+o0
Tr——00 T—400
Possiamo quindi trovare due numeri «,3 € R con o < S e tali che P(ar) < 0 e P(8) > 0.
Allora, per il teorema degli zeri, esiste ¢ € (a, 8) con P(c) = 0, ossia una soluzione dell’equazione
considerata.

5.2 Teorema di Weierstrass e continuita dell’inversa

Un terzo teorema molto importante sulle funzioni continue ¢ il seguente:
Teorema di Weierstrass Sia f : [a,b] — R una funzione continua. Allora esistono due punti
x1, T2 € [a,b] tali che

flz) < f(z) Vaelab]

f(z2) =2 f(z) V€ la,b]
1l punto z; viene chiamato il punto di minimo ( assoluto) di f in [a,b] e il valore f(x;1) viene
chiamato il valore minimo ( sempre di f in [a,b]). Analogamente il punto x5 viene chiamato il
punto di massimo ( assoluto) di f in [a,b] e il valore f(z2) viene chiamato il valore massimo
( sempre di f in [a,b]).

Dimostrazione Dimostriamo solo I’esistenza di un punto di massimo. L’esistenza di un punto
di minimo si dimostra in modo analogo.
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Primo passo Dimostriamo che I'insieme dei valori f([a,b]) & limitato superiormente, ragio-
nando per assurdo. Se f([a,b]) non fosse limitato superiormente, allora

VMeR Fay€lab] con flzy)>M.

Scegliendo M = 1,2,3,... ( ossia dando a M valori naturali) otterremmo dei numeri z,, €
[a,b] con f(x,) > n. La successione z,, ¢ limitata, infatti

a<z,<bVne~N

Possiamo quindi applicare ad essa il teorema di Bolzano-Weierstrass ed estrarre da z, una
sottosuccessione convergente. Indichiamo tale sottosuccessione con

Yn = T, nenN

e supponiamo che sia

lim y, =7 .
n—oo

Siccome
a<y,=zf, <b VnenN

dal teorema della permanenza del segno, deve pure essere a < T < b, ossia T € [a, b] e quindi
la funzione f e definita in Z. Essendo la funzione continua in Z, si ottiene:

f@) = lim f(y) = lim f(xg,) > lim k, = +oo

n— oo

( abbiamo usato la disuguaglianza f(xy, ) > k, valida per la scelta di z,,). Si avrebbe quindi
f(T) = +o0, mentre, essendo T € [a, b], risulta f(T) € R.

Secondo passo Indichiamo con M = sup f([a,b]) e verifichiamo che esiste T € [a,b] con
f(Z) = M. Dalle proprieta caratteristiche dell’estremo superiore, si ricava che:

—1i) f(z) <MV z € [a,b)],
— ) VAER, A<M, I z) € [a,b] con f(zy) > A
Applicando la seconda proprieta caratteristica dell’estremo superiore a A = M f% conn €N,
otteniamo una successione x,, € [a,b] con f(z,) > M — % Ragionando ora come nel primo
passo, applichiamo il teorema di Bolzano-Weierstrass, per ottenere una sottosuccessione ¥y, =
Xk, con
lim y, =T € [a, b
n—oo

Allora, essendo la funzione f continua in Z:
f@) = lim f(y,) =M
n—oo
( da notare che I'ultimo uguale nella relazione precedente deriva dal fatto che

M= < fg) <)
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Osservazione Se f : [a,b] — R é una funzione continua, allora f([a,b]) é un intervallo per il
teorema dei valori assunti che risulta essere un intervallo limitato e chiuso per il teorema di Weier-
strass: Allora f([a,b]) = [m, M].

Concludiamo questo capitolo con alcuni teoremi che legano i concetti di continuita e di iniet-
tivita.

Teorema 1 Sia f : A — R una funzione continua e supponiamo cha A sia un intervallo. Sup-
poniamo inoltre che f sia iniettiva. Allora f &:

i) o strettamente crescente ,
ii) o strettamente decrescente.

Dimostrazione Siano x1,z2 € A con 7 < x3. Supponiamo, dovendo essere f(xz1) # f(x2), che
sia f(z1) < f(z2) e proviamo che allora la funzione f & strettamente crescente. Osserviamo in
primo luogo che se z € A e x < 1, allora f(z) < f(x1). Infatti se fosse f(x1) < f(z) < f(x2),
per il teorema dei valori assunti, esisterebbe T € (x1,22) con f(Z) = f(z), contro l'ipotesi che f &
iniettiva (infatti T # z). In modo analogo si puod vedere che non puo essere f(x1) < f(z2) < f(z).
In modo del tutto simile si prova che se x € A e 1 < & < xg, allora f(x1) < f(x) < f(x3) e che
se x € Aexy <z allora f(z2) < f(x). Ragionando nello stesso modo si puo infine verificare che
sex,y € Aex<y,allora f(x) < f(y).

Teorema 2 Sia f : A — R una funzione monotona definita in un intervallo A. Supponiamo
inoltre che f(A) sia pure un intervallo. Allora f & continua.
Dimostrazione Supponiamo che f sia crescente. Se xg ¢ un punto interno ad A, allora esistono
i limiti:
lim f(z) e lim f(x)
Risulta inoltre
lim f(z) =L =sup{f(z); v €A, x<zo} < f(z0)

fL")fEO

lim fle) =M =inf{f(z); x€ A, x>z} > f(x0)

ZIJ—)JL‘O
Si tratta quindi di dimostrare che L = M = f(xq).
Supponiamo, ragionando per assurdo, che sia L < f(zg). Osserviamo che se z < xg, allora
f(z) < L, mentre se & > xo, allora f(z) > f(xo). Ne deriverebbe quindi che f(A) non é un
intervallo. Analogamente si prova che deve essere M = f(x0).

Teorema 3 ( sulla continuita della funzione inversa) Sia f : A — B una funzione con-
tinua, iniettiva e suriettiva e sia A un intervallo. Allora la funzione inversa f~' : B — A & pure
una funzione continua.

Dimostrazione Per il teorema dei valori assunti, B = f(A) & un intervallo. Per il teorema 1 in-
oltre f & o strettamente crescente o strettamente decrescente. La funzione inversa f~! ¢ monotona
dello stesso tipo della diretta, ¢ definita in un intervallo: B e f~!(B) = A & ancora un intervallo.
Allora per il teorema 2, f~! & una funzione continua.

Consideriamo infine alcuni esempi.
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e La funzione arcoseno

La funzione f : [-%,%] — [~1,1] definita da f(z) = sinz & iniettiva e suriettiva. Infatti f

é strettamente crescente. Questo si pud verificare usando la formula:

siny —sinz = 2 cos (y;—x) sin (y;x)

osservando che se —5 <z <y < 7, allora

e (53) e 0))

2 272 2 2
e pertanto
cos vt >0 e sin y—r >0
2 2
A
1
s
T2
3
-1
La funzione inversa f~! : [-1,1] — [fg, g] viene chiamata arcoseno ed indicata con
f~1(y) = arcsiny.
Il suo grafico ¢ dato da:
A
s
2
-1 1 .
s
2

Da ricordare le due identita:

— sin (arcsiny) =y Vy € [-1,1],
— arcsin (sinz) =z Vze [-3,5].

e La funzione arcocoseno
La funzione f(x) = cosz con x € [0,7] & strettamente decrescente ( verificarlo per eser-
cizio). Pertanto f : [0,7] — [—1,1] & una funzione iniettiva e suriettiva. La funzione inversa
f~1[=1,1] = [0, 7] viene indicata col simbolo f~!(y) = arccosy. I grafici delle due funzioni
( coseno ed arcocoseno) sono riportati nella seguente figura:
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Da ricordare anche in questo caso le due identita:
— cos (arccosy) =y Vye[-1,1],
— arccos (cosz) =z YV x € [0,7].
La funzione arcotangente
La funzione .
fl@) =t sinx c ( m 77)
xr) =tanz = x - =
cos T 272
¢ una funzione continua e strettamente crescente. Infatti se —5 <z <y < 7, si ottiene

siny sinz siny cosz —sinz cosy  sin(y — x)
tany — tanz = — = =
COSYy  COST COST COSY COST COSY

>0

Infatti cosz > 0, cosy > 0 ed, essendo y —x € (0, 7), si ha pure sin (y — ) > 0. Osserviamo
infine che

lim tanx = —o0 , lim tanxz = 400
z——5+ z—5~

Pertanto la funzione tangente & una funzione iniettiva e suriettiva tra (fg, g) eR.

_L
B

[SIE]

La sua funzione inversa f~! : R — (—g, g) viene chiamata arcotangente ed indicata col

simbolo f~1(y) = arctany Il grafico dell’arcotangente & dato dalla figura:
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s
2
Da notare infine le due identita:
— arctan (tanz) =z Va € (-3,%),
— tan (arctany) =y Vy € R.
Alcuni esercizi di ripasso
1. Calcolare il limite
. o) 1+n
lim ¢

Risulta:

1 ° 1+1 1 1
lim {/ T i v =-.1=c

o i-[3

. Sia a,, la successione cosi definita:

Dire se a,, ha limite.
Da notare che se n & pari, ossia se n =2h con h € N, risulta:

athh—[h]ZO

D’altra parte se n ¢ dispari, ossiase n =2h —1 con h € N, si ha:

1 1 1 1

ne deriva quindi che la successione a,, non ha limite.

. Verificare che la successione

an=Vn2+2n+3—n
¢ strettamente decrescente e calcolarne il limite.
Risulta:

an_H<an<:>\/n2+2n—|—l+2n—|—5—n—l<\/n2—|—2n—|—3—n
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SVn2+idn+6<l+vVni+2n+3eni4+4n+6<1+n2+2n+3+2vVn2+2n+3

entl<vVn2+2n+3en®+2n+l1<n’+2n+3<1<3

Infine ) ) 5
2 3 — 24 = 2
limanzlimn+n+ i = lim —2_—— =_=1
n—oo n—oo \/n2 4+92n+3+n n—00 /1+g+% 2
4. Calcolare il limite:
i 1 1+
im xlog| —
T—+00 & val + 1.2
Risulta 1
. 1 1+2z I ) (1+x)2\2
im zlog| ——— ) = lim zlog | ——%t =
eotne U B\ T2 ) ettt B\ T 22
1 i 1 142z + a2 1 I 1 14 2x
= — m x lo —_— | = = m x 1o T 5 | =
2 z—+o0 & 1+ 22 2 z—+oo & 1+ 22
2x
1 10g<1+i1+12) 22 1
= — hm o 1 2I:§12:1
2 z—+oo Tra? +x
5. Calcolare il limite
. n2 10"
hm 27
n—oo n2 + n!
Indichiamo con
n2 10™
ap = ———
n? +n!
e applichiamo il criterio del rapporto. Risulta:
anyn (M D2I0"TY n24nl 1) 10 1+
an  (n+1D24+m+1)! n2+10" \ n n+1 1+((”i11))2'
Pertanto a
lim =t =0
n—o0 @y
Possiamo dunque concludere che
n2 10"
lim —— =
n—oo n2 + n!
6. Calcolare il limite
. V1+4+x—cosz
lm —m———
x—0 €T
Razionalizzando, ottengo:
. V14+zxz—coszx . 14z —cos’x 1
lim ————— = lim =
z—0 x z—0 T vV1+x+cosz
. 2
sin“ x 1 1 1
=lim 1+ =1+0)——=2
$—>0( x ) 1+ x+cosz ( )1—|—1 2
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7. Sia a, la successione definita dalla seguente legge ricorsiva:

ay = \/5
an=+2+a,_1 seneN,n>2
Verificare che a,, ¢ strettamente crescente e limitata superiormente e calcolarne il limite.

Ragioniamo per induzione. Risulta a; = v2 e ay = V24 V2 e quindi a; < ap. D’altra
parte, se supponiamo a,, < a,41 per un certo numero naturale n, ottengo

Ap41 = \/2 +an < \/2 + Ap41 = An42
Verifichiamo infine sempre ragionando per induzione che
0<a,<2 VneN

Infatti 0 < a1 = v/2 < 2 e, se supponiamo che, per un certo numero naturale n valga
0 < a, < 2, otteniamo

0<ani1=vV2+a,<vV2+2=2

Per il teorema sull’esistenza del limite di una successione monotona, esiste dunque finito il

lim a, =L .
n—oo

Dalla relazione
Uy =/ 2+ ap_1

deve essere L = +/2 + L, ossia L2 — L — 2 = 0. Ne deriva quindi che

1:F\/§{—1

L 2 2

Ricordando infine che deve essere 0 < L < 2, si ottiene L = 2.
8. Calcolare il limite: )
oot 42+ -3
x—1 4 —1

Il polinomio che sta al numeratore si annulla per x = 1 e pertanto e divisibile per x — 1.
Facendo la divisione ottengo:

B4+ +zr—3 ‘x—l
—z3 4 22 ‘x2+2m+3
222+ —3
222422
3x—3
—3xr+3
0
Pertanto:
. B+ +x-3 . (z—-1)@%*+22+3) . 22 +2x+3 6
lm ————— = lim =lim———+——=-=3
z—1 2 —1 z—1 (:r — 1)(:U + 1) z—1 r+1 2
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9. Calcolare i limiti:

lim
r——+o0

1—>0 1 —cosx

2 x
Iim (1-— =
x—+00 2x+5

2x+5
Risulta:

<2x+3> y V1+ 22 —/1— 2?2
) -

lim 2z +3
z—+oo \ 22+ 5

- 2z
= i 1 1 e 1
=, dm (1~ = -,
Razionalizzando, ottengo:
T+ 22 —V1—22 . 2 22
lim = lim =
0 1—cosz 20 (V1422 + 1 —2?) (1 - cosz)

. 2 1 21
POVt t Vo e 2 ]

10. Dire se esiste il
lim z? sinx
im ——
=400 14 22

Poniamo

22 sinzx

f@) = —3%
(z) 14+ 22
e osserviamo che se indichiamo con x,, = 2 7 n otteniamo una successione con

lim x, =400 e lim f(xz,)=0
n— oo n—oo

D’altra parte se indichiamo con ¥, = 5 + 27 n otteniamo una seconda successione con
y2
lim gy, = +o0 e hm f(yn) = lim n

Pertanto il limite di partenza non esiste.

11. Calcolare i limite:
nn

im ——
n—oo 10" n!

Poniamo
nn

107 n!
e applichiamo il criterio del rapporto. Ottengo:

any1  (n+1)" 100! (n+1)" 1 < 1>” 1

an =

a, 10"t (n+1)! nn nn

Ne deriva quindi che

a e
lim /= — <1
n—o00 G 10
e quindi
n’ﬂ
lim =0

n—oo 10" n!
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12. Verificare che ’equazione tan x = x ha infinite soluzioni.
Sia ar, = § +km con k € Z. La funzione f(r) = tanxz — x é definita in ogni intervallo del
tipo A, = (ag—1,ar) (k € Z) e risulta:

hm f(x)=—-00 e lim f(x)=+o0

{L’*}Gk 1 {L’*}Gk

Possiamo quidi applicare il teorema degli zeri per ottenere che esiste zp € (ax—1,ar) con

f(zr) = 0 ossia con tan (z) = 2.
. . on 4 3n
, lim {/————
n—oo \ 4™ 4 nl

log (14 %
) \/1+x210g< inx): — Qxx\/l—i—x2

13. Calcolare i limiti:

lim 1+ 22 log (

xr—+00

Risulta:

V1422 log<

Ne deriva quindi che

r——+o0

22
lim \/1+x210g< +x):1_2:2

Raccogliendo 3" a numeratore e n! a denominatore, ottengo:
23 3 1+ (3)"
4n 4l \F 1+ 4”
2n n
m 23N 3
n—o00 4n 4+l +00

lim z(1+sinz)
T—r—+00

e quindi

14. Dire se esiste il limite:

Indichiamo con f(z) = z (1 4+ sinx) e osserviamo che se poniamo z,, = =5 +2n7n € N
otteniamo una successione che verifica:

lim 2, =400 e lim f(z,)=0
n— oo n—oo

D’altra parte, se poniamo 4, = 2n7 con n € N, otteniamo una seconda successione che
verifica

lim y, =400 e lim f(y,) = lim y, = +oo

n—oo n—roo n—roo

Allora il limite di partenza non esiste.

15. Calcolare il
lim (24 sinx)

T ——400
Essendo 2 +sinz > 1 se x > 0 si ottiene
x(2+sinz) > x
Pertanto

lim (24 sinz) = +o0 .

Tr——+00
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16. Calcolare il

. n? 8"
lim ——
n—oo n2 + nl!

Posto

7l2 8N
ay = ———
n? 4+ n!

usando il criterio del rapporto, ottengo:

any1 _ (n+1)28"H! n2+ny_<n+1)28< 1 ) 1+
1

an  (n+1)24+(n+1)! n28n n n+1 +((”ill))?

Pertanto: a
lim —+

n—o0 @y,

=0

e quindi risulta zero anche il limite considerato.

17. Verificare che ’equazione
z sinz = 10

ammette infinite soluzioni:
Se poniamo

ap =2km e bk=g+2k7r keN

ed indichiamo con f(x) = x sinz, si ottiene
™
f(ak) =0 e f(bk) =by = 5 +2km

Pertanto se k € N ¢ scelto in modo che

g+2kw>10

per il teorema dei valori assunti, esiste z; € (ak,bg) con f(zr) = 10, ossia una soluzione
dell’equazione considerata.

18. Calcolare il
lim n sin (

n—00

2n+6
n?2+n+3

Risulta

. 2n+6
( 2n+6 > 51n(nz+:+3) 2n+6
=n

2n+6 2
s n“+n+3

Ne deriva che

. . 2n+6
Iim nsin| — ] =2
n—00 n2+n+3

19. Calcolare i limiti

93+z2 _ 2z

€ , lim (\/a:2+x—\/x2—x)
T—+00

#50  sin (3x)

€
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20.

Nel primo limite, raccogliendo e =2

et 1 fe8ee® 1\ 3g 4 a2
et —— =e¢ -
sin (3 z) 3z + 2?2 sin (3 z)

, si ottiene:

Possiamo quindi concludere che

2
6x+z _ 672 x

c - 9
750 sin (3 )

Nel secondo, razionalizzando, si ottiene:

2 2
(\/x2+x7\/x27x): x =
Viltetvatox iyl f1-1

Pertanto

lim (\/x2+x—\/x2—x) =1

r—+o0

Calcolare i limiti e
lim (n}) lim (n®+n) logcos <3>

Nel primo limite, posto

(n!)?

@ = on + nn
usando il criterio del rapporto, si ottiene:
nz 2 4pn S -
ant1 _ n+1[(n + 1] - ﬂT;l —(n+1) ( n > il
an 27t 4+ (n+1) (n!) n+1 1+ Gy
Si ottiene quindi che
lim 2o+l 400

n—0oo  (Qp

e quindi vale anche
(n!)®

m ———— = +00

Per calcolare il secondo limite, osserviamo che

(n® + n) log cos (niJ = (n® +n)log [1+ (cos (niJ — 1)} =

vl om () )] (i) ) 0
B EnE s

Ne deriva quindi che

3 9
lim (n2 +n) log cos (nJr 1) =-3

n—oo
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21. Dire se esiste il

limxe =
z—0
Ponendo y = %, si ottiene
-y
. _1 . €
lim ze7> = lim — =0
z—0t y—+too Yy
. 1 . e Y
lim ze7z = lim — = —
z—0~ y——© Yy

e quindi il limite iniziale non esiste.

22. Verificare che valgono le seguenti identita:

e a) sin (arccosz) = V1 —22 Vo e[-1,1],
e b) cos(arcsinz) =1 —22 Vze[-1,1],

e c) arcsing + arccosz = § Vx € [~1,1].

Siccome arccos x € [0, 7], risulta:

sin (arccos x) = \/1 — (cos (arccos z))* = /1 — 22

Analogamente, si verifica la b).
Per ottenere la c), ricordiamo che arcsinz € [—7, 7], intervallo in cui il seno & strettamente
crescente. Ne deriva che:

. 77 . ™ . . . ™
arcsin z+arccos & = 5 & arsing = o —arccosz & = sin (arcsinz) = sin (5 — arccos x) :I
. 7T . T
=sin (5 ) cos (arccos ) — sin (arccos ) cos 5)=¢

5.4 Esempio di seconda prova scritta in classe

Prova A

1) Calcolare i limiti:

im Vita?-1 lim (z+2)lo o 42r41
=01 —cos(3z) = a—too E\ 22—z +3

o 14+ n+n24+nd . n+1\"
lim {/——— , lim

2) Calcolare i limiti:

3) Dire se esiste il limite:

4) Vericare che I'equazione

ammette almeno due soluzioni .
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5) Esercizio di recupero per chi vuole migliorare il risultato della prima provetta

e A:{\/n2—n+1—n,n€J\/}

Calcolare sup A e inf A.

Prova B

1) Calcolare i limiti:

li li 2)1
im (x4 2)log peo——1

750 1 — cos (4z) 7~ a5+
/1 +n24nd . n+3\"
lim {/————— , lim | ——
n—so0 3n 4 5n n—oo \ m+ /1

1—+v1—2a2 (x2+3x+1>

2) Calcolare i limiti:

3) Dire se esiste il limite:

4) Vericare che 'equazione

ammette almeno due soluzioni .

5) Esercizio di recupero per chi vuole migliorare il risultato della prima provetta

e A:{\/nQ—n+1—n,n€./\f}

Calcolare sup A e inf A.

Correzione della prova A
1) Nel primo limite, razionalizzando, si ottiene:

Vita?2 -1 1 x? B 1 (3z)? 1
1—cos(3x) V1i+a2+11—-cos(3x) I+a2+11—cos(3x)9

Possiamo quindi concludere che

Lo V1422-1 1 1 1
lm —————==.2. = ==
=01 —cos(3z) 2 9 9
Nel secondo limite, osservo che:
22 +22x4+1 22—2+3+3zx-2 3xr—2
2 —z+3 2 —x+3 22—z +3

Posso quindi scrivere:

3z—2
x? +2x+1> B log (1+ x2—a:+3) 3xr—2

= 2
22—+ 3 Sz—2 172717+3(x+ )

(z +2) log(

z2—2+3
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Ne deriva quindi che

¢ +2x+1
li 2)1 =1.-3=3
ac—l>r-ir-loo(x+ )Og( —.Z‘+3>
) Per calcolare il primo limite, osserviamo che
7l1—|—n+n2+n3 \/ Jr+42 +n2+
2" + 3"
e quindi
lim © 1+n+n?2+n3 1
m \—— =
Nel secondo limite, osserviamo che

3

ntvn
() - (35 -

[

-~ n+\\/ﬁ%n
1+ 1
n4+/n
n++/n bR
Ricordando che
1 Y
lim (1 — ) =e
Y—>—00 Yy
si ottiene
1 n
lim < nt > =e =0
3) Poniamo

n+1
Ay =

(»3)

cos(n—

n-+2 2
Osserviamo, in primo luogo, che se n é dispari, ossia se n = 2 h + 1, otteniamo

coS (n%) = cos (h7r+g) =0

e quindi by, = agpy1 = 0.D’altra parte se n é multiplo di 4, ossia se n = 4 h, risulta

cos (ng) =cos(2hm) =1
e quindi:
4h+1
Chp = agp =
PR T A 1o
e quindi

lim ¢, =1
h—o0
4) Poniamo

La successione a,, ammette due sottosuccessioni con limiti diversi e quindi non é dotata di limite

fl@) =" ~logx
3
e osserviamo che
li
g, J(@) = oo
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e che

f(e):g—loge:§—1<0

Dalla definizione di limite, possiamo ora trovare due numeri a,b con 0 < a < e < b tali che
fla) > 0e f(b) > 0. Possiamo quindi aopplicare il teorema degli zeri per affermare che esistono
due punti z1,x2 con a < 21 < e < x3 < bcon f(x1) = f(x2) =0.

5) Posto a,, = vV'n? —n + 1 —n , verifichiamo che la successione a,, é decrescente. Infatti risulta:

an+1<an(:)\/n2—|—2n+1—n—1+1—n—1<\/nz—n—I—l—n(:)

@\/n2+n—|—l<\/n2—n+1—|—1(:>n2+n—|—1<n2—n+1+1+2\/n2—n—|—1<:)
S2n+l<2yVn2—n+ledn?—4n+1<4n® —4n+4

Ne deriva quindi che

sup A=max A=a; =0

inf A= lim a, = lim nt2 =—

1
n—o0 n—oo\/n2—n+1+n 2
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6 DERIVATE

6.1 Definizione e prime proprieta
Sia f:[a,b] — R una data funzione e sia zy € [a,b]. La funzione

f(z) = f(zo)

Tr — X

€ [a,0] — {zo} ,

viene chiamata il rapporto incrementale di f in zy. Diremo che la funzione f é derivabile in
To se esiste finito il limite :
z)— f(x

i 1@ = fo)

T—T0 T — To
Tale limite viene chiamato la derivata di f nel punto xy ed é indicato, di solito, con il simbolo
f'(zo). Pertanto

x)— f(z
T—T0 T — T

Usando la ¢ -definizione di limite possiamo scrivere che :
Ve > 0 3d. > 0 tale che Yz € [a,b] con 0 < |z — o] < Jc si ha

f(x; : iixo) — f(zo)| <e.

Consideriamo ora alcuni esempi:

1. Sia f(z) = 22 e sia 7y un qualunque numero reale, risulta:

2 _ .2 _
F(zo) = lim —— 0 — lim (@ —2)@tm0) _ (z + o) = 220
r—xo9 T — wo Tr—xo €T — l‘o T—xTo

2. Sia f(z) = 2® e sia 29 un qualunque numero reale, risulta:

o) = lim BT gy @m0 b awo+af)
z—=x0 T — X T—x T — T

= lim (2? + v 20 + 23) = 322
xr—rxo

3. Sia f(z) = v/x con x > 0 e sia ¢ un numero reale positivo, risulta:

F(eo) = lim YEZ VT ! !

= lim

z—=x0 X — T T—x0 \/E + /Zo - 2 /Lo

D’altra parte nel punto xy = 0, risulta:

) = tim YE — hm =

Pertanto la funzione f(z) = 4/x non & derivabile in zy = 0.
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4. Sia f(x) =sinx e sia ¢ un qualunque numero reale. Usando la formula

. . . T — X T + x9
sinz — sinxzg = 2 sin 5 cos 5

risulta: N
, . sinz —sinzg . sin (%52) cos (520
fi(xzo) = lim ——  — = lim — = coS Tg
T—T0o xr — Xo T—xo T—Zo
5. Sia f(x) = cosz e sia xp un qualunque numero reale. Usando la formula
. X — Xo . xr + o
cosT — cosxg = —2 sin sin
2 2
risulta:
, . COST — COS T . sin (2520 sin (2£t0) ,
f'(xg) = lim ——— = — lim = —sinxg
) xr — Xo =T Z—ZTg

2

6. Sia f(x) = e” e sia xp un qualunque numero reale, risulta:

. er —e"o . _erTro — 1
f(zg) = lim ——— = lim ¢""—«— =¢
r—xo0 T — [L‘O T—rT0 €T — 1}0

Zo

7. Sia f(z) =logx con x > 0 e sia xg un qualunque numero reale positivo, risulta:

, . _ log (HLZ?) 1
f'(zo) = lim = lim ——% = —

X
log z — log ¢ . log Zo
= @ ° - = lim —° =
T—To Tr — X T—To T — T T—To T — X0 ZTo

6.2 Osservazione

Se f: [a,b] = R & una funzione derivabile in un punto zq € [a, b, allora f & continua in z. Infatti

risulta:
@) = flao) = LD (g
Pertanto:
f(z) = f(zo)

lim (f(x) — f(z9)) = lim (x —x0) = f'(20) 0 =0.

T—Tg T—To r — X

Il viceversa di questa affermazione non e vera; ossia una funzione puo essere continua in un punto
senza essere ivi derivabile. Un esempio ¢ la funzione f(z) = |z|. Infatti tale funzione ¢ continua in
ogni punto e se consideriamo il punto zy = 0, risulta:

f(x)_f(xo)_f(x)_|$| { 1 sex>0

T — T x z | -1 sex<0

Pertanto f non ¢ derivabile in 0.
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6.3 Significato geometrico del concetto di derivata

Fissati due punti z¢ ed = nell’intervallo [a,b], indichiamo con r la retta passante per i punti del
piano di coordinate (zo, f(xo)) e (z, f(x)). Se indichiamo con « la misura in radianti dell’angolo
che la retta r forma con 'asse delle x, risulta:

f(x) = f(xo)

r — X

tana =

Il rapporto incrementale quindi della funzione f nel punto z( ha il significato geometrico di coeffi-
ciente angolare (tan ) della retta secante ( la retta per i punti (xo, f(x0)) e (z, f(z)) ).

—

Se f & derivabile nel punto g, il rapporto incrementale tende a f'(z¢) quando x tende a zg e la
retta secante ( che varia la variare di x ) tende ad una retta limite: la retta che passa per il punto
(20, f(x0)) ed ha coefficiente angolare f’(xg). Tale retta viene chiamata la retta tangente al
grafico della funzione f nel punto (z, f(zo)). La sua equazione risulta quindi:

y = f(zo) + f'(w0) (x — x0) .

Da notare che, se indichiamo con:

d(z) = f(x) = (f(zo) + f'(z0)(x — x0))

la distanza con segno, sulla retta verticale, dei punti, rispettivamente sul grafico di f e sul grafico
della tangente, che si proiettano in x, risulta:

L@ (@) = f)

T—To T — T T—To Tr — X

— f'(x0) =0

Da notare inoltre che la proprieta di limite indicata é vera solo per la retta tangente, infatti se
y = f(zo) + m(z — xo)

é lequazione di un’altra retta passante per il punto del piano (zg, f(2p)) si ha:

i @) = (o) + m (= w0))

T—T0 T — xg

= fl(xo) —m#0 se m# f'(x0).

126



6.4 Regole di derivazione della somma, del prodotto e del quoziente

Siano f, g : [a,b] — R due funzioni derivabili in un punto xy € [a, b], allora

i) la funzione somma f4g ¢ derivabile nel punto z( e vale la formula:
(f +9)'(w0) = f'(z0) + ¢ (w0) :
ii) la funzione prodotto fg ¢ derivabile in z( e vale la formula:
(f 9)' (o) = f'(20) g(z0) + f(20) g’ (20) ;
iii) se g(xz) # 0 Vx € [a,b], allora la funzione quoziente 5 ¢ derivabile nel punto zg e vale la

formula:
£\ _ f'(=0) g(x0) — f(®0) g’ (w0)
<9> (z0) = 9%(x0)

Dimostrazione
i) Lasciata per esercizio.
ii ) Risulta:

f(x)g(x) — f(xo) g(wo) _ flx) 9(x) — f(w0) 9(x) + f(w0) 9(x) — f(20) 9(20) _

r — X T — X0

B f(z) — f(xo)g(x) n f(xo)g(ac) — g(x0)

B Tr — X Tr — X
Passando quindi al limite per x tendente ad x, si ottiene la seconda formula, ricordando che
g, essendo derivabile in x(, ¢ anche continua in tale punto.

iii) Risulta:

f(x)  f(xo) _ f(x)g(xo) — f(w0) g(w) _
(

g9(x)  glxo) 9(x) g(xo)
_ J(@)g(zo) — f(wo) g(wo) + f(x0) g(w0) — f(zo) g(x) _
9(x) g(zo)
_ [f(z) — f(@o)] g(x0) — f(wo)[g(x) — g(x0)]
g(z) g(xo)

Dividendo ora per = — xg e facendo tendere x a xg, si ottiene la formula di derivazione del
quoziente cercata.

6.5 Regola di derivazione della funzione composta

Siano f : [a,b] > R e g: [¢,d] = R due funzioni. Supponiamo che f([a,b]) C [¢,d] in modo che
si possa considerare la funzione composta:

hz) = (g0 f)(x) = g(f(x))
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Supponiamo inoltre che la funzione f sia derivabile nel punto xg e che la funzione g sia derivabile
nel punto corrispondente yo = f(zp). Allora la funzione composta h & derivabile nel punto z( e
vale la seguente formula:

W (xzo) = g'(y0) ' (w0) = g'(f(w0)) ' (20).
Dimostrazione Poniamo:

g(y?jiz((]yo) se y € [07 d] _ {yo}
U(y7 yO) =

9'(yo) Sy = Yo
Dalla definizione di derivata, si ottiene che :

lim o(y,yo) = lim 9y) ~9wo) _ g (yo) = o(yo, yo)
Y—Yo Y—Yo Y —Yo

e quindi la funzione o : [¢,d] — R € una funzione continua in yo. Inoltre, dalla definizione di o, si
ottiene per ogni y € [c,d]:

9(y) = 9(wo) = o (¥, %0) (¥ — %)
Ponendo infine y = f(z), nella formula precedente e dividendo per & — xg, si ottiene:

h(l‘) — h(xo) _ g(f(a:)) - g(f(xo)) _ O'(f(l‘),yo) f(.’L‘) — f(l‘o)

T — X T — X Tr — X

Usando infine il teorema sul limite della funzione composta, otteniamo che

W(zo) = lim M = lim o(y,yo) lim M -

T—T0 Tr — X9 Y—Yo T—To T — X9

= o(yo0,Y0) f’(xo) = gl(yo)f/(l"O)

6.6 Regola di derivazione della funzione inversa

Sia f : [a,b] — [c,d] una funzione continua e invertibile, ossia continua, iniettiva e suriettiva.
Indichiamo con g : [¢,d] — [a, ] la sua funzione inversa. Supponiamo che la funzione diretta f sia
derivabile in un punto x¢ € [a,b] e che si abbia f'(z) # 0. Allora la funzione inversa g ¢ derivabile

nel punto yo = f(xo) e risulta:
o (0) = -
Y Flwo)

Dimostrazione Ponendo y = f(z), per il teorema sul limite della funzione composta, ottengo:

9(f(x0)) _ T — T 1

lim —

f(xo) = f(x) — f(zo) f'(@o)

lim
Y—=Yo Y —Yo T—To

9W) —9(o) _ . 9(f(2))
f(=)

6.7 Alcuni esempi

Calcolare le derivate delle seguenti funzioni:
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f(z) =z cosz

Se zg € R, risulta:
f' (o) = coszg — xq sinzg

2 +zr+1

fle) = 2 +1

Se zg € R, risulta:

(2z0 + 1) (23 +1) — (23 + 20 +1)220
(x5 +1)2

f/(CUo) =

f(z) =tanz = SN
cos

, x#£ w24+ kn, ke Z

In ogni punto g # 7/2+ k7n , k € Z, risulta:

CcoS Ty COSTo — Sinxg(—sinx 1
f(zo) = . L of o) _ 5— = 1+ tan®z
cos? xg cos? xg
flx)y=2", neN

Se zg € R, risulta:
f'(xo) = nag™!

(Verifichiamo questa formula, ragionando per induzione su n). Se n = 1, la formula & vera.
Supponiamo ora che la formula sia vera per un certo numero naturale n, allora si ha:

(&™) (o) = (2" @)’ (w0) = (2")' (w0) w0 + 2§ = nag ™" zo + 2§ = (n+1)zf

e quindi la formula vale per n + 1. Pertanto vale per ogni n.

h(z) = log (1 4 2?%)

Cosideriamo la funzione h come composta delle due funzioni g(y) = logy e f(z) = 1 + x2.
Dalla formula di derivazione della composta, si ottiene:

hl(l‘o) = 3 21‘0 .

1+ x5

g(y) = arctany y € R
Posto f(z) =tanz xz € (—m/2,7/2), risulta, se xg € (—7/2,7/2) e yo = tan zg:

,( )_ 1 _ 1 _ 1
g \o) = f(xo) 14tanzy 1432
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10.

11.

9(y) = arcsiny y € [-1,1]

Posto f(z) =sinz x € [—7/2,7/2], risulta,se yo € (—1,1) e xg € (—7/2,7/2) sono tali che
Yo = sinxgp:
1 1 1 1

/
g (yO) = = = = .
f'(xo)  coszo /1 —sin?zg V1-93

flz)=2" >0

Si ha che f(z) = e 1987 pertanto per la regola di derivazione della funzione composta , si
ha se g > 0:

1 "
f(xg) = e®0 19820 (log 20 + 2 x—) =z5°(logzo +1) .
0

h(z) = (f(2))*™

dove supponiamo che f(x) > 0 V2 appartenente al suo insieme di definizione. Essendo

h(z) = e9(®)los ()

si ha:

b/ (o) = 9(70) 108 (o) (9’(930) log f(xo) + g(wo) ?l((zxs)))

Come caso speciale, vogliamo mettere in risalto la formula quando f(z) =z e g(x) = a con
a € R. Si ottiene allora la funzione h(z) = z% e risulta:

W (20) = axy ™!

flx) = arctan(é) , ¢#£0

Se zg # 0, si ottiene:

Mgy 1+ oty 1
f(fco)—m( x%)_ 1+x(2)

f(z) =log (m +V1+ m2)
Si ha:

2 1 2 1
o - 0 )T

1
- 1+ = =
Ty + /1 + 23 ( 21+ 02 20+ 1+ 22 /1+ a3
1

V1423
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12. Le funzioni iperboliche Poniamo

f(z) =sinhz = c _26
g(z) = coshz = %

Le due funzini f e g godono delle seguenti proprieta :
cosh?z — sinh?z =1

ero + e~ "0

f/(ifo) = 9 = 9(950)

ero —e7%0

g (wo) = 9 f(zo)
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7 APPLICAZIONE DELLE DERIVATE ALLO STUDIO
DI FUNZIONI

In questo capitolo illustreremo alcuni metodi analitici utili per studiare il grafico di una funzione.

7.1 DMassimi e minimi relativi e teorema di Fermat

Sia f : [a,b] — R una data funzione e sia xg € [a,b]. Diremo che il punto zg é un punto di
minimo (massimo ) relativo se :

Ir > 0 tale che Vz € [a,b] N [xg — r, o + 7] vale la diseguaglianza

f(x) = fzo) (f(x) < flzo) ).

Molto importante ¢ il seguente:

Teorema di Fermat
Sia f : [a,b] = R una data funzione e sia zg € [a,b]. Supponiamo che:

i) il punto xg sia un punto di minimo (massimo ) relativo per f;
ii) z( sia un punto interno all’intervallo [a, b]: ossia zg € (a,b);
iii) la funzione f sia derivabile nel punto zg.

Allora risulta f'(xg) = 0.

Dimostrazione Supponiamo che il punto zg sia un punto di minimo relativo. Allora 3r > 0
tale che Vx € [a,b]N[xo — 7,z + 7] vale la diseguaglianza f(x) > f(x). Inoltre, usando la seconda
ipotesi e scegliendo r eventualmente pii piccolo, posso supporre che (zg — r,29 + ) C [a,b]. Ne
deriva quindi che:

Vo € (xg —r,xo+ 1) si ha f(x) — f(zo) >0 .

Allora il rapporto incrementale della funzione f nel punto x( ha il seguente segno:

f(x)—f(mo){ <0 sex <

T — T >0 sex>uxg
Possiamo quindi concludere, essendo f derivabile in xq, che:

f(x) — f(zo)

Pl = B ey =0
m—>m§ T —To

e quindi che deve essere f’(zg) = 0.
Concludiamo il paragrafo sul teorema di Fermat, osservando che:
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e se il punto di minimo ( massimo) relativo o non & interno all’intervallo [a, b]: ossia se zo = a o
2o = b (e quindi la seconda ipotesi del teorema di Fermat non & verificata ), allora in generale
non si ha che f/(xzg) = 0. Infatti, se consideriamo la funzione f(z) = x con z € [0, 1], risulta
che 2o = 0 ¢ il punto di minimo di f in [0, 1] ( e quindi anche un punto di minimo relativo )
e risulta f/(0) = 1;

e la condizione f’(z¢) = 0 & una condizione solo necessaria a che z( sia punto di minimo o di
massimo relativo. In altre parole, una funzione puo avere derivato zero in un punto senza che
questo punto sia di minimo né di massimo relativi per la funzione. Ad esempio la funzione
f(x) =23 (r € R) & una funzione strettamente crescente anche se f/(0) = 0.

7.2 Teorema di Rolle
Sia f : [a,b] — R una data funzione e sia zg € [a,b]. Supponiamo che:
i) f sia continua in ogni punto dell’intervallo chiuso [a, b];
ii) f sia derivabile in ogni punto dell’intervallo aperto (a,b);
iii) f(a) = f(b).
Allora:
Jc € (a,b) tale che f'(c) =0 .

Dimostrazione. Essendo f una funzione continua nell’intervallo chiuso [a, ], posso applicare il
teorema di Weierstrass e affermare che :

1,22 € [a,b] tali che f(x1) < f(z) < f(x2) Va € [a,b] .

( ossia la funzione f assume in [a, b] sia valore minimo che valore massimo ). Cosideriamo ora i
seguenti casi:

e se il punto di minimo x; & interno allintervallo [a,b]: ossia se z1 € (a,b), allora, per il
teorema di Fermat, f'(z1) = 0 e il teorema di Rolle & dimostrato prendendo ¢ = x1;

e se x; coincide con a o con b, consideriamo il punto x5 e supponmiamo che x5 sia interno
all’intervallo [a,b]: ossia x5 € (a,b), allora sempre per il teorema di Fermat, si ha f/(z2) =0
e il teorema di Rolle ¢ dimostrato prendendo ¢ = xo;

e infine se x1 e x5 coincidono entrambi con gli estremi ( per esempio 1 = a e 3 = b ), allora
dall’ipotesi f(a) = f(b), si ha che il valore minimo di f coincide col suo valore massimo,
pertanto in questo caso f ¢ costante (f(z) = f(a) = f(b) Vx € [a,b]). Allora f'(z) =0Vz €
(a,b).

7.3 Teorema di Lagrange

Sia f : [a,b] — R una data funzione e sia x¢ € [a,b]. Supponiamo che :
i) f sia continua in ogni punto dell’intervallo chiuso [a, b];

ii) f sia derivabile in ogni punto dell'intervallo aperto (a,b).
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Allora:
F(b) ~ f(a)

Jc € (a,b) tale che f'(c) = -
—a

Dimostrazione. Consideriamo l’equazione della retta secante passante per i punti (a, f(a)) e
(b, £(b)). Risulta:

Notiamo infine che la funzione differenza:

o) = 1) = sta) = ) = () + L= o)

verifica le ipotesi del teorema di Rolle: infatti g & continua nell’intervallo chiuso [a,b] perche f ed
s lo sono, ¢ derivabile nell’intervallo aperto (a,b), sempre perche f e s lo sono ed inoltre risulta
g(a) = g(b) = 0. Allora per il teorema di Rolle esiste un punto ¢ tale che ¢’(¢) = 0. Ossia:

f(b) — f(a)

0=g'(c)=f"(c) = 5'(c) = f(0) - = —

Pertanto il teorema di Lagrange ¢ dimostrato.

7.4 Conseguenze del teorema di Lagrange
Sia f : [a,b] = R una funzione derivabile in ogni punto di [a, b].

e Se f'(z) > 0 Vz € [a,b], allora f & strettamente crescente in [a,b]. Infatti se x1,x2 € [a, ]
sono tali che 1 < x4, applicando il teorema di Lagrange all’intervallo [x1, z2], si ottiene che
esiste un punto ¢ € (x1,x2), con:

f(z2) — f(x1)

210 _ g
ed essendo f'(z) > 0 Vz € [a, b], risulta:
flwa) = fla1) _

xo — 1
e quindi f(z2) > f(z1);
e se f/(x) <0 Vz € [a,b], allora f & strettamente decrescente in [a, b];
e se () > 0 Vz € [a,b], allora f & crescente in [a, b];
e se f'(z) <0 Vzx € [a,b], allora f & decrescente in [a, b];
e se f'(z) =0 Vz € [a,b], allora f & costante in [a, b].

Usando questi fatti, potremo enunciare i seguenti criteri per stabilire se un punto xy € un punto
di massimo o minimo relativi.

Supponiamo che zy € (a,b), che r > 0 sia tale che (g — r,zo + 1) C [a,b] e che f'(xg) = 0.
Allora
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o se f'(z) <0Vz € (xg—r,xz0) e f(x) >0 Va € (x9,x0 + 1), allora z¢ & un punto di minimo
relativo;

o se f'(x) > 0Vx € (xg—1,20) e f(x) <0Vz e (xo,x0+7), allora 2o ¢ un punto di massimo
relativo;

e se f/(x) <0Vx € (xg—r,x0+r) (oppure f'(z) >0 Ve € (xg — r,xo + 1)), allora 29 non &
un punto ne di massimo né di minimo relativo.

Riassumendo quanto visto a parole, possiamo dire che se la derivata prima di una funzione é nulla
in un punto interno xy ed ha valori di segno diverso in un intorno sinistro e destro di zg, allora
il punto xp é un punto di massimo o minimo relativi. Invece se la derivata si annulla in zg, ma
poi ha valori dello stesso segno in un intorno sinistro e destro di g, allora il punto zg non € ne di
massimo né di minimo relativo.

7.5 Derivate di ordine superiore

Se f :[a,b] = R é una funzione derivabile in ogni punto di [a, b], possiamo considerare la funzione
derivata f’ : [a,b] — R, cioé la funzione che ad ogni x € [a,b] associa f'(z). Se la funzione
f' é derivabile in un punto zg € [a,b] diremo che la funzione f é derivabile due volte in zy e
chiameremo tale derivata la derivata seconda di f in xy e la indicheremo col simbolo f”(x¢).

Pertanto : P() — f(zo)
" — 1 T)— Zo
f (.’ﬁo) Ig&o r — X
Ad esempio:
[ ]
f(z) =x sinz
f/(z) =sinz +x cosz

f"(x) =cosz +cosx —x sinz =2 cosx —x sinz .

f(z)=tanz x #7/2+ k7 k intero relativo
f'(z) =1+tan’z
f"(x) =2 tanx (1 + tan® z)

Da notare il seguente criterio per individuare i punti di massimo e minimo relativi.

Sia f : [a,b] - R una funzione dotata di derivata seconda continua in ogni punto di [a,b] e
xo € (a,b). Supponiamo che f'(xg) =0 e che f”(z) > 0. Allora il punto z( é un punto di minimo
relativo per f.

Infatti, essendo f”(z9) > 0 ed essendo f” una funzione continua, allora per il teorema della
permanenza del segno, esiste r > 0 tale che (zg—r,xo+7) C [a,b] e f"(z) > 0Vx € (xog—r,z0+7),
allora f’ é una funzione crescente ( avendo derivata positiva) e siccome f'(x¢) = 0, risulta f'(z) >
0Vz € (zg,xz0+7) e f'(x) <0Vz € (xg—r,xg). Pertanto z¢ é punto di minimo relativo.
Analogamente se f'(zg) =0 e f"”(x9) < 0 allora il punto zy é un punto di massimo relativo per f.
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7.6 Funzioni convesse

Sia f : [a,b] = R una funzione derivabile in ogni punto di [a,b]. Diremo che f é convessa
nell’intervallo [a, b] se :

f(@) > f(xo) + f'(x0)(x — 20) Y, 20 € [a,D] .

Da notare che il significato geometrico della definizione di convessitd é la seguente: il grafico della
funzione sta sempre "sopra” la retta tangente (qualunque sia il punto in cui tale tangente viene
considerata).

Un criterio per stabilire se una funzione é convessa € il seguente:
Criterio di convessita Se una funzione é dotata di derivata seconda e risulta f”(z) > 0 Vx € [a, b],
allora f é convessa in [a, b].

Infatti se la derivata seconda é maggiore o uguale a zero, allora la derivata prima é crescente
e quindi, supponendo zy < x e applicando il teorema di Lagrange, ottengo che 3 ¢ € (xq,x) tale

che:
f(x) — f(x0)

T — X9

= f'(c) > f'(x0)

e quindi la funzione f é convessa.
Una funzione viene detta poi concava se la funzione — f é convessa. In altre parole se :

f(@) < f(zo) + f'(z0)(z — x0) YV, 70 € [0, 1] .

Da un ragionamento simile a quello fatto in precedenza risulta che se f”(z) < 0 Vz € [a, ], allora
f é concava in [a, b].

Diremo infine che il punto z¢ € (a,b) é un flesso per la funzione f se esiste un numero r > 0 tale
che f é convessa nell’intervallo [z¢ — r, 2¢] ed é concava nell’intervallo [xg,zo + 7] ( 0 viceversa ).

7.7 Studio del grafico di una funzione

Applicheremo le considerazioni dei paragrafi precedenti allo studio del grafico di una funzione.
Indichiamo il metodo generale di procedere:

e Determinare il dominio ( o insieme di definizione ) D della funzione e calcolare i limiti quando
x tende agli estremi di D.

136



e Evidenziare qualche proprietd qualitativa di f ( se evidente). Per esempio se f é pari o dispari,
dove la funzione si annulla o dove la funzione é positiva o negativa.

e Calcolare la derivata prima e studiarne il segno, per vedere dove la funzione é crescente o
decrescente e per trovare gli eventuali punti di massimo o minimo relativi.

e Calcolare la derivata seconda della funzione e studiarne il segno per vedere dove la funzione
é convessa e dove é concava e per trovare gli eventuali punti di flesso.

e Vedere se la funzione ha asintoti obliqui, ossia vedere se esiste una retta di equazione
y = max + q tale che:

( asintoto a +00); oppure tale che:

lim (f(z) = (mz+q)) =0

r——00

( asintoto a —o0).
Da notare che una retta di equazione y = mx + ¢ é asintoto di una funzione f a 400 se e

solo se : fa)
. X .
m= xgr—&{loo 7 €94= acgr-ir-loo(f(x) B mx)

Analogamente una retta di equazione y = mxz + ¢ é asintoto di una funzione f a —oo se e

solo se :
m = lim f@) eq= lim (f(z)—mux)
r——00 I T——00

Consideriamo ora alcuni esempi.

1. Tracciare il grafico della funzione : f(x) = 2% +z + 2.

Il dominio della funzione risulta D = R. Inoltre f'(z) = 2z + 1 e quindi il punto z = —3
é un punto di minimo relativo per f. Inoltre risulta f (f%) = %. Pertanto il grafico della
funzione f é del tipo :
\ |
i -
2
2. Tracciare il grafico della funzione: f(x) =23 —3x + 1.
Il dominio della funzione risulta D = R. Inoltre:
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Inoltre f/(x) = 322 — 3 e quindi f'(z) > 0seesolose z < —1ox > 1. Il punto x = —1
pertanto é un punto di massimo relativo per f, mentre il punto z = 1 é un punto di minimo
relativo. Da notare che risulta f(—1) =3 e f(1) = —1. Risulta infine f”(x) = 6 z. Pertanto
la funzione é convessa nell’intervallo [0, 4+00) ed é concava nell’intervallo (—oo, 0]. Pertanto
il grafico della funzione f é del tipo :

/—1\/ )

. Tracciare il grafico della funzione :
f@)=v+
z)=a+
Il dominio della funzione risulta D = {x € R ; = # 0} e risulta:

li = — li =
Jm fle) = —ooe lim f(w) =0
Risulta inoltre )
2 r° — 2
’ _ _
feE=1-m="m

e quindi f/(z) >0seesolose z < —v/2o0x > V2. 1l punto = —+/2 pertanto é un punto
di massimo relativo per f, mentre il punto 2 = v/2 é un punto di minimo relativo. Da notare
che risulta f(—v2) = —2v2 e f(V2) = 2v2. Infine f’(z) = % . Pertanto la funzione é
convessa nell’intervallo (0, +00) ed é concava nell’intervallo (—o0,0). Osserviamo ancora che
la funzione é dispari e che si ha :

g =T i () - =0
lim M:1@ lim (f(z)—2)=0

r——00 I r——00

Pertanto la retta di equazione y = x é asintoto al grafico di f sia a +o0o che a —oo. Il grafico
della funzione f é quindi del tipo:
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4. Tracciare il grafico della funzione: f(x) = (z + 1)e®.
Il dominio della funzione risulta D = R e risulta:
Come si vede facilmente, la funzione é positiva se z > —1.
Risulta f'(z) = e*(1+ 2+ 1) = ¢*(x + 2) e quindi f'(z) > 0 se e solo se x > —2 . 1l
punto x = —2 é un punto di minimo relativo. Da notare che risulta f(—2) = —e~2 . Infine

f"(x) = e*(xz + 3). Pertanto la funzione é convessa nell'intervallo [—3,400) ed é concava
nell’intervallo (—oo, —3]. Il grafico della funzione f é quindi del tipo :
A

4

5. Tracciare il grafico della funzione:

rz+1

@)= et

Il dominio della funzione risulta D = R e risulta:

lim f(z)=0e lim f(z)=0

T—+00 T——00
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Come si vede facilmente , la funzione é positiva se x > —1.

Risulta
() ?+r+1—(z+1)2x+1) —z(z+2)
xTr) = =
(22 +x+1)2 (22 +x+1)2
quindi f/'(z) > 0 se e solo se € (—2,0). Il punto z = —2 é un punto di minimo relativo e il
punto z = 0 é un punto di massimo relativo. Da notare che risulta f(—2) = —1/3 e f(0) = 1.
Infine
() 2r+2)(2*+2x+ 12— (22 +22)2(@% +z2+1)(2x+1) 22°+62% -2
xTr) = — =
CEETESI TP

Osserviamo che il segno della derivata seconda, essendo il denominatore sempre positivo, é
determinato dal segno del numeratore che é un polinomio di terzo grado. Per studiare il
segno di tale numeratore , indichiamolo con g(z), ossia g(z) = 223 + 6 2% — 2 e facciamo un
rapido studio di questa funzione. Risulta ¢'(z) = 622 + 122 = 6 z(z + 2) e quindi ¢'(x) > 0
se e solose z < —2 0 z > 0. Essendo g(—2) > 0 e g(0) < 0, otteniamo per la funzione g un

grafico del tipo:

RV

Ne deriva pertanto che la funzione g si annulla in tre punti: =1 ,x2 ,z3 con 1 < =2, —1 <
o < 0e 0 < x3 <1 eil segno della funzione g é quello indicato in figura. Pertanto la

funzione f é convessa negli intervalli [x71, x2] e [x3,4+00) ed é concava negli intervalli (—oo, z1]
e [za,x3]. 1l grafico della funzione f é quindi del tipo:

4

-2 K

6. Tracciare il grafico della funzione: f(z) =z — /4 — 22.
Dovendo essere 4 — 22 > 0, il dominio della funzione é :

f(=2)=-2,f(2) =2 ¢ f(0) = —2. Inoltre:

fl)>0 er>Vd—22 sr>0e2’>4—2> & 2>V2

D = [-2,2]. Da notare inoltre che
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Risulta inoltre:
—2x V4d-2i+x
24 — z2 V4 — 2

f(x)>0 & V4d—22>—x.

Notiamo ora che se x > 0 'ultima diseguagliaza é sempre verificata, mentre se x < 0 I'ultima
disuguaglianza si riduce a:4 — 22 > 22 e quindi —v/2 < x < 0. Possiamo quindi concludere
che f'(z) >0 & —/2 <z <2. Il punto —v/2 é quindi un punto di minimo relativo. Risulta
infine:

fl@)=1

Pertanto

2

. T 1 4
f(x):< 4_$2+m> 4—x2:(47z2)3/2

Pertanto la funzione considerata é convessa. Il grafico sara del tipo :

7. Tracciare il grafico della funzione:

T

1@ = ey

Il dominio di questa funzione é l'insieme D = {x € R ;& # —2 ,z # 1}. La funzione f é
positiva negli intervalli (—2,0) e (1,+00), mentre é negativa in (—oo, —2) e (0,1). Risulta
inoltre:

lim f(z)=0e lim f(z)=0

T—+00 T—r—00
lim f(z)=-00 e lim f(x)=+4o0
T——2" z——2+

lim f(z)=-00 e lim f(z)=4o0

T—1— z—1t
Calcolando la derivata prima si ha:

(> +2-2)—z(2z+1) 2 + a2

f'(x) = (22 4+ 2 —2)2 - _(x2+9:—2)2
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Ne deriva che la derivata prima é sempre negativa. Risulta ora:

20 (2242 -2 -2+2H)Q2r+1)2@%*+2-2) 2(@3+6x+2)

(@)= - (22 + 2 —2)4 T (@2 4a—2pP

Posto infine g(z) = 2% 4+ 62 + 2, osserviamo che ¢/(z) = 3 (2% 4 2). Pertanto la funzione
g ¢é strettamente crescente e, siccome g(—1) = —5 e g(0) = 2, allora esiste un unico punto
xo € (—1,0) tale che g(x) > 0 se e solo se x > xy. Ne deriva quindi che la funzione di partenza
f é convessa negli intervalli (=2, zg) e (1, +00) ed é concava negli intervalli (—oo, —2) e (9, 1).
Il grafico della funzione f é pertanto del tipo :

A

. Tracciare il grafico della funzione: f(x) =  — \/a (x —2). Il dominio della funzione é:
D = (—00,0] U[2,400). Risulta inoltre f(0) =0, f(2) =2e
lim f(z) = —o0

Tr—r—00

lim f(z) = lim - (@ —22)

2
— = lim —=1
T—~400 T——400 l‘+1/l‘2—21‘ z—+oo | 4 /1_2/33
Calcoliamo ora la derivata prima. Si ha:

PP L O T O
2vVz? —2x Va2 -2z
Pertanto f'(z) >0 < va?2 -2z > 2 — 1. Ora se z < 1 la disuguaglianza precedente é ver-
ificata, mentre se x > 1 la disuguaglianza precedente risulta equivalente alla disuguaglianza
22 —2x > 2?2 — 2z + 1, e questa disuguaglianza non é vera. Possiamo concludere quindi che
f'(x) > 0se x <0, mentre f'(z) < 0 se x > 2. Calcoliamo ora la derivata seconda:

v T 9a (s x—1 1 _ 1
(@) = (m( 1)m)x2—2x Va2 —2x(x? —2x)

Ne deriva quindi che la derivata seconda é sempre positiva. Verifichiamo infine che la funzione

ha un asintoto a —oo. Infatti, ricordando che se x < 0 si ha V22 = —z si ottiene:
o fle) _
lim ——= = lim (1++/1—-2/2)=2
r——00 I Tr——00
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ed inoltre:

2x
lim z)—2z)= lm (—z—Vz?2-22)= lm —m —n—— =
:n*)foo(f( ) ) xﬁfoo( ) T——00 —g 4 V2 —9«x

Pertanto la retta y = 2x — 1 é asintoto di f. Il grafico risulta quindi del tipo :

-1

|

7.8 Regole di De ’'Hospital

Siano f,g : [a,b] = R due funzioni derivabili nell’intervallo [a, b] e supponiamo che zy € (a,b) sia
un punto tale che f(z¢) = g(xo) = 0. Allora se esiste il limite:

lim (=)

a0 g'(x)

=L (0o £00)

allora esiste anche il limite:

f(x)

ed ha lo stesso valore. Pertanto, se esiste il secondo limite, possiamo scrivere che:

lim @ = lim (@)
0 g@)  wse ()

Un teorema simile si pud enunciare anche se, invece della forma indeterminata %, devo studiare
una forma indeterminata del tipo % . In particolare :
Siano zg € (a,b) e f,g : [a,b] — {xo} — R due funzioni derivabili. Supponiamo inoltre che:

lim f(z) =400 (0 — ) eche lim g(z) =400 (0 — o)

Tr—>T0o T—T0o

Allora se esiste il limite: ,
f'(z)

T—x0 g’(x)

=L (0o £x)

allora esiste anche il limite :

im M
A2 g(a)
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ed ha lo stesso valore .Pertanto , se esiste il secondo limite possiamo scrivere che :

@) S
A2 (@)~ 2R g(a)

La stessa regola si pud usare pure per calcolare limiti del tipo

f(x)

im —=
r—+o0o g(x)

sempre che tale limite sia della forma indeterminata % oppure %

Consideriamo alcuni esempi.
e Calcolare : )
. x—log(l+=x . 1-1=
lim L — lim — e
z—0 T sinT z—0SINT + T COST

1 1
= lim - < = lim ~ ==
20 (1 +z)(sinz +x cosz) 20 (14 z)(22L 4 cosz) 2

e Calcolare il :

i sinx —x . T x? sinx —x
im = lim
a—0log (1 +z)(1 —cosz) z—0log(l+z)1—cosz a3

. sinzx—=x . cosx—1 1
2lim —=21lm—7n—=—-—
z—0 3 z—0 32 3

7.9 Polinomio di Taylor

Abbiamo visto che la retta tangente ad una funzione f nel punto x( é la miglior retta che approssima
la funzione nell’intorno del punto xg, nel senso che

im (f(x) = (f(20) + f'(wo) (2 — 20)))/(x — x0) = 0 (7)

T—xT0

Ora ci chiediamo se possiamo ottenere una miglior approssimazione della funzione nell’intorno di
xo utilizzando non un polinomio di grado uno, ma un polinomio di grado n, ovvero ci chiediamo
se esiste un P, (z) = ag + a1(x — xg) + - - + an(x — o)™ tale che

lim (f(z) — Pu(x))/(x = 20)" =0 (8)

T—rT0o

Sia f(z) una funzione C™(a,b) e x¢ € (a,b) definisco il polinomio di Taylor di ordine n della
funzione f in xg il polinomio

") (g ,
Py =3 1200 (o gy (9)

In particolare il se n =1 Py (z) = f(x0) + f'(z0)(z — z0).
La differenza f(z) — P, () viene chiamata resto di Taylor ed indicato col simbolo R, (z, o),
ossia o)
nrG) (g _
Ro(,20) = () — Pal) = f(2) = 3 L0 (1 gy (10)

|
=0

Noi studieremo il comportamento del resto di Taylor per x — xg
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Teorema 7.1 Sia [ : (xg —r,zg +7) = R una data funzione. Allora:se f é derivabile n volte
nell’intervallo (xg — r,xo + 1), allora:

lim B (,20)
a—zo (T — )"

=0 (11)

Dimostrazione. Dalla definizione (9), il resto & derivabile n volte in (xg — r, 2o +r) e risulta per
h <n:
n o f() ,
R (@ 0) = [ (@) = 3 fj(,””O)j(j “1. G D= a0) "
j=h '

In particolare
RM(zg,20) =0 Yhe N, h<n

€
BV (@,20) = f0 0 (@) = ) f(])j('%) G =1 G=n+2)(@—my " =
j=n—1 '

= F D @) = £ o) = £ o) @ — o)

Usando pertanto il teorema di De 1’'Hospital, si ottiene:

(n—1)
lim Fn (@, 20) = lim L C0) =
z—zo (T — )" s—wo nl(x — x0)

n! \@—wzo (x — x0)
q.e.d.
Ovvero
R (,20) = f(x) — Pa(z) (12)
¢ una quantitd infinitesima per x — zo di ordine n e scriveremo R, (z,z¢) = o((z — z0)™) ovvero
f(@) = Pa(2) + o((z — x0)") (13)

questo vuol dire che abbiamo approssimato la funzione con un polinomio pii un resto infinitesimo
di ordine n.

11 resto pué essere espresso anche nella forma R, (x,x0) = o((x — 20)"™) = e(z — x0)(x — x¢)" dove
e(x — x¢) é una quantitd infinitesimo di ordine n quando =z — xg

Una semplice applicazione della serie di Taylor.

Sia f(z) una funzione C?(a,b) sia xo € (a,b) tale che f’(zo) = 0 allora sappiamo che f(z) =
flxo) + f”(xo)% + o((z — z0)?), ora dato che o((z — 20)?) = e(x — x¢)(x — x0)? questo mi
permette di dire f(z) — f(zo) = (M +€(z —x0))(x — 20)? se supponiamo f”(xq) > 0 il punto é
un minimo locale, mentre se f”(z¢) < 0 é un punto di massimo locale, mentre se () = 0 non
posso dire nulla.

Ora supponiamo che f(z) € C"(a,b), x¢ tale che f'(x¢) = f"(xo) - f* " (zg) =0, e fF(z0) # 0,
allora se k é dispari il punto non é ne di massimo ne minimo, se k é pari e f¥(2¢) > 0 il punto é
di minimo, se f*(x() < 0 il punto é di massimo.

Noto che se il polinomio di Taylor di ordine k di f(x) diventa

Pi(e) = f(z0) + o (w0 (@ = 0)" (14)
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7(@) = £(wo) = 5 ()& — w0)* + e — wo)(z — wo)* (15)

F(a) — (o) = (i *(wo) + el — 20)) (& — 20" (16)

ora quando = — zo il segno di (7 f* () + €(z — 20)) lo steso di di f*(z0). Se k é dispari Il termine
(x — x0)* é positivo se > g e negativo se x < zg, ovvero f(z) — f(zo) cambia segno nell'intorno
di zg e questo ci dice che il punto g non é ne’ di massimo ne’ di minimo. Analogamente se k
é pari, il termine (z — 29)* é sempre > 0 e, nell’intorno del punto = — il segno di f(x) — f(zo)
dipende da quello di f*(x¢). Se f*(x¢) > 0 ho un punto di minimo relativo, se f*(x¢) < 0 ho un
massimo relativo.

Vediamo alcuni esempi.

Calcolare il polinomio di Taylor di ordine 3 di :

3
, x
s1n(m)=x—§
* 2
x
cos(ac)zl—ﬁ
* 3
x
t —r4+ —
an(x) m+3
¢ 2 3
oz
log(l4a)—a— = 4+ 2
og(l+z)==x 5 + 3
[ ]
2 .3
T
* 3
x
smh(x)—;v—l-g
¢ 2
x
cosh(x)z:v—i—a

0((1' - xO)n> : 0((-%’ - .’Eo)m> = 0((1: — xo)"'””)

o((x —x0)™) + o((x — 29)™) = o((x — x0)"™) con n < m

Per verificarle basta applicare la definizione
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7.10 Alcuni esercizi in cui si usa il Polinomio di Taylor

1. Calcolare il seguente limite
. x —sinx
lim ———
z—0 r — arctanx

Usando la formula di Taylor, possiamo scrivere

23
sine =x — 5 + R3(x)
AR
arctanx = ¢ — 3 + R3(z)
Si ottiene quindi
3
r—sinz G — R3(w) % - R;g””)
r —arctanz L _ R T 1 Rs@)
3 R3(I) 3 = ;g

e ricordando la prima proprietd del resto nella formula di Taylor, si ha che

. T —sinx 3 1
lm —mM = - = —
z—0 r — arctan x 6 2

2. Calcolare il seguente limite
sin x
T

et —x—
1111'1 —_—
z—0 1 —cosz

Ricordando le formule di Taylor

2

€x:1+.’lﬁ+%+R2($)
[
cost =1-— 5 + Ry(z)
si ottiene ' "
ef —x— St %m2+R2(x)——3z(I)
= .
1 —cosxzx ?—Rz(a:)
Pertanto )
et —x -2 Y
lim —mM%— = —
z—0 1 —cosx 3

3. Determinare a € R ( se esiste ), tale che il seguente limite esista finito :

1— (ax)? — oz
lim =
x—0 ,’E4

Usando la formula

1 1 ~
(1+y)1/2=1+§y—§y2+R2(y)

e la formula per il seno con un termine in pid, ossia

3 1‘5

, T
smx:x—g—i—g—i—]ﬁ(x)
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si ottiene :

sinx 1 1 ~ 22 2*  Rs(w)
1— 2 _ T e R et 2,2y 1.2 2 B
(ax) . ga e —gaz + Ry(a” x*) + 6 Tl .
_ 171 2\ .2 L 4 1 4, D (2.2 Rs(z)

Deve quindi essere a? = % In tal caso il limite risulta

i 1—(ax)2—¥_ 1+ 1
250 4 ~ T \72 7120

8 INTEGRALE DI RIEMANN

Sia f : [a,b] — R una funzione limitata. Indichiamo con :
m = inf{f(x) ; = € [a,b]}
M = sup{f(z) ; « & [a, b}
Chiameremo partizione dell'intervallo [a,b] un numero finito di punti :
P ={xo,21,22,...,Tpn}

cona=x9< 2 <xy < -+ <x, =D>b. Indicheremo infine con P l'insieme di tutte la partizioni
dell’intervallo [a, b].

Se P, P’ € P, diremo che P’ é piti fine di P se P C P'.

Fissata una partizione P € P, indicheremo con :

m; = inf{f(z) ; x € [z;_1, 2]}
M; =sup{f(z) ; = € [zi—1, 7]}
€ porremao:

s(f,P) = Zmi (x; —xi-1)

n

S(f,P) = ZMz (mi —ﬂfi—l)

i=1

s(f, P) e S(f, P) vengono chiamate rispettivamente somme integrale inferiore e somma inte-
grale superiore di f ( relativamente alla partizione P ). Dalla diseguaglianza:

m<m; <M; <M
valida Vi =1,2,...,n, si ricava la diseguaglianza:

m (b~ a) < s(f,P) < S(f,P) < M(b— a)
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Osserviamo che se P, P’ € P sono due partizione con P’ piu fine di P, allora:

s(f, P) < s(f, P)
S(f,P') < S(s,P)

Verifichiamo, per esempio, la prima diseguaglianza nel caso che P’ si ottenga da P aggiungendo
un punto:
P ={xp,21,22,...,Tpn}

P ={zg,c,1,72,...,2,}

Indicato ora con:
my = inf{f(x) ; x € [zo,c|}

!
1
my = inf{f(z) ; x € [¢, 1]}
risulta mj > my e m > my ( dove ricordiamo m; = inf{f(z) ; x € [zo,21]} e quindi:
s(f. P') = s(f, P) =m (c = x0) + my (z1 — ¢) = ma (21 — o) > 0

D’altra parte se P, Py € P sono due partizioni generiche di [a, b], la partizione P; U Py é pid fine
sia di P; che di P, ne deriva quindi che:

S(fapl)Ss(faplLJPQ)SS(faplLJPQ)gS(faPQ)

Pertanto se poniamo:

A={s(f,P), PP}
B={S(f,P), PeP}

otteniamo una coppia di sottoinsiemi di R separata. Ne deriva quindi che:

sup A <inf B

Noi diremo che una funzione limitata f é integrabile ( secondo Riemann ) nell’intervallo [a, b]
se:
sup A =inf B

In tal caso, il valore comune verrd chiamato integrale ( definito ) della funzione f nell’intervallo
[a,b] ed indicato col simbolo :
b
/ f(z)dx
a
Dalla definizione si ricava che:
una funzione limitata f é integrabile in un intervallo [a, b] se e solo se

Ve>03P. €P tale che S(f,P.) —s(f,P.) < ¢

Indicheremo con R([a, b]) I'insieme delle funzioni che sono integrabili ( secondo Riemann ).

8.1 Alcuni esercizi

Concludiamo la lezione di oggi con alcuni limiti svolti con la regola di de L’Hospital.
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e 1. - Calcolare il :

. sinx — x cosx . COST —COoST + x sinx
lim ——— = lim — =
z—0 x arctanzx z—0 arctanx + T2
. sinx +x cosx
= hr% 12 =0
fovie -
* 1+x2 + (14x2)2
e 2. - Calcolare :
. 1 . log cos =
lim (cosx)=? = lim e «2
z—0 z—0
Considerando solo ’esponente si ha :
log cos . 1 —sinz 1
lim — = 1 - __
z—=0 T z—0cosx 2z 2
e 3. - Calcolare : )
i 2 1 . 2(1—cosx)—x
lim ST = lim 5 =
=0 \ T 1—cosz z—0 22 (1 — cosx)

2sinz —2x . 2(cosz — 1)
im — = lim .
2—02x (1 —cosz)+ a2 sine  2—02(1 —cosz)+4x sinx + z2cosz

2 (cosz—1)

1
li x? = __
xli% 2(1;(;0393) +4 sigz 4 cosx 6
e 4. - Calcolare :
lim 2 (vV1+a2— V1+23) = lim x2(\/1+1— §/1+1):(y:1):
z—+00 T—+00 72 3 T

y v’
= lim \/1 Yy \3/1 +y = lim Vity? (V1422 — 1
y—0+ 2 y—0+ 2y

Alcune proprietd di R([a, b]) sono le seguenti:

e Linearita dell’integrale Se f1, fo € R([a,b]), allora f1 + f2 € R([a,b]) e vale la formula:

/ab(fl(x) + f2(2)) do = /ab fi(z) do + /ab fo(z) da

Inoltre se f € R([a,b]) e A € R, allora X\ f € R([a,b]) e vale la formula:
b b
[ os@)an=nx [ fa) do

e Proprietd additiva dell’integrale Se f € R([a,b]) e ¢ € (a,b), allora f € R([a, c])NR([ec, b])

e vale la formula: b . b
/ f(z) d:c:/ f(x) dx+/ f(z) dx
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Monotonia dell’integrale Se f,g € R([a,b]) e f(z) < g(z) Vz € [a,b], allora:

/abf(x) dx < /abg<sc> da

Integrabilitd del modulo Se f € R([a, b)), allora |f| € R([a,b]), e vale la disegaunaglianza:

/abf(x) dz

Teorema della media integrale Sia f € R([a, b]), indichiamo con:

< /ablf(w)l d

m =inf{f(x) ; = € [a,b]}

M = sup{f(z) ; = € [a,b]}
Allora vale la disuguaglianza:

<M

m <

ff f(x) dz
b—a

Il quoziente che compare nella disuguaglianza precedente viene chiamato la media integrale

di f ( sull’intervallo [a,b]). Da notare che la media integrale é l'altezza che deve avere un

rettangolo la cui base sia Uintervallo [a, b] in modo che la sua area sia uguale all’ f; f(z) dx.

Se supponiamo che la funzione f oltre che integrabile sia anche continua nell’intervallo [a, b],

allora per il teorema dei valori assunti, esiste un punto ¢ € (a, b) tale che:

b
Liwde_
b—a
Integrabilita delle funzioni continue Se f é una funzione continua nell’intervallo [a, b],
allora f é integrabile in tale intervallo.

Integrabilita delle funzioni monotone Se f é una funzione monotona nell’intervallo [a, b],
allora f é integrabile in tale intervallo.

Integrabilitd delle funzioni continue a tratti Se f é una funzione limitata ed ha
nell’intervallo [a,b] un numero finito di punti di discontinuitd, allora f é integrabile in tale
intervallo.

Concludiamo la lezione con un esercizio
Dire, al variare di A € R, quante soluzioni ha I’equazione

e =\x .

Ovviamente se A = 0, ’equazione non ha nessuna soluzione. Se A # 0, possiamo scrivere I’equazione
nella forma:

Se studiamo la funzione
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e ne disegniamo il grafico, potremo determinare il numero di soluzioni dell’equzione dal numero di
intersezioni che il grafico di f ha con la retta orizzontale di equazione y = +

3
Il dominio dalla funzione f é D =R e risulta

lim f(z)=0, lim f(z)=-o00

T—+00 T——00
Inoltre f(x) > 0 se e solo se z > 0 e f(0) = 0. Derivando si ottiene:
fllz)=e"(1-2)

e quindi f'(x) > 0 se e solo se < 1. Pertanto il punto = 1 é un punto di massimo relativo e
f(1) =L Infine f"(z) = e *(~1—1+x) =e " (z —2) e quindi la funzione f ¢ convessa se e solo
se x > 2. 1l grafico della funzione f dunque é del tipo.

/

Visto il grafico di f e ricordando che lequazione da considerare é f(z) = %, possiamo concludere
che ( vedi anche il disegno ):

e i) - se A <0, 'equazione ha una unica soluzione (negativa);
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e ii)-se 0 < % < é, ossia se A > e, allora ’equazione ha due soluzioni;

e iii) - se A = e, allora ’equazione ha una soluzione (z = 1);

e iv) - se % > é, ossia se 0 < X\ < e, allora ’equazione non ha nessuna soluzione.

8.2 Teorema fondamentale del calcolo integrale

Sia f € R([a,b]), consideriamo la funzione F' : [a,b] — R definita dalla seguente legge :

Pla) = / F(t) dt € [a,b]
La funzione F' viene chiamata la funzione integrale di f. Vale il seguente importante :

Teorema fondamentale del calcolo integrale Se f € R([a,b]) e continua nell’intervallo [a, b],
allora la funzione F' é derivabile nell’intervallo [a, ] e :

F'(z) = f(z) Yz € [a,b]

Dimostrazione Siano g,z € [a,b] con zy < z, usando la proprietd additiva dell’integrale, si

ottiene : - .
F(z) = F(xo) _ [, f(t) dt — [° f(t) dt _
r — X a r — X0 B
_ S0 f@) dt+ [ f(t) dt — [ f(t) dt _ [ F(t) dt
Tr — X r — X

Applicando infine il teorema della media integrale alla funzione f nell’intervallo [z, «] ( ricordare
che stiamo supponendo f continua ), si ottiene l'esistenza di un punto ¢, € (zg,x) tale che:

F(x) = F(xo)

r — X

= flez)
D’altra parte se x tende a xg anche ¢, tende a xy ed essendo f continua in xg, si ottiene:

lim Flz) = F(wo) = lim f(c,) = f(=o) .

T—xTo xr — 'IO Tr—xo

8.3 Formula fondamentale del calcolo integrale

Data una funzione f : [a,b] — R, una funzione G : [a,b] — R si dice una primitiva di f se G é
derivabile e risulta :

G'(x) = f(x) ¥V z € [a, b]

Vale il seguente :

Teorema ( Formula fondamentale del calcolo integrale) Sia f : [a,b] — R una funzione
continua e G una sua primitiva. Allora :

b
/ f(z) dz = G(b) - G(a)
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Dimostrazione Ricordando il teorema fondamentale del calcolo integrale, abbiamo che la funzione
integrale F'(z) = [ f(t) dt e la funzione G hanno la stessa derivata, infatti :

Flx) = f(x) = G'(2)
Allora F' e G differiscono per una costante, ossia
F(z)=G(z) +k Yz € [a,b]
In particolare :

G(b) — Gla) = F(b) — F(a) = / (@) da

8.4 Alcune primitive immediate

Elenchiamo di seguito alcune primitive immediate.
e f(z) = sinz ha come primitiva G(x) = — cosz, f(z) = cosz ha come primitiva G(z) = sin x;
o f(z) = €” ha come primitiva G(z) = €%;
o f(x)=2%conz>0eacR,allora:

mc¢+l
Gla) = arT sea+1#0
logz sea+1=0

e Da notare che se considero la funzione f(z) = 1 (z # 0), allora la funzione G(z) = log |z|
(z # 0) é una primitiva di f;

e la funzione

1
i@ =12
ha come primitiva G(x) = arctan z;
e la funzione .
f) = -

ha una primitiva che si pué calcolare nel seguente modo. Sommando e sottraendo 1 a

numeratore, ottengo :
r+1-1 1
= —— = 1 —
f(@) z+1 z+1

Allora una primitiva di f é: G(x) = x —log |z + 1];

e la funzione 1
T)=———
f( ) 2 +a2
con a # 0 ha la seguente primitiva. Raccogliendo a? si ottiene :

1 1

f(a?):gm

Pertanto G(z) = L arctan (%) .
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8.5 Integrali per decomposizione: primo caso

Vediamo ora come si calcola una primitiva di una funzione razionale del tipo:
P(x)

Q(z)

dove @ ¢é un polinomio di secondo grado del tipo Q(z) = 2% + bz + c con A = b? —4¢ > 0, cosf
che il polinomio si pué decomporre in Q(z) = (z — x1) (x — x2) con

—-b—VA —b+VA
=TTy T Ty

fx) =

Nel caso che P(x) sia un polinomio di primo grado ( ad esempio P(z) = axz+ 3), allora la funzione
f si pué decomporre nel seguente modo:

ar+f A B
@)= 24+br+ec x—ay + T — To
dove A, B son due opportuni numeri reali che si ottengono osservando che:
A B  Alx—xz)+B(x—x) (A+B)rx—Axy—Bux
r—x1 x—13  (v—x1)(x—29) 22+br+c

e quindi se voglio che valga la decomposizione deve essere:

A+ B=a«
—A$2—B$1:ﬂ

Si tratta quindi di risolvere questo sistema. Trovate A e B, una primitiva della funzione f é del
tipo :
G(z) = Alog|z — z1]| + B log |x — x2|

Nel caso che P(x) sia un polinomio di grado > 2, allora dividendo il polinomio P(z) per il polinomio
Q(x), si ottiene:
P(z) = Q(z) S(z) + R(x)

dove R(z) é un polinomio di grado minore o uguale a uno. Pertanto in questo caso:

R(x)
flx)=95(x) +
(@)= 5() + g
e quindi posso procedere come nel caso precedente. Vediamo per concludere alcuni esempi.
1. Sia +1
x
1@ = @9
Risulta:
z+1 A n B A@+4)+B(x—1)
(x—1)(x+4) -1 z+4  (z—1)(z+4)
Pertanto deve essere
A+B=1
4A-B=1
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Sommando le due equazioni ottengo 5 A = 2 ossia A = % equindiB=1—A= % Ne deriva
che una primitiva di f é data da:

G(z) = 310g|x—1|-|— log |z + 4|
2. Sia 3
> +z+1
f(l")—ﬁ

Facendo la divisione tra i due polinomi, si ha:

B +z+l 20 +1
—_— =T+

2-1 T
D’altra parte:
20 +1 A B  A(x+1)+B(z—1)
22-1 -1 z+1 x2 -1
Abbiamo quindi:
A+B=2
4A-B=1
Se ne ricava quindi che A = 3/2 e B = 1/2. Pertanto una primitiva di f é data da:
3
G(z) = ? + < log|a: -1+ log|a:+ 1|

8.6 Formula di integrazione per parti

Siano f,g : [a,b] = R due funzioni derivabili in [a, b] con derivata prima continua. Dalla formula
di derivazione del prodotto, ottengo:

(f9)'(x) = f'(2) g(x) + f(x) g ()
Integrando tale relazione su [a, b] e ricordando che:
b
[ (9@ ds = 1) 90) - @) g(a)

ottengo la seguente:
Formula di integrazione per parti

[ 7@t = 1000 - @@ - [ 105w a= 101~ [ 019

Vediamo ora alcuni esempi.

1. Calcolare l'integrale

s
/ T sinx dzx
0

Scegliendo g(z) =z e f'(z) =sinz ( e quindi f(z) = — cosx), ottengo:

s T
/ xsinxdx:—xcosx|g+/ cosxdr =T .
0 0
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2. - Trovare una primitiva della funzione f(x) = arctanz. Scegliendo f/'(z) = 1 e g(x) =
arctan z, ottengo:

tantdt = t arctant |[j — [ —— dt = tanz — - log (1 +2?) .
/Oarc an arctant |, /0 e z arctans — 5 og (14 )

T
/ sin® x dz
0

s ™ us ™
/ SinQLL'd(E:/ sinz sinzdr = —cosz sinx \g—i—/ COSQ$dCL'=/ (1 —sin’ z) dz
0 0 0 0

T
. T
sinxdr = =
0 2

Da notare che l'integrale ora calcolato, poteva essere calcolato in modo doverso usando la
formula di trigonometria:

3. Calcolare

Risulta :

Ne deriva quindi che:

1— 2
szx:y

Infatti usando tale formula si ottiene:

/ sin2mdx=/ fdx—/ de:( x_sm( JU)) =T
o ) 2 o 2 2 4 . 2
4. Calcolare fol log (1 + 2?) dz. Risulta :
1 1 1
2z 1
log (1 + %) da = = log (1 21—/Ld:12—2/1—7d:
[ s+ atydo = wror+a?)y - [ e —tog2-2 [ (1- e

=log2 — 2+ 2 arctan 1 :log272+g
5. Calcolare foﬁ/Q cos® z dz . Risulta :

/2 /2 /2
3 _ 2 o 2 _7/2 . 2 _
cos’ xdx = cosx cos” xdxr = sinx cos x|0 + 2 sin“ x cosx dr =
0 0 0
w/2
= 2/ (cosz — cos® z) dx
0

/2 /2
/ cos?’xdx:g/ cosxdng
0 3 Jo 3

6. Calcolare una primitiva della funzione f(z) = logx. Calcoliamo per esempio :

e quindi :

F(m):/ logtdt:tlogt\f—/ dt =xlogr —xz+1=uxz(logr—1)+1
1 1
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8.7 Integrali per decomposizione : secondo caso

Vediamo come si calcola una primitiva di una funzione razionale del tipo :

dove @ é un polinomio di secondo grado del tipo Q(x) = 2? + bx + ¢ con A = b?
un polinomio di primo grado del tipo P(x) = ax + §.

Consideriamo in primo luogo il caso in cui A = 0. In tal caso @ é un quadrato,
b? = 4¢, risulta:

—4¢c<0ePé

infatti essendo

2
Q) =2 +ba+e= Q) = o +bu+ o = (“b) = (z—11)°

4 2

dove abbiamo posto z; = f%. Consideriamo ora la decomposizione del tipo:

ar+p8 A n B
22+br+c r—x1 (z-—12)°

Per ricavare A e B, procediamo come nel primo caso considerato, ossia:

A N B _Ax—z1)+B  ax+p

Tz (z—2) (z —21)° a2 +brtc

se e solo se A e B verificano il sistema:

A=«
7A T + B = ﬂ
Una primitiva della funzione f é data dunque in questo caso da

B

xr — T

G(z) = Aloglz — 1] —

Consideriamo infine il caso in cui sia A < 0. Completando il quadrato, possiamo scrivere:

2 2
Q(I):$2+b$+62 (:c+b) —bf+c:

D 1
_ _|_é 2_é—ﬁ 1_|_ 21’+b ?
“\"T3 11 J=A

Pertanto ottengo

L+ 1
Q) A 1+ (22)’

Possiamo quindi concludere che una primitiva di % é data dalla funzione

—i arctan(zx—’—b) —a_ 2 arctan(w>
A V=A 2 J-A VvV=A
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Scriviamo infine f nel modo seguente

ar+ a 2x+b (2ﬂ—o¢b> 1

f(x):x2+bx+c:§x2+bm+c 2 22 +bx+c

e ricordando quanto detto sopra, possiamo concludere che una primitiva di f é data dalla funzione:

Gle) = % log (* + bz +¢) + (25\/;26) arctan (Q\j%b)

Consideriamo ora alcuni esempi.
1. Calcolare una primitiva della funzione:
z—1
)= ———"—
f(@) 242 +1

11 polinomio a denominatore ha A = 0 e quindi é un quadrato. In particolare 22 +2x +1 =
(x 4+ 1)2, cerchiamo allora una decomposizione del tipo :

x—1 A B A(z+1)+B
flx) = — - + 2 2
2?2+2x4+1 z+1 (x+1) 22 +2z+1
Deve quindi essere
A=1
A+ B=-1

Allora una primitiva di f é data da :

2
Gz) =1 1+ ——
(z) = log |z + |+x+1

2. Calcolare una primitiva della funzione
x4+ 3

)= —5—"—"—
1) 2421 +2
Il polinomio di secondo grado a denominatore ha A negativo. Il primo passo consiste nel far
comparire a numeratore la derivata del denominatore. Ossia :
1 2z4+2 2
f(fﬂ) -5 2 + 2
2 22 4+2x4+2 x24+2zx+2

Osservo ora che, completando il quadrato, posso scrivere:

422 42=14 (z+1)°
In conclusione ottengo la decomposizione :

x+3 1 2z+2 n 2
224+2x+2 2 2242z+2 1+ (v+1)2

Posso concludere che una primitiva di f é :

1
G(x) = 5 log (962 +2x+2)+ 2 arctan (z + 1)
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3. Calcolare una primitiva della funzione

Completando il quadrato, posso scrivere:

1, 3 3 4 1\*) 3 22 +1\?
2 _ N2, 22 = - _ 2
x+x+lf(z+2)+4 4<1+3(x+2)> 4<1+( \/§>>

Ne deriva quindi che :

1 4 1

x2+x+1:§ 2041 2
L+ (24)

Possiamo quindi concludere che una primitiva é del tipo :

43 . <2x+1) 2 . <2m+1)
— —— arctan — —= arctan
3 2 V3 V3 V3

G(x) =

4. Calcolare una primitiva della funzione:

4t +r+1
24+ x+2

fz) =

Essendo il grado del denominatore pitd grande del grado del numeratore, facciamo in primo
luogo la divisione dei due polinomi. Risulta :

ettt l=0"+2+2) (2 —2)+32+1

e quindi:
x4+x2+x+l_ 9 3z+1

22+ x4+ 2 . 24+ x+2

Ricordando ora che :

2
;v2+x+2:(9c+1/2)2+7/4:z(14—(232/—;1) )

ottengo
3 2z+41 1 1
J— 2_ p— _—— =
o) = x—|—2 24+r+2 2 22+x+2
3 2 1 4 1
:gj2— _i'_fL_i 5
2 .T2+117+2 14 1+(21+1)
V7

Posso quindi concludere che una primitiva di f é data da:

x> z?

3 9 1
G(x)—g—?+§10g($ +x+2)—ﬁarctan(

2x+1
VT

)
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5. Calcolare I'integrale:
1
/ xlog(x2—|—x+1)dx
0

Integrando per parti, ottengo:

1 1
1 2 1
77/582 2$+ dr =
1 1 [t 223+ 22
=—-log3— = ——d
9% 2/0 2raor1”

D’altra parte, facendo la divisione dei due polinomi che compaiono nell’integrale, ottengo

1 2
/ xlog(m2+x+1)dx: %log(achrerl)
0

223 4 22 1 —r+1
Allora:

1 1
1 1 1 1 —x+1
2 _ 2
/Oxlog(ac +x+1)dm—§log3—§(x _m‘0)+§/0 x2+x—|—1dx

Applicando infine la formula ottenuta sopra, posso concludere che:

1
1 1(1 1 2z 41
zlog (22 +x+1)de==log3+=| =log (22 +z+1 +arctan< )
/0 g ( ) dz = - log 2<2 g ( )+ 5 7

1
0)

3 1 1
=-log3+ ——= <arctan V3 — arctan )

4 23 V3

8.8 Formula di integrazione per sostituzione

Sia f : [a,b] — R una funzione continua e sia ¢ : [a, 8] — [a,b] una funzione derivabile con
derivata prima continua. Supponiamo che ¢(a) = a e che ¢(5) = b. Allora vale la formula :

b B
/ f(x)dz = / Fo(t) @' (8) dt

Dimostrazione Per il teorema fondamentale del calcolo integrale, la funzione integrale F'(z) =
[ f(t)dt ¢ derivabile e risulta F'(z) = f(z) V x € [a,b] . Consideriamo ora la funzione :

Derivando ottengo:
H'(t) = F'(p() ¢'(t) = f(o(t)) ¢'(t)

e quindi integrando sull’intervallo [«, 3], ottengo:

8 8
/f(w(t))w’(t)dt=/ H'(t))dt = H(B) — H(a) = F(b) = F(a) = [ [f(z)dz

Vediamo ora alcuni esempi.
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1. Calcolare )
/ V1—22dx
0

Usando la sostituzione x = sint , ¢ € [0, 7/2], ottengo:
1 w/2 /2
/ \/1—w2dx:/ \/1—sin2tcostdt:/ cos? tdt =
0 0 0

2. Calcolare

1
/ V4 —xdr
0

Ponendo 4 — x = t, ottengo :

1 3 4 4
2 2 =4
/ z\/4f:cdz:f/ (4—t)\ﬁdt:/ 4t1/2dt7/ 32 dt = <43t3/2 51&‘)/2)
0

4 3 3

4

3

3. Calcolare L
/ V1+ax2dr
0
Usiamo la sostituzione x = sinh¢. Risulta a = 0. Per ricavare 8 devo risolvere I’equazione

t_ -t 1
lzsinhtziossme——=2
2 et

Posto y = e, ottengo I'equazione di secondo grado %% — 2y — 1 = 0 che ha le soluzioni
y =14 /2. Risulta dunque t = 8 = log (1 + v/2). Possiamo quidi concludere che :

1 B B
/ \/1+x2dx:/ \/1+sinh2tcoshtdt:/ cosh? t dt =
0 0 0

B 2t -2t 4 9 1 2t -2t
:/ e s o P (P
0 4 4 2 2

4. Da notare che l'integrale precedente si poteva calcolare anche integrando per parti. Infatti :

1
/ \/1+x2dﬂc:x\/1+x2‘ dx—x\/l—&—xQ‘ —
0

B

0

/\/1+7x2
/mdﬁ/

Possiamo allora concludere che :

1
/ V14 22de =
0

\/1+z2

(x\/1+x2+10g<x+ 1+x2)>’;

1
2
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5. Mostriamo infine un ulteriore modo per calcolare lo stesso integrale. Consideriamo la sosti-

tuzione
Vida2=t—zx

ossia 14+22=t2—-2tz+2% o

Otteniamo allora :

1 1+v2 2 2 2 1+V2 44 2
t“—1 1 2¢t¢—t 1 1 t 2t 1
/ \/1+x2dx:/ t— = i dt:f/ L el e S P
0 1 2t 1

2 2 4 t3

1/1+ﬁ t+2+l dt—1 ﬁ+210 It| 1
4/, t 3 4\ 2 & 22

6. Calcolare I'integrale

1+v2

1

1
/ V1+z+22de
0

Essendo

con la sostituzione : 29%1 =1 ossia z = ‘/52“1 , ottengo
V3
31
/ \/1+m+x2das—/ \[\/1+t2—dt 22 (t\/1+t2+log + 1+t2))‘
1/v3 2 4 2 1/v/3

7. Calcolare 'integrale
2
/ Ve (2—z)ds
0

Notiamo che:
r(2—z)=2z—-2=—(z—-1)%+1

e quindi se pongo = — 1 =1t , ottengo:

/:mczx:/_llmclt:

/2 1
/ —Fdx
0 1+sinz

Ricordando la formula di trigonometria:

8. Calcolare 'integrale

2 tan (z/2)

sinz = 2 sin (z/2) cos (z/2) = 1+ tan? (z/2)

consideriamo la sostituzione tan (x/2) =t ossia x = 2 arctant. Otteniamo:

/2 g 2 Lot 2 |
[ [ a2
0 1+Sln$ 01+1+t2 1+t 0(1+t> t+10
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9. Calcolare I'integrale

10.

11.

12.

2
/ Va2 —1ldzx
1

. . . . . . 2
Usiamo la sostituzione v/22 — 1 =t — x, ossia 22 — 1 = 22 — 2tz + t% e quindi z = % .

Possiamo allora scrivere

2 243 2 2 2 2+V3 (42 2
1\ 1 2t —t-—-1 1 -1
/ T—ldm:/ (t_t—i- > 2t dt:f/ %dt:
1 1 1

2t 2 t2 4
24+3

2+V3
2 1 1 1
t— 4 —)dt=> (%= —2loglt
/1 ( t+t3> 4(2 ogltl = 2t2)1

Calcolare I'integrale

e~ =

/ridx
0 \/4—.%2

Usando la sostituzione = 2 sint, ottengo:

7/6 4 sin?t

[l 5

:2AW/6(1—COS(2t))dt:2 (t_Sinézt))

/6
2costdt:/ 4 sin®tdt =
0

w/6

0

Calcolare I'integrale
/2
/ sin (3x) cos (5x) dx
0
Notiamo che sommando le due formule trigonometriche
sin (o + ) = sina cos 8 + sin B cos «

sin (o — ) = sin« cos 8 — sin 8 cos «
si ottiene : 1
sina cos 8 = i(sin (a+ B) +sin(a — B))

Ne deriva quindi che:

/OTF/2 sin (3z) cos (bx)dx = /077/2 %(sin (8x)—sin(2z))dx = % <_COS 8z) + cos (255))

8 2
1
1_ T
| s
o l+e”

Usando la sostituzione e* = t, ossia x = logt, ottengo:
1 2
1—e® 1-t1
/ Cdr= [ = -a
o L+e® L lttt
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13.

D’altra parte
1-t1 A B _ A(l+t)+Bt

T1et ¢ 1+i Hi+d)

e si ricava che deve essere A =1 e da A+ B = —1 si ottiene B = 2. Ne deriva quindi che

1 e
1 e 12
de= | (—"=) dt=(loglt| -2 log |1 +¢])|
/o [ /1 (t 1+t> (logf] =2, log [1 + ¢,

Calcolare I'integrale
w/2
/ x sin? 2 dx
0

/2 /2 )
/ xsiandJ::/ sinz (z sinx)dr = —coszx sinx|g/ +
0 0

Integrando per parti si ottiene:

/2 /2 /2
+/ cosz (sinx+x cosx)dr = —cosz (x sinx)|g/2+/ cos T sinzdx+/ x cos? x dx —I
0 0 0

w/2 w/2
:/ cos T sinxdm+/ z (1 —sin?z) da
0 0

Se ne ricava che
/2

(Sin2$ + m2)|0

7\'/2 1
/ zsin’zdr = =
0 2

Alcuni esercizi di ripasso

1. Studiare il grafico della funzione :

73

f@) =10
Il dominio della funzione é D = (—oco, —1)U(—1,1)U(1, +00). La funzione é dispari e risulta
f(z) > 0sex € (—o00,—1)U(0,1), mentre f(z) < 0sez € (—1,0)U (1, +0o0). Risultano pure
immediati i limiti:
lim f(z)=4cc , lim f(z)=-c

T——00 T—r—+00
lim f(z) =400 lim f(z)=—-0
r——1— z——11
lim f(z) =400 lim f(z)=—00
z—1- z—1+

Calcoliamo ora la derivata prima, si ha :

_32*(1—a?) + 2322 2?3 —2?)

f/(x) 1- m2)2 - (1— $2)2

Pertanto f’(x) > 0 se e solo se 3 — 22 > 0 ossia —V/3 < 2 < /3, © # 0. Allora z = /3 é
un punto di massimo relativo, mentre £ = —/3 é un punto di minimo relativo. Calcoliamo
infine la derivata seconda.

) = 6z —42%)(1—2?)?+ (322 —a*)2(1 —2?) 22  x(6+ 2?)
- (1 —a?)t (122
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Pertanto la funzione é convessa negli intervalli (—oo, —1) e (0,1) ed é concava negli intervalli
(=1,0) e (1,400). Osserviamo infine che :

lim —= =-1
r—+too I

e che
li =
Jim (f(2) +2) =0
Pertanto la retta di equazione y = —x é asintoto di f sia a +o0o che a —oo. Il grafico quindi
é del tipo:

N\

AL

2. Calcolare il limite: )
T eMTecosr—1—=x
im
z—0 1‘3

Applicando le regole di De ’'Hospital, ottengo:

I ST cosxy — 1 — . eS" % (cos? x —sinx) — 1
im = lim =
z—0 x3 z—0 32
. eSn%(cosdz — 3 sinx cosx — cosx)
= lim =
z—0 6x
1. | cos?x — 1 sinx 1 1
= — lim """ | cosx —— — 3 cosx =—-11:-0-3-1-1]=—-=
6 z—0 T x 6 2

3. Calcolare l'integrale:

x
/ e sintdt
0
Integrando per parti, ottengo:
T z T
/ etsintdt = et sint|0 — / et costdt =
0 0
= x x
=e%sinx — {et cost’o + / et sintdt} =e’sinz —e®cosx +1— / etsintdt
0 0
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Se ne ricava che ” ) )
/ elsintdt = —e”(sinx — cosz) + =
o 2 2

7\'/2 1
/ - dx
x/4 SIDT

Usando la sostituzione tan (z/2) = t, ottengo:
/2 1 ! 1+¢2 2 ! 1
/ , d:v:/ Lﬁdt:/ Lt = 1og (tan (/)
/4 ST tan (7 /8) 2t 1+t tan (7w/8) t

. Calcolare l'integrale:
/4 .
/ sm.x e
0 1—sinz

Sempre usando la sostituzione tan (x/2) = t, ottengo:

/4 sinz tan (mw/8) 2¢ ) tan (7w /8) 4t
/ 7-6193:/ 77 th:/ aroa_1
o l—sinzx 0 (I+)(1 - 135) L+ 0 (1+t2)(t-1)

. Calcolare I'integrale:

Per proseguire devo trovare una decomposizione del tipo:

4t 7At+B+ C N D
A+e2)t—-1)2 14+ t—1 (t—1)2

Deve quindi essere :
(At+B)(#* =2t + 1) +c(1+t3)(t — 1)+ D(11 + t?) = 4¢

Ottengo quindi il sistema :

A+C=0
—2A+B-C+D=0
A-2B+C=0
B-C+D=0

che ha come soluzioni A=C =0,B =—-2,D = 2. Pertanto :

4t 22
(1+82)(t—1)2 14+ (t—1)2

Posso quindi concludere che

/4 .

sinx 2
/ ————dr = —2 arctant — ——
o l—sinz t—1},

tan (w/8)

. Studiare il grafico della funzione :

1
f(z) = arctan (x + 5)
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Il dominio della funzione é D = {x € R ; = # 0} , la funzione é dispari e quindi basta
studiarla per z > 0 . Risulta

zlig)lJr J@) = g c rgrfoof(x) - g
Derivando , si ha :
1- % 22 -1

! = =
S O Ny Ly po gy
Pertanto f/(z) > 0 se e solo se z > 1. Pertanto il punto z = 1 é un punto di minimo relativo
per f .Calcoliamo anche la derivata seconda :

() 2z [22 + (22 4+ 1) — (22 - 1) 2z +4z(2? + 1))
xT) =

(@ + (@2 + 1)
Prendendo in esame solo il numeratore n(z) , si ottiene :

n(z) = —22° + 423 + 82 = —2z(z? — 227 — 4)

Ne deriva che f”(z) > 0 solose 0 < z < v/1+ V5 . Pertanto il punto z = v/1 ++/5 é un
flesso per f. Il grafico risulta quindi essere del tipo :

N

. Calcolare il limite: .
sinx — arctanx

i50 T log (1 4 z)

Risulta: .
sinxz — arctan x . COST — {73
im ——— = lim =
=0 x log (14 x) z=0log (1 + ) + 115
o 2x
= lim e U+a?)? _ 0

1 14+x—=x
=0 1+x + (14x)?

1
/ arcsinx dx
0

1
= x arcsinz + (1 — 22)1/?

_/1xd
o V1—z2 0

. Calcolare I'integrale:

Integrando per parti ottengo:

1
. . 1
arcsinz de = x arcsin x|,

0
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8.10 Esercizi proposti

1. Studiare il grafico delle funzioni:
a) f(z) =2 cosxz —cos(2x)

_ log|x]

b ) =%
¢) flz)=Vrz+vV2—2z

2. Calcolare i limiti:

V1Itad -1 —a3
im
=0 x tanz log (1 + )

b [A2 Y

3 T

a)

. xe® —sinx
¢) lim ——
z—0 x tanzx

3. Calcolare gli integrali:

w/2
a) / sin z dx
0
3
b)/ zlog (2° + 2 —2) da
2

8.11 Soluzioni degli esercizi proposti nel paragrafo 8.10

Esercizio 1-a) Tracciare il grafico della funzione : f(x) = 2 cosz — cos 2 x. La funzione é definita
su tutto R , é periodica di periodo 27 ed é pari ossia f(—z) = f(z) . Possiamo quidi studiarla
solo nell'intervallo [0, 7] . Osserviamo inoltre che :

2

f(z) =2 cosz — cos?z +sin®z =2 cosx — 2 cos®z + 1 .

Risulta quindi che f(x) = 0 se e solo se cosz = # Ricordando che la soluzione ”2‘/5 va

scartata essendo > 1 , si ottiene :

1-+3 1-+3

f(z)=0 & cosz = 5 & =« = arccos ( 5

)

Osserviamo infine che :f(0) = 1, f(7/2) = 1 e f(w) = —3. Calcoliamo ora la derivata prima. Si
ha:

f(x) =4 cosz sinx — 2 sinx =2 sinz(2 cosx — 1) .
Quindi , se z € [0,7] , f'(x) =0 & =0, v =7, x= % e f'(x) > 0seesolosexc (0,7/3).
x = 7/3 é quindi un punto di massimo relativo e f(w/3) = 3/2 .Passando infine alla derivata
seconda si ha :

() =2 cosx (2 cosx —1) —4 sin®z =8 cosx — 2 cosx — 4

5

Ne deriva quindi che : f”(z) = 0 se e solo se cosz = 117337 ossia se e solo se x = 8 = arccos 1+8

e T =1y = arccos 1’5‘;/@ . Per di pia : f”(x) > 0 se e solo se z € (0,0) U (v, m). Il grafico dunque
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risulta del tipo :

.
-

Esercizio 1-b)Il dominio della funzione é D = {x € R ; = # 0}, la funzione é dispari e quindi
basta studiarla per z > 0 . Risulta
li =— li =
Jim f(z)=-oc0 e lim f(z)=0
Derivando, si ha :
Lz —logx _1—logz

f/(.’E): 2 2 - 2

T T

Allora f’(x) > 0 se e solo se 1 —logx > 0 ossia 0 < z < e . Pertanto il punto = e é un punto di
massimo relativo e risulta f(e) = % La derivata seconda é :

1

() = —14? —(1—logz)2x _ 2logz—3

4

x 3

Ne deriva che la funzione é convessa per z > e3/2. 1l grafico dunque é del tipo :

Y

Esercizio 1-c¢) Il dominio della funzione é D = [0,2] e f(0) = v2 = f(2). La derivata prima
risulta:
1 1

o 1
R WA Wi NV
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Pertanto f/(x) > 0 se e solo se v/2 — x > \/z ossia se e solo se 2—x > x e quindi se e solo se z < 1.
2 =1 1’e quindi punto di massimo relativo e f(1) = 2. Infine la derivata seconda é :
" _ 1 _1 —-3/2 _ o\ —3/2
(@) =5 (~5) (#7242~ 2)

Pertanto é sempre negativa e quindi la funzione é concava. Il grafico risulta quindi del tipo:

Esercizio 2-a) Razionalizzando, risulta:
T+ a3 —V1 =28 . 1 2 22
im = lim =
z—0 x tanz log (1 +x) 20 +/1 4 23 + /1 — 23 tanz log (1 + z)
. 2 x x
= lim
20 /1 + 23 + /1 — 23 tanz log (1 + z)

Esercizio 2-b) Risulta :
20e*—1—-z) 1 2 —1—2)—2?

hm —_— — — | = hm =
x—0 1]3 x x—0 3,‘3

2(e* = 1) —2x . 2e*=1) 2 1

= lim = lim = - ==
z—0 32 z—0 6x 6 3
Esercizio 2-c) Risulta :
. xe¥ —cosx . e* +rxe’ —cosx
lim ——— = lim 5 =
=0 T tanz =0 tanx + z(1 + tan® )

. 2¢* +xe* +sinx
= lim 5 = =
=0 2(1 4+ tan®z) + z 2 tan 2(1 + tan® z)

Esercizio 3-a)Integrando per parti, si ottiene:

/2 /2 /2
.4 o . .. 3 _ .3 |7/2 ) _
sin® x dr = sinzx sin® x dr = — cosx sin x|, + cosx 3 sin“x cosx dx =
0 0 0

w/2 /2 /2
= 3/ sin? z(1 — sin® ) dx = 3/ sin? & dx — 3/ sin z dx
0 0 0

Pertanto, possiamo scrivere:

/2 /2 71'/21_ ( (9 . 9
4/ Sin4l‘d$=3/ sin2xd:v:3/ Mdm:i& E_M
0 0 0 2 2 4
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Esercizio 3-b) Integrando per parti, si ottiene:

3

2 4+x—2

3 9 3 9
1 22+ 1
/xlog(a:2+x72)dx:%1og(;p2+x72) f,/ 2z+1)
2 2

2

Dividendo ora i due polinimo si ottiene:

22z +1 5z —2
@Al oo, 522
2 +x—2 2 +x—2
Osservando infine che 22 + 2 —2 si annulla per 2 = —2 e 2 = 1, ricerchiamo una decomposizione
del tipo:
S5r—2 A n B
24+x—-2 -1 x+2
Essendo
A i B A(z+2)+ Bz —1)
r—1 x+2 2 +x—2
deve essere A+ B=5e2A— B = -2, 0ssia A=1e B =4. Possiamo quindi concludere che un

primitiva della funzione integranda é data dalla funzione:

2
%log(x2+x72)f%(:Ez7m+log\x71|+4log\x+2|)

8.12 Integrali generalizzati

L’integrale di una funzione si pué definire, con un passaggio al limite, anche se
e i) la funzione non é limitata nell’intervallo di definizione,
e ii) 'intervallo su cui si integra non é limitato.

Consideriamo ad esempio una funzione f : (a,b] — R che sia continua in (a, b] ma non limitata (
ad esempio lim, .+ f(z) = 400 (0 — o0 )). Fissato ¢ € (a,b], possiamo considerare l'integrale:

/be(x)da:

Diremo che f é integrabile in senso generalizzato nell’intervallo (a,b] se esiste finito il

c—at

Jim /  f(@) da

e in tal caso porremo:

b b
/ f(x)dz = lim f(x)dx

c—at J.

Analogamente se f : [a,b) — R é una funzione continua in [a,b) ma non limitata ( ad esempio
lim,_,,- f(z) =400 (0 — o0 ) ), possiamo definire:

/:f(x)d:v: lim /acf(x)dx

c—b—
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Infine se f : [a,+00) = R é una funzione continua, diremo che f é integrabile in senso gener-
alizzato sull’intervallo [a, +00) se esiste finito il limite:

o [
/:wf( dx—bggloo/f

In modo analogo si potréa definire

e in tal caso porremo :

b b
/ flx)dz = QEIPOO f(z)dx

Consideriamo ora due esempi.

e Sia f(x) =27 ;€ R ,a>0,z € (0,1]. Risulta, se ¢ € (0, 1]:

Sl g

. T logc se —a+1=0

Pertanto:

1 1
. 1 —— se—a+1>0
_ = —a+l
Bl A {+oo se —a+1<0

Pertanto la funzione f(x) = =% é integrabile in senso generalizzato nell’intervallo (0, 1] se e
solo se < 1 e in tal caso risulta :
/ —dx =
-«

e Sia f(x) = ﬁ , x €[1,400) Siha:

1 _A B A(x+2)+Bx
rz(x+2) 2z x+2  z(x+2)
e quindi deve essere :
A+B=0
2A=1

Allora A=1/2 e B = —1/2. Pertanto :
b 1 .
/1 md = 5 (logb—log (b +2) +1log 3)
Allora :

b
1 1 b log 3
lim ———dr=_-| lim 1 — log3| = ——
b—1+oo 1 LL'($+2) . 2 l:b—}—i-oo Og<b+2> tog :l 2
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9 I NUMERI COMPLESSI

In questo capitolo introdurremo i numeri complessi. Anche se 'argomento ¢ un po’ a parte
rispetto agli altri argomenti del corso, ¢ consuetudine inserire i numeri complessi nel corso di
Istituzioni di Matematica e ci sard molto utile nello studio delle equazioni differenziali lineari del
secondo ordine a coefficienti costanti che faremo nell’ultimo capitolo di questo corso.

9.1 I numeri complessi in forma algebrica

Come abbiamo visto I'insieme R dei numeri reali, con le sue due operazioni ( pilt + e per - ), ha
ottime proprieta algebriche. Infatti € un campo, ossia le operazioni sono associative, commutative,
vale la proprieta distributiva, esistono gli elementi neutri rispetto alle operazioni pit e per (0 e 1),
esiste I'opposto ed esiste I'inverso di ogni elemento non zero.

Inoltre R & un campo ordinato in quanto & definita in R una relazione di ordine totale (a < b).
Infine R ha la proprieta di essere completo.

Perche dunque la necessita di introdurre un ulteriore insieme numerico?

La ragione principale € la seguente. Per le proprieta che l'insieme R ha, risulta che

VaceR,a#0 a®>>0

e quindi I'equazione di secondo grado x? + 1 = 0 non ha soluzioni in R.
Si tratta quindi di introdurre un insieme numerico C che contenga R come suo sottocampo e, in
pill, contenga anche una soluzione dell’equazione considerata (2 +1 =0 ).

La costruzione di C qui presentata e quella analitica, comunemente usata in letteratura. Con-
siste nel considerare I'insieme R? delle coppie ordinate di numeri reali ( in simboli

R%?={(a,b) ;a,beR} ),

definire in R? due operazioni binarie (pitt e per) che per ora indicheremo con i simboli & e ® ( per
distinguerle dalle operazioni + e - fra i numeri reali ), verificare che C = (R?,®,®) ¢ un campo
che continene R (o un campo isomorfo a R ) e che contiene inoltre un elemento che verra alla fine
indicato con il simbolo % tale che i ® i =42 = —1.

Cominciamo dunque col definire le operazioni, ponendo, se (a,b), (c,d) € R? :

(a,b) ® (¢,d) = (a+ ¢, b+d)
(a,0) ®(¢,d) = (ac—bd,ad+bc)

Le operazioni ora definite, godono delle stesse proprieta delle operazioni tra i numeri reali, in
particolare valgono le proprietd associativa, commutativa e distributiva. (0,0) & Pelemento neu-
tro rispetto alla somma e (1,0) & 'elemento neutro rispetto al prodotto: ossia (a,b) @ (0,0) =
(a,b) , (a,b) ®(1,0) = (a,b) V(a,b) € R?. Esiste Popposto di ogni numero ed esiste I'inverso di
ogni numero diverso da (0,0) (I’elemento neutro rispetto alla somma ).

Verifichiamo qui, come esempio, che esiste I'inverso di ogni numero complesso non nullo. Ossia
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verifichiamo che se (a,b) € R? (a,b) # (0,0), allora esiste (z,y) € R? con (z,y) ® (a,b) = (1,0).
Deve essere

ar—by=1
br+ay=0
Pertanto supponendo b # 0:
.’L‘:—% y:_az-l;—b2
e quindi
2
—t—by=1 o

Pertanto il numero complesso
a -b
<a2 + b2 a2 +b2)
¢ l'inverso del numero complesso (a, b).
Da notare che, fissando nel piano un sistema di riferimento cartesiano ortogonale, il numero com-
plesso (a, b) pud essere rappresentato come il punto di coordinate (a,b).

In tal caso la somma di due numeri complessi si ottiene con la regola del parallelogramma (vedi
figura).

y

(a+b,c+d)

(a,b)

(¢, d)

Consideriamo ora la funzione f : R — C definita dalla legge: f(a) = (a,0) a € R. La funzione f
¢ iniettiva ed ha le seguenti proprieta:

fla+b) = f(a)® f(b)
flab) = f(a) © f(b)

Se indichiamo quindi con
Re ={(a,0) ,a e R} = f(R)

otteniamo un sottocampo di C che ¢ isomorfo ad R ( tramite Iisomorfismo f considerato ). In vista
di questo fatto, noi identificheremo R¢ con R e useremo la notazione a per indicare f(a) = (a,0).

Osservando infine che
(0,b) = (b,0) ®(0,1)

e quindi, se indichiamo con ¢ = (0,1) ( I’unita immaginaria), possiamo scrivere:

(a,b) = (a,0) & (0,b) = (a,0) @ (0,1) © (b,0) =a® [i © Y]
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e ritornando alla notazione usuale per somma e prodotto
(a,b) =a+ib

La forma a + i b viene detta la forma algebrica del numero complesso (a, b).
Se z = a+1ib & un numero complesso in forma algebrica, il numero reale a viene chiamato la parte
reale di z ed indicato col simbolo

a = Re(z)

mentre b viene chiamato il coefficiente dell’immaginario ed indicato col simbolo
b = Im(z)

La forma algebrica di un numero complesso & particolarmente utile per fare calcoli con i numeri
complessi, infatti basta usare le regole del calcolo letterale e il fatto che

i* =(0,1)®(0,1) = (=1,0) = -1
Ad esempio :

(a+ib)(c+id)=ac+aid+ibc+i*bd=ac—bd+i(ad+bc)

1 a—1b a—1b a —b

atib (atib(a—ib) a—(ib)? R R

1+08=[(1+0?%° = [1+2i+°])" =8 = —8i

Se z = a +1b € un numero complesso, viene chiamato numero complesso coniugato di z ed
indicato col simbolo Z il numero complesso

Z=a—1b

Sono facili da verificare le seguenti proprieta. Se z = a+ib e w = c+1i d sono due numeri complessi,
allora:

o i)

o ii)

ZW=ZW
o iii)
zZ=2z
oiV)
Re(z) = Z;Z
o V)
Z2—z
Im(z) = 57
i
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e vi)
z€R ossia b=Im(z) =0 seesolose z=7%

e vii)
2Z=a%+b°

Osservazione 1

Nell’estendere I'insieme dei numeri reali all’insieme dei numeri complessi si ottiene, come abbiamo
visto, un numero complesso il cui quadrato e uguale a —1, pero si perde una importante proprieta
di R che ¢ quella di essere un campo totalmente ordinato. Infatti non ¢ possibile definire in C una
relazione di < che abbia le stesse proprieta ricordate all’inizio per la stessa relazione definita in R.
Infatti se fosse possibile definire una tale relazione di ordine in C, si avrebbe, essendo i # 0, 0 0 < 4
oppure ¢ < 0. Vediamo ora con un semplice ragionamento come ognuna delle due possibilita porta
ad una contraddizione.

Supponiamo infatti che sia 0 < i. Allora risulta che 0 < > = —1 e quindi, sommando 1, 1 < 0. In-
fine, moltiplicando per 7 ( che sto supponendo positivo ) ottengo i < 0. Conclusione che contrasta
con l'ipotesi da cui siamo partiti.

Una contraddizione simile si ottiene partendo dall’ipotesi che sia i < 0.

Osservazione 2
Consideriamo un’equazione di secondo grado

az>+bz+c=0

con coefficienti a,b,c € R e A = b> —4ac < 0 e verifichiamo che tale equazione ha due radici
complesse.
Infatti se poniamo z = x + iy, I’equazione diventa

a(@® +2izy —y*) +bx+iy)+c=0
Pertanto i numeri reali z,y devono risolvere il sistema:

az?—ay?+br+c=0
2azy+by=0

Raccogliendo y nella seconda equazione, si ottengono i due seguenti sistemi:
y=0 T="35,

2 — 2 b2 b2 _ a(dac—b?)

arx®+br+c=0 ay?=aty — L fe=2000)

Essendo A = b2 —4ac < 0, il primo sistema non ha soluzioni reali, mentre il secondo sistema
ammette le due soluzioni:

—_0b —_b
T = "34 T="3q

_ V4ac—0b2 _ _Vdac=b?
y= 2a y= 2a

Pertanto le due soluzioni complesse sono date da

 —b—iV=A _ —b+iV-A
v T T
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9.2 Esercizi proposti

1. Scrivere Re(z) e Im(z) dei seguenti numeri complessi:

3424 . 1
L= (2-30)3 ;2= -
2-4 '~ ( R i

2. Verificare che le potenze naturali di 4, ossia i al variare di n € A/, possono assumere solo i
seguenti quattro valori ¢, —1,—¢,1 ossia in simboli

{i" nEN}:{%*l,*Ll}
Qunto vale 3387 ?

3. Trovare i due numeri complessi che verificano ’equazione z? = .

4. Dire se le seguenti uguaglianze sono vere :

~1+iV3 3_1 1+iv3 6_1
2 - 2 B

(La soluzione si trova alla fine del capitolo).

9.3 I numeri complessi in forma trigonometrica

Se z=a+ib € C, indichiamo con |z| e lo chiamiamo modulo di z, il numero reale :

|zl =Vz2Z = vVa?+b?

Alcune importanti proprieta del modulo sono le seguenti. Se z = a+1ib e w = ¢+ id sono due
numeri complessi, allora:

o i)

—l2 < Re(2) < 2|
o ii)

— |z < Im(z2) < 2]
e iii) [2| >0 Vze€Celz]|=0secesolose z=0;

e iv)
2wl = [2] [w]

e v) (Diseguaglianza triangolare )
|2 4+ w| < |z] + |w]

Verifichiamo la proprieta v), facendo un conto diretto. Scritta in modo esplicito, tale diseguaglianza
diventa

Via+e)2+0+d)? < Va2 +b2+ /2 +d?

178



Essendo entrambi i membri di questa diseguaglianza numeri reali non negativi, la diseguaglianza
precedente ¢ equivalente a quella che si ottiene elevando al quadrato i due membri, ossia

a? +2ac+ A+ +2bd+d* <a® + 07+ 4 d* 4+ 2¢/(a® +02)( + d?)

e, dopo le semplificazioni, si ha:

ac+bd < +/(a%+b2) (2 + d?)

Osserviamo ora che se ac + bd < 0 la diseguaglianza precedente vale (in effetti vale col minore
stretto). D’altra parte, se ac+ bd > 0, allora la diseguaglianza precedente & equivalente a quella
che si ottiene elevando al quadrato: ossia

a?? + V¥d® +2acbd < a®c® + a?d® + b2 + b2d?
e quindi, portando tutto a secondo membro
a?d® + b’ —2abed >0
e questa diseguaglianza e verificata essendo
a’d®> + v’ —2abed = (ad —bce)?

La diseguaglianza triangolare ha un importante significato geometrico, come si puo vedere dalla
figura.

|2 + w|

2|

Geometricamente tale diseguaglianza afferma che, in un triangolo, la lunghezza di un lato & minore
o uguale della somma delle lunghezze degli altri due.

Dato ora un numero complesso z = a + 4 b, indichiamo con
p=lz| = va%+b?
e con 6 un numero reale tale che:

a=p cosb
(*){ b=psind
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( 6 pud essere, per esempio, la misura in radianti dell’angolo che il semiasse positivo delle x forma
con la semiretta uscente dall’origine e passante per (a,b) f)
Usando i numeri p e 8 possiamo scrivere il numero complesso z come

z = p(cosf + i sin h)

Questo modo di scrivere il numero z viene chiamata la forma trigonometrica di z. Il numero p
¢ il modulo del numero complesso z. Indicheremo infine con

arg(z) = {0 € R ; valgono le (%) }

Risulta semplice da verificara che se 61 , 5 € arg(z), allora §; — 03 =2hm con h € Z.

Molto utile e la seguente proprieta.

Se z = p(cosO+i sinf) e w = r(cos p+1i sin ¢) sono due numeri complessi in forma trigonometrica,
allora:

zw = pr(cos (0 + @)+ sin (6 + ¢))

e esew#0

(cos (6 — ) + i sin (0 — ¢))

=D

Ossia
arg(zw) = arg(z) + arg(w)

z
arg(Z) = arg(2) — arg(w)
( Da notare che se A, B C R indichiamo con
A+B={a+b;ac A, be B}

e analogamente con
A-B={a-b;acA,beB})

Infatti risulta
zw = pr(cosf + i sinf) (cosp + i sinp) =

= prlcosf cosp — sinfsin g + i(cosf sin ¢ + cos ¢ sinf)] =
= pr(cos (0 + @) +isin(0+ ¢))

Analogamente si procede per il quoziente.
Applicando ripetutamente la formula precedente con w = z si ottiene la seguente:

Formula di De Moivre Sia z = p(cos + ¢ sin f) un numero complesso in forma trigonometrica
e sia n € N un numero naturale, allora

2" = p"(cos (n @) +isin(nd))

Concludiamo infine queste considerazioni, applicando la formula di De Moivre per risolvere il
seguente esercizio.
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Trovare le radici n-esime di un numero complesso Fissato un numero complesso w ed
un numero naturale n, vorremmo trovare le suluzioni dell’equazione (nell’incognita z € C)

2" =w

Se scriviamo i numeri complessi in forma trigonometrica, ossia se

w = r(cos @ + i sin )

z = p(cosf + i sin )

allora ’equazione diventa
p"(cos (nf) +isin(nf)) =r(cosp +1i sinp)
Pertanto devono valere le relazioni

pr=r
cos (nfd) = cosyp
sin (nf) = sinp

Ne consegue che deve essere

Le soluzioni dell’equazione iniziale si ottengono quindi dalla formula

2k 2k
= F {COS (W) +isin <90+W>]
n

n

al variare di k € Z.

Osserviamo infine che le soluzioni zg, z1, - - ., z,—1 che si ottengono dalla formula precedente, dando
a kivalori 0,1,...,n — 1 sono soluzioni tutte diverse dell’equazione z"™ = w, mentre se diamo a k
altri valori, le soluzioni che otteniamo coincidono con una di quelle ottenute in precedenza. Infatti
supponiamo di dare a k un valore > n. Allora dividendo k per n ottengo k = gn + r dove il
quoziente ¢ € un numero naturale e il resto » € un numero naturale compreso tre 0 e n — 1. Dalle

relazione 9k 5 5
ek:@-&- T _ptignm+ MT=9T+2q7T
n n

si ricava che zx = z,. In conclusione le soluzioni dell’equazione sono n.
Concludiamo il paragrafo con due esempi.

1. Risolvere I'equazione z* + 1 = 0.
Scrivendo il numero —1 in forma trigonometrica, ottengo:

—1=1(cosm+isinm)

Applicando dunque la formula ottenuta

( (77+2k7r) o <7r+2k;7r>)
2L = | cos T + 1 sin T
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con k=0,1,2,3, ottengo le seguenti quattro soluzioni:

20 = (cos (%) + 1 sin (%)) = %(1 +1)
= (o (35 i (52)
= (o (32) w10 (32
e (e (1) ion (7)) = L

che sono rappresentate nella seguente figura.

A
21 20
\ .
1
1
Z9 z3
2. Risolvere I'equazione z® = i. Essendo:

. 7T+, LT
t=coS - + ¢ sin -
2 2

ottengo, applicando la formula, le tre soluzioni:

1
zozcos%+isin%:§(\/§+i)

5 5 1
2 :cos%Jri sin?7T = 5(7\/§+z)
37T+_ . 3T .
= cos — in— = —
22 = 08—~ +1 sin - i

che sono rappresentate nella figura:
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21 20

22

9.4 Esercizi proposti

—_

. Sia P(2) = a2® +b2% + cz + d un polinomio di grado tre con coefficienti a,b,c,d € R. :

e i) Verificare che V z € C si ha
P(z) = P(2)

e ii) Supponiamo che ’equazione P(z) = 0 abbia tre radici complesse distinte 21 , 29 , 23.
Verificare che almeno una di esse e reale.

2. Siano z,w € C due numeri complessi tali che
2 +w| = [2] + |w]
Verificare allora che 3 A € R, A > 0, tale che z = Aw .

3. Siano z,w € C due numeri complessi. Verificare che :

o i)

2] = w] < |z — wl

o ii)
lz+wf + |z —w]® =2 (|2]* + [w]?)

4. Risolvere I'’equazione
P =1+i

(La soluzione si trova alla fine del capitolo).
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9.5 Risoluzione esercizi sui numeri complessi

e 2-1 Scrivere Re(z) e Im(z) dei seguenti numeri complessi:

3+214 1
z= Rt s 2=(2-30)% ; 2=~

2—1 1

L 3420 (3420)(2+0) _6-2+3i+4i_4 T
T2—0 0 (2—-90)(2+10) 5 5
Pertanto Re(z) = £ e Im(z) = L.

b. Sviluppando il cubo ottengo:
2=8+3(4)(=39)+32(=3i)*+(-3i)>=8—-360 — 54 +27i=—46 — 93

c. Risulta:

e 2-2. Verificare che le potenze naturali di i, ossia i al variare di n € N, possono assumere
solo i seguenti quattro valori ¢, —1,—i,1 ossia in simboli

{i";neN}={i,—-1,—i,1}
Qunto vale 387 ? Dividendo 387 per 4 ottengo che 387 = 4 - 96 + 3 e quindi

387 — (2-4)96 B ==

e 2-3. Trovare i due numeri complessi che verificano 'equazione 22 = i.
Posto z = x + iy, deve essere 2 —y? +2xyi =i e quindi = e y devono verificare il sistema:

22 —y2 =0
20y =1
Ottengo quindi i due sistemi:

=1y xr=—y
222 =1 242 =1

Il secondo sistema non ha soluzioni, mentre dal primo ottengo le due soluzioni:

_ 1 — _ 1
_ 1 _ 1
Y= ol Yy V1
Le soluzioni dell’equazione z? = i, sono dunque date da:
1 , 1 ,
z20=—=(1414) e z1=—F7(141)

V2

e 2-4. Dire se le seguenti uguaglianze sono vere :
3 6
<—1+N§> . <1+i\/§> _,
2 - 2 B
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a. Risulta:

. 3
(W) :%(71+3\/§i+973\/§i) —1

b. Risulta:

. 6 . N\ 2
<1+2z\/§> :<1+3ﬁz;9—3\/§z> BV

4-1. Sia P(z) = a2® +b2% + ¢z + d un polinomio di grado tre con coefficienti a,b,c,d € R.

— 1) Verificare che V z € C si ha
P(z) = P(z)

— ii) Supponiamo che 'equazione P(z) = 0 abbia tre radici complesse distinte 21 , 22, 23.
Verificare che almeno una di esse ¢ reale.

Dalle proprieta della coniugazione, si ottiene:

Pz)=az’+bZ*+cz+d=aZ’+bz> +cz+d= P(3)

Ne deriva quindi che, se z; ¢ una soluzione dell’equazione P(z) = 0 anche z; lo ¢. Pertanto
il numero delle soluzioni complesse & pari. Se le soluzioni sono tre, una almeno di essa deve
essere reale dovendo essere uguale alla sua coniugata.

4-2. Siano z,w € C due numeri complessi tali che
2+ w| = [2] + |w]

Verificare allora che 3 A € R, A > 0, tale che z = Aw.
Ricordando la dimostrazione della diseguaglianza triangolare, si ottiene che se |z + w| =
|z| + |w|, allora deve essere: ac+bd >0 e ad—be = 0. Risulta allora

a
c
e se pongo

N2 0
C

risulta a = Aceb=Ad e quindi z=a+ib= Ac+id) = Aw. Infine, dalla disuguaglianza
ac+bd=X(d>+c*) >0
risulta A > 0.

4-3. Siano z,w € C due numeri complessi. Verificare che :

_1)

2| = Jw] <[z = w|

— i)

|2+ wl? + [z — wf® =2 (|2 + w]?)
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i) Dalla disuguaglianza triangolare, ottengo:
|2l =2 —w +w| < |z — w| + [w]
da cui si ricava che |z| — |w| < |z — w].
ii) Usando la relazione |z|> = 2 Z, si ottiene
2w+ —w? = (z+w)(Z+0) + (2 - w)(zZ-W) =
=224+ 2WHwWEH WO+ 2Z—2W—wZ+wW=2(Z+ww) =2 (|z|* + |w|?)

e 4-4. Risolvere l'’equazione
2 =1+i

Scriviamo il numero complesso 1 + ¢ in forma trigonometrica. Si ha

1+i:\/§(cos%+isin%)

Usando infine la formula, ottengo le tre soluzioni:

Z0 = %(cos%—i—isinl%)

9 9
21 = %(cosﬂ—l—isinﬁ)

12 12
) 17 17
29 = \(’f2<cos127r +1 sin127r>
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10 EQUAZIONI DIFFERENZIALI

Daremo in questo capitolo un rapido cenno a come si possono risolvere alcune equazioni dif-
ferenziali.
In generale, per equazione differenziale, si intende un legame o una relazione ( sempre espressa nei
casi che consideremo noi da una formula matematica ) tra una variabile ( indipendente ) x, una fun-
zione ( incognita ) della x y(z) ed alcune derivate dalla funzione incognita: y',y"” ,y"’,.... L’ordine
massimo di derivazione che compare nell’equazione differenziale si chiama I’ordine dell’equazione
differenziale.
Per esempio un’equazione del primo ordine in forma normale (ossia esplicitata rispetto a y’' ) é
un’equazione del tipo :

y' = f(z,y)
dove f : A C R? — R é una funzione assegnata ( il secondo membro dell’equazione). Per soluzione

di un’equazione differenziale del tipo considerato si intende una funzione y(x) definita e derivabile
in un intervallo [a, b] tale che V x € [a,b] la coppia (z,y(x)) € A e valga U'identitd :

y'(z) = fz,y(x)) ¥V €lab

Da notare che I'incognita in un’equazione differenziale non é un numero come si verifica per esempio
nell’equazione algebrica di secondo grado ax? + bz + ¢ = 0, ma é una funzione.
Alcuni esempi specifici possono essere:

=y y =xzy+sinzx
— — Yy
=e¥ y T 14z y?
Come vedremo in seguito in generale un’equazione differenziale del primo ordine ha infinite soluzioni.i
Per individuarne una particolare in generale é necessario assegnare qualche ulteriore condizione.
Ad esempio, fissati 2y ed yo ( due numeri scelti con la sola condizione che (xg,y9) € A dove A
ricordiamo é l'insieme di definizione di f il secondo membro dell’equazione ) possiamo cercare,
se esiste, una soluzione dell’equazione differenziale y' = f(z,y) che verifichi 'ulteriore condizione
iniziale y(zg) = yo. Questo problema viene chiamato problema di Cauchy per lequazione
differenziale considerata e viene indicato nel seguente modo:

{ y/ = f(.%',:l/)
y(zo) = Yo

Consideriamo ora alcuni semplici esempi.
1. Risolvere il problema di Cauchy

{ Y =y
y(0) =3
Supponendo y(x) > 0, ’equazione pud essere scritta come

y'(z)

y(z) ~ !

o anche come (logy(z))" = 1. Risulta pertanto logy(z) = = + ¢ con ¢ costante in R. Ne deriva
quindi che



Infine la condizione y(0) = 3 implica e® = 3 e quindi la soluzione del problema di Cauchy é la
funzione y(z) = 3 e”.

2. Risolvere il problema di Cauchy
I 2
{ y' =y
y(0) =1
Supponendo y(z) > 0 e ragionando come prima, si ottiene:
Lo V@) _ <_ 1 >'
y*(x) y(x)
e quindi

——— =T+c
y(@)
(c costante in R). Risolvendo in y, si ha infine:

1
@) =———
La condizione iniziale y(0) = 1 implica ora che ¢ = —1. Pertanto la soluzione cercata é
1

10.1 Equazioni differenziali del primo ordine lineari

Un’equazione differenziale del primo ordine lineare é del tipo:

y' =a(z)y+b()
dove a(x),b(x) sono due funzioni continue definite in un intervallo [a, b].

Fissato xg € [a,b] e yo € R, vale il seguente importante
Teorema Il problema di Cauchy:

{ y' = a(x)y +b(z)

y(wo) = Yo

ha una unica soluzione che é data dalla seguente formula risolutiva:

y(z) = eA®) (yo e~ Ao) —|—/ e AW b(t) dt)

zo
dove A : [a,b] — R é una primitiva di a(x) ( ossia A’'(z) = a(x) V z € [a,b]).
Dimostrazione Moltiplicando entrambi i membri dell’equazione per e~

si ottiene:
b(z) e 4@

(v (z) — a(z) y(x)) e 4@ = (y(x) efA@)'

Integrando infine questa identitd nell’intervallo [zg,z] con = € [a,b], si ottiene, ricordando la
formula fondamentale del calcolo integrale:

/ b(t) A0 dt = y(x) e~ A — y(ag) e~ A0)
xo

e quindi, risolvendo in y, si ottiene la formula desiderata.
Consideriamo ora alcuni esempi.
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e Risolvere il problema di Cauchy:

{ Yy =y cosx
y(0) =0

Essendo a(z) = 1, risulta A(z) = . Applicando la formula risolutiva, ottengo:

xT
y(x) =€” / e ' costdt
0

Integrando per parti si ottiene :

xT xT T
/ et costdt = —et costyg—/ e~ tsintdt =1—e™® cosz— [—et Sint|g —|—/ et costdt}l
0 0 0

ossia " )
/ e ! costdt = 3 (I1—e"®cosz+ e ® sinz)

0

Possiamo concludere che
y(z) = 3 (e” — cosx + sinx)
e Risolvere I'equazione differenziale:
y/ — g 4 1‘2
x

In questo caso a(z) = L e quindi A(z) = log|z| . Moltiplicando per e~4(®) ottengo:

1‘2 e—log\m| — e log |z| <y/ _ g) — (y(.l?) e_log‘ml)’
T

Supponendo ora x > 0, otteniamo:

e quindi:

dove ¢ é una costante arbitraria.

10.2 Equazioni differenziali a variabili separabili

Un’equazione differenziale del primo ordine si dice a variabili separabili se ¢ del tipo:

dove a(z),b(y) sono due funzione continue nei loro insiemi di definizione. Il secondo membro
dell’equazione in questo caso € il prodotto di una funzione della sola x per una funzione della sola
Y.

Da notare che, se per qualche valore di y ( per esempio y = yo ) risulta b(yp) = 0, allora la funzione
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costante y(z) = yo V x é una soluzione dell’equazione differenziale. Supposto invece b(y) # 0,
possiamo dividere per b(y), e scrivere 'equazione nella forma:

y'(x)
= a(x)
b(y(z))
Integrando infine su di un intervallo del tipo [zg, 2], otteniamo

/dt/bi

Facendo ora la sostituzione s = y(t) nel secondo integrale ottengo:

x ¥(@) g
/ a(t)dt = / —
o y(zo) b(S)
Riusciré infine a risolvere in maniera esplicita I’equazione differenziale se, dalla relazione precedente

riesco a ricavare y(x).
Vediamo per concludere alcuni esempi.

e Risolvere I'equazione differenziale: 3’ = y2. Risulta, supposto y # 0

v

=1
Y2

e quindi, procedendo come nel caso generale

¥(*) s 1]v@)
T —To= / - ===
y(zo) S §

y(zo0)

Ne deriva che

1 -
Ty@ oyl "
ossia 1
@) =———
dove abbiamo posto per semplicitd ¢ = —xg — @ In conclusione, qualunque sia ¢ € R, la
funzione
B 1
@) =———

definita per x # —c é soluzione dell’equazione considerata. Da notare che 1’equazione am-
mette anche la soluzion costante y(z) =0V x.

e Risolvere il problema di Cauchy:

Procedendo come prima ottengo :

_ x y’(t) B y(x) ds
“/o y(O)(y(t) — 1) dt*/Q s(s—1)



Ora
1 1 1

s(s—1) 3+571

ottengo quindi:
y(x)
= log

yl) -1 1
y() ‘ gy

‘y(f”)l‘ L

x = log

2
Ne deriva che

ossia, essendo y(z) > 1
1 2

1—%6””72—635

y(z) =

10.3 Esercizi di ripasso in vista della prima prova parziale

1. Studiare il grafico della funzione

flx)=2x++V1—22

Il dominio della funzione é dato dall’intervallo [—1, 1] e risulta f(—1) = =2, f(1) =2e f(0) =
1. Osserviamo infine che

1
flx)<0eVli-22< 2re2<0el-2?<42’c1<0e 5x2>1<:)x€[—1,—%
D’altra parte, se x € (—1,1):

Fla)=2— x :2\/1—x2—x
V1—2z? V1—2?

Pertanto

2
flle)<0e2Vli-a2<zer>0c 4(l-2?)<rPer>0ce ba?>de —<a<l

V5
Pertanto il punto x = % ¢ un punto di massimo relativo con f (%) = /5.
Calcoliamo infine la derivata seconda. Si ha:
N _z
f//(x):_ 1 z +x\/1—m2 _ 1
1—a? (1—22)V1—2a2
e quindi la derivata seconda é sempre negativa e la funzione é concava. Il grafico pertanto é
del tipo:
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2. Calcolare i limiti

1
im IOg (1+.’E) - , lim (31/11 _21/;17) z—1
=0 /1 + 22 — /1 — 22 z—1

Applicando le regole di De L’Hospital, ottengo:

og(1+az)—z T~

11m 11m
m—>0\/1+1’27\/17x2 $—>Oﬁ+ﬁ

Scrivendo infine il numeratore come
1 —
—1= il
1+x 1+x

e dividendo numeratore e denominatore per z, ottengo:

-1
iy g +z)—z . Tz _ 1
a0 y/1+ 22 — /1 — 22 w%Oﬁ §+ﬁ 2

Per calcolare il secondo limite, usiamo in primo luogo la formula

(F(2))9) = 9(@) log (f(2)

valida per ogni funzione f(x) positiva e calcoliamo solo il limite dell’esponente. Si ha:

log (3/® — 21/) 1 . 1 1
: — 1 /x - 1/z - _
e 2 B 2 [3 1°g3( x2>+2 log“‘( )]
— 3log3+2log2=log (
= g 82 =log { 5

Possiamo quindi concludere che

2y
lim (31/”6 _ 21/1) i
z—1 27
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3. Calcolare i seguenti integrali

1, , 2
/0 z” log (1 +42°)dx /1 Vi
Nel primo integrale, integrando per parti, si ottiene:

! 1 / Load8e d

o 3Jo 1+4a22

Facendo infine la divisione tra i due polinomi che compaiono a numeratore e denominatore
della funzione integrando nell’ultimo integrale, si ottiene

1 3
/ 2 log (1 +42%) de = % log (1 + 4 2?)
0

8 x4 1 1
oY 9242
T AR S g

Possiamo quindi concludere che
1

/121 (1+422)d 2 A+42?) -2 (231001 ctan20)
O, X LT = — 10 X —_ = —r — =X — ar n T
, U 3 8 3\3% "2}

0
Per calcolare il secondo integrale, useremo la sostituzione /1 + z2 = ¢ + x e quindi

1—¢2 J —2t2 -1+t 241
e Xr = =

1
T Ty ~3 2 T Top

Sostituendo nella funzione si ha

e R (Hl—t?) _a-a-#)

2t 4¢2

Possiamo quindi concludere che

/2 dz /\/52 442 t2+1dt/\/52 2 .
L aVI+a2 Jaor (L=22)(14+2) 22 T ) 5, 12

Usando infine la decomposizione

2 1 N 1
1—t2 14+t 1-—t

/2 dz _( ‘1—1—16)
L zVI+a? 1—t

10.4 Prima prova scritta in classe

ottengo

1. Studiare la funzione

e tracciarne il grafico.
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2. Calcolare i limiti

P
lim 2& — ST . lim 2 (\3/1+x3—x)

z—0 x arctanx x—+00

3. Calcolare i seguenti integrali

1 2
/ z? arctanz dz | / e® sin’ x dx
0 0
Correzione

1. Il dominio della funzione é I'intervallo [0, 2]. Risulta inoltre
f@)>0eVr2-2)>re2r—2*>2°c2(x—-1)<0s2c(0,1)
Notiamo inoltre che f(0) =0 e f(2) = —2. La derivate prima di f é data da

2—-2zx l-z—y/x(2—2)

f(x):2\/x(2—a:)7 B x(2—x)

Pertanto
f)>0el-az>Ve@2-z)erz<l e 1+ —22>2z—2"e2r<1 e 222 —42+1>0

Siccome I'equzione 222 — 42 + 1 = 0 ha come soluzioni = 2%‘/57 risulta che

2—-+2

fl(x) >0< x e (0, 5 )
Pertanto x = % é un punto di massimo relativo e risulta
2—+2 2—+/2 2+v2) 2-
P2 - v2 v2 V2_UV2 V2 5y
2 2 2 2 2 2
Infine
/ — (l—z)* :L‘)2
F(z) = -V (2-2) 2x—x2+1—2x+x2_ 1

x(2—a:) x(2—1z)\/r(2—1x) _x(Z—J:) x(2—x)
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Pertanto la funzione é concava. Il grafico é del tipo:

A

2. Usando le regole di De L’Hospital, ottengo:

ret —sinx . e’ +xe’ —cosx

xT

im im
z—0 x arctanz z—0 arctanz +

1422
. e* +e¥ +xe®+sine 2 1
= l1m = — =
2—0 1 + 1422—-222 2

1+z? (1+22)?

Nel secondo limite, ponendo y = %, ottengo:

1 ) 1 1 /1 31
lim 9:2(\3/1+:173—x): lim (3 l—l-—)_ im vity -l

&= +o00 y—0+ Y2 v oy y—or y?
.1 —2/3 3y 1
= lim - (14 I =
yg(rﬁ 3 (1+57) 3y2 3

3. Nel primo integrale, integrando per parti, si ottiene:

1 ) .133
z* arctanx dr = ? arctan x
0

1 / L3
—_— ——dx
0 3 0 1 + xz
Ricordando infine che risulta 5

x x

1422 " 14a2
si pué concludere che

1 1
1 (2?2 1
— = —=—-=log(1 2
0 3<2 2og( —|—x))

Nel secondo integrale, integrando per parti due volte, si ottiene

1 ) 23
z° arctanx dx = ? arctanx
0

0

2 2
. . 2 .
/ e” sin® xdr = €” sm2x|0 7/ e’ 2sinx coszdr =
0 0
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2
. 2 . 2 .
= ¢” sin’ 2| — {Zelsmx cos x| 72/ e” (cos’ z —sin’z) dz| =
0

2
= (e’” sin?z — 2¢€% sinx cossc)|(2)—|—2/ e’ (1—25in2:1c) dx
0

Possiamo concludere quindi che

2 1
. . . 2
/ e” sinz dx = E (e”” sin?z — 2¢® sinz COS$+2€Z)|O
0

10.5 Equazioni differenziali del secondo ordine lineari

In questo paragrafo considereremo solo equazioni differenziali del secondo ordine lineari e a coef-
ficienti costanti, cioé equazioni differenziali del tipo:

y' +ay +by= f(z)

dove a,b € R sono due numeri fissati e f é una funzione continua definita in un intervallo [, 5].
Nel caso che f(x) =0V x € [a, 8], 'equazione viene chiamata omogenea.
Un problema di Cauchy per un’equazione differenziale di questo tipo € il seguente problema:

y' +ay +by= f(x)
y(xo) = Yo
3/(330) = 20

Qui zg, Yo , 20 sono numeri scelti ad arbitrio con zg € [«, 8] il dominio di f.
Noi cominceremo col far vedere come si possono ottenere due soluzioni linearmente indipendenti
dell’equazione differenziale considerata nel caso che sia omogenea, ossia quando I’equazione é

y' +ay +by=0

Il polinomio di secondo grado
PN =M 4+aX+b

viene chiamato il polinomio associato all’equazione differenziale. Considereremo separatamente
i tre casi in cui A = a? — 4 sia positivo, nullo o negativo.
Primo caso: A =a?—4b>0 In questo caso 'equazione P(\) = 0 ammette due soluzioni reali

distinte:
—a—- VA —a+ VA
A1 = ——— € )\2 =
2 2
Le due funzioni:
yi(a) = M7 yo(a) = M7

sono due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione differenziale. Infatti ragionando su yy,
risulta:
yi() =M eM? | yi(a) = ATeM?

Pertanto:
Y Fayl +byr =eMTN Fad +b0) =eMP(\) =0 YV
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Secondo caso: A = a> —4b =0 In questo caso l'equazione P()\) = 0 ammette una unica

soluzione \; = —3 ( contata due volte essendo in questo caso P()) un quadrato ). Allora due

soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione differenziali sono date da:

A1z ALz

yi(x)=e , y2(z) = xe

Infatti ragionando sulla seconda, otteniamo:
o) =T (L4 Ma) , yy(2) =eM (20 + A 2)
Pertanto:
vy ayy +bys =eMT2N + X N xtatad b)) =eM*(P(\)z—at+a)=0 YV

Terzo caso: A = a? —4b < 0 In questo caso I'equazione P(\) = 0 ha radici complesse ( e
coniugate ) date da:

Al:% VZA g e AQ:% VA L vis

dove abbiamo posto:

a
a=-2  8="2

i

Allora due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione differenziale son date dalle due fun-
zioni:
y1(z) =e*Tsin(fzx) e ya(x) =e*" cos(Bx)
Verifichiamolo per esempio per y;. Si ha:
yi(z) = e*“(asin(Bz) + B cos (Bx))
yi () = e**(a® sin (Bx) +2a B cos (Bz) — 57 sin (B 1))
Pertanto:

vl (z) + ayy(z) +byi(z) = e** [sin(Bz) (o® — B>+ aa+b) +cos (Bz) (2aB+ap)]

Ricordando che

a VA Vih—a&

a=—— e = =

si ricava che:

o - taat+b=———— —+b=0

2af+apf=p2a+a)=0

Usando le due soluzioni y; ,y2 trovate nelle considerazioni precedenti a seconda dei tre casi, pos-
siamo ora scrivere la famiglia di tutte le soluzioni dell’equazione considerata. Infatti vale il seguente:

Teorema Tutte e sole le soluzioni dell’equazione 4" + ay’ + by = 0 sono le funzioni della famiglia:

y(x) = Ayi(z) + Byz(x)
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dove A, B € R son numeri arbitrari e y; , y2 sono le due soluzioni linearmente indipendenti trovate
in precedenza.
Questo significa che per ogni valore assegnato ad A e a B la funzione:

y(z) = Ayi(z) + Bya(z)

é una soluzione dell’equazione differenziale e, viceversa, se y é una soluzione dell’equazione allora
si possono trovare due numeri A, B € R tali che

y(z) = Ayi(z) + Byz(x)

10.6 Equazioni lineari a coefficienti costanti non omogenee

Consideriamo in questo paragrafo il caso di un’equazione differenziale del secondo ordine a coeffi-
cienti costanti non omogenea, ossia un’equazione del tipo:

y'+ay +by = f(x)
e mostriamo alcuni metodi che ci permette di trovare una soluzione di tale equazione non omo-

genea. Trovare una soluzione particolare dell’equazione completa é importante per il seguente fatto.

Se y é una soluzione dell’equazione non omogenea e y; ,y2 sono le due soluzioni linearmente in-
dipendenti dell’equazione omogenea associata ( coié ¥y’ + ay’ + by = 0 ) che abbiamo trovato,
allora l'insieme di tutte e sole le soluzioni dell’equazione non omogenea é data dalla famiglia di
funzioni :

y(z) =y(x) + Ayi(z) + Bya(z)

al variare di A, B € R.
Cominciamo col considerare il seguente:

CASO 1. Supponiamo di dover trovare una soluzione particolare dell’equazione non omoge-
nea

y' +ay +by= f(x)

dove la funzione f é del tipo
f(z) = Q(z)e™”

dove @ é un polinomio in z di grado n > 0 ed a € R é un numero fissato.
Indicando, come al solito, con P(A) il polinimio associato all’equazione differenziale, ossia

PA) =X +aX+b
vale la seguente regola:

e i) se P(a) # 0, allora una soluzione particolare dell’equazione differenziale non omogenea si
puo ricercare tra le funzioni dei tipo:

dove R é un polinomio in x di grado n;
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e ii) se P(a) = 0 e a é una soluzione dell’equazione P(\) = 0 con molteplicitd uno ( ossia
l'equazione P(A) = 0 ammette anche un’altra soluzione diversa da «), allora una soluzione
particolare dell’equazione differenziale non omogenea si pué ricercare tra le funzioni dei tipo:

y(z) = x R(x)e™”
dove R é un polinomio in x di grado n;

e iii) se P(a) = 0 e a é una soluzione dell’equazione P(\) = 0 con molteplicitd due ( ossia
equazione P(\) = (A —a)? ), allora una soluzione particolare dell’equazione differenziale
non omogenea si pud ricercare tra le funzioni dei tipo:

y(x) = 2® R(z) e*”
dove R ¢ un polinomio in z di grado n.

Consideriamo ora alcuni esempi.
1. Trovare una soluzione dell’equazione

' —4y +3y =242z

11 secondo membro é del tipo considerato con a = 0 e Q(x) = 22 + 2. Siccome P(0) = 3 # 0,
cerchiamo una soluzione del tipo
7(x) = Az + Ba+C

Risulta
y@)=2Ax+B , y'(x)=2A
e quindi
7 —47 +37=2A—-8Ax—4B+3A2>+3Bx+3C =
=3A22+(3B-8A)z+2A—-4B+3C

Ottengo quindi che j é una soluzione dell’equazione completa se e solo se A, B, C verificano il
sistema

3A=1

3B—-8A=2

2A—-4B+3C=0

e quindi si ottiene

1 1 8\ 14 1/5 2\ 50
A=- , B=-(2+2) == = (22 ==
37 3<+3> g ¢ 3(9 3) 27

Allora una soluzione é data da:
7(:[,’)_ 11~2+&x+@
=3 9 97

2. Trovare una soluzione dell’equazione
y' —4y +3y=uze”

11 secondo membro é del tipo considerato con o = 1 e @Q(x) = z. Siccome P(1) = 0 e 1 é una
soluzione con molteplicitda uno, cerchiamo una soluzione del tipo

j(x) =z (Az+ B) ¢* = ¢* (A2* + Bz)
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Risulta
¥(z)=¢" (A2 + Bz +2Az+ B)

7'(z)=¢" (A2’ + Bz +2Az+B+2Axz+ B+2A)
e quindi
7 47 +3y=¢"[2°(A—4A+3A)+2 (B+4A—-4B—-8A+3B)+2B+2A—4B] =
=e*(—4Ax+2A+2B)

Ottengo quindi che 7 é una soluzione dell’equazione completa se e solo se A, B verificano il sistema
—4A=1
2A+2B=0

e quindi si ottiene

Allora una soluzione é data da: 1
y(z) = —2% (x—1)¢"

3. Trovare una soluzione dell’equazione
y”f2y’+y:xe$

1l secondo membro é del tipo considerato con o = 1 e Q(z) = z. Siccome P(1) = 0 e 1 é una
soluzione con molteplicitd due, cerchiamo una soluzione del tipo

y(z) =2* (Az+ B) e* =" (A2’ + Ba?)

Risulta
¥(z) =e" (A2’ + Ba® +3A2° +2Bx)

y'(x) =¢" (A2®+ Ba®+3A2° +2Bx+3A2> +2Bx+6Ax +2B)
e quindi
7 27+y=¢" [z (A-2A+A)+2> (B+6A—-6A—-2B+B)+z (4B+6A—4B)+2B+] =|}
=e"(6Ax+2B)

Ottengo quindi che 3 é una soluzione dell’equazione completa se e solo se A, B verificano il sistema

6A=1
2B=0
e quindi si ottiene
1
A==, B=0
6

Allora una soluzione é data da:
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Osserviamo che se per errore si fosse cercata una soluzione del tipo
y(z) =z (Az+ B) " = ¢” (A2® + Bx)
il calcolo non avrebbe dato alcun risultato. Infatti risulterebbe
7(z) =€" (2Az+ B+ Az® + Bux)
y'(z)=¢" (2Az+ B+ Az> + Bz +2A+2Az+ B)
e quindi
7 27 +y=¢€" [2?(A—2A+A)+2 (4A+B—-4A-2B+B)++2A+B-2B] =¢" (24— B)J

Si dovrebbe avere quindi, affinché § fosse soluzione dell’equazione completa che 2A — B = x .
Relazione che contrasta col fatto che A, B sono costanti.

CASO 2. Supponiamo ora di dover trovare una soluzione particolare dell’equazione non omoge-
nea

y' +ay +by = f(z)
quando la funzione f é del tipo

f(x) = Q(z) ™™ cos (Bx) (oppure Q(x)e®” sin(fx)

dove @ é un polinomio in z di gradon >0 ed a, f € R sono due numeri fissati.
Vale, in questo secondo caso, la seguente regola:

e i) se P(a+i ) # 0, allora una soluzione particolare dell’equazione differenziale non omogenea
si pué ricercare tra le funzioni dei tipo:

y(x) = Ry(xz) e*® cos (Bx) + Ra(z) e*® sin (B x)
dove R;, Ry sono due polinomi in z di grado n;

e ii) se P(a+i 3) = 0, allora una soluzione particolare dell’equazione differenziale non omogenea
si puo ricercare tra le funzioni dei tipo:

y(z) =z (Ri(x) e*” cos(Bx) + Ra(x) e*” sin (S x))
dove R;, R, sono ancora due polinomi in x di grado n.

Vediamo anche in questo caso alcuni esempi.
1. Trovare una soluzione dell’equazione

y' +y=sinx

11 secondo membro é del tipo considerato nel caso 2 con @ = 0, 8 = 1 e Q(x) = 1. Siccome
P(a+i8) = P(i) = 0, cerchiamo una soluzione del tipo
y(x) = (A cosz + B sinz)
Risulta
Yy (r) = A cosz+ B sinx +z(—A sinz + B cosx)
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=/

y'(z)=—Asinx + B cosx — Asinz + B cosz +x(—A cosz — B sinz)

e quindi
y' +y=cosz(—Az+2B+ Az)+sinz(—-Br—2A+ Bz)=2B cosx —2Asinz

Ottengo quindi che § é una soluzione dell’equazione completa se e solo se B =0e¢ —24 =1 .
Allora una soluzione é data da:

g(x) = —5 & cosT
2. Trovare una soluzione dell’equazione
y' +y =xsinz
11 secondo membro é del tipo considerato con « =08 =1 e Q(z) = x. Siccome P(i) =i — 1 # 0,
cerchiamo una soluzione del tipo
y(z) = (Az+ B) sinz + (Cxz + D) cosx

Risulta
—/

¥(x)=Asinz+ (Ax+ B) cosz + C cosz — (Cx+ D) sinx
y'(x) =2A cosz — (Ax + B) sinx —2C sinx — (Cx + D) cosz

e quindi
Y +7 =cosx[2A—cr—D+ Az + B+ C]+sinz[-Az—B—-2C+A—Cux— D)

Ottengo quindi che F é una soluzione dell’equazione completa se e solo se A, B,C', D verificano il
sistema

A-C=0

2A-D+B+C=0

-A-C=1

B—-2C-D=0

N[ =

Ora, sommando la prima e la terza equazione si ottiene —2C = 1 e quindi C' = —% eA=C=—
Infine dalla seconda e quarta equazione, ottengo:

-1-D+B-1=0 B-D=
-B+1-1-D=0 B+D =

[SIEE N[N

Si ottiene dunque B=1e D = f% Allora una soluzione é data da:

y(x) = flirl sinx + flel cos x
=T 2" 2

3. Risolvere il problema di Cauchy:

y' —29y +2y =sinz
y(0) =0
y'(0) =1

11 polinomio associato all’equazione differenziale ¢ P(\) = A2 — 2\ + 2 = 0 che ammette le due
soluzioni complesse 1 F i. Una soluzione particolare é dunque del tipo

Y(x) = Asinz + B cosx
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Risulta
Y () = A cosz — B sinx
7' (z) = —Asinz — B cosx
e quindi
Y =2y +2y=sinz[-A+2B+2A] +cosx[-B—-2A+2DB]

Ottengo quindi che 7 é una soluzione dell’equazione completa se e solo se A, B verificano il sistema

2B+ A=1

B-2A=0
Ne deriva che A=1—-2B e quindi B—2+4B =0. Ossia B = % e quindi A = % Allora una
soluzione particolare é data da:

o1 2
y(z) = ¢ sinz + 7 cosw

Possiamo quindi concludere che 'integrale generale dell’equazione considerata é dato dalla famiglia
di funzioni

1 2
y(z) = = sinx + = cosx + Ae” sinx + Be® cosx

Osservando infine che

2
y'(z) = 7 cosz— ¢ sinz 4+ e” (A sinz + B cosx + A,cosxz — B sinx)

e quindi le condizioni iniziali sono verificate se

2 1
y(o):5+B=0 y’(O)=g+B+A:1
Ossia B = f% eA=1+ % - % = g. Pertanto la soluzione del problema di Cauchy cercata é data

dalla funzione:

@) = L sing s 2 L6 .
)= — sSInx — COST — € SInNx — — € COST
y 5 5 5 5

4. Trovare una soluzione dell’equazione
" o2
y' +4y=sin“zx

Osserviamo che risulta
9 1—cos(2x)
sin® x = — 5

e quindi se ¥, é soluzione dell’equazione

1
/!

+4y= -
Y Y 2

e Y, € soluzione della seconda equazione

7 o 1
y'+4y = —3 cos (2x)

allora la funzione somma
y(x) =71 (2) + Yo (2)
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é soluzione dell’equazione differenziale iniziale.

Consideriamo dunque la prima equazione. Una soluzione particolare é del tipo 7;(x) = A4, se la

costante A verifica la condizione 4 A = %, ossia se A = %.

D’altra parte una soluzione particolare della seconda equazione, essendo P(2i) = 0, é del tipo
Yo(z) = (A cos (2z) + B sin (2x))
Risulta
Yo(z) = A cos(2z) + B sin(2z) +z (=2 A sin (2z) +2 B cos (2z))
Yo(r) = =2 A sin (22)+2 B cos (2x)—2 A sin (22)+2 B cos (2z)+x (—4 A cos (2x) — 4 B sin (22))J}
e quindi
Yo +4y, =sin (2z) [z (-4B+4B) —4A+4B]+cos(2z)[x (—-4A+4A)+4B+4A4]
Ottengo quindi che ¥, é una soluzione dell’equazione completa se e solo se A , B verificano il sistema

—4A4+4B=0
4A+4B=—

1
2

Ne deriva quindi che

Ao Lo L
16 16
Allora una soluzione particolare dell’equazione iniziale é data da:
1 1 .
§(@) = 71 () + Ta(2) = 5 — 1 (cos (22) +sin (22))

CASO 3 Consideriamo in questo paragrafo il caso di un’equazione differenziale del secondo ordine
a coefficienti costanti non omogenea, ossia un’equazione del tipo :

y' +ay +by=f(z)

qundo il secondo membro f ha una espressione analitica diversa da quella considerata nei prece-
denti due casi (CASO 1 e CASO 2 ). Proviamo ora il seguente :

Teorema : Metodo della variazione delle costanti Data un’equazione differenziale del sec-
ondo ordine, lineare, a coefficienti costanti e non omogenea del tipo :

y' +ay +b=f(x)

siano y; , y2 le due soluzioni dell’omogenea associata che abbiamo trovato in precedenza. Allora se
A(x), B(z) sono due funzioni derivabili le cui derivate prime A’ e B’ verificano il sistema:

{ Al(z) y1(z) + B'(z) y2(z) = 0
A'(z) y1(z) + B'(2) yy(z) = f(z)
allora la funzione:

y(z) = A(z) y1(z) + B(x) y2(z)

¢ una soluzione dell’equazione differenziale non omogenea.
Dimostrazione Si ha:

V'(x) = A'(2) y1(2) + B'(2) y2(z) + A(2) v () + B(2) y5(x) = A(2) yi (2) + B(x) ()
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( Abbiamo usato la prima equazione del sistema per semplificare la derivata prima )
La derivata seconda risulta ora:

7' (x) = A'(2) y1(z) + B'(2) y3(2) + A(z) yi (z) + B(2) y5 (2)
Pertanto
Y'(z) +ay (x) + bY(x) = A(2) (41 (2) + ayi(z) + by (2)) + B(x)(yz (z) + aya(r) + byz(z))+
+A' (@) o () + B'(z) yo(x) = A'(2) y1(2) + B'(x) ya(z) = f(2)
Consideriamo ora alcuni esempi.

1. Trovare una soluzione dell’equazione differenziale:

_ 1
Cl4e

/

' +y -2y

Il polinomio associato all’equazione é P(A) = A% + X — 2 = 0 che ha le due soluzioni

=L

A2 = 9 1

Allora la funzione
7(z) = A(x) e 2% + B(z) e”

é soluzione dell’equazione se A’ e B’ sono soluzioni del sistema:

Al(x)e 2% + B'(z)e* =0

—2A/(x)e %" + B'(z) " = 7=
Dalla prima equazione, si ricava A’ = —B’ 3% e quindi
! T ! x 1
2B'e" + B e =
1+e®
e quindi
1 —x 1 2z
Ba)=3 1rm - Aw)=—3 1
3 1+e® 3 1+e”

Usando ora la sostituzione e! = s ossia t = log s, ottengo

x 2¢ e® 2 1 e”®
/ c dt:/ i deZ/ 5 s =
o 1+et 1 l+ss 1 1+s

2

:/le (1— 1is> ds = (s —log (1 +5))|;

Ne deriva quindi che possiamo prendere
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t

Analogamente usando la sostituzione e™* = s ossia t = —log s, ottengo

Toett g 1 g
/0 1+e€t /1 1+1/s( 5) 3 /1 1+s°

x

:/16 (1_141rs> ds = (s —log (1+5))|;

Ne deriva quindi che possiamo prendere

Pertanto otengo la soluzione
= 1 T T —2zx 1 —x —x T
y(x):fg[e —log(1+e")]e fg[e —log(1+e )] e
2. Trovare una soluzione dell’equazione differenziale:
1
Yy +y=tanz

Il polinomio associato all’equazione é P(A) = A% +1 = 0 che ha le due soluzioni A\; o = £
la funzione
y(z) = A(z) sinz + B(x) cosx

é soluzione dell’equazione se A’ ¢ B’ sono soluzioni del sistema:

A'(x) sinx + B'(z) cosz =0

A'(x) cosx — B'(z) sinz = tanx

Dalla prima equazione, si ricava A’ = —B’ 22 ¢ quindi
sinxT
2
cos” .
—B — = —B'sinz =tanx
sinx
e quindi
.2
sin” .
B'(r) = — , A'(z) =sinx
cos T
Pertanto A(z) = — cosz. Per ottenere B, osserviamo in primo luogo che
L2
sin” x 1
B'(z) = - =— + cosw
cosx cos T

D’altra parte, usando la sostituzione tan (¢/2) = s ossia t = 2 arctan s, ottengo

z q tan (t/2) 1 2 9 tan (¢/2) 1
/ —dt:/ s 2dt=—2/ ——dt
o cost 0 1-s521+s 0 se—1

Usando infine la decomposizione
1 1 1
s2—1 2\s—1 s+1
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posso concludere che

B(IE) = Sinx + log m

tmﬂ@ﬂ)l‘

Otteniamo quindi che

tan (x/2) — 1
tan (z/2) + 1

tan (z/2) — 1

:1 —_—
COST=I08 e (2/2) + 1

COS T

y(xr) = —sinz cosz + sinx cosz + log

3. Trovare una soluzione dell’equazione differenziale:
y"—y’—2y=az2
Il polinomio associato é P(A) = A2 — XA — 2. Allora A = 1+ 8 = 9 e quindi I'equazione P(A\) =0
ammette le due radici distinte :
N — 1¥3 -1
125 5 = 9
Pertanto due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione omogenea associata sono :

x 2x

yi(z) =e" , ya(z)=e

Volendo applicare il metodo della variazione delle costanti considero il sistema, :

Al(z)e ™ + B'(z)e?* =0
—Al(x)e ™ +2B'(z)e?* = 22

Si ricava quindi
1 1
B'(r) = 3 z?e™?%  Allx) = -3 z2e®

Integrando per parti si ottiene infine :

A(;I;):—1 t‘2etdt:—1 x2€x—2 tetdt =
3 0 3 0

1 v 1
=—= {1@ e’ —2xe” +2 / etdt} =—=[2%e" —2we” +2(e" — 1)]
3 o 3
Analogamente si ottiene

1 [ 1 z2e 2% geT2% 1 1—e2®
Bz)== [ e 2tdt=-(- - -
(@) 3/0 ‘ 3 2 2 ta T3

Una soluzione particolare dell’equazione differenziale é data dunque dalla funzione :

1 1 1 1
gz)=Ax)e "+ B(x)e*" = - (2* —22+2—e ")+ - (2P —z— -+ -7 =
3 6 2 2
— 1 2_}_1 §+1 —1+i 2z
T2t TR Tt

Da notare che si poteva anche usare il metodo considerato nel CASO 1 e ottenere una soluzione
particolare con un calcolo pit semplice. Infatti se ricerchiamo una soluzione del tipo

¥(z)=A2z*+ Bz +C
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otteniamo
¥(z)=2Az+B e y'(z)=24

Pertanto
7'(x) =7 (x) - 27(x) =2A—-2Ax -~ B—-2A2*> —2Bx—2C

e quindi devono essere verificate le condizioni

A:—% , —2A-2B=0, 2A-B-2C=0

e quindi

10.7 Alcuni esercizi di ripasso

1. Risolvere il problema di Cauchy

/ 2

Yy = 2y+1

y(0) =0

L’equazione considerata é a variabili separabili. Ottengo:

2y+1)y =2 e quindi (y2+y)/=x2

Ne deriva quindi che
3

V() +y(e) = 5 +o

Ora, dalla condizione iniziale y(0) = 0 otteniamo che la costante deve essere zero. Risolvendo
infine rispetto a y e considerando solo la soluzione che verifica la condizione y(0) = 0, otteniamo:

\J1+3a8—1

y(z) = 3
2. Trovare una soluzione dell’equazione:
y — 2y =sinz
L’equazione considerata é del primo ordine lineare. Moltiplicando entrambi i membri dell’equazione
per e~ 2% si ottiene:
e 27 (i (z) = 2y(x)) = (e 2" y(x)) = e > sinz
e quindi

x
e 2% y(x) = c+/ e 2tsintdt
0
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D’altra partner, integrando per parti, si ottiene:

x

x e*Zt
/ e 2tgintdt = — sint
0 2

1 T
—|-f/ e 2tcostdt =
o 2Jo

1 xT
— 7/ e 2t sintdt)
o 2Jo

/x oy C i 4 6—21 ) 6—21 N 1
e Sin =—-|— sSinx — COST -
0 5 2 4 4

Otteniamo quindi che

—2x —2t
= — 5 sinx—|—2(— 3 cost

Se ne conclude che

(x)—ce”—é sinx+cosx
= 5\ 2 1

3. Risolvere il problema di Cauchy

Yy +4y=cos(2x)
y(0) =1
y'(0) =2

Osserviamo che una soluzione particolare dell’equazione considerata la possiamo ricercare tra le
funzioni del tipo:
y(z) =2 (A cos(2z) + B sin(2x))

Infatti risulta
¥ (z) =(Acos(22)+ Bsin(2z)) + 2z (-2 A sin(2z) + 2 B cos (2x))
y'(r) = (—4Asin(22) +4B cos(2z)) +z (—4 A cos (2z) —4 B sin(2x))
Otteniamo infine
7'(x) + 47(x) = sin (22) [0 (—<4 B+ 4B) — 4 A+ 4 B] + cos (22) [x (<4 A+ 4 A) + 4B + 4 A]

Pertanto ’equazione sard verificata se e solo se A, B verificano il sistema:

—4A+4B=0
4B+4A=1

ossia A= B = % Allora l'itegrale generale é dato dalla famiglia di funzioni
y(z) = Asin(2x) + B cos (2z) + % x (sin (22) + cos (2x))
Essendo infine
y'(x) =2 A cos(2z) — 2B sin (2x) + % (sin(2x) 4+ cos (2x) + %x (2 cos(2x) — 2 sin (22))

le condizioni iniziali portano alle condizioni y(0) = B =1,2A+ 4 =2 ossia A = 3. Pertanto la
soluzione del Problema di Cauchy cercata é:

y(x) = Z sin (2x) + cos (2x) + %x (sin(2x) + cos (2x))
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4. Trovare una soluzione dell’equazione:
y" —y=log(1+e")
Applicando il metodo della variazione delle costanti, cerchiamo una soluzione del tipo:
y(z) = A(z)e® + B(z)e™*
dove A, B si ricavano risolvendo il sistemas:
A(z)e* + B'(z)e =0
A(z)e® — B'(x)e™® =log (1 + e%)

e quindi
B'(z) = —3e® log (1 +¢%)

Al(z)=13e " log(1l+e”)

Usando ora la sostituzione ¢ = log s, otteniamo

T ew’l 1
/ e_tlog(l—i—et)dt:/ Mds:
0 1

52

< “ ds log (1 + s) s
= — 1 —_—
1 +/1 s(l+s) s +log 1+s

P

_log(1+3s)
s

1
Possiamo quindi prendere

Analogamente, otteniamo:

/etlog(1+et)dt:/ log (1+ s)ds =
0 1

e

o s -

s+ 9l — [ = st 8) — (s loa (14 9
1 + s

Possiamo quindi prendere
1 xr x xT T
B(z) = —5(6 log (14 ¢€%) —e” +1og (1 +€"))
5. Trovare una soluzione dell’equazione
2z

y"fy’ny:xe

Il polinomio associato all’equazione differenziale ha come soluzioni A = —1 e A = 2 e quindi una
soluzione dell’equazione considerata si pud trovare tra le funzioni del tipo

y(z) =z (Az+ B) ** = (A2 + Bx) *”
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Risulta
7 (z) = (2Ax2 +23x+2AJ;+23) e

y'(z)=(4A2° +4Bx+4Ax+2B+4Ax+2B+2A4) **

Pertanto si ottiene
7' (z) -7 (z) —27(z) = " [2® (A4A—2A—2A)+
+r (4B+8A—-2B—-2A—-2B)+2B+2A+ B
Deve dunque essere 6A=1e3B+2A=0equindi A = % e B= —%. Pertanto otteniamo

6. Risolvere il problema di Cauchy:

{y’(21)2:17

y(0) =0

L’equazione é a variabili separabili e quindi, con la sostituzione y(t) = s, ottengo
T (¢ y(z) d
22 :/ 22! (t) dt — / _ S

o Y3(t) -1 yoy s°—1

11 1 1
$2—1 2\s—1 s+1

ottengo, usando anche la condizione iniziale y(0) = 0:

Ricordando infine che

1 y(x) —1
2
= 71 —_—
SRR Rl P ’
e quindi, esplicitando rispetto a y:
1— 62 z2
v = T

7. Risolvere il problema di Cauchy:

{ y — (sinz)y =sin (22)
y(0) = ~1

cos T

Moltiplicando per e , ottengo:

e“? (y'(z) — (sinz) y(x)) = e°®? sin (2x) = 2e°®” sinx cosx

Usando infine la sostituzione sint = s, ottengo:
x COoS T
ecosxy(x)+e:2/ eCOStsintcostdt:—Q/ eSsds =
0 1
=-2 (e*s—¢")|]"" = =2 [e°®" cosz — 7]
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Possiamo infine concludere che
y(z) = —ee” ¥ — 2 cosx + 2
8. Trovare una soluzione dell’equazione differenziale
' +3y +2y=V1+e®

Il polinomio associato all’equazione ha come soluzioni A = —2 e A = —1 e quindi, usando il metodo
della variazione delle costanti, posso cercare una soluzione particolare del tipo

7(z) = A(z) e 2% + B(z) e ®
Devo quindi risolvere il sistema

{ Al(z)e 2% + B'(z)e ® =0
—2A'(z)e 2% — B'(z)e ™ =1+ e”

Ottengo allora A’ = —B’e® e quindi B’ = e*/1+e% e A/ = —e2% /1 + e*. Infine, usando la
sostituzione e! = s ottengo

T e” 1+e” 14+e”
/ th\/1+etdt:/ 82\/1+8d82/ (v—1)2\/5dv:/ <v5/2—2v3/2—|—v1/2) dv
0 1 2 2
Possiamo quindi prendere
2 4 2
Al) = -1+ 42 (14> = Z (1472
7 5 3
Analogamente
z e’ 1+e” 1+€”
/ et\/1+etdt:/ 3\/1+sds:/ (vfl)\/adv:/ <v3/2701/2) dv
0 1 2 2

Possiamo quindi prendere
2 2
B(x) = - (1+ e”)>/% — S0+ er)/?
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10.8 PROGRAMMA DEL CORSO

Numeri reali. Proprieta dei numeri reali: proprieté delle operazioni, proprietd dell’ordinamentof
e proprietd di completezza. I numeri naturali, gli interi relativi e i numeri razionali. Es-
tremo superiore ed estremo inferiore di un insieme di numeri reali. Proprieta caratteristiche
dell’estremo superiore e dell’estremo inferiore. Principio di induzione. Coefficienti binomiali

e binomio di Newton.

Funzioni. Generalita sulle funzioni. Grafico di una funzione. Funzioni monotone e funzioni
invertibili. Richiamo di alcune funzioni elementari: funzioni lineari, valore assoluto, funzione
esponenziale e logaritmo, funzione potenza e funzioni trigonometriche.

Successioni. Definizione di limite di una successione e prime proprietd ( unicitd del limite e
operazioni con i limiti ). Successioni convergenti e successioni limitate. Teorema del confronto.
Limiti infiniti e forme indeterminate. Successioni monotone. Il numero e. Sottosuccessioni
di una data successione e teorema di Bolzano-Weierstrass .

Limiti di funzioni. Definizione di limite per una funzione e prime proprieta. Limite
della funzione composta. Limite destro e limite sinistro. Funzioni monotone. Alcuni limiti
fondamentali.

Funzioni continue. Funzioni continue in intervalli : teorema degli zeri, teorema dei valori
assunti, teorema di Weierstrass. Teorema sulla continuita della funzione inversa.

Derivate. Definizione di derivata. Propriet elementari delle funzioni derivabili e significato
geometrico del concetto di derivata. Regole di derivazione della somma, del prodotto e del
quoziente di due funzioni. Formula di derivazione della funzione composta e della funzione in-
versa. I teoremi di Rolle e Lagrange. I teoremi di De ’'Hopital. Derivate successive. Funzioni
convesse. Applicazione del calcolo differenziale allo studio del grafico di una funzione.

Integrazione. Definizione di funzione integrabile secondo Riemann e di integrale definito.
Propriet elementari dell’integrale: linearit e propriet additiva dell’integrale. Teorema della
media integrale. Teorema fondamentale del calcolo integrale e formula fondamentale del
calcolo integrale. Formule di integrazione per parti e per sostituzione. Integrali generalizzati.

I numeri complessi I numeri complessi in forma algebrica ed in forma trigonometrica.
Radice n—esima di un numero complesso.

Equazioni differenziali. Definizioni generali. Problema di Cauchy per I'equazione y =
f(z,y). Equazioni a variabili separabili. Equazioni differenziali lineari del primo ordine.
Equazioni differenziali lineari del secondo ordine a coefficienti costanti: polinomio associato
e metodo per ottenere due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione omogenea associ-
ata. Ricerca di una soluzione particolare di un’equazione non omogenea: metodi semplificati
nel caso di secondi membri speciali e metodo della variazione delle costanti.

Testo consigliato: Paolo Marcellini - Carlo Sbordone: “ Analisi Matematica uno”, Liguori
Editore, Napoli, 1998.

G. Buttazzo - G. Gambini - E. Santi: ” Esercizi di Analisi Matematica I ”. Pitagora Editrice.
Bologna. 1991.
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