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1 I NUMERI REALI

L’argomento centrale di questo corso di Analisi I e lo studio delle principali proprieta dei numeri reali e
di alcune proprieta elementari delle funzioni reali di variabile reale.

Seguendo la linea dei piu recenti libri che trattano questo argomento, anche in questo corso, I'insieme dei
numeri reali verra introdotto in via assiomatica. Verra supposto cioe che esista un insieme, che indicheremo
con la lettera R e che chiameremo I'insieme dei numeri reali, con tutte le proprieta che verranno elencate
con sufficiente precisione e che sono, in fondo, le proprieta dei numeri che gia in parte sono note.

La costruzione di R a partire dall’insieme dei numeri razionali, che puo essere fatta in diversi modi e che
forse qualche studente puo aver gia visto nella scuola media superiore, €, in ogni caso, lunga e laboriosa e
richiederebbe troppo tempo. Pertanto in questo corso non verra fatta. Noi supporremo quindi che i numeri
reali esistano. Quello che faremo ora & fare un elenco abbastanza dettagliato delle loro principali proprieta.

1.1 Le proprieta dei numeri reali

Elencheremo in questo paragrafo le principali proprieta dell’insieme dei numeri reali, suddividendo tale
elenco in tre parti:

i) Proprieta delle operazioni,
ii) Proprieta dell’ordinamento,

iii) Proprieta di completezza.

i) - Proprieta delle operazioni

Sono definite in R due operazioni + (pit ) e - ( per ) che hanno le seguenti proprieta:

a) Proprieta commutativa:
Va,beR a+b=b+a;a-b=b-a ;

b) Proprieta associativa:

VabceR (a+b)+c=a+b+c); (a-b)-c=a-(b-c) ;

¢) Proprieta distributiva:
VabceR a-(b+c)=a-b+a-c;



d) Esistenza degli elementi neutri:
esistono in R due numeri 0 e 1 tali che

a+0=a,a-1=a V aeR ;

e) Esistenza dell’opposto e dell’inverso:

VaeR 3 —a€R taleche a+(—a)=0,
1 1
VaeR a#0 HEGR tale che a-;:l

ii) - Proprieta dell’ordinamento

Esiste in R una relazione di ordine totale che indicheremo con < e chiameremo relazione di minore o
uguale con le seguenti proprieta:

a) Dicotomia:
V a,be Rrisulta o0 a<b o b<a ;

b) Proprieta antisimmetrica:

Va,beR se a<b e b<a = a=0b;

c¢) Proprieta transitiva:

Yab,ceR se a<b e b<c = a<c;
d) Legame tra < e + (piu):

Va,bceRse a<b = a+c<b+c ;

e) Legame tra < e - (per):

VabceRse a<b e 0<¢c = a-c<b-c.
iii) - Proprieta di completezza

Siano A e B due sottoinsiemi di R. Diremo che A e¢ B formano una coppia di insiemi separati
se
VacA e Vbe B risulta a<b
La proprieta di completezza di R afferma che se A e B ¢ una coppia di insiemi separati, allora esiste un

numero reale c tale che:
a<c<bVacAeVbeDB.

Il numero reale ¢ viene chiamato elemento di separazione tra A e B.
A parole potremo quindi enunciare la proprieta di completezza di R affermando che ogni coppia di insiemi
di numeri reali, che siano separati, ammette un elemento di separazione.

Osservazione Nel seguito useremo anche i simboli
>, <,>

che chiameremo rispettivamente maggiore o uguale, minore e maggiore, intendendo rispettivamente
cheVa,beR

a>bsb<a,

a<bsa<bea#b,

a>beb<a.

Dalle proprieta delle operazioni e dell’ordinamento che abbiamo appena ricordato, si possono ricavare
tutte le regole del calcolo letterale che verranno usate nella risoluzione degli esercizi. Alcune tra le piu
importanti sono le seguenti:



a) (Legge di cancellazione rispetto alla somma e al prodotto)
VabceRsea+b=a+c =b=c;
VabceR,a#0sea-b=a-¢c =>b=c;
b) (Legge di annullamento del prodotto)

Va,beRsea-b=0 =0 a=00 b=0;

¢) (Unicita dell’opposto e dell’inverso di un numero reale)

— L’opposto di un numero reale ¢ unico.

— L’inverso di un numero reale ¢ unico.

d) Va,b € R, risulta:
(—a)-b=—a-b;
(-a)-(=b)=a-b;

e) VaeR:
a>0& —a<0;

1
a>0& —>0;
a
fYyVaeR,a#0 = a®>0;
gV abeR =>a<bsa—0b<0.

h) (Regola dei segni) V a,b € R, risulta

a>0 a<0
a-b>0& {bZO oppure b<0
a a>0 a<0
> = =
b_O = b0 oppure b<0

1.2 Alcuni esercizi
Applichiamo ora le proprieta dell’ordinamento che abbiamo ricordato sopra per studiare alcune dis-
eguaglianze.

Vogliamo mettere prima in risalto un fatto che puo causare errori negli esercizi e cioé che
I’implicazione

a<b = a-c<b-c

e vera soltantose 0<c,mentrese a<b e ¢c<0 = a-c>b-c enon a-c<b-c.

1. Determinare l'insieme:

249
A:{xeR;x+ >x+2} (1)
rx—1
Risulta
2 +2 24+2—x24+x—-22x+2 —x+4
>r+2& >0&
rx—1 r—1

Ora l'ultimo quoziente & positivo se e solo se

—r4+4>0 [ —a44<0
r—1>0 pp r—1<0



ossia se e solo se
r<4 JR z>4
z>1 PP x<1
Siccome le ultime due richieste sono incompatibili, risulta:
A=14)={zeR; 1<z<4}.
NOTA BENE Il seguente modo di risolvere questo esercizio ¢ sbagliato.

2 +2
x—1

>Sr4+2 e 2242>2242r—2-2 & z<4

Nel primo passaggio ho moltiplicato la disuguaglianza da studiare per x — 1, mantenendo sempre tra i
due membri della disuguaglianza stessa il segno di >, cosa sbagliata se  — 1 < 0.

. Determinare l'insieme:

x T+ 2
A:{xe’R;x+1>x_l} (2)
Risulta:
T >$+2@x2—x—w2—2x—x—2>0© —4x—2 50w 2x+1 <0
x+1" z-1 (x+1)(z—1) (x+1)(z—1) (x+1)(z—-1)

Studiando separatamente il segno del numeratore e del denominatore, risulta :

- — — 4+ 4+ 4+ + 4+ Numeratore

+ 4+ + - - - - - - — — + + + Denominatore

Ne deriva che l'insieme A contiene i punti dove il segno di numeratore e denominatore sono discordi,
ossia A = (—oo,—1) U (—1,1).

. Determinare l'insieme:

r+1 x+4+2
A= 2
{xER’x—1+x—2> } (3)
Risulta:
r+1 42 +Dz-2)+(z-1)(x+2)—2(x—-1)(x—2)
2
71 722 °% @- 1)@ -2 >0

Sviluppando il numeratore, risulta:
2?20 +r—-2+2°+2r -2 —-2-22°+4x+ 22 -4 =628

Si ottiene pertanto:

z+1 x4+2 6z —8
>2 & ———F——— >0
:1771+:17*2 (z —1)(z—2)
Studiando separatamente il segno del numeratore e del denominatore, risulta :
- - - _ 4—1— + + + Numeratore
3
++4+ - — - — - - — — + + + Denominatore
1 2

Ne deriva che I'insieme A contiene i punti dove il segno di numeratore e denominatore sono concordi,
ossia A = (1,4/3) U (2, +00).



4. Determinare I'insieme:

zr+3  x+1
A= eER, < 4
{33 r—2 " x+2} )
Risulta:
x—|—3<:13+1 <:>$+3 x+1
r—2 " x+2 r—2 x+2
2?4220 +30+6— (2 —20+x—-2) 6z +8 <0
N (z —2)(x +2) (-2 (z+2) ~
Studiando separatamente il segno del numeratore e del denominatore, risulta :
- - - = 4+ + ++ Numeratore
3
+t++t -=-=-=-=-- == + + + Denominatore
-2 2
Pertanto si ha:
A= (—00,-2)U {—,2)
1.3 Esercizi proposti
Determinare: 5 6 )
A=lper; 22 <3l | p=lrer;f0 2021
r+1 +2 x-3
242 3 2
C= .IER;I+ >r—1;, , D= .TER;I+ +x+ <2,
x—2 r—1 x—2
rz—1
<

(La soluzione si trova alla fine del Capitolo)

1.4 Una conseguenza della proprieta di completezza di R: esistenza della radice
quadrata di un numero non negativo

Una conseguenza molto importante della proprieta di completazza di R e 'esistenza della radice quadrata
di ogni numero non negativo. Vale infatti il seguente:

Teorema 1.1 VaeR a>0 3 unico beR b>0 tale che b = a.

Questo unico b > 0 verra indicato col simbolo v/a e chiamato la radice quadrata di a.
Dimostrazione. Supponiamo a > 0. Indichiamo con:

A:{zG’R;z>O,z2§a}

B={yeR;y>0, a<y’}

Verifichiamo che A e B sono separati. Infatti:
sex €A e ycB= 2°<a<y’® = 2*<y? = (x—y)(z+y) <0.

Siccome x + y > 0, ne deriva che x — y < 0, ossia x < y. Esiste allora, per la proprieta di completezza, un
numero reale b che separa A e B, cioe tale che:

r<b<y VzeAeVyeB



Verifichiamo che deve essere b = a, ragionando per assurdo.
Primo caso. Supponiamo che sia b? < a. Se indichiamo con & un numero tra 0 e 1 (0 < ¢ < 1), abbiamo:

(b+e)? =b>+2be+e? <b* +2be+e

(Abbiamo usato il fatto che se ¢ € (0,1), allora €2 < ). Pertanto se ¢ € (0,1) & scelto in modo tale che
b2 +e(2b+1) < a, ossia se
a— b 5
=T1%2b” (5)

allora risulta (b+¢)? < a (da notare che, siccome stiamo supponendo b* < a, il quoziente a secondo membro
della (5) & positivo ).
Ne deriva quindi che il numero x =b+¢ € A, infatti b+¢e > 0e (b+¢)? < a. Inoltre risultaz =b+e > be
questo contrasta col fatto che b ¢ elemento di separazione tra A e B, in particolare col fatto che deve essere
r<bVzxeA
Secondo caso. Supponiamo che sia b > a. Indicando in questo caso con £ un numero tra 0 e b, si avrebbe
b—e>0e

(b—e)? =b>—2be+e%>b>—2be

Pertanto se € & scelto in modo che b? — 2be > a, ossia se

b2 —a
26

(6)

risulta (b —¢)? > a ( da notare che anche in questo caso, il secondo membro della (6) & positivo ). Pertanto
il numeroy =b—¢ € Bey=0b—¢ < b, contro il fatto che b & elemento di separazione tra A e B, in
particolare col fatto che deve essere b <y V y € B.

Deve quindi essere b = a.

Verificare infine, per esercizio, che il numero b > 0 con la proprietd ora trovata (b*> = a) & unico. q.e.d.

Concludiamo questa parte sui numeri reali, ricordando le diseguaglianze di secondo grado.

Diseguaglianze di secondo grado Determinare:
A={zeR;az’ +bx+c>0}

dove a, b, c € R sono numeri fissati con a > 0.

Se indichiamo con
A=b—4dac,

allora:

i) se A > 0, posto:
“b-VvA bt VA

T = To
2a 2a

risulta A = (—o00, 21) U (29, +00) ;

ii) se A =0, allora posto

si ottiene A={x € R ; z # 1},

iii) se infine A < 0, si ottiene A = R.



Infatti, completando il quadrato, si ottiene:

b
ar’+br+c=a [mz—i—x—i—c] =a
a a

Si ottiene quindi il risultato sopra enunciato.

1.5 Alcuni altri esercizi

1. Determinare:

Risulta: ) ) ) o2 )
e+l 242 @t+DE-3) - (@+2)" - (@+2)(z-3)

xr+2 x-37 (x4 2)(x —3)

Sviluppando il numeratore, ottengo:

>0

2 —3x4+x—-3-—2?—-4dr—-4—2>+3x—-224+6=—-2>-5zx—1

e quindi:
r+1 x+2 2+ 5z +1
— > & -
x+2 x-—-37 (x4 2)(x—3) —

Ora il numeratore si annulla nei due punti

=521 =54 V2l

l‘]. - 2 9 .'172 2

Osservando infine che
T < —2<x9<0

il segno di numeratore e denominatore ¢ dato da:

4+ + + - - — — 4+ 4+ 4+ Numeratore

+ 4+ + - - = — — — — — — + + + Denominatore

Possiamo quindi concludere che
A =[r1,-2) U [z2,3)

2. Determinare

A:{xGR; 2x+1§\/x2+x+4}

Osserviamo in primo luogo che 2 + 2 +4 >0 V2 € R e che se 2z + 1 < 0, ossia se < f%, la

diseguaglianza & verificata. Pertanto

1

D’altra parte se 2z + 1 > 0, ossia se z > —%, si ha

204+ 1< Va2+r4+4ded’?+4r+1<’+zr4+4s



=322432-3<0s22+2-1<0

Ora l'ultima diseguaglianza & verificata se

_1;¢5§x§_4;”6.

Tenendo conto che sto supponendo che xz > —% , possiamo concludere che

:<_oo—1+\/5

2

. Determinare
A:{xeR; 1—-2z< x—x2+2}

Osserviamo in primo luogo che deve essere  — 22 4+ 2 > 0 ossia 22 — z — 2 < 0. Pertanto deve essere

€ [-1,2]. Osserviamo ora che, se 1 —2x < 0 ossia se x > %, la diseguaglianza e verificata e quindi

(; ,2} CA.
D’altra parte se 1 — 2x > 0 ossia se ¢ < %, si ha
1-22<Vo—a22+2&1l-4da+42°<z—-2°+2552°—52-1<0
Ora l'ultima diseguaglianza & verificata se

5-3v5 5+3v5

<zr<
0 -0
Notando infine che
5 _
7+3\/5>1 e 75 3\/g>—1,
10 2 10
possiamo concludere che
A =

10

5—3¢54

. Determinare

z—1
A:{xGR;\/xz—x—2< 5 }
Osserviamo in primo luogo che deve essere 22 — z — 2 > 0 ossia z € (—oo, —1] U [2, +00). Osserviamo
infine che deve essere anche x > 1. Infatti, in caso contrario la diseguaglianza non ¢ verificata. Con
queste limitazioni risulta:

-1 22 1
\/xQ—x—2§x2 @xQ—x—ZS%@SxQ—Zx—QSO

Osserviamo infine che le radici dell’ultimo polinomio di secondo grado sono:

_1-v® 1+

e 3 3

T2

Siccome xo > 2, possiamo concludere che A = [2; z5].



5. Sia A un parametro reale, indichiamo con
Ay = {xGR; x272x+/\>0}

Determinare Ay al variare di A € R.
Risulta A(A) =4 —4X e quindi se A > 1, A(A) < 0, ne deriva allora che Ay = R. D’altra parte se
A =1, la disuguaglianza diventa

=224+ 1=(x—-1)2*>0

equindi 41 ={x € R, z # 1}. Infinese A <1, A(A) > 0 e quindi posto
1 AN)=1=vV1-X, 22(0)=1+vV1—-2A

risulta
Ay = (—00,z1(N)) U (22(N), +00) .

6. Per quali valori di b € R, ’equazione ( nella incognita x ):

r+1 -
24+x+1

ammette almeno una soluzione ?
Ricordando che 2?2 + 2 +1 >0V z € R, risulta

z+1

Ora, se b = 0, 'equazione ottenuta non ¢ di secondo grado, ma di primo e diventa: —x — 1 = 0, che ha
I'unica soluzione z = —1. Se b # 0, I'equazione ha soluzioni se e solo se
Ab)=(b—1)>—4b(b—1)>0

ossia (b—1)(b—1—4b)=(b—1)(—3b—1) > 0. In conclusione
1
Ab)>0ebe [—3,1]

L’equazione iniziale quindi ha almeno una soluzione se e solo se b € [, 1].

7. Determinare:
A={reR; 2> —4x+3>0}

Osserviamo che, posto
p(z)=2® —4x+3

risulta p(1) = 0. Pertanto il polinomio di terzo grado p(z), per il Teorema di Ruffini, & divisibile per
x — 1. Facendo la divisione, risulta:

23 +022—42+3 ‘m—l

—23+ 22 ‘xg—i—x—?)
2 —4x+3
-2+
-3z +3
3x—3
0

Possiamo quindi concludere che

2 —dr+3=(x—1)(2* +2-3)



Studiando il segno dei due fattori, si ottiene:

- - — — 4+ 4+ ++ Primo fattore
1
+ 4+ 4+ - = - - — + + + Secondo fattore
X €2

dove
—1—+/13 -1++v13
T]=—F"—" € Tg= ——— .
2 2
( Da notare che x5 > 1. Infatti
—-14++/13
x2>1<:>%>1<:>\/13>3<:>13>9).

Possiamo quindi concludere che

e (Mﬁ’l)U(—lwﬁ’m) |

2 2

1.6 Esercizi proposti

Determinare i seguenti insiemi:

A:{meR; $U+1<2£E—3} ) B:{xeR; \/(x+1)(2—x)§x—1} )

r—2" x+2

2 1
C:{xe’R; W_ZQQ:—&-l} , D:{xER; \/(x+2)(x—1)§x;—3}

z—3

(La soluzione si trova alla fine del Capitolo).

1.7 Particolari sottoinsiemi di R

L’insieme dei numeri reali contiene come sottoinsiemi alcuni altri insiemi numerici che useremo spesso
nel seguito e che quindi vogliamo mettere in risalto.

L’insieme N dei numeri naturali:

N ={1,2,3,...}.
L’insieme Z dei numeri interi relativi:
Z={0,+1,£2,4+3,...}.

L’insieme Q dei numeri razionali:

Q:{Z;pez, qu\/} .

Ricordiamo brevemente che ogni numero razionale si puo rappresentare in infiniti modi come una frazione,
infattise pqg' =p'q p,p' € Z, q,¢ € N siha



E possibile inoltre rappresentare un numero razionale r come frazione % con p e ¢ numeri primi tra loro,

ossia privi di fattori comuni (oltre 1).

E evidente che risulta
NCcZcQcCcR

e che 'inclusione e stretta.
Verifichiamo per esempio che Q & un sottoinsieme proprio di R provando che v/2 ¢ Q.

Supponiamo infatti, ragionando per assurdo, che esista un numero razionale » con r2 = 2. Possiamo rapp-
resentare r come % con p,q € N e p e ¢ primi tra loro. Risulta dunque:

Ne deriva quindi che p? & un numero pari, ma allora anche p & un numero pari, ossia p = 2p’. Otteniamo
allora
p2:4p/2:2q2:>q2:2p/2

Se ne conclude che ¢? & pari e quindi che anche ¢ & pari. Ma se p e ¢ sono entrambi pari non sono primi tra
loro come avevamo supposto all’inizio e questo porta ad una contraddizione .

Esercizio
Verificare che I'insieme Q dei numeri razionali non ha la proprieta di completezza. In particolare verificare
che i due sottoinsiemi di Q:

A={reQ;r>0,r*<2}

B={s€Q; s>0, s*>2}

sono separati, ma non esiste in @ nessun elemento di separazione.
(Suggerimento. Verificare che se esistesse tale elemento di separazione ¢ € Q dovrebbe essere ¢ = 2 )

1.8 Estremo superiore ed estremo inferiore di un insieme

Fondamentale in tutto il corso di Analisi I saranno i concetti di estremo superiore ed estremo inferiore di
un insieme. Cominciamo col dare alcune definizioni preliminari.

Definizione 1.1 (Definizione di massimo e minimo elemento di un insieme)
Diremo che m € R ¢ il massimo di un insieme A se

meA e a<m VacA.
Diremo similmente che m' € R ¢ il minimo di un insieme A se
meAd e m<aVacA.
Useremo rispettivammente le notazioni
max A e min A

per indicare il massimo e il minimo elemento di A, quando questi numeri esistono.
Da notare il fatto, come vedremo con semplici esempi, che un insieme A pud non avere massimo o minimo
0 né massimo e né minimo. Ad esempio:

i) se A=(0,1) ={z € R ;0 < z < 1}, A non ha né massimo né minimo;

11



ii) se
n
A= ——:neN
n+1
allora m = % ¢ il minimo di A, mentre A non ha massimo (verificare queste affermazioni per esercizio);

iii) infine se A = [-1,1] = {x € R ; —1 < z < 1}, allora A ha massimo e minimo e —1 = min A,
1 = max A.

Definizione 1.2 (Definizione di maggiorante e di minorante)
Diremo che un numero b € R é un maggiorante di A se

a<b VacA.

Analogamente diremo che un numero d € R é un minorante di A se
d<a VaecA.

Se esiste almeno un maggiorante di A, diremo che A ¢ superiormente limitato, mentre se esiste almeno
un minorante di A, diremo che A ¢ inferiormente limitato.

NOTA BENE E interessante notare che, se le proprieta ora definite vengono espresse mediante i quan-
tificatori matematici V ed 3, allora la negazione di tali proprieta si puo esprimere scambiando formalmente
i due quatificatori. Infatti

e A ¢ superiormente limitato se dbe R talecheVae A a<hb.

e A non ¢ superiormente limitato se Vb€ R Ja € A con a > b.
Analogamente

e b€ R ¢ un maggiorante di Ase Vae A a<b.

e b € R non & un maggiorante di A se 3a € A con a > b.

Alcuni esempi

1. Verificare che l'insieme
z+1
A={ 25 aer
z2+x+3
€ superiormente limitato .
Osserviamo che dalla definizione si ha che 'insieme A ¢ superiormente limitato se 3b € R tale che

1
_ Ly veeRr
2+x+3

Osserviamo preliminarmente che, siccome per x = 0 la frazione considerata assume il valore 1/3, se un

b con le proprieta richieste esiste deve essere b > 1/3. Risulta, essendo 22 + 2 +3 >0 Vz € R:

1
ﬁgb@xﬂgbx2+bx+3b@bx2+(b—1)x+3b—1zo

Pertanto la diseguaglianza di partenza ¢ vera Vo € R se e solo se A(b) = (b—1)2 —4b(3b—1) <0.
Ossia se e solo se 1152 — 2b—1 > 0 e questo vele se e solo se

14+2v3

b2bo=—7

Allora b ¢ maggiorante I'insieme A se e solo se b > bs.

12



2. Verificare che l'insieme

B:{2\/z2+zfo:; r €R, IZO}

non e superiormente limitato.
Sia b € R un numero positivo, allora

WVt tr—r>be 2Vl tr>a+b
4@ +r)>2®+22b+ 0 &322 +22-b)x -2 >0
Il delta dell’ultimo polinomio di secondo grado & dato da :
A(b) =4(2-b)2+12b* >0
Pertanto, qualunque sia b > 0, la diseguaglianza
2vVal4+x—x >0

¢ verificata V & € R con
—2(2—=0b)+ /A(b)
6
Ne deriva quindi che B non e superiormente limitato .
Da notare che un modo, forse piu semplice, per ottenere lo stesso risultato poteva essere quello di
notare che:

xr >

2Vl +r—xz>2Val —x =2V >0.

3. Dire se l'insieme:
x
C:{;xER J:;él}
r—1
¢ limitato inferiormente.

Proviamo a verificare che C non & limitato inferiormente, ossia proviamo a verificare che Vd € R la

diseguaglianza
x
<d

r—1

ha almeno una soluzione. Possiamo supporre che sia d < 0, allora risulta:

—d d 1—-d d
cgo t-dztd o (-dz+d
x—1 r—1 r—1
Osserviamo ora che il numeratore si annulla in
—d 1-d-1 1
1=d_ 1-d ' 1-a~!

Pertanto se d < 0, la disuguaglianza

T
r—1

< d e verificata V& € (:dd, 1) .

Pertanto C non ¢ inferiormente limitato.

4. Dire se l'insieme:
p={_*=2 . .cRw
= ; €T
22 —-2x+3
¢ limitato superiormente.

Proviamo a verificare che D non & limitato superiormente, ossia proviamo a verificare che Vb € R la
diseguaglianza
r—2 -
2 —-2x+3
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ha almeno una soluzione. Possiamo supporre che sia b > 0. Risulta:

r—2

— = >bebr?—2br+3b—x+2=0b2>—(2b+ 1)z +3b+2<0
2 —-2x+3

Ora questa ultima disequazione ha almeno una soluzione se e solo se
Ab) = (2b+1)> —4b(3b+2) =4b> +4b+1— 120> —8b=—(8b* +4b—1) >0
Ora il polinomio di secondo grado trovato ha come radici:

—2—4+8 —-1-+/3 —1++3
- 8 =T ¢hEg

by

e quindi A(b) > 0 se e solo se

-1-v3 -1+3
e (SR 0E)

Ne deriva, in particolare, che se b > _1%‘/5, la diseguaglianza

T —2

—— >b
2 —2x+3

non ha soluzioni e quindi
T —2

22 —-2x+3
e quindi b & un maggiorante di D e D e superiormente limitato.

<b VreR

5. Verificare che l'insieme

E:{\/:c2+;z:fx; x €R, 3720}

¢ superiormente limitato.
Sia b € R un numero positivo, allora

Vi+zr—z<bevVvi+z<z+b

@xz—l—x§x2+2mb+b2©(l—2b)x§b2

Siccome per b = 1/2 la diseguaglianza si riduce all’identita 0 < 1/4, si ottiene che b = 1/2 & un
maggiorante dell’insieme E. Si pud vedere anche facilmente ( farlo per esercizio) che 1/2 & il piu
piccolo dei maggioranti.

Vale il seguente

Teorema 1.2 Se A C R ¢é un insieme superiormente limitato, allora l'insieme B dei maggioranti di A ha
un elemento minimo.

Tale elemento minimo verra indicato col simbolo sup A e chiamato I’estremo superiore di A.
Dimostrazione. La coppia di insiemi A e B @& separata, infatti se a € A e b € B si ha che a < b (
essendo b un maggiorante di A ). Allora per la proprieta di completezza di R, esiste ¢ € R tale che

i)a<c Va€eA,

i) c<b Vbe B.

14



La i) dice che ¢ & un maggiorante di A e quindi ¢ € B, la ii) dice che ¢ = min B. q.e.d.
L’estremo superiore € caratterizzato dalle seguenti proprieta.

Proprieta caratteristiche dell’estremo superiore

Sia ¢ € R, allora ¢ = sup A se e solo se:
i)a<c VaeA;
i) VeeR,e>0,da€ Acona>c—e.
Consideriamo ora qualche esempio .

1. Sia

Verificare che sup A = 2.
i) La prima verifica da fare & vedere se

2n2 — 1
s ontl <2 VneN.
n?+1

Risulta
2n? —n+1

n?+1
Pertanto la diseguaglianza considerata vale V n € N.
ii) Si tratta di verificare che, se € € R, € > 0, allora la diseguaglianza ( nella variabile n € A)

<2e2n’—n+1<2n’+2en>-1

2n? —n+1

>2—¢
n?+1
ammette almeno una soluzione. Risulta

2n%2 —n+1

>2—co2n’—n+1>2n2+2—en’P—ceen’—n+e—1>0
nZ+1

Ora il delta dell’ultimo polinomio di secondo grado ¢ dato da
Ale)=1—4e(e-1)
Pertanto, supposto € < 1, risulta A(g) > 0 e quindi la diseguaglianza di partenza ¢ vera V n € N/, con

1+ /A(e)
2¢

rz+1
A={2T"  2eR
{:f:2+1 e }

Dire se A & limitato superiormente e, in caso affermativo, calcolare sup A.
Ricordiamo che b € R & un maggiorante dell’insieme A se

n >

r+1
2 +1

<bVzeR

Studiamo ora questa diseguaglianza osservando che possiamo supporre b > 0 ( in effetti se poniamo
x = 0, otteniamo che deve essere 1 < b ). Ora

rz+1

x2+1§b@bx2—x+b—120
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Ricordiamo ora che 'ultima diseguaglianza e vera V x € R se e solo se

A(b)=1—-4b(b—1)<0 ossia 4b> —4b—1>0

be (—oo,l_\/ﬂu

Pertanto deve essere

2 2

143
+\f’+oo>

Ricordando che b > 1, si ricava che b € un maggiorante di A se e solo se

1432
+f,+oo>

be

2

Allora, ricordando che sup A ¢ il piu piccolo dei maggioranti di A, si ha

1++42

sup A = 5

1+v2
2

1+v2
2

Verifichiamo per concludere che ¢ anche il massimo di A, facendo vedere che € A, ossia

che I'equazione
r+1  1+V2
r2+1 2

ammette almeno una suluzione. Infatti risulta

v+l 1+v2
22+1 2

S2r4+1)=1+V2)@?+1) e (1+vV2)2?—22+V2-1=0

Infine, essendo

%:1—(@—1)(\6“):0,

otteniamo che ’equazione considerata ammette I'unica soluzione

1
14+v2

T = =v2-1

In maniera simile alla dimostrazione del Teorema 1.2, si puo dimostrare il seguente:

Teorema 1.3 Se A C R ¢ un insieme inferiormente limitato, allora l'insieme dei minoranti di A ha un
massimo.

Il massimo dei minoranti di A verra indicato con inf A e chiamato ’estremo inferiore di A.
L’estremo inferiore € caratterizzato dalle seguenti proprieta:

Proprieta caratteristiche dell’estremo inferiore

Sia d € R, allora d = inf A se e solo se:
ei)d<a VacA

eii)VeeR, e>0,3acAcona<d+e.

16



1.9 Alcuni esercizi sull’estremo superiore e sull’estremo inferiore

1. Sia .
n —+

A={——n-=—:neN; .

{\/n2+n K }

Verificare che inf A =1 e dire se 1 = min A.

Risulta
n+5

VnZ+n
Pertanto il numero 1 verifica la prima proprieta caratteristica dell’estremo inferiore. D’altra parte se
€ > 0, ottengo

n+5
vVn2+n

Siccome il coefficiente di n?: (1+¢)% —1 = 2¢+¢2 & positivo e A(e) > 0, ottengo che la diseguaglianza

ottenuta & verificata se
—[(1+¢)?=1)) ++/A(e)
(1+e)2-1
Pertanto 1 verifica anche la seconda proprieta caratteristica dell’estremo inferiore. Osserviamo infine
che 1 ¢ A e quindi A non ha minimo.

2. Sia 1
A:{x+ ;xE’R,x>1}

rz—1

>len?4+10n+25>n’+ne9In+25>0

<l+een?+10n+25<(1+e)?(n*+n) e [1+e)?—1n*+[(1+)? —10]n—25>0

n >

Verificare che A non e superiormente limitato, che & inferiormente limitato e inf A = 1.
Si tratta di provare che V b € R, la diseguagluianza

z+1

z—1

>b

ha sempre almeno una soluzione x > 1. Essendo

z+1
rz—1

>1 VezeR z>1,

possiamo supporre che sia b > 1 ( altrimenti, se fosse b < 1, avrei

1
x+1>12b Va>1)

Ottengo quindi

1 1-9 b
v >b<ﬁ>u>0@ (essendo z>1) (b—1)x<1+b
z—1 z—1
1+
< (essendo b >1) x<%
Notiamo infine che
14—1)_24—b—1_1+ 2 o1
b—1  b—1  b-—1
Possiamo concludere quindi che se 1 <z <1+ b_%, la diseguaglianza
1
T
z—1

¢ verificata. Infine per verificare che inf A = 1, avendo gia notato che 1 verifica la prima proprieta
caratteristica dell’estremo inferiore, basta pravare che verifica anche la seconda. Sia dunque € € R con
€ > 0, risulta allora, se x > 1:

r+1 2+¢
1 <lt+esvr+l<zr—-1l4cr—cEecr>2+ecs >

E quindi 1 verifica anche la seconda proprieta caratteristica dell’estremo inferiore.
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3. Sia

A:{\/mfn; nGN}

Calcolare sup A e inf A.
Ricordiamo che b € R & un maggiorante di A se e solo se

vVni4+n—-n<b , VneN
Essendo la differenza v/n2 + n — n sempre positiva, posso supporre b > 0. Pertanto:
\/n2+n—n§b<:>\/n2+n§n+b<:)n2+n§n2—|—2bn+b2<:)(1—2b)n§62

Siccome si richiede che la diseguaglianza sia verificata V n € N, deve essere 1 —2b < 0 ossia b > 1/2.
Se ne conclude che b € R ¢ maggiorante di A se e solo se b > 1/2. Pertanto sup A = 1/2. Da notare
che 1/2 ¢ A in quanto I'equazione in n € N:

Vit tn—n=2

non ha soluzioni.
Per quanto riguarda l'estremo inferiore dell’insieme A, possiamo osservare che d € R & minorante

dell’insieme A se e solo se
vn2+n—-n>d , VneN

Supponendo anche in questo caso d > 0, ottengo:
\/ng—i—n—nZd(:}nQ—l—nzn2+2dn+d2®(1—2d)n2d2

Deve essere allora )
d

1—-2d

Siccome si richiede che la diseguaglianza sia verificata ¥V n € N, deve essere

1-2d>0 ¢ n>

1 d?

Risolvendo 'ultima diseguaglianza si ha:

2
1> 242d—-1<
_1_2d<:>d+ d <0

Le radici del polinomio di secondo grado trovato sono d; = —1 —v/2 e dy = —1 + /2. Risulta pertanto
che d € R & un minorante se e solo se d < v/2 — 1 e quindi inf A = v/2 — 1. Da notare infine che
V2—1 € A in quanto & il valore che si ottiene dall’espressione v'n2 + n—n per n = 1. Possiamo quindi
concludere che v/2 — 1 = min A.

4. Dire se l'insieme:

A:{\/nz—f-—ﬂb—n, nGN}

é limitato superiormente e in caso affermativo calcolare sup A.

Tenendo conto che gli elementi di A sono positivi, un numero b > 0 € un maggiorante se e solo

se
Vn24+Tin—n<b VYneN

Ora

V24 Tn—n<bevn2+Tn<n+ben?+Tn<n?+2bn+b* < (7-2b)n<b?
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Ora se 7 —2b = 0, ossia se b = 7/2, la disuguaglianza diventa 0 < 49/4 e quindi b = 7/2 ¢ un
maggiorante. Infine se b < 7/2, allora 7—2b > 0 e quindi la disuguaglianza di partenza ¢ verificata se
e solo se
b2
7—2b

e quindi non & verificata per ogni n € N. Pertanto sup A = 7/2. Osserviamo infine che 7/2 & A, infatti

n <

7 49 49
\/n2+7n—n:§©n2+7n:n2+7n+Z®O:Z

Pertanto 'insieme A non ha massimo.
. Sia )
> +x—1

Calcolare sup A e inf A.
Verifichiamo che sup A = 400, ossia che 'insieme A non & superiormente limitato. Infatti sia b € R
un numero con b > 1, allora:

2 +z—1

S >be P tr-1>ba’ -2bz+be (b—-1)2” - (2b+ Do +b+1<0
¢ —2x+1

Siccome A(b) = (2b+1)2 —4(b—1)(b+1) = 4b> +4b+ 1 —4b*> +4 = 4b+ 5 > 0 risulta che la
diseguaglianza considerata & verificata se

6:<21)+1—-~/A(b) 2b+1+4/Aaa>

2ob—1)  2(b—1)

D’altra parte d € R, d < 0 ¢ un minorante I'insieme A se e solo se

224z —1
- 0>
FOR Y >d Ve eR, z#1
Risulta
22 +r—1 9 ) )
- >der+tr—-1>dx —2dz+de(1-d)ze+(1+2d)z—(1+d) >0
¢ —2x+1

Siccome A(d) = (1+2d)? —4(1+d)(1—d) = 5+4d, la diseguaglianza considerata vale per ogni x # 1
se e solo se A(d) < 0 ossia se e solo se d < —5/4. Possiamo quindi concludere che

. 5
1anf71

Da notare che —5/4 ¢ anche il minimo elemento dell’insieme A.

. Sia

A={Vz2+z+2—-2—-1, z € R}

Verificare che inf A = —1/2. Verifichiamo che —1/2 verifica le proprietd caratteristiche dell’estremo
inferiore, ossia che:

a)
1
\/x2+x+27xflzf§Vx€R

b) Ve eR, e >0, 3z € R con

1
\/x2+x+2—x—1<—§—|—6
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Risulta

1 1 1
\/x2+x+2—x—1z—5@\/x2+x+22x+1—§:x+—

2

Osserviamo infine che se z + 1/2 < 0 la diseguaglianza precedente é verificata, mentre se  + 1/2 > 0,
risulta

] =

1 1
\/m2+$+2296—1—54:)9:2—1—334—22302—1—:5—&—1@22

Pertanto la a) é verificata.

D’altra parte:
1 1
\/332+JU+2—JC—1<—§+6®\/x2+x+2<x+§+6

Deve quindi essere = + % +¢e >0, ossia x > —% — € e in questo caso risulta, elevando al quadrato:

1 1
\/x2+x+2—x—l<—§—|—6(:)x2—|—x—|—2<x2—|—1+82+x++25$+6®

7
<:>2sx>i—5—52

Quindi I'ultima diseguaglianza é equivalente a

Pertanto é verificata anche la proprieta b) e —1/2 = inf A.

. Sia 3
A{(jjUT rz €R, 1:7&1}

Calcolare inf A e sup A.
Essendo l'estremo inferiore il piti grande dei minoranti, cerchiamo di determinare 'insieme dei mino-
ranti. Dalla definizione un numero d € R é un minorante se e solo se:

r+3

—_— >
(x—l)Q*d VeeR, #1

Siccome la frazione da studiare assume valori anche negativi, possiamo supporre che sia d < 0. Si

ottiene:
T+ 3

(x—1)?

Affinché V'ultima diseguaglianza sia vera per ogni = # 1, deve essere A(d) < 0 ossia

>deor+3>da?—22+1) e —de* +(2d+ 1)z +3-d>0

Ald)=(2d+1)2+4d(3—d)=4d* +4d+1+12d—4d*> =16d + 1

Pertanto A(d) < 0 < d < —1/16. Ne segue che —1/16 é I'estremo inferiore dell’insieme A. Osserviamo
che —1/16 € A in quanto si ottiene dalla frazione considerata per z = —7, pertanto —1/16 = min A.
D’altra parte I'insieme A non ¢ superiormente limitato. Infatti se b € R é un numero positivo, risulta:

3
ﬁ b r+35ba?—2z41) b’ — (2b+ De+b—3<0
Affinché 'ultima diseguaglianza ammetta almeno una soluzione deve essere A(b) > 0 ed essendo

Ab)=(2b+ 1) —4b(b—3) =4b> +4b+1+12b—4b*> =16b+ 1

risulta A(b) > 0 e la diseguaglianza iniziale é verificata solo se

2b+1—-+16b+1 < 2b+1++v160+1
2b 2b
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1.10 Esercizi proposti

1.

Sia
A={\/n2+3-n; neN}

Verificare che inf A =0e sup A =max 4 = 1.

. Sia

A={Vn?+2n—n; neN}

Dire se A ¢ limitato superiormente e, in caso affermativo, calcolare il sup A.

Sia
A:{\/n+4—\/n+1 ; nEN}
Verificare che inf A = 0.

Sia

A:{\/M—n; nEN}

Calcolare sup A e inf A e dire se sono massimo e minimo di A.

3z —1
A= ———
{x2+x+3’ xER}

¢ limitato superiormente e in caso affermativo calcolare sup A.

Dire se I'insieme

(La soluzione si trova alla fine del capitolo).

1.11 Alcuni complementi

Useremo in questo paragrafo le proprieta caratteristiche dell’estremo superiore ed inferiore per ot-

tenere alcune proprieta dei numeri che, qualche volta, useremo nel seguito.

a)

Proprieta archimedea dei numeri reali
Siano a,b due numeri reali positivi, allora esiste n € A tale che na > b.

Dimostrazione Supponiamo, ragionando per assurdo, che esistano due numeri reali positivi a, b tali
che na <b Vn € N. Allora 'insieme

A={na; neN}
sarebbe limitato superiormente. Indichiamo con ¢ = sup A e ricordiamo che:

i) na<c VnenN;
ii) VeeRcone>0 IneN conna>c—e.

Applicando infine la seconda proprieta con € = a, si otterrebbe un naturale n con na > ¢ — a e quindi
(n+4 1)a > ¢ e questo ¢ in contrasto con la prima proprietd caratteristica dell’estremo superiore in
quanto (n+1)a € A.

Se A C N & diverso dal vuoto, allora A ha un elemento minimo.

Dimostrazione Esercizio (Basta dimostrare che m = inf A € A).
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¢) Q & densoin R, ossia Va,be R cona <b,Ir € Q con a <r <b.

Dimostrazione Possiamo supporre 0 < a < b. Per la proprietd archimedea dei numeri, esiste n € A/
con n (b—a) > 1. Indichiamo ora con

A={keN; k
n

> b)
Sempre per la proprietd archimedea A # . Sia m = min A. Essendo

1
—<b—a<b
n

risulta m > 2 ed inoltre * > b e mT_l <bpercheme Aem—1¢ A. D’altra parte
m—1 m 1

- - n> (b—a)=a

Pertanto il numero razionale r = T"T_l gode della proprieta richiesta, ossia a < r < b.

1.12 Principio di Induzione

Concludiamo questo primo capitolo sui numeri reali, parlando di una proprieta del sottoinsieme di R
costituito dall’insieme dei numeri naturali A. Tale proprieta, nota col nome di principio di induzione, &
la seguente :

Principio di Induzione Sia A C N un insieme tale che:
i)yleA,
ii)sencA = n+lecA,

Allora A =N .

Tale principio viene spesso usato per dimostrare che una data proposizione relativa al numero naturale
n & vera per ogni numero naturale. Infatti, se indichiamo con P(n) una proposizione relativa ad n, se
riusciamo a verificare che:

i) P(1) & vera ,
ii) se P(n) & vera allora anche P(n + 1) & vera ,

Allora ne deriva che P(n) & veraV n € N.
La proprieta ii) viene comunemente chiamata proprieta induttiva.
La conclusione che P(n) & vera V n € N si ottiene osservando che, posto

A={neN ;P(n) & vera},
A verifica le ipotesi del principio di induzione e quindi A = N.

Da notare che, se P(n) verifica la proprieta ii) e la i) viene sostituita da
1) P(ng) € vera ( dove ny € un dato numero naturale ) ,

allora si ottiene che P(n) & vera ¥V n > ny.

Consideriamo ora alcuni esempi.
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1. Verificare che V n € N/, vale la formula :

1

i) se n = 1, a primo membro della formula ho 1 e a secondo membro ho 1—22 = 1. Pertanto
I'uguaglianza vale.

ii) Supponiamo ora che la formula sia valida per un dato numero naturale n. Ottengo
142+ +n+n+1)=0+2+---+n)+(n+1)=

_n(n+1) _ (n+1)(n+2)
_T—F(n_'_l)_f .

Ossia la validita della formula per n + 1.
2. Verificare che se a € R a # 1, vale la formula:
1 _ ,n+1
l4a+a+a®+ - +a"=—"—
1—-a
i) Se n =1, a primo membro ho 1 + a e a secondo membro

2

=1
1—a ta

e quindi la formula vale,
ii) Supponiamo ora che la formula valga per un dato numero naturale n. Ottengo:
1— an-{-l

+a7z+1 _
l1—a

1_~_a+a2_~_a3+_“_’_an+an+1:

1— an+1 + anJrl _ an+2 1— an+2

1—a l1—a

Ottengo quindi la validita della formula per n + 1.

3. Verificare che V n € N, vale la formula :

n

1422+ 4n? G

2n+1)(n+1).

i) se n = 1, a primo membro della formula ho 1 e a secondo membro ho % -3-2 = 1. Pertanto
l'uguaglianza vale.

ii) Supponiamo ora che la formula sia valida per un dato numero naturale n. Ottengo
1+22 4+ 4+ (n+ 1) =1+22+--+n°)+ (n+1)° =

n+1

1
nt (@204 6n+6) = "= 20+ 3)(n+2).

6

n
6
Ossia la validita della formula per n + 1.

2n+Dn+1)+n+1)*=

4. Diseguaglianza di Bernoulli . Vx € R, z > —1 eV n € N, vale la diseguaglianza:
I+z)">14+nx.

i) Se n =1, ottengo 1 + > 1+ x . Pertanto in questo caso la diseguaglianza ¢ vera (si riduce a
una uguaglianza ),

23



ii) Supponiamo ora che la diseguaglianza sia valida per un dato numero naturale n, allora ottengo:
I+z)"=0+2)"(1+2)>A+nz)(l+2)=
=l+(m+Dz+nz?>1+n+1)x.
Ottengo quindi che vale la diseguaglianza anche per n + 1.
5. Verificare che V n > 4 vale la diseguaglianza 2" > n?2.

i) Se n =4, ottengo
2' =16 = 4?

e quindi, in questo caso vale il segno di uguale,

ii) Supponiamo ora cha la diseguaglianza sia vera per un dato numero naturale n > 4. Ottengo
2"t =2.2" >2.p?

Se ora fosse 2n% > (n + 1)2, potrei concludere che 21 > (n + 1)2 e quindi ottenere la dis-
eguaglianza cercata per n + 1. D’altra parte

22> n+ 1) e2n’>n’+2n+l1s
®n2—2n—120®n21+\/§©n23.

6. Binomio di Newton Sen € N ek € Z con 0 < k < n, indichiamo con

dove usiamo la convenzione che 0! =1 e se n > 1 indichiamo con n! =1-2-3---n. Il numero n! vine
chiamato n fattoriale .

I numeri Z ( si legge n sopra k ) vengono chiamati i coefficienti binomiali . Da notare che

risulta:

<Z>_n(n—1)--k-:!(n—k‘+l)

I coefficienti binomiali hanno le seguenti proprieta :
i)
no\ n
E) \n—-k )"’
n n [ n+1
() 0t) =)

Verifichiamo, per esempio, che vale la ii).

(Z)*( o ) :n(n—l)-~é!(n—k+l)+n(n—12};_-(;z)!—k+2)

ii) Se k> 1

nn—1)-(n—k+2) [n—k+1 _(n+)nn—-1)---(n—k+2) [ n+1
(k—1)! [ k +1] k! ( k >

Vale la seguente formula

Formula del binomio di Newton. Se a,b € R

(a—&—b)":i( Z) ab o

k=0
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Dimostrazione (Viene riportata solo per completezza, ma non é stata svolta a lezione)
Se n =1, la formula & vera. Supponiamo quindi che la formula sia vera per un dato numero naturale
n e dimostriamola per n + 1. Risulta :

(a+b)" M =(a+b)(a+b)"=a(a+b)" +bla+b)"

Usando quindi I'ipotesi induttiva, possiamo scrivere:

(a+b)"*! =aZ< Z )akbn_k+bz< Z )akb”_k:
k=0

k=0

_ Z( Z )ak+lbnk +Z< Z )akank
k=0 k=0

Ponendo ora h = k + 1 nella prima somma e h = k nella seconda, ottengo :

n+1 n
(a+ b)n+1 — Z ( L ﬁ ) ) ahbn+1—h + Z ( Z ) ahbn—i-l—h —
h=0

h=1

:an+1+z |:( hil >+ < Z )] ahbn+17h+bn+l
h=1

Ricordando infine la proprieta ii) dei coefficienti binimiali, si ottiene

n+l _ n+l - n+ 1 hin+1—h n+1l _ &= n—+ 1 hin+1—h
(a+bo)" ="+ Z L a”b +a" = Z b a"b
h=1 h=0

La dimostrazione ¢ dunque completata.

Da notare che usando la proprietd ii) , si pud scrivere rapidammente la seguente tabella dei coefficienti
binomiali nota col nome di Triangolo di Tartaglia.

n=1 11

n=2 121

n=3 1331

n=4 14641

n=>5 15101051

n==~6 1615201561
n="7T 172135352171
n=2~8 182856 70562881

Da notare che dalla formula del binimio con @ = b = 1, si ottiene:

(1)

k=0

1.13 Risoluzione degli esercizi proposti nel Capitolo 1

A:{IER;HSB}
z+1

1.3-1 Determinare:
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r—3 r—3—-3xr—3 —2x—06 r+3
<3 ——————— <0 ——<0&
z+1 r+1 r+1 r+1

AV
o

Pertanto
A= (—00,-3|U(-1,40)={zeR; 2<-3}U{zeR;z>—-1}.

1.3-ii Determinare:

1
B = xER;x+6>x+
r+2 x-3
x—|—6>x+1@x2+6x—3x—18—x2—m—2x—2>0© 20 <0
xr+2° -3 (x +2)(z —3) (x 4+ 2)(z —3)

Pertanto B = (-2, 3).

1.3-iii Determinare:

T —

2
C:{weR;x +22>x—1}

z2 42 224+2—x24+zr+2x-2 3z
>r—1& >0¢&
xr — 2 r— 2 T —

Ne deriva quindi che C' = (—00,0) U (2. + 00).

Delper TF3 .22 o1
r—1 xr—2

1.3-iv Determinare:

r+3 z+2 (z+3)(z—2)+(z+2)(xz—1)—2(x—1)(z—2)
x—1+x—2§2® (z—=1)(z—-2)

Sviluppando il numeratore, si ottiene:

<0

22 —2x+3r -6+ —x+22—-2—-222+4x+2x—4=8x—12

Pertanto: +3 49 5 3
x x T —
— <2 — <0
=1 22" T G-D@=2 "

Studiando separatamente il segno di numeratore e denominatore, risulta:

____,+++++++ Numeratore

[S][90)

+ 4+ 4+ - = = - - — = — — + + + Denominatore

Possiamo quindi concludere che
D = (—00,1)U[3/2,2)

1.3-v Determinare 'insieme

-1 4

r+2 " -3
Risulta:

r—1 _z+4 22-3x—2+3—(22+4z+22+38) 2z +1
< & <0 —m———+ 2>
x+2 " x-3 (x+2)(z-3) - (x4+2)(x-3) ~
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Studiando separatamente il segno di numeratore e denominatore, risulta:

ffff;r++++++ Numeratore
)
+++ - - - — — — — — — + + + Denominatore
_9 3

Pertanto

E= (—2,—;] U (3, +o0)

1.6-1) Determinare:

A{zGR; x+1 S?:E?)}

r—2 T+ 2
x+1 < 2x73¢> +1D(z+2)—(22—3)(z—2) <0
r—27 z+2 (x —2)(x+2)

Sviluppando il numeratore, ottengo:
P 42r+2+2-222 440 +32—-6=—2>+10x—4

Le radici del polinomio di secondo grado che sta al numeratore sono
1 =5—-—v21l e x9==5+ V21

Ne deriva quindi che

A= (—00,-2)U {57\/5,2) U [5+\/ﬁ,+oo)

1.6-ii) Determinare:
B= {xER; Vie+1)(2-1) Sw—l}

Osserviamo che deve essere (z+1)(2—x) > 0, affiche la radice abbia senso e quindi = € [—1, 2]. Inoltre
se x —1 < 0, ossia se x < 1, la disuguaaglianza non & verificata. D’altra parte se x —1 > 0, ossia x > 1,
allora la disuguaglianza da studiare & equivalente a quella che si ottiene elevando al quadrato entrambi
i membri. Si ottiene quindi se x > 1:

(z+1)2-—2)<z—-1e2x—2?+2-2<2? - 2x+1e222-32-1>0
Le due radici dell’ultimo polinomio di secondo grado sono

3V 34T

Tl T2

4 4
Se ne conclude che
5o 3+\/17’2]
4
1.6-iii) Determinare:
2 1
C:{xER;W22x+1}
r—3
2 2 9.2 - 2 _ _
T +z+122x+1®z +r+1—2x2°+6x x+320¢>x 6x 4S0
r—3 r—3 r—3

Ora il polinomio di secondo grado che sta a numeratore ha le due radici:x; =3 —v13 e z2 = 3+ V13.
Possiamo quindi concludere che

c= (—00,3—@] U (3,3+\/ﬁ}
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1.6-iv)Determinare:

D{xen; mg“i”}

2

Osserviamo che deve essere (x + 2)(z — 1) > 0, affiche la radice abbia senso e quindi z € (—oo0, —2] U
[1,400). Inoltre se z + 3 < 0, ossia se < —3, la disuguaaglianza non & verificata. D’altra parte
se ¢+ 3 > 0, ossia x > —3, allora la disuguaglianza da studiare & equivalente a quella che si ottiene
elevando al quadrato entrambi i membri. Si ottiene allora se x > —3:

T+ 3

(z+2)(x—1) < 4@ —r+2r-2)<2?+62+9e 322 -22-17<0

Le due radici dell’ultimo polinomio di secondo grado sono

1-4/52 . _1+4/52
= ==

ll—@, _2] |

1 €2

Se ne conclude che

1 14+ /52
’ 3

D =
3

1.10-1) Sia

A={Vn?’+3—n;neN}
Verificare che inf A =0e sup A =max 4 = 1.
Risulta ovviamente

n2+3-n>0 VneN.

D’altra parte, se € > 0, si ha
3—¢2
2¢

e quindi 0 = inf A. Osseviamo infine che 1 € A (si ottiene dalla formula per n = 1) ed inoltre

n2+3-n<ecVn2+3<nteon?+3<n®+2ne+elen>

n2+3-n<leyVvn2+3<n+len’+3<n’+2n+len>1.
Pertanto 1 = max A = sup A.
1.10-2) Sia

A={vn2+2n—n; neN}

Dire se A e limitato superiormente e, in caso affermativo, calcolare il sup A.
Un numero b € R ¢ un maggiorante di A se e solo se risulta

Vn24+2n—n<b Vne~MN.

D’altra parte, supponendo b > 0, si ha

Vn242n—n<bes Vvn2+2n<n+be
enit2n<n?L2nb+b* o 2(b-1)n+b*>0

Siccome si richiede che le diseguaglianze siano vere V n € N, il coefficiente di n nell’ultima deve essere
maggiore o uguale a zero, ossia deve essere b > 1. Pertanto b = 1 ¢ il pili piccolo dei maggioranti e
quindi sup A = 1. Verifichiamo, per completezza, se risulta anche 1 = max A. Ovviamente questo &
vero se e solo se 1 € A. Vediamo dunque se I’equazione

vVn2+2n—-n=1

ha una soluzione o no. Risulta
Vn242n—n=1lavn2+2n=n+len?+2n=n’+2n+1<0=1

Allora 1 ¢ A e pertanto l'insieme A non ha massimo.
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1.10-3) Sia
A={Vn+4—-Vn+1; neN}

Verificare che inf A = 0.
Ovviamente risulta:

Vn+4—vVn+1>0 VnenN.

D’altra parte se € > 0, ottengo:

vn+d—vn+l<esvnt+d<e+vn+1lées

son+d<e?+2evn+l4+4n+1e3-c2<2evn+1

Osserviamo ora che, se 3 —e2 < 0, allora I'ultima diseguaglianza ottenuta & verificata V n € A/; mentre
se 3 — &2 > 0, ottengo che:

By

3—e?<2¢ n+1<:>(3—52)2<452(n+1)<:>n> 1=

In ogni caso quindi, la diseguaglianza iniziale ammette soluzioni. Pertanto 0 = inf A.

1.10-4) Sia

A:{m—n; ne./\/}

Calcolare sup A e inf A e dire se sono massimo e minimo di A.
Un numero b € R & un maggiorante di A se e solo se risulta

vVn24+n+1l—-n<bVneN.

D’altra parte, possiamo supporre b > 0, in quanto se b < 0 la diseguaglianza e verificata essendo il
primo membro positivo. Risulta dunque:

vVn24n+l-n<bevn2i4+n+1<n+bdbe

en’4nt+l1<n?+2nb+0? < (2b—1)n>1— b

Siccome si richiede che le diseguaglianze siano vere V n € N, il coefficiente di n nell’ultima deve essere
positivo e quindi il numero b € R € maggiorante se e solo se

2

— >
20—1>0 e n= g VnenN
Ne deriva quindi che deve essere:
1—b2
2b—1 1>
ez

ossia 1
b>3 e b +2b—2>0
In conclusione quindi b € R & maggiorante se e solo se b > /3 — 1. Pertanto /3 — 1 = sup A. Siccome

poi V3-1¢€ A, risulta pure V3 —1=maxA.
D’altra parte d € R € minorante A se e solo se:

vVni4n+l—-n>d YneN.

Supponendo anche in questo caso d > 0, otteniamo:

vVni4n+l-n>devVnidn+l>nt+de

@nz—l—n—&-l2n2+2nd+d2©(2d—l)n§1—d2
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Siccome si richiede che le diseguaglianze siano vere V n € N, il coefficiente di n nell’ultima deve essere
minore o uguale a zero e quindi il numero d € R & minorante se e solo se

2d—1<0 ossia d<

N =

Allora risulta inf A = % Da notare infine che % ¢ A e quindi non & il minimo di A.

3z —1
A= ———
{x2+x+3’ :CER}

¢ limitato superiormente e in caso affermativo calcolare sup A.

1.10-5) Dire se I'insieme

Un numero positivo b € R ¢ un maggiorante dell’insieme A se e solo se

-1
vl oy veemw
zé+x+3

Risulta dunque:

-1
2?“”7 <be=s32-1<ba?+z+3) b2+ (b-3)z+3b+1>0
¢ +xT+3
Ora quest’ultima diseguaglianza & verificate per ogni z € R se e solo se b > 0 e A(b) = (b — 3)? —
4b(3b + 1) < 0. Risulta: A(b) = > —6b+9 — 126> —4b = —(110%> + 10b — 9) < 0. Pertanto
AlD) <011 b2 4+ 10b — 9 > 0. Le redici dell’ultimo polinomio di swecondo grado sono:

-5 —+/25+99 -5+ v124
bh=—"-—"—"#¥¢€by=——
11 11

Ne deriva quindi che b & maggiorante se e solo se b > by. Pertanto by il piti piccolo dei maggioranti
ossia l’estremo superiore di A. Da notare che by anche il massimo elemento di A in quanto by € A

avendo 'equazione
3zr—1 b
2 +r+3

una soluzione ( e una sola).
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2 FUNZIONI

In questo secondo capitolo viene introdotto il concetto di funzione e vengono illustrate alcune proprieta
generali delle funzioni che saranno usate nel seguito.

2.1 Definizione di funzione e proprieta generali

Siano A, B C R, chiameremo f una funzione da A in B ed useremo la notazione:
f:A—B

una legge che ad ogni elemento z € A associa un ben determinato elemento di B che indicheremo con f(x).

Nei casi che consideremo in questo corso, la legge che definisce una funzione sara di solito espressa da
una formula matematica.

L’insieme A dove la funzione f ¢ definta (ossia 'insieme dei numeri reali per cui le lagge ha senso) viene
chiamato I’insieme di definizione o il dominio di f ed indicato a volte con D(f).

L’insieme

R(f)={yeR, Jx € Acon f(x) =y}

viene chiamato I’insieme dei valori o il codominio di f.

Se f: A — B ¢ una funzione chiameremo grafico della funzione f l'insieme:

graf f={(z,y); x € D(f), y= f(2)} ={(z, f(2)); v € D(f)}
Nel seguito, useremo pure le notazioni:

Se X CA
f(X)={f(z), ve X} ={y e B; Jz € X con f(z) =y}

SeY CB
[7'Y)={z€A; f(z)eY}

Consideriamo ora alcuni esempi.

a) Sia f : R — R la funzione definita da f(z) = ma 4+ ¢ (con m,q € R numeri fissati). Il grafico di f
(polinomio in z di primo grado) é una retta.
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b) SiaA={ze€R; x#0} esia f : A— R la funzione definita da

fz) = =

T

Il grafico di f & dato dalla seguente figura (iperbole equilatera):

\,
x

c) Sia f : R — R la funzione definita da f(x) = z2. Il grafico di f & dato dalla seguente figura (parabola):

d) Sia f : R — R la funzione definita da f(x) = 23. Il grafico di f ¢ dato dalla seguente figura:

A
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e) Sia f: [-1,1] — R la funzione definita da f(z) = /1 — 22. E interessante notare che il grafico di f &
la semisfera superiore di centro l'origine e raggio 1.

Sia f : A — B una data funzione. Diremo che
i) f ¢ iniettiva se
r1,02 €A, 11 Fas = f(w1) # f(22)
o equivalentemente
f(x1) = f(x2) = o1 =22 ;

ii) f e suriettiva (su B) se f(A) = B ossia se

VyeB dJaxz€A con flzx)=1y;

iii) f & biettiva se f ¢ iniettiva e suriettiva (f in tal caso € anche chiamata una corrispondenza biuni-
vocatra Ae B )

iv) f & strettamente crescente se
1,22 €A 11 <22 = f(11) < f(m2) ;

f & crescente se
1,82 €A 11 <z = f(x1) < f(22) ;

v) f ¢ strettamente decrescente se
1,82 €A 11 <z = f(21) > f(22) ;

f & descrescente se
1,22 €A x < xo = f(x1) > f(22) .

Siano f : A — B e g : B — C due funzioni assegnate. Chiameremo funzione composta di f e g e la
indicheremo col simbolo g o f la funzione da A in C' definita da:

(go f)(z) =g(f(x) zeA

Infine se f : A — B e una funzione iniettiva e suriettiva, diremo anche che f ¢ invertibile e chiameremo
funzione inversa di f la funzione g : B — A definita dalla seguente legge:

sey € B, g(y) = all’unica soluzione z € A dell’equazione f(z) =y

Da notare che, dalla definizione di funzione inversa, si hanno le due seguenti identita:
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i) flgy) =y YyeB,
ii) g(f(z)) =2 VzeA

La funzione g, inversa della funzione f viene spesso indicata col simbolo f~! (che non va confuso con 1/f).

Consideriamo per concludere alcuni esempi.

1. Sia
_ 2x+1

f) =22
Verifichiamo che f & iniettiva. Infatti se x,y € A,

2 1 2 1
s = y+ =2zy+y+dx+2=2zy+z+4y+2=3z=3y=>x=y
T+ 2 Y+ 2

,reA={z eR ;x# -2}

Pertanto f & iniettiva. Calcoliamo ora insieme dei valori di f: f(A). Ricordiamo che y € f(A) &
Jxz e Acon f(x) =y. Alloray € f(A) < Tz € Acon

2 1 2y —1
s =ye22rt+l=cy+2ye 2-—yar=2y—-1cy#£2 ¢ x= J
T +2 2—y

Se ne conclude quindi che
f(A)={yeRy#2}t=8

Il grafico della funzione f & del tipo di quello rappresentato in figura:

La funzione f : A — B ¢ iniettiva e suriettiva e la sua funzione inversa g : B — A ¢ data dalla
funzione:

1
gly) = , yEB
(y) ’

Verifichiamo direttamente, per esempio, che f(g(y)) =y V y € B. Infatti :

2g()+1  2HS 41 dy—242-y 3y

k] = = — =
s +2  Zlyy  2y-1+4-2y 3 '

fg(y)) =

2. Sia 1
f(a:):x—i—; reR T ={reR; z>0}.

Verifichiamo se f ¢ iniettiva. Siano x,y € R, risulta:

1 1
x+;:y+§<:>x2y+y:xy2+m<:>xy(xfy)+y—x:()<:>(xy—l)(x—y):()
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La funzione quindi non ¢ iniettiva, infatti I'uguaglianza f(z) = f(y) non vale solo quando = = y, ma

anche quando xy = 1 ossia quando y = % Ad esempio
1 1
Q) =1) . 13)=f(3)

Calcoliamo ora 'insieme dei valori f (RJr ). Ricordiamo che
+ + 1 o
ye f(R")< xR con m+;_y

D’altra parte
1
r+-—=yearl—yr+1=0
x
11 delta del polinomio di secondo grado (in z) trovato & dato da A(y)

Pequazione considerata abbia almeno una soluzione deve essere A(y) >
e, in tal caso, le soluzioni sono

y? —4 e quindi, se vogliamo che
0, ossia y € (—o0, —2]U[2, +00)

y—Vy*—4 y+Vy?—4

T =", Tog=
! 2 ? 2
Osserviamo infine che se y < 0 le due soluzioni trovate sono negative, mentre se y > 0 sono positive.
Possiamo quindi concludere che I’equazione nella x : x + % = y ha almeno una soluzione = > 0 se e
solo se y > 2 . Ne deriva quindi che

F(RT) = [2,+00) .

Osserviamo infine che il grafico della funzione f & del tipo:

. Sia

fl@y=Va2+1l—2 z€R.

Anche in questo caso verichiamo se f € iniettiva. Risulta:

Valtl-z=vi2+1-y=Val+1-Vi2+t1l=0—y=

1+ +1-2 (@ + )P+ 1) =2’ +y° —2zy = 1+ay= V(@2 + )2 +1) >
l+2?y? 42y =2+ 22+ +1=> (2 —y)?=0=z=y

Pertanto la funzione & iniettiva.
Per calcolare I'insieme dei valori, osserviamo in primo luogo che f(z) >0 V z € R, pertanto f(R) C
RT. D’altra parte, se y € RT, risulta

1—y

Va2+l-z=yeVl+l=at+ycas+ty>0c ®+1 =2’ +2zy+1y’ cax+y>0 e o= 5
Y
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Da notare che se

1—y?
= >0
2y ©y
allora la condizione x + y > 0 & verificata, infatti:
1—y? 1+y7°
T+y= Y +y= Y >0
2y 2y

Pertanto 1’equazione considerata (vz2 4+ 1 — 2z = y) ha una soluzione V y € R™ . Allora f(R) = R™.
Da notare infine che la funzione g : R* — R definita da :
1—y?

¢ la funzione inversa di f. Verifichiamo per concludere che f(g(y)) =y Vy € Rt e che g(f(x)) =
x V x € R. Infatti risulta :

2

1—192 2 1—y
Flew) = VW) +1—gy) = ( o ) o b=

442 2y 2y 2y —Y

ey = Lo L@ 1= (VaTRI=0) 2w (VP Tog)
TN = 5@ ~ 2(VaRri-2)  2(JaRil-az)

:\/1+y4_2y2+4y2_1_y2_1+y2_1_y2

Esercizi proposti

. Sia

z+1
i) Verificare che f & iniettiva ,
ii) calcolare I'insieme dei valori ,

iii) determinare la funzione inversa.

Sia
fl@)y=z—+v22+2 z€R

i) Dire se f é iniettiva;
ii) Calcolare 'insieme dei valori di f: f(R).

Sia

i) Dire se f ¢ iniettiva;

ii) Calcolare P'insieme dei valori di f: f(R).

flz)=vVaz2+z+2—2x

Verificare che f ¢ iniettiva, calcolare 'insieme dei valori di f e scrivere la funzione inversa di f.

. Sia

(La soluzione si trova alla fine del capitolo).
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2.3 Alcune funzioni elementari

Ricorderemo in questo paragrafo la definizione e le principali proprieta di alcune funzioni elementari che
useremo di frequente nel seguito.

1. Funzione potenza con esponente naturale
La funzione f : R — R definita da
flxy=z2" neN
se viene ristretta all'insiema A = {& € R ;z > 0} & strettamente crescente e quindi iniettiva e

f + A — A & una corrispondenza biunivoca. Possiamo quindi considerare la sua funzione inversa. Tale
funzione inversa g : A — A verra indicata col simbolo

9(y) =y

e chiamata la radice n-esima di y (¥ > 0). Pertanto ¥V y > 0, {/y ¢ quell'unico numero non negativo

tale che
(V)" =y
I grafici delle due funzioni sono i seguenti :

2. Funzione potenza con esponente naturale dispari
Da notare che se n € N/ ¢ un numero dispari, allora la funzione considerata f(z) =z (f : R = R)
¢ strettamente crescente e suriettiva e quindi invertibile (senza imporre la restrizione « > 0). Per n
dispari quindi la funzione
9(y) = Wy

e definita V y € R. In questo caso, i grafici delle due funzioni sono i seguenti :

f(x) ="

n dispari g(x) = Yx
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3. Funzione esponenziale
Sia a € R con a > 1. Definiamo V n € N :

eVneN e meZ:

Si pud verificare facilmente (e lo lasciamo per esercizio) che se n,q € N e m,p € Z verificano la
relazione

m p
n q
allora :
m P
an =qd

E possibile allora definire la potenza di a con esponente razionale, ponendo V r € Q :

r m

m
a"=an se r=— con meEZ e neN
n

Ricordando che a > 1, la funzione cosi definita gode delle seguenti proprieta :
i)
a">0Vreg
i)
a">1 se r>0, a" <1 se r<0
iii)
arJrs:aras e (ar)s:ars VT7S€ Q
iv)
a” & una funzione strettamante crescente.

Verifichiamo ad esempio le proprieta iii) e iv).
Esprimendo r, s € Q come frazioni con lo stesso denominatore, ad esempio

r=2 , s=2 neN, m,pcZ
n n
risulta: -
@ = B = (V)" = (V)" (va) =
Analogamente:

P A\ P mp mp
@y = (var) = (") = ()" = o =
D’altra parte se r,s € Q e r < s, si ha:
as—aTzar(a57T—1)>O

perche a” > 0e a® " > 1essendo s —r > 0.
Possiamo infine estendere la funzione esponenziale a qualunque esponente reale, ponendo se = € R:

a®* =sup{a” ; re @, r<uz}

Ottengo cosl una funzione f : R — R™ che indicheremo con f(x) = a® e che chiameremo la funzione
esponenziale (di base a). Essa mantiene le proprieta scritte sopra per ’esponente razionale, in
particolare :

38



a®*>0VzxeR
ii)
a®*>1 se x>0, a*<1 se <0
iii)
at =a"a¥ e (a*)=ad" VYao,yeR
iv)
a® & una funzione strettamante crescente.

Si puo infine definire a® anche quando la base a € (0,1). Lo si puo fare nello stesso modo che abbiamo
seguito con a > 1 con le ovvie modifiche, oppure si puo procedere rapidamente ponendo in questo caso

e usare la definizione gia data, in quanto 1/a ¢ maggiore di 1.

11 grafico della funzione esponenziale ¢ dato dalle seguenti figure:

e IS

4. La funzione logaritmo
Abbiamo visto nell’esempio precedente che la funzione esponenziale f : R — RT definite da
f@)=a" a>0 a#1e¢&una funzione biettiva. Si pud considerare pertanto la sua funzione inversa
g : RT — R. Tale funzione inversa viene indicata col simbolo:

9(y) =log,y
(logaritmo in base a di y). Le principali proprieta del logaritmo sono le seguenti:
i)
alo8. ¥ =y Vy eRT
log, (a°) =z VaxeR
ii)
log, (yz) =log,y+1log,z Vy,z€RT
iii)

log, (y*) =zlog,y YVyeR" e Vz€R
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iv)

1
log, y = lto)ia?lj Vy,a,beRT a,b#1

a

Verifichiamo per completezza le proprieta ora enunciate.
i) Sono una conseguenza immediata del fatto che la funzione g(y) = log, y & la funzione inversa della
funzione f(z) = a®.
ii) Risulta:
alo8a (yz) — yz= alo%a ¥ glog. z — ,log, y+log, =

Allora :
log,, (y z) = log, y +log, 2

e quindi vale la ii).
iii) Esercizio.

iV) Risulta:
og, Y og, Y og log, y og 0gy 1
al ad =y = b1 bY = (al a b) b9 — al o b logy

Ne deriva quindi che
log, y = log, b log, y

Ricordiamo infine che il grafico della funzione logaritmo ¢ il seguente:

a>1 O<ax<l1

5. La funzione potenza
Fissato un numero o € R, chiameremo funzione potenza (con esponente «) la funzione

f :RT = R definita da:
f((E) — & = 10% log,o =

Il grafico della funzione potenza & dato dalle seguenti figure:
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a>1

0<a<l a <0

6. Le funzioni trigonometriche

Ricorderemo in questo paragrafo la definizione e le proprieta piu importanti delle funzioni trigono-
metriche seguendo un ragionamento puramente geometrico che non ha nessuna pretesa di essere com-
pleto.
Come unita di misura degli angoli consideremo ’angolo radiante definito come quell’angolo che,
posto al centro di una circonferenza, determina su du essa un arco la cui lunghezza & uguale al raggio
della circonferenza stessa. Da notare che, per la similitudine dei settori che intervengono, la definizione
di radiante non dipende dal raggio della circonferenza scelta come si puo vedere dalla figura seguente:

un radiante

I L

a b

Fissato ora un numero reale x, consideriamo 1’angolo al centro della circonferenza di centro l'origine e
raggio 1, che misura x radianti ( il verso positivo & quello antiorario ). Definiremo allora:

sinz =QP cosz=0Q

x radianti

0 Q 1

Ovviamente se il raggio della circonferenza che stiamo considerando non fosse 1, si avrebbe:

Alcune proprieta elementari delle funzioni ora definite sono le seguenti:
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i) (Teorema di Pitagora)
sinr+cos’z=1 VzeR
ii)

sin (x +2m) =sinx

cos(x+2m) =coszx veeR
iii)

sin(z +7) = —sinx VaoeR

cos(z+m) = —cosx
iv)

sin (z 4 §) = cosx

VezeR

cos (x + §) = —sinz
v)

sin (—x) = —sinz VaeR

cos (—x) = cosx
vi) Formula della somma per il coseno
cos(x+y) =cosz cosy —sinzx siny Vz,yeR

La prima proprieta espressa in iv) si pud verificare ragionando sulla seguente figura:

A

Q/

x radianti

1

P 0 0 1

I due triangoli OQP e OQ'P’ sono uguali e quindi P'Q’ = OQ.

Per verificare la formula della somma per il coseno, ragioneremo sulla seguente figura:

A

P

)24
C A

0] Q B 1

Supponiamo che gli angoli BOP' e P'OP misurino rispettivamente x radianti ed y radianti.
Risulta allora, ricordando che il raggio della circonferenza della figura ¢ 1, OQ = cos (z + ).
Useremo per ottenere la formula vi), I'uguaglianza: OQ = OB — QB. Nella figura, il segmento
PA ¢ ortogonale al segmento OP’, cosi che il triangolo OAP & rettangolo con angolo retto in A.
Risulta allora: AP = siny. D’altra parte, anche il triangolo ACP ¢& rettangolo con angolo retto
in C e 'angolo CPA% uguale all’angolo BOP' e quindi misura z radianti, allora:

CA=QB = AP sinz =siny sinz
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D’altra parte L
OB = QA cosx = cosy cosx

e quindi si ottiene la formula della somma.
I grafici delle funzioni seno e coseno sono i seguenti :

A
s
& 2
= >
B} s
y
s i

7. La funzione tangente
Oltre alle due funzioni seno e coseno, consideremo anche la funzione tangente definita da:

La funzione tangente & definita solamente per quei valori di x per cui cosz # 0 ossia per
T
x # ) +kn,keZ
La funzione tangente € periodica di periodo 7 ossia
tanz =tan(x+7) Vo €D

(dove abbiamo indicato con D il dominio della tangente ossia
D:{meR;x#g—i-kw, ke z))

e in ogni intervallo in cui € definita & strettamente crescente.
Il grafico della tangente ¢ dato da:
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3

|
NIE

R

8. La funzione modulo
Fissato « € R, definiamo
sex >0

f(x):|w|:{ fx sex <0

La funzione f ora definita viene chiamata la funzione modulo o valore assoluto ed ha il seguente
grafico:

Alcune proprieta del modulo che useremo spesso nel seguito sono :

i) |[zg| >0 VzeR e |z]=0<2=0,
i) |zyl=lzlly] Vz,yeR,

iii) Diseguaglianza triangolare
lz+yl <l|z|+ 1yl Vo,yeR
iv) ser >0, allora |z| <r & -—r<az<r.

9. La funzione parte intera
Fissato un numero =z € R, esiste un unico k € Z, tale che k < xz < k + 1. Tale unico numero intero k
viene chiamato la parte intera di z ed indicato col simbolo [z]. Il grafico della funzione f(x) = [z] &
dato dalla seguente figura:
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2.4 Alcune altre formule trigonometriche

a) Usando le proprieta delle funzioni trigonometriche elencate sopra, ricaviamo alcune altre formule di
uso comune .

1. Formula della differenza per il coseno
cos(x —y) =cosz cosy +sinx siny Vo, yeR
Infatti :
cos (z —y) = cos (xz + (—y)) = cosz cos (—y) —sinz sin (—y) = cosz cosy + sinz siny
2. Formula della somma e della differenza per il seno

sin (x + y) = sinz cosy + siny cosx

. . . Ve, yeR
sin (x — y) = sinz cosy — siny cosx

Infatti, usando le relazioni sinz = —cos (x + §) e cosx = sin (x + 7), si ottiene:
. T ™ , T, .
sin(z+y)=—cos(z+y+ 5) = —(cos (z + 5) cosy — sin (x + 5) siny) =

=sinx cosy + siny cosx

3.
sin? g — 1—cos(2x)
2
1 2
cos? g = ~ 8 ET) CO; (22)

Infatti si ha:

cos (2z) = cos (x + ) = cos’ z —sin’x = 1 — 2 sin v = 2 cos® z — 1

: : (T —y Tty

sinx —siny =2 sin | ——— | cos | ——
2 2

Ty [Tty

coOsT — cosy = —2 sin — sin —

Osserviamo che dalle relazioni:

sin (u 4+ v) = sinu cosv + sinv cosu
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sin (u — v) = sinw cosv — sinw cosu

si ottiene, facendo la differenza:

sin(u + v) — sin (u — v) = 2 sinw cosu

ut+tv==x . U
ossia
U—v=y v
si ricava la prima formula.

In modo simile si ricava la seconda.

Scegliendo infine

Tty

2

=y
2

b) Consideriamo ora alcune disuguaglianze in cui interviene il modulo.

1. Determinare 'insieme

1
Come abbiamo visto, devono essere verificate contemporaneamente le due disuguaglianze:
o<ty
=-—71=
Abbiamo quindi
1 - 3 -3
L PN Y PN
r—1 T — T —
ossia ‘1
’ . <2& z€(—00,1)UJ[3,4+00)
T —
D’altra parte
z+1 3z —1 1
> -2 >0 —o00, -] U (1
— 2 —F 20 xe(oo73] (1,+00)
Pertanto 1
A= (700, g] U [3’ +OO)
2. Determinare I’insieme
A:{xER, x2—|—x’ 2296—1—1}

Osserviamo in primo luogo che se x? +x > 0, ossia se z € (—o00, —1] U [0, +00), allora la disug-
uaglianza diventa 22 + 2 > 2 + 1, ossia 22 — 2 — 1 > 0 disuguaglianza che & verificata per valori

di x esterni all’intervallo
1-v5 14+56
2 72

Possiamo quindi concludere che

(—o0, —1] U

1
+2\/5, -l—oo) CcCA

D’altra parte se se #2+x < 0, ossiase x € [—1, 0], allora la disuguaglianza diventa —2%—z > 2x+1,
ossia 22 + 3z + 1 < 0 disuguaglianza che & verificata per valori di « interni all’intervallo

-3-v56 =3+5
2 72
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Pertanto la disuguaglianza vale anche nell’intervallo

) T3V
’ 2
Ne possiamo concludere che
-3 5 1 5

2.5 Risoluzione degli esercizi proposti nel Capitolo 2

1. Sia 41
x

i) Verificare che f ¢ iniettiva ,
ii) calcolare I'insieme dei valori ,

iii) determinare la funzione inversa.

Risulta: 41 +1
z :L@xy+y72x72:xy+mf2yf2<i>3y:3:c
r—2 y—-2

Pertanto la funzione considerata e iniettiva. Fissato y € R , si ha:

1
y:$+2@znyy:erl@x(yfl):Zerl@y#l e x=
T —

Ne possiamo concludere che 'insieme dei valori B e dato da

B={yeR;y#1}

e la funzione inversa della funzione f & data da

2. Sia

fl)=z—vV22+2 z€R
i) Dire se f é iniettiva;
ii) Calcolare 'insieme dei valori di f: f(R).

Se z,y € R, allora

2y+1

f@)=fly) - Va2+2=y—ViP+2=>0-y=Va2+2— /)2 +2

a2 —2zy+ 1y =22+ 247 +2-2Va2+2/y2+2

=S 2+2y=Va2+2Vi2+2=44+4ry+22y* =22y 227 + 292 +4

=224y’ —22y=0=>z=y

Pertanto la funzione ¢ iniettiva. D’altra parte y € f(R) se e solo se I’equazione

x—Vat+2=y
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ammette almeno una soluzione. Risulta quindi

r—Val4+2=yer—y=vVat+2eczr—y>0 e 22 -2zy+yi=2+2<

y? —2

Sr—y>0, y#0 e z= 5y

Ottengo infine
y* -2 —y* -2
xr — = — = —
YTy Y 2y
Pertanto la condizione = — y > 0 é verificata se e solo se y < 0. L’insieme dei valori di f & quindi:
(—00,0). Da notare che la funzione

2
_y =2
9(y) = =5 V<0
¢ la funzione inversa di f.
. Sia 41
x
= €ER
f@) = 533
i) Dire se f ¢ iniettiva;
ii) Calcolare l'insieme dei valori di f: f(R).
Se x,y € R, allora
z+1 y+1

= =
2+rx+1  yP24+y+1
szyitaytrtytytl=2y+oyty+aitat+l=ayly—o)+y*—22=0
= (z-y)(@y+y+z)=0

Pertanto la funzione non ¢ iniettiva. Infatti 'uguaglianza f(x) = f(y) non vale solo quando z = y ma
anche quando x y 4+ y + x = 0 ossia quando y = z‘—fl Per esempio quindi f(1) = f (_71) D’altra parte
y € f(R) se e solo se I'equazione

z+1

x2—|—x+1:

ammette almeno una soluzione. Risulta quindi

Y

r+1 9
=y & -1 —-1=0
poaees il Al A +y—-Dz+y
Osserviamo ora che se y = 0, allora l’equazione diventa di primo grado ed ha la soluzione z = —1.

D’altra parte se y # 0 I'equazione ammette almeno una soluzione se e solo se A(y) = (y—1)2 -4y (y —
1) > 0 ossia se e solo se (y — 1) (3y + 1) < 0. L’insieme dei valori ¢ dato dunque dall’intervallo [, 1.

. Sia

f@)=vVa2+2x+2—=x

Verificare che f e iniettiva, calcolare 'insieme dei valori di f e scrivere la funzione inversa di f.
Se z,y € R, risulta:

Vildtz+2—z=V2+y+2—y=Val+taz+2— P +y+2=a—y=

PAr+2+y+y+2-2vVa2+a+2V2+y+2=2>+y  —2zy=a+y+2zy+4=

=2V 42V +y+2=2>+y  +422> +16+ 22y + 422y +8z+4xy’ + 8y + 162y =
=42y 2ty +228 oy fay 20 +292 2y +4) =
=722+ Ty —lday=0=(z -y’ =0=>z=y
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Pertanto la funzione & iniettiva. D’altra parte y € R sta nell’insieme dei valori di f se e solo se

lequazione (nella z):
Vai+zrz+2—z=y

ammette una soluzione. Risulta

Val+r+2—z=yeVal+r+2=ac+ye 24+y>0 e 2°+rx+2=2>+2zy+1y> &

2
-2
x+y20ex(l—?y)=y2—2<:>x+y20,1—2y7é0ea::f_2y
Osserviamo infine che
2_2 2_2+ _22 _2_|_ -9
ciy=Y Ly y—-2y* _ —y*+y
1-2y 1-2y 1-2y

Pertanto risulta z +y > 0 se e solo se 1 — 2y < 0, ossia y > % L’insieme dei valori della funzione f &
dato dunque dall'insieme B = (3, +00).
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3 LIMITI DI FUNZIONI

In questo capitolo introdurremo il concetto di limite per una funzione di variabile reale.
Per rendere la trattazione piu omogenea e dare una definizione unica per le varie situazioni che si possono
presentare introdurremo il concetto di intorno.
Daremo dunque la seguente:
Definizione 3.1 i) se xg € R, chiameremo intorno di xo ogni intervallo del tipo (xg — r,xg + 1) con
reR, r>0;

i) se xg = 400, chiameremo intorno di +0o ogni intervallo del tipo (r,+00) conr € R;
iii) se xg = —oo, chiameremo intorno di —oo ogni intervallo del tipo (—oo,r) conr € R.

Quando parleremo di limite per x — zy (zg € R 0 g = +o0) di una funzione f : A — R, supporremo
sempre che per ogni intorno U, di xq si abbia Uy, N A # 0.
Possiamo ora dare la seguente definizione generale:

Definizione 3.2 Definizione di limite Se 19 € R 0 xg = 00 e L € R 0 L = +oo, diremo che f(x)
tende a L per x che tende a xg e scriveremo

lim f(z)=1L (7)

Tr—x0

se ¥V intorno di L : Uy, 3 un intorno di xg : Vy, tale che f(x) €Uy, Ve € ANV, — {x0}.
Alcuni casi particolari che vorremmo evidenziare sono:

a) se xg € Re L € R, allora
lim f(z)=1L

Tr—x0
se Ve > 0, 30, > 0 tale che |f(z) — L| <e, Vo € AN (x0 — 0,20+ 0c) — {x0}. Da notare che in questo
caso il valore della funzione in xy non interviene nella definizione di limite, anzi la funzione potrebbe
non essere definita in xg.

Nel caso che f sia definita in o e che L = f(zg) allora la funzione f si dice continua in xg.

b) se g € R e L = 400, allora

lim f(z)=+o0
T—x0

se Vr € R, 30, > 0 tale che f(x) >r Vo € AN (xg — 0r,x0 + ;) — {0}

c) se zp = +oo e L € R, allora
lim f(z)=1L

r——+0o0
se Ve >0, Jr. € R tale che |f(z) — L| <e, Vx € A, x > r..

Un caso particolarmente importante si ha quando f & una successione, ossia quando l'insieme di
definizione di f ¢ A = A. In tal caso, invece della notazione f(n), useremo la notazione a,, by, - --
Nel caso di successioni, si ha quindi:

lim a, =1L
n—oo

se Ve > 0, Ir. > 0 tale che |a, — L| < e, Vn e N',n > r..

lim a, = +o0
n—oo

se Vr € R, In, > 0 tale che a,, > r, Vn € N',n > n,.
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Osservazione Vale la pena confrontare le due definizioni di successione con limite +o0o e di successione
non limitata superiormente, per metterne in evidenza la differenza.

i) Una successione ha limite +o0o se

VreR Jv,. €R taleche a, >r VYn>v,

ii) Una successione invece non ¢ limitata superiormente se
VreR In=mn, €N tale che a, >r

Pertanto se una successione a,, ha limite +o0o ¢ anche non superiormente limitata; mentre una succes-
sione puo essere non superiormente limitata senza avere limite 400, come ¢ ad esempio la successione:

an, =(—1)"n

Se xyp € R, a volte nella definizione di limite, € piu conveniente usare, invece che intorni completi del
punto xg del tipo (zg — 7, xo+ 1), intorni destri come (zg, xo + ) o intorni sinistri del tipo (z¢ —r, zg). Si
hanno allora le seguenti definizioni:

Definizione 3.3 Definizione di limite sinistro Se xg € R 0 xg = oo e L € R 0o L = £oo, diremo che
f(x) tende a L per x che tende a xg e scriveremo

lim f(z)=1L (8)

T—x
se YUy, Jrp, >0 tale che f(x) € Ur, Yx € AN (xg — 7L, To)-

Definizione 3.4 Definizione di limite destro Se xg € R 0 xg = +o00 e L € R 0o L = Fo00, diremo che
f(x) tende a L per x che tende a xo e scriveremo

lim,_f(a) = L (9)

se VUL, Iry > 0 tale che f(x) € Ur, Yo € AN (xo, x0+7L).

E immediato vedere che esiste il limite di una funzione per x — x( se e solo se esistono i limiti destro e
sinistro di f per x — x( e sono uguali.

Vedremo ora alcuni esempi importanti.
1. Se la funzione f & un polinomio, ossia se
f(z) = P(x) —aot+ a1z +asz®+...+aya"

allora risulta
lim P(x) = P(x¢) Vzo € R.

T—To

2. RisultaVae R a>0
i)

lim a® =a* VageR
Tr—xTo

ii)
lim log, x =log,x0 Vo € R xo >0 a#1

Tr—x0
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Infatti:

i) Supponendo a > 1. Soccome:

lim (a® —a®) =a™ lim (a”’c_ﬂc‘J — 1)
Tr—xTo T—To

basta dimostrare che
lim (a‘r*z“ — 1) =0

Tr—x0
Ora se € € (0, 1), risulta:
a*T —l<eer—1x9<log,(1+¢)
a® " —1> —e o x—x9 > log,(l —¢)
Ponendo quindi:
0. = min{log,(1 +¢),—log,(1 —¢)}
si ottiene che se |z — zg| < dg, risulta |a® %0 — 1| < e.
ii) Supponendo sempre a > 1.Siccome:

. . X
Jim (log, z —log, zo) = lim log, -

basta dimostrare che "
lim log, — =0
T—T0 )
Ottengo dunque se € > O:

T
logs— <eeorx<zga® o x—x0 <0 (a°—1)
Zo

x _ _
logs.— > —e& x>x90 & x—x9 > 20 (a 5—1)
Zo
Ponendo quindi:
6 =min{zg (a° —1),2z0 (1 —a"%)}
si ottiene che se |z — zo| < dc, si ha [log, =| <e.
3. Risulta :
lim sinx = sin xq
T—xTo
lim cosx = cos xg
Tr—x0
Per verifcare queste due affermazioni, osserviamo, in primo luogo che vale la diseguaglianza:
|sinz| <|z| VzeR.
Infatti:

i) se |z| > 7, allora :
[sinz| <1< % < |z

e la diseguaglianza e verificata ;
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ii) se 0 < z < I, ragionando sulla figura che segue si ottiene:
7, rag g g

y
P
/ -
1
P/
, PP’ PP
siInr = < =
2 2
(PP’ élalunghezza del segmento PP’ PP éla lunghezza dell’arco di circonferenza che congiunge
P con P').
iii) se =5 < <0, allora sinz = —sin (—x) con —x € (0, §), pertanto

|sinz| = —sinz =sin (—z) < —z = |z| .

In ogni caso dunque vale la diseguaglianza cercata. Ne possiamo concludere che

sin (m—2x0> cos (x—;x())’ < 2 |sin (x;xo)‘ < |z —x

lim (sinz —sinzg) =0 .
Tr—rTo

sin Tr — X sin T + X9 <9
2 2

lim (cosx —coszp) =0 .
T—T0

|sinz — sinzg| = 2

Ne deriva quindi che

Analogamente :

. €T — T
sin 5 <lx—xo

| cosx — cosxzp| = 2

e quindi

4. Verificare che .
. sinx
lim =1.
z—0 €T

Supponiamo che = € (0, §), dal ragionamento fatto nell’esempio precedente, si ricava che

sinx

<1
T
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Ragioniamo ora sulla seguente figura.
P/

x radianti

0 Q r

11 settore circolare OPQ’ & contenuto nel triangolo OPP’, pertanto vale la diseguaglianza
area(OPQ’) < area(OPP’)

ossia

2z-1 - PP -1
2 2
D’altra parte, dalla similitudine dei triangoli OPP’ ¢ OQQ’, si ricava che

PP QQ' sinz
1 0Q cosx

Pertanto si ottiene . .
sinx . sinz
ossia

> COST
cos T

Possiamo quindi concludere che
sinx T
cosr< — <1 Vzxe (0’,)
z 2
Osserviamo infine che se z € (—%,0), si ha

sine  —sin(—z) sin(—2x)

T T —x
e cosx = cos (—z), pertanto la doppia diseguaglianza

sinx
cost < — <1
T

vale V.x € (=%, %) — {0}. Siccome
lim cosz = cos0 =1

x—0
, si ottiene che
sinx
lim =1.
z—0 X
. Verificare che
lim — =0
n—,oo N
Fissato € > 0, la disegueglianza:
1
— — O’ <e
n




¢ equivalente a
1 .
— <€ ossla a n>—
n €

Posto quindi

1
Te = —,
€
la richiesta nella definizione di limite ¢ soddisfatta.
6. Verificare che
. 2n+1
lim =2
Ve >0, si ha:
2n+1 -5 5 5
—2l<e|—|<ees——<essn>-—-—-3
n+3 n+3 n—+3 €
Posto quindi
5
re=-——3
5

ottengo che la definizione di limite & verificata, ossia :

2n+1
n+3

Ve>0

5
—2‘<5 Vn>r.=--3
€

3.1 Alcune proprieta importanti dei limiti
Cominciamo col seguente:

Teorema 3.1 Unicita del limite Se una funzione ha limite, questo é unico; ossia se

lim f(z)=Le mllgcl flz)y=1L'

r—xo

allora L =L'.

Dimostrazione. Consideriamo il caso che xg, L, L’ € R. e, ragionando per assurdo, suppniamo che sia
L # L' e che sia L < L. Allora, scelto € > 0 con

L' —L
O<e<

risulta L 4+ ¢ < L' — ¢. Dalla definizione di limite, esistono ¢. , 4/ tali che
|f(z)— Ll <e Ve e AN (zo— 0., w0 +0.) — {xo}
|f(x) — L' <e Ve e AN (xg— 87 20+ 6) — {xo}
Allora se pongo d. = min{d., '}, ottengo allora, se z € AN (xg — 0, o + ) — {x0}
L-e<f(xr)<L+e
L'—e< fz)<L +¢

e quindi L' — e < L + ¢ e questo contrasta con la scelta di ¢. q.e.d.
Osservazione Una funzione puo non avere limite. Ad esempio, se xg = 0 e la funzione f e definita dalla

legge:

1 sex >0
flxy=¢ -1 sex <0 (10)
0 sex =0

non ha limite per x — 0.

Un secondo risultato e dato dal seguente
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Teorema 3.2 (Limitatezza locale) Se esiste il

lim f(z)=1L

r—To
e L € R, allora esistono un intorno di xo : Vg, ed un numero positivo M tali che |f(x)] < M, Yz € ANV,,.

Dimostrazione. Applicando la definizione di limite con € = 1, ottengo che esiste un intorno V,, tale che
|f(z) =L <1 Ve e ANV,, equindi |f(z)| <1+ |L| =M Ve ANYV,,. q.e.d.

Osservazione Il viceversa del teorema precedente non vale, ossia una funzione puo essere limitata in un
intorno di g e non aver limite per x — xy. Un esempio semplice ¢ dato dalla funzione (10).
Useremo spesso nel seguito anche il seguente:

Teorema 3.3 (Teorema della permanenza del segno) Supponiamo che

A, f@ =1
e che L >0 (L <0). Allora esiste un intorno Vy, tale che f(x) >0 (f(xz) <0), Vo € ANV,,.

Dimostrazione. Supponiamo L € R, L > 0. Dalla definizione di limite con ¢ = %, si ottiene che esiste

Vs, tale che
|f(z) =Ll <e Yz e ANV, — {x0}
e quindi
L
f(:c)>L—€:§>0 Ve e ANV, — {z0}

q.e.d.
Molto utile, nello svolgimento degli esercizi sara il seguente
Teorema 3.4 (Operazione coi limiti)
1. Limite della somma Supponmiamo che
lim f(z)=L e lim g(z)=M
T—To T—To
Allora
lim (f(z) +g(z)) = L+ M (11)
x o
tranne nel caso che sia L = +00 e M = —o0 o0 viceversa.
Da notare che in (11) la somma va intesa nel modo sequente:
| 400 seLeR oL =+00c eM=+o0
L+M{ —o0 seLeRoL=-00eM=-—
2. Limite del prodotto Supponmiamo che
lim f(z)=L e lim g(z)=M
T—T0o T—rT0
Allora
Jim (f(2) - g(e) = LM (12)

tranne nel caso che sia L =0 e M = Fo00 o viceversa.

Da notare che in (12) il prodotto va intesa nel modo sequente:

40 seLeR, L>00L=4c0eM =400

L.M:{ —o0 seLeR, L<0oL=—-0c0eM=+x
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3. Limaite del rapporto

e Supponmiamo che
lim f(z) = +o0 (—0)

T—rT0
Allora .
lim —— =0
w0 f(z)
e Supponmiamo che
lim f(x)=0
TrT—TQ

e che esista un intorno Vy, tale che f(xz) >0 (f(x) < 0) Vo € ANV, — {xo} Allora

e Supponmiamo che

T —T0 T—Ig
Allora
flx) L
z=ao g(x) M
quando il rapporto L/M ha senso (in genere i casi L = M = 0, L = 400 e M = 400 sono
esclusi).
Dimostrazione.

e (Limite della somma) Fare la dimostrazione per esercizio;

o (Limite del prodotto) Consideriamo il caso L, M € R. Osserviamo che
[f(@)-g(z) = L- M| = |f(z)-g(x) = L-g(z) + L-g(x) = L- M| <

<|f(z) = LI - |g(=)| + [L] - [g(x) — M|

Ora essendo g limitata localmentem(vedi teorema sulla limitatezza locale) esistono un intorno di xg:

V;, ed un numero positivo & tali che [g(z)| < k, Vo € ANV, — {x}. D’altra parte dalla definizione

di limite, Ve > 0 esistono due intorni di zo: V;/, V! tali che

e

f) -~ 1 < 5

, Ve e ANV, —{zo}

l9(@) = M| < 57, Yo € ANV — {wo)

Allora se v € ANV, NV, NV," —{x0}, si ottiene

U@%M@—Lﬂﬂsg+§=g

e (Limite del rapporto) Consideriamo il caso L, M € R, M # 0. Usando il teorema sul limite del
prodotto, basta dimostrare che:
1 1
li — =
om0 g(x) M
Supposto M > 0, per il teorema della permanenza del segno, esiste un intorno di zg: V., tale che
g(x) > M/2, Vo € ANV, — {xo}. Allora




Applicando infine la definizione di limite Ve > 0 esiste un intorno di xz¢: V;  tale che [g(x) — M| <

%2 g, Vx € ANV, —{xo}. Possiamo quindi concludere che
11 )
m—ﬁ <eg, VxeAﬂVmoﬁon—{xo}

q.e.d.

Un altro importante teorema della teoria dei limiti e il seguente:

Teorema 3.5 (Limite della composta) Siano f; A — R e g; B — R due date funzioni con f(A) C B.
Supponiamo che:

i) esista il

ii) esista il
lim g(y) = M;
y—L

iii) esista un intorno di xo: Vg, tale che f(x) # L Ve € ANV, — {zo}.
Allora esiste il limite per © — xq della funzione composta h(x) = g(f(z)) e risulta

lim h(z) =M.

r—rx0o

Dimostrazione. Consideriamo il caso che sia L, M € R. Dall’ipotesi ii) si ricava che Ye > 0 esiste un

intorno di L; Uy, tale che
lg(y) = M| <e Vye BnUy —{L}

D’altra parte dall’ipotesi i) e iii) si ricava che esiste un intorno di xo; V;, tale che f(z) € Uy — {L},Vx €
ANV, NV, —{x0}. Possiamo quindi concludere che

l9(f(z)) — M| <e, Yo e ANV, NV, —{z0}

q.e.d.
Una conseguenza del teorema sul limite della composta e il seguente:

Teorema 3.6 Sono equivalenti le sequenti affermazioni:
i) esiste il

lim f(z) =1L,

Tr—x0
i) per ogni successione {x,}, con x, € A—{xo} ¥V n €N e tale che

lim z, = g
n— oo

risulta
lim f(z,)=1L

n—oo

Dimostrazione. Supponiamo che valga la i) e che {z,} sia una successione con z, € A —{zo} Vn e N e

lim x, = xg
n—oo

Allora applicando il teorema sul limite della composta con f(n) = x, e g(y) = f(y), si ottiene:

lim f(z,)=1L

n—oQ
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Viceversa, supponiamo che valga la ii) e proviamo che deve essere anche

lim f(z) =1L,

x—xT(
ragionando per assurdo. Se f non avesse limite L per  — x, esisterebbe un intorno Uy, di L tale che ogni
intorno V,, di zy conterrebbe almeno un punto x di A diverso da z¢ con f(x) ¢ Ur. Scegliendo quindi
come intorno di zq gli intervalli (xg — %, To + %), n € N si otterrebbe una successione z,, € A — {xo} con
0 < |xy —x0] <1/ne|f(xy) ¢ Ur. Avremmo quindi ottenuto una successione z, € A — {zo} con limite z
e tale che la successione f(x,) non ha limite a L. Questo contrasta con 'ipotesi ii). q.e.d.

Una conseguenza interessante di questo teorema ¢ la seguente:
Osservazione Se esistono due successioni diverse z,, e y,, di elementi di A — {z(} con:

lim z, = lim y, =g
n— o0

n—oo
e
allora il

lim f(z) non esiste .
T—rT0

Proponiamoci, per esempio, di vedere se esiste il

L < 1 )
lim sin [ —
x—0 x

1
Ty = ——
" 2mn

Se poniamo

otteniamo una successione x,, # 0, che converge a zero con

HILH;O flz,) = nhﬁrréo sin(27n)=0.

D’altra parte, se poniamo
1

In = st+27mn

otteniamo una nuova successione y,, # 0, che converge pure a zero ma con

: Y
nh_}ngof(yn) = nll_}n;osm(g +27n)=1.

Pertanto il limite di partenza non esiste.
Un ultimo teorema generale che vorremmo ricordare riguarda le funzioni monotone, ossia quelle funzioni
che sono crescenti o decrescenti. Vale il seguente:

Teorema 3.7 Sia f : A — R una funzione monotona. Allora
i) se f & crescente, allora:

a) esiste il limite sinistro di f per x — x¢ e risulta:

lim f(r) = sup{f(x), v € 4, @ < 20},

T—T
b) esiste il limite destro di f per x — xq e risulta:

lim_ f(z) =inf{f(z), z € A, >z},

I—)IO
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¢) sexg € A, allora:

lim f(x) < flay) < lim_f(x).

it) se [ é decrescente, allora:

a) esiste il limite sinistro di f per x — x¢ e risulta:

lim f(z) =inf{f(z), v € A, 2 <o},

.'L'—)(L'O
b) esiste il limite destro di f per x — ¢ e risulta:

lim_f(z) = sup{f(x), = € A, x>z},

fI,'—).’EO

c) sexg € A, allora:

lim f(x) > f(xo) = lim_f(x).

Ty T
Dimostrazione. Dimostriamo la i), parte a) nel caso che
sup{f(z), x € A, x <x9} =c€R.
Per le proprieta caratteristiche dell’estremo superiore, si ha:
o f(zx)<ec Ve A x< g
e Ve > 0 esiste un punto z. € A con z. < zg e f(z:) >c—¢

Essendo la funzione crescente, si ha che se x € (z., xo) allora f(z) > f(x.). Risulta pertanto c—e < f(z.) <
f(z) < e > c+e. Pertanto
lim f(z)=c¢
ZL’*)ZL‘O
q.e.d.
Un caso interessante di questo teorema si ha quando la funzione f €& una successione. In questo caso
I’enunciato diventa;

Teorema 3.8 Se a,, n € N & una successione monotona, allora:

i) se a, & crescente, esiste
lim a, = sup{a,, n € N'};

n—oo

it) se a, ¢ decrescente, esiste
lim a, = inf{a,, n € N'}.

n— oo

3.2 Alcuni esercizi sul limiti

In questo paragrafo vengono svolti alcuni esercizi sui limiti per mettere in risalto alcuni metodi di risoluzione
che possono essere utili in seguito.

1. Sia ¢ € (0,1), allora si ha:
lim ¢" =0

n—oo

Verificare I'affermazione per esercizio, usando las definizione di limite.

60



. Calcolare il limite

lim (\/n2+n+lfn>

n—oo

Razionalizzando, si ottiene

\/n2+n+l—n—n2+n+1_n2— n(1+%)
vVni4+n+1+n n( 1_~_%+L+1)

Ne deriva quindi che

140 1
lim (\/n2+n+1fn) = =
n—00 1+0+0+1 2

/ 2
limn< 1+—1>
n— 00 n

Razionalizzando anche questa volta, risulta:

2 1+2 -1 2
n(,/1+1>n( ol
n 1+2+41 1+2+1
2
lim n <,/1+1>1
n—o00 n

. Verificare per esercizio che se {a,}, n € A & una successione di numeri non negativi con

. Calcolare il

Se ne conclude che

lim a, = a,
n—oo

allora

lim /a, = Va.

n—oo
. Usando il teorema della permanenza del segno, verificare che se {a,} e {b,} sono due successioni con

i) a, <b, Vne~nN,

ii) esistono i due limiti
lim a, =a e lim b, =0,
n—oo n—oo

allora deve essere a < b.

Da notare inoltre che anche se nella i) vale la diseguaglianza stretta, ossia se a, < b, ¥V n € N, puo
essere a = b.

. Verificare che, se g € R e ¢ > 1, allora
lim ¢" =400
n—oo

Infatti, fissato M € R (che possiamo supporre positivo), si ha:

log M
q">M < nlogq>logM < n > 8 = vy
log q

. Verificare che
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10.

11.

Fissato M € R, risulta

’/7,7712

T <Moen-nP<M+nMen*+(M-1)n+M>0
n

Ora il A del polinomio di secondo grado ( in n) trovato ¢ dato da
AM)=(M—-1)>—4M=M?—-6M +1
Osserviamo infine che le radici dell’ultimo polinomio di secondo grado (in M), sono date da
My =3-2V2 e My=3+2V2

Ne deriva quindi che se M < My, allora A(M) > 0 e quindi la disuguaglianza iniziale ( nella variabile

n ) & verificata se
- 1— M+ /A(M)
n =
2

Vm

Verificare che se ¢ € R e ¢ > 1, allora

qn
Iim — =+400.
n—oo N,

Scrivendo ¢ = 1+ b con b > 0, usando la formula del binomio di Newton, si ottiene se n > 3

q”(1+b)"1+(T)b+<g)b2+z<Z)b’“>1+nb+n(n21)62
k=3

Ne deriva quindi che
q 1 n—1

—>—+b+ b
n n

e da questa disuguaglianza si ricava appunto che

n

lim T _ +00.
n—oo N

Con un ragionamento simile, si pud ottenere anche che:

lim L = 400 Vp e N.

n—oo NP

Calcolare il

n+ 2"
lim
n%oon2—|—3n
Si ha
2" 2" (3 +1 2\" & +1 1
i 22y, 2EEED ) ol _ 0t
n—oo n2 4+ 37 n%oogn(”fnﬁ_l) n—oco \ 3 ;Ln_i_l 0+1

Calcolare il

Risulta;
. . nz 1
lim V2" 4+n2+1= lim 24\/1+ —+—=2.

o n+2+n
n—oo 2n+3

Calcolare il:

Si ha

b

n+2yn 1+ 1+0

1 _ = = — =

1
n—oo 21+ 3 n—o00 2—|—% 2+0 2
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12. Verificare che se {a,} € una successione con

ap>0 ¢ lima,=a€R con a>0
n— 00

allora
lim a, =1.

n—oo

Dimostrazione. Essendo a > 0, posso trovare v € R tale che

a< <3 Vn >
e 2 v
5 <an<gaVn

3
7\1/§<{L/67n<"2a

Ne deriva quindi se n > v:

Il risultato segue allora dal fatto che

3
lim /== lim —
n— oo n—o00 2
13. Calcolare il: 4 4
1 — —
lim (n+1) (n=1)
n—oo n3 + 77,2

Usando la formula del binomio, possiamo scrivere il numeratore nel modo seguente:

n+D*—m—-D*=n*+4n* +6n*>+4n+1—(n* —4n*>+6n> —4n+1)=8n+8n

Pertanto 4 3
1)*—(n—-1 8 8
i D — =D 8t Sn
n— 00 n3 —+ n2 n—oo m3 —+ n2
14. Verificare che se a € R, a > 1, allora
lim — =0
n—oo N
Dimostrazione. Sia k = [a] e n > k + 1, allora
a® a a a a a a_a’c a a<alc a n—k
nl 1 2 3 k k+1 Kk+1 n K \k+1
Siccome k—ﬂ < 1, si ricaava che

15. Verificare che

lim /n! = +o00

n—roo

Dimostrazione. Sia k£ un numero naturale e sia n > k, allora:
nl=k-Dkk+1)--n>Fk-1) En—k+1

Pertanto
Unl > ¥/ (k= 1) VEI-F . k
Siccome abbiamo visto che V a > 0

lim a=1

n—oo
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16.

17.

18.

possiamo trovare un numero v; € R tale che V n > vy. si ha

1 w1
\n/(k—l)'>§6 klik>§.

Ne deriva quindi che V n > max{vy, k}, si ha :

e quindi vale I'affermazione iniziale. q.e.d.

Calcolare il

lim (\/2n2—n—|—10—n)

n— oo

Razionalizzando, si ottiene:

o2n2 — 10 — n?2 2 1
(\/2n2—n—|—10—n): n_ntl0—mn = n”—n+10
V2n2 —n+10+n V2n2—-—n+10+n

Ne deriva quindi che

lim (\/2n2—n+10—n) = 400

n—oo

Calcolare il

lim <\3/n3+n+1—n)

n— oo

Razionalizzando, anche in questo caso, otteniamo

5/ 3 n4+n+1-—ns
(\/n —|—n—|—1—n>: - 5 -
(\3/n3—|—n—|—1) +nvnd+n+1+n?

(abbiamo usato la formula
a® =% = (a—0)(a®+ab+b?) )

Possiamo quindi concludere che
lim (\3/n3+n+1fn) =0
n— oo

A volte, per calcolare alcuni tipi di limite & utile il seguente criterio:

Criterio del rapporto Supponiamo che a, sia una successione di numeri positivi e che esista il
limite

. Ap+41
lim 2L —
n—00 Gy

dove L puo essere un numero reale o anche +oc. Allora:

e se L <1,siha

lim a, =0
n— oo

e se L > 1siha
lim a, = 400

n—oo

e csiste anche il limite della successione /a,, e risulta

lim /a, =L

n—oo
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19.

(Una dimostrazione verra riportata poi alla fine del capitolo.)

Vediamo un esempio il cui il criterio del rapporto si puo applicare. Supponiamo infatti di dover
calcolare il seguente

lim 2" n!
n—oo (3n)!
In questo caso risulta
any1 2" (n+1)! 3n)! 2(n+1)
an  (B3n+3)! 27n!  Bn+1)Bn+2)(3n+3)
Pertanto a
lim —+L — ¢

n—00 (G

e quindi, per il criterio del rapporto:

2" p!
lim

n—oo (3n)!

=0

(Due successioni importanti che definiscono il numero di Nepero) Consideriamo le due

successioni:
1 n 1 n+1
an:(H) , bn:<1+>
n n

Verifichiamo che la successione {a,} & strettamente crescente e che che la successione {b,} & stretta-
mente decrescente. Cominciamo dunque col provare che

n_1 < ap, YNEN n>2

n—1 n n—1 n
1 1 1
an—1<anp e |1+ —— < (14— 54 i < nt =
n—1 n n—1 n
n \' /n+1\" [n—1\" n-1 n?—1\" 1 1\"
< & < Sl-—-<(1-—=
n—1 n n n n? n n?

Ricordiamo ora che la diseguaglianza di Bernoulli afferma che, se n > 2 e x > —1, x # 0, allora :

Infatti

1+2)">14+nx.

1\" 1
1- =) >1-=
n n

che e proprio 'ultima diseguaglianza della sequenza di diseguaglianze equvalenti che abbiamo ottenuto.

Scegliendo infine z = —#, otteniamo :

Consideriamo anche la seconda successione e verifichiamo che

by <bp_1 YNENRT>2

1 n+1 1 n Tl—|—1 n+1 n n
by <bp_1< 14+ — <|(l1+——] & < &
n n—1 n n—1
n+1< i ' i n@n+1< " n@1+1< 1+ ! '
n n—1 n+1 n n?—1 n n?—1

Infatti

65



20.

Usando ancora la diseguaglianza di Bernoulli, con la scelta x = (con n > 2), otteniamo :

1
n2—1

1 " n
(1+n2—1> >1+n2—1

Otteniamo infine 'ultima diseguaglianza della sequenza di diseguaglianze precedenti, osservando che :

Da notare infine che

e pertanto risulta
an <b, VnenN

Ne deriva che a, < by =4 Yn €N echeb, >a; =2 VneN, ossia {a,} é limitata superiormente,
mentre {b,} é limitata inferiormente. Esistono quindi i limiti :

lim a, =a e lim b, =0
n— oo n—oo

Dalla relazione che abbiamo gid notato, ossia

1
b, = a, <1—|—>
n

risulta che i due limiti sono uguali (a = b). Tale limite verrd indicato nel seguito con la lettera e (
numero di Nepero). Pertanto risulta

1 n 1 n+1
e = lim (1—1—) = lim <1—|—)
n—00 n n—r00 n

ed inoltre valgono le diseguaglianze :

1 n 1 n+1
<1+> <e<(1+> Vne~N.
n n

Un terzo limite importante che vogliamo mettere in evidenza ¢ il seguente

1 n
lim (1 — )
n— o0 n

Con alcuni passaggi algebrici, si ottiene:

o = e =

Ne deriva quindi che

1 n
lim (1 _ ) !
n—oo n e
Calcolare il
. sin(az)
lim ———=~
x—0 xr

(dove ov € R & un numero fissato diverso da 0).

Risulta
sin (o x) N sin (v x)

€T o
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e la funzione

sin (@ x)
ax
¢ la funzione composta delle funzioni f(z) = ax e g(y) = % Allora:
. sin(azx) . siny
lim ————= =« lim =
x—0 x€X y—0 Yy
21. Calcolare
. cos (5 )
lim —=—=

r—1 xf]_

Posto y = x — 1, risulta, per il teorema sul limite della composta:

lim cos (5 x) _ i % (SL+12) sin (752)

z—1 x—1 y—0 y y—0 Y

22. Calcolare -
lim (Jc — 5) tanx .

T
z—Z

Posto y = x — 3, ottengo:

. ™ . ™ .
lim (1: — —) tanz = lim y tan (y + =) = lim
2 y—0 2

=5
. . ™ Yy

:1 —
y%sm(y—’— 2> siny

:—Sin(g)-lz—l.

23. Verificare che
1—cosx 1

= lim ——— 272 = _

ysin(y+3) _
v cos(y+ 3)

lim ———— = — .
zli% 1‘2 2
Infatti si ha
l1—cosz (1—cosaz)(l+cosx) 1—cosa? 1 _ (sinz 1
2 22(1 + cos x) N x? 1+cosz \ =z 1+ cosz
Quindi, si ottiene
1—coszx 1 1
lim - —98% g2+ _ 1
is0 22 1+1 2

24. La funzione

¢ definita quando 14 1 = L > 0, ossia se z € (—oo, —1) U (0, +00). Verifichiamo che:

x

i)

ii)
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i) Indichiamo con [z] la parte intera di z. Siccome [z] < z < [z] + 1, risulta:

1+

1 1
<1l4+=<14—
X

[]

ot < () <o)

Il risultato segue allora se ricordiamo che

1 n 1 n+1
lim <1+> = lim (1+> =e.

ii) Dal teorema sul limite della funzione composta, si ottiene, ponendo y = —x:

1 T 1 ) y Y 1 Yy
Iim (14 — = lim (1- - = lim (——) = lm (14+ ——
T——00 x y—r+oo Yy y—=+oo \y —1 y——+oo y—1

Ponendo infine z = y — 1, ottengo

1 x 1 z+1
lim (1 + ) = lim (1 + > =e
T——00 xT z—+00 z

[z] +1

e quindi :

25. Calcolare il

Ponendo y = %, si ottiene :

Pertanto
26. Verificare che

Risulta:
1

= lin% log [(14—3:)1} =loge=1.

27. Calcolare il

. et —1
lim
x—0 x
Ponendo y = e” — 1, ottengo :
.oet—1 Y
lim = lim =
=0 T y—0 log (1 + y)
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3.3

1.

Altri esercizi sui limiti

Calcolare il

1
lim z log <x+ >
x

T—r+00

Usando la sostituzione y = %, ottengo:

1 log (1
lim xlog(m+ ): lim M:l

T—r+00 xT y—0t Yy

. Calcolare il

n—oo

n 1 n
i <”+ﬁ> — lim <1+) = lim
n—s 00 n n— 00 \/ﬁ n— 00

lim <"+ﬁ>
n
Risulta:

lim

Calcolare il

Risulta :

Calcolare il

2n+6
Risulta : ;
. n+ .
n11_>ngon log (2n+6) = nh_}rr;on log (1 — 2n+6>
3
_ log(1—2n+6> -3 3 3
= lim 3 . 1-(-2)=-2
n— o0 —TnT6 2n+6 2 2
Calcolare il
n!
lim —
n—oo N
Usiamo il criterio del rapporto. Se indichiamo con
n!
p = —
nn
risulta: |
n nt " . "
lim @l gy DU Rt =
n—oo  a, n—o00 (n + 1)"+1 n! n—oco \n+ 1
. 1
= lim =-<1

Risulta pertanto:



10.

11.

Calcolare il limite:

Risulta:

Calcolare il

Si ottiene:

. Calcolare il

m
x—0 J,‘2
Razionalizzando si ottiene:
VT +a2-1 | 1+2%2-1 1
lim ————— = lim

750 a2 =0 (YT VTl +1

. Calcolare il

Tr—+00
Ottengo:
. 1 1 . 1 1_ 1
lim 2?2 (ew 7ez+1) — lim z2ezft (ez
x—+00 r——+00
oy
x(x+1) —
) . (e 1) 72 0
= lim e=+1 T 1 =e0.1.1=
oo FICESY] z(z+1)

Calcolare il ) )
lim (5z — 2;)

(log5 —log2) = .1 (logh —log2) = log (2) )

T—r+00
Risulta: . . ) )
lim =z (55 — 25) = lim =z (e? logd _ ou 10g2> =
T—+00 T—>+00
) (6% (log 5—log2) __ 1)
= lim e¥ 082 i
23+ o0 < (log5 —log2)
Calcolare il
sin (7 x)

im ——=
z—=3 T —3

Ponendo y = x — 3, si ottiene:

i S0(re) . osin(@(y+3)
z—3 T —3 y—0 Y y—0
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12. Calcolare il

lim x(1—cosx)
T—r+00

Poniamo f(z) = z (1 — cosx) e osserviamo che se z,, = 27 n si ha

lim x, =400 e lim f(xz,)=0.
n—oo n—oo

D’altra parte, se y, = 5 + 27 n, si ha

lim y, =400 e lim f(y,) = +oo.
n—oo n—oo

Ne deriva quindi che il limite di partenza non esiste.

13. Calcolare il
lim m
r—+oco I
dove ricordiamo che [z] é la parte intera di x.
Dalla definizione risulta:

] <z <[z]+1 VzeR

e quindi se x > 0

1
i
x T
Risuta pertanto
lim m 1
r—+00 X

3.4 Esercizi proposti

Calcolare i seguenti limiti:

1.
. x4+ 4
lim =z log (),
T—+00 r+5
2.
wll)gr—loo (x=3)(z+1)—uz,
3. )
—1
m <x — ax) a €R,
z—+oo \ =+ 3
4.
. log(1+e®)
lim ——~
z—+oo /1 4+ xr2
5.
li 1
S, oz
6. o .
lim ) —(@-1) ,
z—+too (x4 1)% — (z —1)8
7.
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V1i+22 -1

ili% x2 ’
9.
I 3 —1
zl—>rnl 1‘2 — ].7
10.

1 xT
lim (1 — ) .
T—+00 x

3.5 Sottosuccessioni e teorema di Bolzano-Weierstrass

(La soluzione si trova alle fine del capitolo)

Cominciamo col dare la seguente:

Definizione 3.5 (Definizione di sottosuccessione) Sia {a,} una data successione. Diremo che {b,} &
una sottosuccessione di {a,} o una successione estratta da {a,} se esiste una successione strettamente
crescente di numeri naturali {k,} tale che

bp=ar, Vne~N.
Ad esempio, se poniamo k,, = 2n, otteniamo la sottosuccessione

b, = azyp

che viene chiamata la sottosuccessione dei termini di posto pari. Analogamente si puo considerare la sotto-
successione dei termini di posto dispari

Cpn=02pn_1 NEN.
Vale il seguente :

Teorema 3.9 Supponiamo che una successione {a,} abbia limite ( finito o oo ) e supponiamo che {by,}
sia una sottosuccessione di {a,}, allora {b,} ha lo stesso limite di {a,}.

Dimostrazione. Supponiamo che sia
lim a, =a€R.

n—oo
e che {k,} sia la successione strettamente crescenti di numeri naturali tali che
by, = ay,
Osserviamo, in primo luogo, che essendo {k,} una successione strettamente crescenti di naturali, risulta
kn>n VneN.
D’altra parte, dalla definizione di limite, V e > 0 3 v, € R tale che
la, —al <e Vn>uv,
Ora, se n > v, risulta pure k, > n > v. e quindi

b, — a| = |ak, —a|] <e .

q.e.d.
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Osservazione Dal teorema precedente si deduce che, se da una successione {a,, }, & possibile estrarre due
sottosuccessioni con limiti diversi, allora la successione di partenza non ha limite. Per esempio, supponiamo
di dover calcolare

2
1
lim (—1)" nrnt+l
n—o0 nZ+2n+3
Posto b, = as,, si ha
— . 4n?2 +2n+1
imb,=lim ——— =
D’altra parte, posto ¢, = as,—1 si ottiene
(2n—1)2+2n

lim ¢, = lim — —1.

Possiamo concludere quindi che il limite di partenza non esiste.

Abbiamo gia osservato che ogni successione convergente (ossia con limite finito) & anche limitata ma che
in generale non vale il viceversa, ossia una successione puo essere limitata senza essere convergente, come
mostra ’esempio a,, = (—1)".

Vale pero il seguente importante teorema:

Teorema 3.10 (Teorema di Bolzano-Weierstrass) Sia {a,} una successione limitata. Allora si puo
estrarre da {a,} una sottosuccessione convergente.
3.6 Eercizi di ripasso

Questo capitolo contiene alcuni esercizi di ripasso sugli argomenti svolti fino ad ora. La risoluzione di tali
esercizi si puo trovare alla fine del capitolo.

r+1 1
A= R, —= <=/, .
{me ’x—3<2}

1. Determinare I'insieme

2. Risolvere la seguente disuguaglianza
2
-z

2 1
P > 2+

3. Risolvere la disuguaglianza

vVe—14++vVxr+4<5.

4. Determinare I’'insieme:

A={zeR, 1+2x <z —22+2}.

5. Risolvere la seguente disuguaglianza

2vVal+xr—-2>x+3

A{2n+5 : ne./\/} .
n+1

Verificare che sup A = max A = % einf A=2.

7. Sia

2 1
A:{x TIEL semr x;«éO}
X

Verificare che

A non ¢ superiormente limitato,
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Calcolare inf A e dire se ¢ minimo.

2 1
P kL Y O
24+ 1

8. Sia

Dire se A & superiormente limitato.

9. SiaA={xeR;x#1}ed f : A— R la funzione definita dalla legge

Sia B = f(A). Verificare che :

i) B non ¢ neé superiormente né inferiormente limitato;
ii) B=R—{1};
iii) f : A — B ¢ iniettiva.

10. Calcolare i limiti:

i) h_}m (\/n2+2n—\/n2—1); 1) lim (\3/n3—|—n—n)
n oo

n—oo

2n
i) lim Y14 n?+n327; dv) lim —

n—00 n—oo 1 + on

n o qn 5_ (p _1)\5
v) lim 24T vi) lim (n+1) (n—1)

n—oo N 4+ H" ’ n— o0 n4

A:{n:i\l/ﬁ;ne/\/} .

11. Sia

Verificare che A é inferiormente limitato e calcolare inf A.
12. Risolvere la seguente diseguaglianza:
222 + ¢
xr — 2

z+1
A{M’“R}

xr—3

13. Sia

Calcolare sup A.

14. Calcolare i seguenti limiti:

15. Dire per quali z € R vale la diseguaglianza:

242z

>2xr—1
r+1

16. Sia
A:{\/nQi—&-n—n : nEN}

Calcolare inf A e sup A e dire se sono minimo e massimo di A.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

3.7

Sia,
|
rz—1

fz) =

Dire se f e iniettiva e calcolare 'insieme dei valori di f.

rEeER, x#1

Calcolare i seguenti limiti:

lim /3" +n2+1 ; lim (\/n2+6n+1fn) ; lim nM
n—oo n—oo n—oo /m+ 1+ \/ﬁ

Dire per quali z € R vale la diseguaglianza:
v’ —x

>2x—3
T+ 2 x

e A:{\/n2+2n—n;n€/\f}

Calcolare inf A e sup A e dire se sono minimo e massimo di A.

Sia )
¥ —x+1
fe)=—51—

Dire se f e iniettiva e calcolare 'insieme dei valori di f.

rER, x# —1

Calcolare i seguenti limiti:

lim V4" +n3+3 ; lim (\/n2—|—4n—|—6—n> ; lim nu
n—o0 n— o0 n—oo /N + 6+ \/ﬁ
Dimostrazione del criterio del rapporto.

Poniamo ¢ = %, essendo L < 1, risulta € > 0 ed inoltre:

1-L 1+L

L =L+ —— <1
+eé + 5 5 q
Dalla definizione di limite, posso trovare m € A tale che
Intl <L+e=q Vn>m
an

ossia
an+1 < qapn vn >m

Applicando ripetutamente questa diseguaglianza, si ottiene:

Am+1 < qam
Am+2 < ¢ am41 < q2 am
am+43 < qamy2 < ¢° am

h
Am+h < GAmih—1 < ¢ Qm
Se poniamo infine n = m + h, otteniamo

an < ¢ "ay, YREN, n>m+1

Siccome ¢ € (0,1), ¢" tende a zero quando n tende all’infinito. Per il teorema dei due carabinieri si

ottiene allora che:

lim a, =0
n—oo
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ii) Si ragiona nello stesso modo con ovvie modifiche.

iii) Verifichiamo I'affermazione nel caso che L € R sia positivo, essendo il caso L = 400 e il caso L = 0
pit semplici. Fissato € € (0, L) sia m = m. un numero naturale tale che

a
L-e<—" L teVn>m

Qn

Ragionando per induzione, verifichiamo ora che valgono le diseguaglianze:
(L=e)"Mam <an < (L4+&)" "ay, Yn>m+1
Infatti, se n = m + 1, la diseguaglianza deriva subito da

L—6<M<L+E

am

moltiplicando per a,, che e positivo. Supposta ora la doppia diseguaglianza vera per n > m + 1,
osserviamo che:

tni1 < (L4e)a, < (L+e)(L+e)" ™ay, = (L+e)" " "™a,,

a1 > (L—¢)an > (L—¢)(L—¢&)" ™a, =(L—¢&)" " "™a,,

Estraendo la radice n-esima, ottengo:

am Am
L—¢) p)l—--— va,, L P > 1
( €) (L—s)m<‘/a <( +5)1/(L+5)’” VYn>m+
Ricordiamo infine che
im » _ Om = lim » _ Om =1
n—o0o (L — (—j)m n—o00 (L —+ {—j)m

esistono quindi due numeri naturali m’ = m. ed m” = m/ tali che:

r >1l—¢ Vn>m

m

Am
(L—e¢)
ﬂ(Lj—ims)m <l4e Vn>m"
Possiamo quindi concludere che, Vn > max{m,m’,m”}, valgono le diseguaglianze:
(L—e)(1—¢) < {/an < (L+¢)(1+4¢)

e quindi vale la tesi.

3.8 Risoluzione degli esercizi proposti

1. Risulta
r+4 1 1
==
T+ 5} iﬁ% 1 + 44
Pertanto, posto y = :#4 ossia x = % — 4, per il teorema sul limite della composta, ottengo:

. rz+4 . 1 1
lim zlog| —— | = lim (——4) log| — | =
=400 z4+5 y—0+ \ Yy 1+y

—4log(1+y)> =-1



2. Razionalizzando, ottengo:

lim ( (x—S)(x+1)—x): i @+l

T—+00 z——+00 (x_g)(x_|_1)+x
2 — —92_3
lim r-3 = lim L =1
T—+00 (x_3>($_|_1)+$ T—+00 /1727%+1
3. Risulta
| (1-a)2z?—3ax—1
—axr =
r+3 z+3

Pertanto se 1 — a > 0 ossia se a < 1, il limite viene 400, mentre se 1 — a < 0 ossia a > 1, viene —oo.
Infine, se a = 1, risulta:
22 -1 _ —3z-1

z+3 ' z+3

e quindi il limite viene —3.

4. Risulta:
. log(1+4e*) . log[e®(14 e ®)]
lim =—— 2 = lim —>——— % —
T—+00 \/1+$2 r—+00 ‘/1+$U2
log e® + log (1 - log (1 -
i 08¢ Flog(l+e™®) ( i og(l+e )>:1+0:1
T—+o0 V14 z? z—=too \ /1 4 22 V142

5. Posto y = log x, ottengo:

V4
. _ : Yy J— — — e 1 — _— =
lim zloge = lim e’y = (ponendo z = —y) = lim (e> 0

6. Dalla formula del binomio di Newton, scrivendo esplicitamente solo i primi due termini, si ottiene:

n

9
(x+1)9:x9+9x8+z<9 ) zd"

n=2

(x—1)° —m9—9x8+§:( i > (=)

Ne deriva che:

8 9 9 _(_1\n 9—n
e N R e
srtoo (@ L 1P+ (2 —1)F  ortoo (z+ 1%+ (z— 1) -

9 n —n
18+Zi_2<n>[1—(—1)]x1 8
et S 2

7. Risulta:

lim i x—lz lim
z—1+ r2 —1 z—1+
lim< vl vzl )
a—1+ \(Ve+ D)V —1vVz+1 Vr+1vor-—1
im< Va—1 o1 > o 1 _ 1
(Vz+)Ve+1 o+l 2v2 V2 V2

<\\//;__11 - \\//:f—ll) B

rz—1t
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10.

3.9

Razionalizzando, ottengo.

Vida2-1  142°-1 1
? 22 (Vi+a2+1) Vi+a?+1
pertanto
L o VI+22-1 1
lim — s =3
z—0 T 2
Si ha: . )
-1 -1 1
th:hm(z )@ +z+ ):§
e=122—1 a=1 (z—1)(z+1) 2
Risulta:

lim (1—1) — lim (”“"_1) ~ lm 1=
r——+00 €T r——+00 xT x—>+oo( T )
1

T—

1 1 1
= lim ———=(@=2-1) = lm ——— =
) Sl IO
Risoluzione degli esercizi di ripasso
. Determinare l'insieme
z+1 1
A= ER; —— < =7 .
{x r—3 2 }
Risulta:
z+1 < 1 - 2z4+2—-24+3 <0 z+5 <0
x—3 2 2 (z—3) 2(x—3)
Pertanto A = (-5, 3).
. Risolvere la seguente disuguaglianza
v’ —x
>2zx+1
z+ 2
Risulta ) ) ) )
- —r—222—dz—x—2 6z +2
AL PPN PN et e et e N P e L e P
x4+ 2 x4+ 2 z+ 2
Il numeratore si annulla per z15 = —3 F VT e quindi ottengo:
t++-=-=-=-=-- = + + + Segno del numeratore
-3 -7 -3+ V7
- - - = ++ ++ Segno del denominatore

Pertanto la disuguaglianza ¢ verificata se
z € (=00, -3 = VT)U(-2,-3+ V7).

Risolvere la disuguaglianza
ver—14++vr+4<5.

Osserviamo che deve essere x > 1. Elevando al quadrato otteniamo:

r—1+z4+4+2/(z—-1)(z+4) <25 /(z—-1)(z+4) <1l -z

Deve quindi essere anche 11 — x > 0 ossia z < 11. Infine elevando ancora al quadrato, ottengo:
P tdr—r—-4<1214+2? - 2re252< 125 <5

Possiamo infine concludere che la diseguaglianza vale se e solo se x € [1,5].
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4. Determinare I'insieme:
A={zeR, 142z <z —a?>+2}.

Affinche la radice sia definita, deve essere © — 22 +2 > 0, ossia 22 — 2 — 2 < 0. Essendo A =1+ 8,
deve essere x € [—1,2]. D’altra parte, se 1 + 2z < 0, la diseguaglianza & vera. Pertanto [—1, —%] Cc A.
Infine se x € (—%, 2], elevando al quadrato, ottengo:

1422<Vr—224+2c1+422+4s<z—-2>+2<522+32—-1<0
Ora I"ultimo polinomio di secondo grado ha A = 9 + 20 = 29 e quindi le sue radici sono:
_ —3F V29
10

Quindi, affinche I'ultima diseguaglianza sia verificata, deve essere x1 < x < z5. Osserviamo infine che
—1 < x1 < —1/2 e che x5 < 2. Pertanto

T12

—34+29
10

A= -1

5. Risolvere la seguente disuguaglianza

2vVax2+r—-2>x2+3

. . . . . . . 171
Osserviamo, in primo luogo che il radicando deve essere non negativo ed essendo le sue radici %"’8

ossia 1 = —2 e 3 = 1, deve essere x € (—o0, —2] U [1,+00). D’altra parte se z + 3 < 0 ossia se
x < —3 la disuguaglianza ¢ verificata (essendo in tal caso il primo membro non negativo ed il secondo
negativo). Infine se  + 3 > 0, ossia se x > —3, risulta

2 x2+m—2>x+3<:>4(x2+x—2)>x2+6x+9®3m2—2x—17>0

. . . N . . —/52 1++/52 .
Questa ultima disuguaglianza & verificata infine se z € (—oo, 2=¢*2) U (H£22, +00). Siccome —3 <

— 5 . . . o e . N .
IT V52) < —2, possiamo concludere che la disuguaglianza iniziale ¢ verificata se

S (—oo,l_?:/E> U <1+3\/5>2,+oo> .

A—{2n+5 : ne/\/} )
n+1

Verificare che sup A = max A = % einf A=2.

Osserviamo che % € A in quanto tale valore si ottiene dalla definizione di A scegliendo n = 1. Pertanto

7 = max A se e solo se

6. Sia

2 5 7
nt <—- VYneN
n+1 2
Risulta: on+5 7  4n+10-Tn—T 3n—3
P L T e 2 S 0en>1
n+1 2 2(n+1) 2(n+1)
D’altra parte
2n+522®2n+5—2n—220@ 3 >0
n+1 n+1 n+1
Pertanto 2 verifica la prima proprieta caratteristica dell’” inf. Sia ora e € R, € > 0. allora:
2 5 3 -
nt <2+5(:>2n—|—5<271—#2—%—715—}-5(:)71>—E
n+1 €

e quindi 2 verifica anche la seconda proprieta caratterstica dell’inf.
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7. Sia

A:{xQ—Fx—l—l

> , T E€R x#O}

Verificare che

e A non e superiormente limitato,

e Calcolare inf A e dire se € minimo.
Sia b € R con b > 1 e verifichiamo che la disuguaglianza

24+x+1
—_— >

5 b

T
ammette almeno una soluzione. Infatti risulta

2 4+z+1

= >Shertrt+l>barle (b-Dr—2—-1<0

Osserviamo che A =1+4(b—1) > 0 e quindi la disuguaglianza ¢ verificata se

1-VA 1+VA
x€<2(b—1)’2(b—1)> 270

D’altra parte d € R ¢ un minorante dell’insieme A se e solo se

2+rz+1

5 >d YeeR , x#0

T
Osserviamo ora che
2+zr+1

—— >de (1-da®+z+1>0

x
Deve quindi essere (ricordando che richiedo che la disuguaglianza sia vera per ogni x # 0)

1-d>0e A=1-4(1-d)=4d—3<0 ossia dg%

Pertanto d = % é il pitt grande dei minoranti e quindi, per definizione, ¢ ’estremo inferiore dell’insieme

A. Da notare infine che 3 € A (si ottiene per 2 = —2) e quindi 3 = inf A.
8. Sia )
1
Ao jrtbetl Rl
z2+1

Dire se A ¢ superiormente limitato.
Ricordiamo che b € R ¢ un maggiorante dell’insieme A se

246 1
wgb VoreR
241

Osserviamo anche che, ponendo = = 0, si ottiene che deve essere b > 1. D’altra parte

22 +6z+1

po <bes(b-1)2>—62+b—-1>0

Risulta quindi che b & maggiorante se e solo se A(b) = 36 —4(b— 1)2 < 0 e quindi se e solo se
b2—2b—8>0. Essendo A =4+ 32¢

bio=——= 4

2F6 -2
2

si ottiene che b &€ maggiorante se e solo se b > 4. Allora 4 = sup A. Notiamo infine che per z = 1, si
ottiene anche che 4 € A e quindi 4 = max A.
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9. SiaA={xeR;x#1} ed f : A — R la funzione definita dalla legge

Sia B = f(A). Verificare che :

e i) B non ¢ neé superiormente neé inferiormente limitato;
e ii) B=TR —{1};
e iii) f : A — B ¢ iniettiva.

Sia A€ R con A > 1, allora :

>)\®x—)\m+)\>0@()\—l)x—)\

<0
rx—1 rx—1 r—1

Studiando infine il segno di numeratore e denominatore, otteniamo :

- - - - +++F Segno del numeratore
1 1+ 1
- == 4+ + ++ Segno del denominatore

Se ne ricava che la disuguaglianza iniziale ¢ verificata se

1
L,1+——) .
x6<,+/\_1>

Pertanto B = f(A) non & superiormente limitato. Analogamente se A € R verifica la disuguaglianza
A < 1, allora :

Y A 1—A A
g-ArtA L (A-NzHA
z—1 z—1 r—1
Ora otteniamo:
- - - — +1+ + + Segno del numeratore
- 1
- —-—— - + 4+ ++ Segno del denominatore
1

Se ne ricava che la seconda disuguaglianza e verificata se

1
1———.,1) .
xE( 1_>\,>

Pertanto B = f(A) non ¢ inferiormente limitato. Sia ora y € R, consideriamo I'equazione ( nella x)

Risulta :

wflzy(:)x—yx:—yﬁxzﬁ (se y#£1).

Pertanto y € f(A) & y # 1.

81



10. Calcolare i limiti:

i) lim (\/n2+2n—\/n2—1>; i1) nlim (\3/n3—|—n—n)

n—oo — 00
2n
i) lim Y1+n2+n327; iv) lim —
n—00 n—oo M, 4+ 21
9 4 4n 15 — (n— 1)°
v) lim e vi)  lim (D) =(n=1)

n=oo m+ 57’ n— 00 n4

i) Razionalizzando si ottienne:

(\/n2+2n—\/n2—1> 2n+1

- Vn2+2n++vn?2 -1

possiamo quindi concludere che:
lim (\/n2—|—2n— \/n2 — 1) =1
n—oo
ii) Razionalizzando anche in questo caso, ottengo:

\3/n3+n—n): n
( (V¥ + 1) +n¥/nS 0+ n?

Ne deriva quindi che:

lim (\3/n3+nfn) =0

n—oo

iii) Raccogliendo n3 2™ si ottiene:

n n 1 1
V1itn24nd32n =2 Vn? {1+ —27"4 —27n
n n

Possiamo quindi concludere che:

lim VV14+n2+4+n32r =2

n—oo
iv) Dividendo numeratore e denominatore per 2", si ottiene:
n 2" n

n+2" 241

e quindi

v) Dividendo numeratore e denominatore per 5™, si ottiene:

e (@)@

n + 5" =1

e quindi
A N L
lim =
n—oo M, 4+ H"

vi) Usando la formula del binomio di Newton, si ha
n+1)°—(n—-1°=n+5n"+10n> +10n* +5n+ 1—
— (n5 —5n* +10n% —10n2 +6n — 1) =
=10n" +20n° +2
Ne possiamo concludere quindi che:

(n+1)° ~ (n - 1)°

. =10

lim
n—00 n
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11. Sia
A:{n+%ﬁ;neN}.

n+1

Verificare che A é inferiormente limitato e calcolare inf A.

Posto
_n+2yn
" on+1
risulta facile verificare che
ei)a,>1 VnenN,
e ii) si ha:
lim a, =1
n—oo
Ne deriva quindi che inf A = 1. Infatti se ¢ > 0, risulta:

n+2n

<l4+essen—2vy/n+14+e>0
n+1

Siccome € > 0, 'ultima diseguaglianza ha sempre soluzioni. In particolare se A(e) =4 —4¢(14¢) > 0,
basta scegliere n in modo tale che

2+ \/Ale
\/ﬁ>7()
2¢
12. Risolvere la seguente diseguaglianza:
222+ 2
—<zx-3
r—2
Ottengo:
222 + ¢ 2024+ —224+22x+32x—6 22 +6x—6
—<zx-3& <0& — <0
r—2 z—2 T —2

Osservando che le due radici dell’equazione di secondo grado sono:
r12=-3F V15
possiamo concludere che la diseguaglianza é verificata se e solo se
€ (—o00,—3—V15)U (V15 -3,2) .

13. Sia )
A{f+.xen}

2 —z+1"’

Calcolare sup A.
Ricordiamo che un numero b € R, b > 0 & un maggiorante dell’insieme A se risulta:

1
_rtl o vreRr
2 —x+1

Ricordando che il denominatore della frazione considerata ¢ sempre positivo, si ottiene:

1
TPl e st l<bi®—brtbeoba®—(b+1)a+b—1>0
2 —x+1
Affinche dunque la diseguaglianza sia vera per ogni z € R, deve essere:

Ab)=b+1)*>—4b(b—-1)=-3b>+6b+1<0

e quindi deve essere
> 3 +3\/ 12

b

83



Ne deriva quindi che

3+V12
3

Osserviamo infine che tale numero risulta essere anche il massimo elemento di A.

sup A =

. Calcolare i seguenti limiti:

2yom 1
limu, limn( nt —1)

n—oo TL3 + 37 n—oo n
Ottengo
2
_om2gon 2\" 21
lim ———— = lim { 3 =0

Razionalizzando ottengo
[n+1 ntl 1 1 1
limn< nt —1>:limn(”):lim=2
n—o0 n n—oo nzl +1 n—o00 nzl +1

. Dire per quali z € R vale la diseguaglianza:

2
2
r+1
Risulta:
22+ 2z 2242z —-2224x—-2x+1 22—z —1
— >2r-1< >0 — <0
rz+1 r+1 r+1

Le radici del polinomio di secondo grado al numeratore sono 1EY5 od essendo % > —1, risulta che

2
la disuguaglianza & verificata se

1-V5 1445
xG(—oo,—l)U( 5 g )

. Sia

A:{\/n2+n—n ;nEN}

Calcolare inf A e sup A e dire se sono minimo e massimo di A. Poniamo a,, = vn2 + n—n e verifichiamo
che la successione a,, € strettamente crescente. Infatti:

an<an+1<:>\/n2+n—n<\/n2—|—2n—|—1—|—n+1—n—1<:>

svVnl+n+l<yvn2+3n+2en’+n+1+2vVn2+n<n®+3n+2<
S2vVn2+n<2n+ledn®+4n<4n®+4n+1

Ne deriva quindi che
inf A=min A=a; =v2-1
2 2
— 1
sup A = lim a, = lim nmhnont

n— 00 n— o0 W/TL2+7’Z+’I’L 5

Siccome 1 ¢ A, A non ha massimo.
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17. Sia
2 4+r+1

rz—1

fz) =

Dire se f e iniettiva e calcolare 'insieme dei valori di f.

rEeER, x#1

Siano x,y € R con x # 1, y # 1, allora:

:z:2+1:+1_y2+y+1

=>2?ytryty—2*—z—-l=zy*+trytaez—y* —y—1=
r—1 y—1

seylr—y)+2(y—z)+(@+ylr—y) =0=(r—y)lry-—2-y—2)=0
Pertanto 'ultimo prodotto, oltre che per x = y, si annulla anche se y (x — 1) = z + 2, ossia se

T+ 2

r—1

Risulta allora, scegliendo per esempio = 0 e quindi y = —2, che f(0) = f(—2). Pertanto la funzione
f non é iniettiva.
Sia ora y € R, 'equazione f(z) = y, ha soluzioni se e solo se

Prrtl=ry—yer®+(1-y)z+1+y=0

Deve quindi essere
Aly) =1 -y)*=4(1+y) >0 ossia y* —6y—3>0

Pertanto I'insieme dei valori é dato dall’insieme
B= (—oo,S—Qﬁ} U [34—2\/5,4—00)
18. Calcolare i seguenti limiti:
lim V/3"4+n24+1 ; lim (\/n2+6n+1fn) ; lim nu
n—oo n—oo n—oo /m+ 1+ \/ﬁ

Risulta:

> 1
lim V3" +n2+1= lim 3{/1+ > 4+ =3
n—oo

Razionalizzando, ottengo:

246 1 —n? 6
lim (\/n2+6n+1—n>zlim n_bnt no_2_3
n—00 n—so\/n2+6n+14+n 2

Sempre razionalizzando, ottengo:

vn+l—yn n+l—n 1

lim n = lim n
n—oo yn+14+4yn noo (Vnt+l4+yn)(Vnt+14+yn) 4
19. Dire per quali z € R vale la diseguaglianza:

1‘2—1‘

2x—3
12 > 2
Risulta:
2 -z 22—z —22°—4x+3x+6 2 4+2x—6
>2r—3& >0 ——— <0
T+ 2 T+ 2 T+ 2

Le radici del polinomio di secondo grado al numeratore sono —1F /7 ed essendo —1 —+/7 < —2, risulta
che la disuguaglianza ¢ verificata se

mE(—oo,—l—\ﬁ)U(—Q,\ﬁ—l)
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20.

21.

22.

Sia,

A:{\/mfn ;nGN}

Calcolare inf A e sup A e dire se sono minimo e massimo di A. Poniamo a, = vn?+2n —n e
verifichiamo che la successione a,, € strettamente crescente. Infatti:

U < Gnir S Vn2+2n—n<vVn2+2n+14+2n+2-n—1<

V24 2n+l<vn2+4n+3en?+2n+1+2vVn2+2n<n?+4n+3<

svVn2+2n<n+len?+2n<n?+2n+1

Ne deriva quindi che
inf A=min A=a; =vV3 -1
2 2
. . n“+2n—n
sup A= lm ap = lim e =
Siccome 1 ¢ A, A non ha massimo.
Sia
22—z 41

f(x)iix_’_l rTER, x#£ -1

Dire se f e iniettiva e calcolare 'insieme dei valori di f.
Siano x,y € R con x # —1, y # —1, allora:
2—z+1 yr-y+1
z+1 - y+1
=szylz—y)+2(—2)+@+y)lz—y =0=(z—yllry—2+y+z)=0
Pertanto I'ultimo prodotto, oltre che per x = y, si annulla anche se y (z + 1) = 2 — x, ossia se
2—x
rz+1
Risulta allora, scegliendo per esempio = 0 e quindi y = 2, che f(0) = f(—2). Pertanto la funzione f

non ¢ iniettiva.
Sia ora y € R, I'equazione f(x) =y, ha soluzioni se e solo se

srly—ryty—r—r+l=xy’—ayt+r—y —y+1l=

y:

P —rztl=xy—year®—(1+y)z+1—-y=0

Deve quindi essere
Aly) = (1—y)? —4(1+y) >0 ossia y*+6y—3>0

Pertanto 'insieme dei valori ¢ dato dall’insieme

B= (700,73—2\/5} U [—3+2\/§,+oo)
Calcolare i seguenti limiti:

lim V4" +n3+3 ; lim (\/n2+4n—|—6—n> ; lim nu
n—00 n—00 n—00 \/m-i-\/ﬁ

.o . n nd 3
lim v/4"4+n3+3 = lim 44/14+ —4+ — =14

Razionalizzando, ottengo:

244 6 — n? 4
lim (\/n2+4n+6—n>: lim nmhant i =_-=2
n—o00 n—o00 \/7’L2—|—4TL+6—|—?’L 2

Risulta:

Sempre razionalizzando, ottengo:

Vn+6—+n n+6-—n 6 3

lim lim n( = - =

nooo A mF64yn  nos (Vatb+vm)(Wntb+ym) 4 2
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