RIASSUNTO SUGLI INTEGRALI INDEFINITI
PER IL CORSO DI LAUREA IN BIOLOGIA

FRANCESCA PRINARI

1. PROPRIETA’ DEGLI INTEGRALI.

Per ogni f g : ]R — R integrabili, vale che
) [f(x)+gx)dx = [f(x)dx + [ g(x)dx

2) [af(x)dx = a [ f(x)dx per ogni a € R.

/f dx#/f da:/()da:

Applicando le proprieta’ ( (2) si puo’ scrivere

/m—i—log:):d:c:/acd:r—l—/logxdx
2 1
—d
/w+1

4+ 1 v

1 1/ 1
T dr ==
/2(g:+1) . Q/x—i—ldm

Invece, in generale,

Attenzione: | ) .
/ 2x + 1d$ 7 2 / r+1
2. INTEGRALI ELEMENTARI
1) [a"dx = 1—|—cperogn1n€Rn7é

2) [1dz =log|z|+c

) [etdr=¢€" +c

4) [coszdz =sinz + ¢
5) [sinzdz = —cosz + ¢

6) [ 1Jr%da: = arctanx + ¢

Le formule precedenti si estendono nel modo seguente:
1

Preliminary version — December 4, 2019 — 18:27
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1) [f(x) )rdx = [f (::EH +c perognin € R,n # —1;

Esempio 2.1. (a) [(2z +1)3%dz = %f2(2x +1)3dx = (2$+1) T

" —2+41
b) [ mriedr =5 [3- (3o +1)2de = 80— 4 ¢;

¢) [V3z+1dx =3 [3(3z+1)/%dx = %% te=2@Bz+1)%2+¢

T /
(d) [ Tlgﬂdac = %fi% (3x + 1)*1/2dx %7(3 +11}2J1r12+1 +c= %\/330 +14+¢
e 4e®43)73+1 . _
(e)fm 4f4€ 46 +3) d$ %(__‘_37_’)_1"_0_——%(46 +3) 2+C,'

() f%dw:]%dogwdw#—c:@_kc;

arctan x arctan?
) [ s de = RS e

ff ) dx = log [f(x)| + ¢

Esempio 2.2. (a) [ 5iqde =3 [ 327de = $log|2z + 1] + ¢;

fhzﬂdac— 4f21§ﬂ1dw— 110g]2:132+1|—i—c;

(c) fxlggxdaz = floéxdmzlogHogx\ +c;
(d) fexﬂdx—log\e + 1| +¢;

1
1 _ 1+z2
e) f (1+x2)arctanacdx - f arctan x

dx = log | arctan x| + ¢;

() [ Eyde = 3 [ Adw = blog|1 + 2| +c = Llog(1+4%) +c.
3) [F(x)ef™@dx =e'™ + ¢

Esempio 2.3. (a) [e %dz = (—1) [(-1)e *dz = —e " +c

) f:vef”zd:n = %foe’”de = %eIQ +c

x log a a®

+C:10ga+c

¢) [a®dx = [e"18%z = [loga-etlosedy = ¢

1
loga loga

d) [e¥dx =1 [3e3da = e%x +c.

4) [f'(x)cosf(x)dx =sinf(x) + ¢

5) [f'(x)sinf(x)dx = — cosf(x)
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(6) Hf[/f(i(x,z)}zdx = arctanf(x) + ¢

Esempio 2.4. (a) [ Hﬁd:ﬂ = de =1/ ﬁd:ﬂ = Larctan 3z + ¢;

1 1 1
[ mmdr = :Zf1+(£ 4f1+; dz = § arctan %;
(c) fx4+1 f (xz +1 2f 2)2+1d:c: %arctana:Q—kc;

d) [ mdw =1/ mdyc = Larctan(3z + 1) + c.

2.1. Esercizi proposti.

(1) [(5z + 2)3dx;

2) J (5:1:+1)2 dx;

3) [VA4z + 1dz;

) [ g
(5) [ Gerrmyrde

(6) [ &= du;
(7) f%dw
fﬁd:ﬂ;
9) [ phyda;
(10) fmdm;
(11) [ g=dz;
(12) fmdl’;
(13) wdem
(14) [ Ldx
(15) [e **dx
(16) [e 2*T3dx

(17) [e*tldx
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(18) [ tigmda;
(19) f—gfﬁdfv;

3. INTEGRALI DELLE FUNZIONI RAZIONALI FRATTE

Distinguiamo i seguenti casi:

(1)

/ 1 log |ax + b
dx = ;
ax +b a

/Ax—l—B
——dx
ax+b

in questo caso occorre dividere numeratore per il denominatore. Se @, R € R sono,
rispettivamente, quoziente e resto della divisione, allora

Ar+ B R 1 R a
/ax—i—bdm_/Q—i_aw+bdm_Qx+R/ax+bdm_Qx+a/ax—kbdw

R
=Qx+ —loglaxr +b|+¢
a

13
Esempio 3.1. [ gii?dl‘ =[2+ s dr = 22+ Llog|5z + 1] +c.
3)

1
—d
/ax2+bx+c *

occorre distinguere i seguenti casi

e A > 0: in questo caso esistono due radici x1, x2 reali e distinte tali che il trinomio
ax? +bx + c si fattorizza come a(x —2z1)(x —2). In gesto caso si cercano A, B € R
tali che

1 A B

ar?+br+c¢ zT—1 T—19

e l'integrale si calcola nel modo seguente:

1
/axuwdl‘:f“og!x—m+Blog|w—xz|+c.
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INTEGRALI 5

e A = 0 : in questo caso esistono due radici 1 = x2 reali e coincidenti tali che
il trinomio ax? 4 bx + ¢ si fattorizza come a(z — z1)%. Quindi l'integrale si puo’
riscrivere come

1 1 1
= dr= - = . —2+1 .
/cw:Q-l-bx-i-c v /a(az—xl)Q a(x 1) e

e A < 0: in questo caso
— si puo’ usare la formula
1 2 ; 2ax +b .
= arctan c
ax?+br+c —A V—_A ’

— oppure cercare di scrivere il denominatore come

az® +bx +c=C(1 + (AX + B)?)

e calcolare l'integrale nel modo seguente:

- dr=— dr — —— arctan(AX + B
/aw2+baﬁ+cx C/1+(AX+B)2$ ACarcan( +B)+c

(4)
Ax+ B x
ax?+bx+c

In questo caso si cerca di scrivere I'integrale nel modo seguente:

Ax+ B 2ax+b 1
—dx=M | ———d N[/ ——d
/ax2+bx+c x /ax2+bx+c X+ /ax2+bx+c x

2ax+b

(e applicare la formula [ 52502

dx = log |az? + bx + c| + ¢ per calcolare il primo
integrale).

Esempio 3.2. [ 5z§:§+1d1:. Poiche’ la derivata di 52> + x4+ 1 é 10z + 1,

(a) prima moltiplichiamo e dividiamo [’integrale per 10
(b) poi aggiungiamo e sottraiamo 1

08510
/ z+3 dxl/ 10(x + 3) dx—i 10x+1—1+30dw
5224+ 2+1 10) ba2+xz+1 10 522 +x + 1
1/10x+1+29d 1/ 10z +1 J +29/ 1 J
=— | ———ar=— | -5———ar+ — | ——5————azr
10 Sx2+x+1 10 ) b2 +x+1 10 ) b2+ +1

Ly 52% + 2 + 1| + 2)_ aret
= — 10 X X —= arctan
10 %8 5v/19 V19

Esempio 3.3. [ xﬁfgﬁrﬁdx. Poiche’ la derivata di x> + 52 + 6 ¢é 2x + 5,
(a) prima mettiamo in evidenza il 3 a numeratore;
(b) poi moltiplichiamo e dividiamo lintegrale per 2

(¢) infine aggiungiamo e sottraiamo 5
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3z 42 x+ 2 3 20z + 2)
T de=3 ] —= 3 ge=Z= [ 223’ 4
/x2+5x+6m /x2—|—5x+6$ 2/3:2—1—537—1—696

20 +5—-5+ 2 2 -5
:3/x++3dx:3/m+5dx+3/+3d —
2 24+ 5x+6 2) 224+5x+6 2) 2245246

0ssia

3 11 1
l ) 6 —————dzr =
og |z + 5z + 6| — /x2—|—5x+6$
3 11 1 1
1 - PR — =
2og\x + 5z + 6| { x+2d$ /m—i—de]

3 11
:flog|x2+5x+6|—?log|x+2|+§10g\x+3\+c.

2
/ —pn(x) dx
ax?+bx+c
dove p, é un polinomio di grado n > 2. In questo caso occorre dividere il numeratore

per il denominatore. Se @)(x) é il polinomio quoziente e R(x) é il polinomio resto (con
grado di R minore o uguale a 1) allora

Pn R(x)
—d
/ax2+bx+c /Q ax2+bxtc

dove il secondo integrale rientra nei casi gia’ affrontati.

3.1. Esercizi proposti.
1
| e de

[ ryde

3) [ —gppsda

4) [ i da

(5) 25;33 dx

6) fﬁdw
7) [ s de
8) [ szrosde
9) [ st
dx

1
f 2522+16

1
J mreda
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INTEGRALI
(12) [ s de
(13) [ gz de
(14) [ spde
(15) [ ggde
(16) [ g de
(17) [ gor—da
(18) fﬂiiwdx
(19) fﬂiiwdac
(20) nglﬁdac
(21) [ go—da
(22) [ grasde
(23) fﬁdw
(24) fmdm
(25) [ rgmrigde
(26) [ mpmda
27) [ =g de
(28) [ mrigsde
(29) [ =rgrgde
(30) [ ss2rygde
(31) [ gzz=rgde
(32) [ iy de

345
(33) f4a;2+€2$+10dx

443
(34) f12+7;:+12dx
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5x241
(35) [ g

3 5
(36) [ 2o de

(37) [ 25 Hiztlay

(38) 252;21316 dx

(39) 72?;‘116 dx

3 €T
(40) fx2+J7r§+6d

4 3

322 +4x—|—1
42 z2+6$+10

2z3+1
(43) 52 10s 7200

3x2+4
44 f9$2+6x+1dx

3+4
(45) | 2 toerag e

4. INTEGRAZIONE PER PARTI

Se f, g sono due funzioni derivabili con derivate continue sull’intervallo I vale la seguente

formula che
/ (@) (@)de = [(x)g(z) - / f(@)g(z)de

In particolare se [a,b] C I

b
/ fa — F(b)g(b) — fa)gla) - / F(@)g(x)de

La funzione f nelle formule precedenti si chiama fattore finito ed e’ quello che viene derivato
mentre g si chiama fattore differenziale ed e’ quello che viene integrato.

Nell’integrazione per parti occorre quindi identificare la funzione che va integrata e quella
che viene derivata. Si ricorre all’integrazione per parti nel caso di integrali del seguente tipo:

(1)
/ Py () log ada, / P, (x) arctan oda

dove P,, é un polinomio di grado n. In questi due casi si sceglie il polinomio P, come
funzione da integrare e si deriva il logz (ottenendo 1) o 'arctanz (ottenendo
Dopo di che resta da integrare una funzione razionale fratta.

14z 2)

Questo tipo di integrazione per parti si applica anche nel caso degli integrali del

tipo
/ P, (x)log™ xdx
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INTEGRALI 9

(dove m € N) e agli integrali del tipo

/ () log Q(x /P ) arctan Q(x)dx

dove P, é un polinomio di grado n e () é una funzionale razionale fratta.

Esempio 4.1. (a) [logzdz = [1-logzdx :m-logm—fa:-%dx
=zlogz — [dr =zlogz — x + ¢

b) [arctanazds = [1-arctanzds = z - arctanz — [ - ﬁdm
= zarctanz — [ Tizdr = rarctanz — %log(l +2) +¢

2

fwlog zdr = [z -log? xdz = % - log? x—f"’Q 210gac dw
7log z— [x-logadr == 2log x——logx+fm
2

_ 2 _ 2 _
@) Jalon Shio = Flog 54 - [ 521 szt
2 _ 2 2 _
= Flog gy — [ gimydr = log o5y — o — [ grgde
—1 1 1
%lgg%ﬂ_l'_(?fxl 2fx+1d$
:%logiﬁ x—flog]x—1\+llog|a:+1|+c
e) [log(z?+ 4)dx =z -log(z* +4) — [z mngx

=1z -log(z? +4) — 2fx§i4dw::):-log(x2+4)—2f1 12+4d:c
=zlog(z? +4) -2z +2 [ z2+1d$=$10g($2+4)—2x—|—4arctan%—|—c;
2

f) fxarctan Ly = %arctanl — f m*H(l Iy ° (—%)dff

sdr = % arctan + 1 f

= arctan +2f dzx

1+( 1+x2

= Tarctang +5[1— hmde = 7arctan5 + 3(z — arctanz) + c.

/ Po(2)e*da

dove P, é un polinomio di grado n e o € R. In questo caso si integra invece e**
(ottenendo %) e si deriva il polinomio P, ottenendo un polinomio F,,_; di grado
n — 1. Si ottiene cosi’

/Pn(a?)eazda: = Pn(l’)% B /Pnﬂ(x)eow

(0%

e si riapplica l'integrazione per parti sull’integrale [ Pn,l(x)% procedendo come
prima: ad ogni passo si abbassa il grado del polinomio fino a ottenere un polinomio
di grado 1.

Esempio 4.2. (a) fxewdx =z € femda: =xe* — e +¢

2z —2x —2x
b) [x%e” 2"’“"dac—:zc26 —f2x 5 dr = — 62 + [xe **dx
. ,2e%® 2z g, ___ _,2e73%® e 2 1 __9g
= —x"%; d:v == —1°%; T 1€
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/ P, (x) cos zdx, / P, (x)sinxdx

dove P,, é un polinomio di grado n. In questo caso si sceglie il polinomio P, come
funzione da integrare, ottenendo un polinomio P,y; di grado n + 1, e si deriva la
funzione trigonometrica cosx o sin x.

Esempio 4.3. [xsinazdr = —zcosz + [ coszdr = —xcosx +sinx + ¢

4.1. Esercizi proposti.
(1) [2*logzdx

(2) [zlog® xdx

(3) [zlog(z? — 4z + 5)dx
(4) [ zlog(4x® —9)dx

(5) vz logzdz

(6) [x?e**dx

(7) [(2z —1)e *dx

(8) [xe3®dx

(9) [ zarctan(2z)dx
(10) [ 2®arctan(2z)dx
(11) [ xcoszdx

(12) [ zsin3zde

(13) [a?sinzdzx

5. INTEGRAZIONE PER SOSTITUZIONE

/f(x)da:

con f continua, quando si effettua la sostituzione x = g(¢) con g derivabile con derivata
continua, occorre calcolare il differenziale dx = ¢'(t)dt e sostituire nell'integrale x con ¢(t) e
dx con ¢'(t)dt: Uintegrale diventa cosi’

/ F(a(t))d ().

Dato un integrale
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Dopo aver calcolato 'integrale rispetto alla nuova incognita ¢, si ritorna ”indietro” tramite la

trasformazione t = g~ 1(z).
Di fatti, applicheremo l'integrazione per sostituzione per trasformare alcuni integrali in cui

compaiono radici, esponenziali o logaritmi in integrali di funzioni razionali fratte.

Esempio 5.1. (1) f e 41d:c tramite la sostituzione e = ¢ otteniamo z = logt e dx =

%dt. Otteniamo
e2r t2—1 4t — 1
dr = dt= [ 14 ———dt =
/e2—4 . /t(t— 4) / MY

—t—l—/1+ B =it L iogt = Prog |t — 4 +
at A T T sl T e ¢

1 15 1 15
—t+/ +7dt:e$+fx+zlog|ea’—4|+c;

4t 4t —4) 4
f m+V2:f;r£2+2 dx: tramite la sostituzione vz + 1 = ¢ otteniamo x + 1 = t2 e dx = 2tdt.
Otteniamo
V 2 t+2 t2 + 2t
:17—1—2\/:5—1— + 2 t*—14+2t4+2 t*+2t+1

1 1
=[l-—gd=t+ —+c=vr+l+ —=—
/ (t+1)2 t+1 Mz+ +1

(3) f%dm : tramite la sostituzione logz = ¢ otteniamo z = €' e dx = eldt.

Otteniamo

logx — 2 t—2 / 8t — 16
L. K Y N Sk S P
/ s(dlogZz—9) / a2 —9°""8) w9

1 [ 8—9 7 1 1 7 1 1
= | ———dt - dt = —log|4t> — 9| — — — dt
8/4t2—9 8/4t2 9 g o8| | 48/2t—3 2%+ 3
1 7 2logx — 3
1 42 -9 1 = - = —logl41 -9 ——er - :
0g | | — 0g|2t+3|+c 80g| og?x — 9| — 5 g|2logx+3|+c,

4) [V/2e* — 1dz : tramite la sostituzione e” = ¢ otteniamo z = logt e dx = %dt. Da cui

Vot —1
/\/261’ — 1dx :/tdt
Ora tramite la sostituzione /2t — 1 = z otteniamo 2t — 1 = 22 e dt = zdz. Cosi’

V2t —1 1
/\/269”—161:3:/tdt:/zzilzdz:/l— 1+z2dz:z—arctanz—|—c
=2t —1—arctanv2t —1+c=+2e* — 1 —arctanv2e* — 1 +¢;
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5.1. Esercizi proposti.

5) [ ‘fill dz : tramite la sostituzione /x = t otteniamo = = t* da cui dr = 4t3dt. Cosi

t—1 3
dr =4 3dt = 4 dt =
o /t2—1 /t+1

t+1

2z e
(1) f eli3 dx

2) [ \/:;?dx

() [ z5erede

2z

) | @i

6290

() [ cgeade
3log x+2

(6) f (loggx2+4)d

7) f \/4lo§x—9dx

f S/ifé dx

f gﬁf; dx

(10) [¥22i3dy

(11) [ arctan \/zdx

(12) [ % arctan 2-dx

/z

Yz -1
N

1
= 4/t2—t+1—dt =

A(

(13) [e®log(e*® —1)dx

(Francesca Prinari) DIPARTIMENTO DI MATEMATICA, UNIVERSITA DI FERRARA
Email address, Francesca Prinari: francesca.prinari@unife.it
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VB R

t
2+t log\t+1]+c)—4(———+f log |z +1|+c).
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