PRECORSO DI MATEMATICA
PER I CORSI DI LAUREA IN BIOLOGIA E BIOTECNOLOGIE

FRANCESCA PRINARI

1. POTENZE, POLINOMI, RADICI, ESPONENZIALI, LOGARITMI

1.1. Potenze con esponente intero. Sia a € R e n € N. Si definisce

a*=a---a (nvolte).

Se a # 0 definiamo

Si pone
a®=1.

Proprieta delle potenze. Per ogni a,b € R e per ogni n,m € Z valgono le seguenti
proprieta:

(1) a” . am = q"t™m

(2) a" :a™ = "
(3) (a ) =a™"
(4) a™ - b" = (ab)"
(5) Se b # 0 allora a™ : b™ = ($)"
1.2. Polinomi. Sia n € N. Dati (n + 1) numeri reali ag, a1, - ,a, (detti coefficienti) con
an 7 0, si definisce polinomio di grado n 'espressione algebrica

SallS]

P(z) =ap+ a1z + - apa™.

Il termine ag si dice termine noto. Se a,, = 1 il polinomio si dice monico. I polinomi di
grado 0 sono del tipo P(x) = ag ossia sono costanti. Definiamo polinomio nullo il polinomio
con coefficienti tutti nulli.

Divisione tra polinomi.

Siano P, e P, due polinomi di grado n > m > 0 rispettivamente. Allora esistono e sono
unici due polinomi @) (detto quoziente) e R (detto resto) con grado(R) < m tali che
P,=P, Q+R.

In particolare @ e R sono tali che

P, R
B, 9tp

Se R = 0 si dice che P, ¢é divisibile per P,, o equivalentemente che P, divide P,. In tal caso
P,, viene scomposto in fattori come P, = P, - Q.
1
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2 FRANCESCA PRINARI

Esempio 1.1. Dividendo 6z* — x +4 per 222 — z + 1 si ottiene come quoziente 322 + %:c — %

e come resto —%x + % e quindi

6zt —x +4 32+3 3 13z — 19
—_—m €T -r - -
202 —x+ 1 2 4 4222 —x+1)
Proposizione 1.2 (Teorema del resto). Sia P un polinomio di grado n e o € R. Allora
P(xg) € il resto della divisione P : (x — x). In particolare
P(xg) =0«  Pé divisibile per (x — x¢)

Dimostrazione. Siano ¢ € R il resto e @ il quoziente della divisione di P per (z — zo).
Allora per ogni « € R vale che P(z) = Q(x) - (x — zo) + ¢. In particolare per x = x¢ si ottiene
P(zp) = 0+ c ossia ¢ = P(xp).

Sia P un polinomio e xy € R tale che P(xg) = 0. Allora diremo z( radice o zero del
polinomio P.

Ricordiamo che se xp é una radice intera (ossia se ¢ € Z) di P allora ag é divisibile per z
(ossia apg/zp € Z). Quindi eventuali radici intere di un polinomio vanno cercate nell’insieme
dei divisori (positivi e negativi) di ap.

Il seguente teorema stabilisce il numero massimo di radici distinte che ammette un poli-

nomio di grado n.

Teorema 1.3. Sia n € N e sia P un polinomio di grado n non identicamente nullo. Allora
P ammette al pit n radict distinte.

Dimostrazione. Supponiamo che P ammetta n+ 1 radici distinte 1, za, - , p+1. Allora
grazie al teorema del resto esso é divisibile per (x —z1) - (x — x2) - - - (* — xp41). In particolare
esiste un polinomio () tale che

Px)=(z—21) (x —22) (T — Tny1) - Q.

Questo implica che il grado di P é maggiore di n. Assurdo!

Infine enunciamo il seguente principio di identita.
Proposizione 1.4 (Principio di identita dei polinomi). Siano P,Q due polinomi. Allora
P(z) =Q(z) Vx € R < P e Q hanno gli stessi coefficienti.
In particolare
P(z) =0 Vx € R & i coefficienti di P(x) sono nulli.
Corollario 1.5. Assegnate n + 1 coppie di numeri reali (zg, ap), (21, 1) -« (Tp, ) esiste
un’unico polinomio di grado m < n tale che P(z;) = «; per ogni i € {0,1,--- ,n}.

1.3. Radici n-me. Sian € N.
Se n é dispari definiamo {/x I'unico numero reale y tale che y" = x.
Se n é pari e > 0 definiamo {/z 'unico numero reale positivo y tale che y” = z. Quindi

e se n é dispari {/x é definita per ogni x € R ed ha il segno di x;

e se n é pari {/x é definita per ogni x > 0 ed é sempre > 0.
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PRECORSO DI MATEMATICA 3

Esempio 1.6. (1) V27 =3;
(2) V/—-27=-3;

3) V=2

4) —V4=-2;

) v/—4 non esiste;

) /x esiste per ogni x € R;

)

)

)

N
TN
w1

V' esiste per ogni x > 0;

—x esiste per ognt x € R;

V= esiste per ogni —x > 0 (ossia per x < 0 come dedurremo dalle proprieta’ delle
disequazioni che vedremo in una sezione successiva);

w

AN AN AN N N N

)
6
7
8
9

Osservazione 1.7. (1) Se n € N é dispari
V—z=—3/x.
Quindi, per esempio, /2x —1 = —</1 — 2. Questa proprietd non vale per le radici

/- con n pari (dal momento che per ogni z # 0 o esiste {/x o esiste {/—z.)
(2) Se n é dispari allora Va,xz € R vale che

al/x = Vanz.

Se invece n é pari e x > 0 allora

n

ar sea >0,
al/r =
—va"r sea<O0.

(3) Se n é dispari allora Va,z € R vale che

Vare = ax

vVt = z.

Se invece n é pari allora, introducendo il valore assoluto (vedi la sezione 2.4), si ha
che

Varz = |al{/z Yo >0

Van = |z| VY eR.

Esempio 1.8. (1) —2¥/3=—-v23.3=+-23.3;
(2) —3V2=-V32.2;
(3) Va? = x|
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4 FRANCESCA PRINARI

1.4. Potenze con esponente razionale. Sia ¢ € R, a > 0 e siano n,m € N con n # 0. Si
pone

a™'m = Yam,

Le proprietd delle potenze espresse nel caso di esponente intero si estendono nel caso di
esponente razionale: per ogni a,b > 0 e per ogni p,q € Q valgono le seguenti proprieta:

al - b? = (ab)P
Se b # 0 allora a? : bP = (3)P

Esempio 1.9. Non dovete avere dubbi riguardo i seguenti esempi:

(1) a® - a® = a* mentre a® + a® = 2a?

(2) (a®)? = a® mentre a® - a® = a®
3) ($)7° ( )3 Hlentre (%) 13 — {’/g
(4) a®> a?2=a>2=a"=1

Osservazione 1.10. Le operazioni con le radici risultano piu’ semplici se si scrivono le radici
come potenze con esponente frazionario. Cosi si ottiene facilmente che per ogni a,b > 0

n % _ (al/m)l/n — al/m-l/n _ al/mn _ m%

Va- Vb= a/m B = (ab)M/" = Vab.

3=

:am

W _ (amn)l/n — g™
Y amn+q — (amn+Q)1/n — a(mn+Q) n — a 71,, . a% — am \n/ ad

1.5. Esponenziali. Sia a € R, a > 0 e sia b € R. Allora ¢ possibile estendere la precedente
definizione di potenza e definire il numero reale positivo a® in modo che per ogni a,b > 0 e
per ogni x,y € R valgono le seguenti proprieta:

a® - b* = (ab)*®
a® b = ().

(2) a”

(3) (a”)? =a™
(4)

(5)

Esempio 1.11. Non dovete avere dubbi riguardo i seguenti esempi:
(1) (@) =a* £ a”
(2) a® + a® = 2a® # a**
—r 1 _ a%a*+1 _ 21:+1
(3)a:c+ax_ax+a7_aa _a

a® a®
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PRECORSO DI MATEMATICA 5

1.6. Logaritmi. Sia a > 0,a # 1 e b > 0. Si definisce logaritmo in base a di b (e si scrive
log,, b) I'unico numero reale x tale che a® = b. Ossia

x =log,b<a” =0b.

Dalla sua definizione e dalle proprieta delle potenze con esponente reale segue che per ogni
b,c > 0 e per ogni r € R:

(1) log, (bc) =log, b+ log, ¢

(2) log, b" =rlog,b

(3) log, (b/c) =log,b—log, c
(4) log,1=0
(5) log,a=1

Osservazione 1.12. Si ricordi che non esiste il logaritmo di 0.

Esempio 1.13. (1) log? z = (log, z)? = (log, z) - (log, x);
(2) log, 3 = 3log x per ogni = > 0;

(3) log, ¥? = log,(z - ) = 2log x per ogni = > 0.

(4) log, L # loglaz. Invece log, 2 = log, (z)~! = —log, =
log, .. log3 log(22%) _, log(a?
(5) %82 = log,(£). Quindi &3 # log 3 ¢ 0alZr) o loslr)y)
Osservazione 1.14. (1) Si osservi che in generale se n é dispari

log, =" = nlog, x per ogni z > 0.

Invece se n ¢é pari la funzione f(x) = log, 2™ ¢é diversa dalla funzione g(z) = nlog, x.
Infatti la prima é definita per ogni x # 0 mentre la seconda é definita per ogni x > 0.
Se n é pari la giusta relazione é la seguente:

log, " = nlog, |z| per ogni x # 0.

(2) In generale ogni numero reale b € R pué essere scritto come
b
b=log,a".
Inoltre ogni numero reale b > 0 pud essere scritto anche come
b= aloga b

Esempio 1.15. Riflettete sulle seguenti uguaglianze:
(1) elo8® = g
(2) e~ 2logz _ elog(x_Q) — 2 — ?12;

3
(3) e:t+310gx e elogz — .%'361;

(4) e~z tlog(2z+1) _ o~z | Slog(2z+1) (21’ + 1)671‘.
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FRANCESCA PRINARI

2. EQUAZIONI

Due equazioni si dicono equivalenti se hanno lo stesso insieme di soluzioni.

Nella risoluzione delle equazioni si applicano i seguenti principi:

(1) Addizionando o sottraendo ad entrambi i membri di un’equazione uno stesso
numero reale si ottiene un’equazione equivalente a quella data;

(2) Moltiplicando o dividendo entrambi i membri di un’equazione per uno stesso nu-
mero reale diverso da zero si ottiene un’equazione equivalente a quella data.

2.1. Equazioni di primo grado. Sono della forma

(2.1) ar+b=10
con a # 0.
Ammettono un’unica soluzione data da
b
r=——.
a

2.2. Equazioni di secondo grado. Sono della forma

(2.2) azx® +br+c=0

con a > 0 (infatti se @ < 0 basta moltiplicare tutto per —1).

Nella risoluzione di (2.2) occorre distinguere 3 casi:
(1) T caso: A =b? — 4ac > 0.
In questo caso I'equazione data az?® + bz + ¢ = 0 ammette 2 radici reali e distinte

1 < xo date da
bt VA
N 2a
e il trinomio p(x) = ax? + bz + ¢ si decompone come

x1,2

azx® +bx +c = a(x — 1) (x — x2).

Esempio 2.1. (a) Le equazioni del tipo 22 = k con k > 0 cadono nella classe delle
equazioni con A > 0. Quindi ammettono le 2 soluzioni z = ++v/k. Inoltre il
binomio z? — k pué essere fattorizzato come (z — vk)(z + Vk). Per esempio

I'equazione 22 — 4 = 0 si pué scrivere come 22 = 4 e si trova che ammette
le 2 soluzioni = +2. Inoltre il binomio z? — 4 pud essere fattorizzato come
(r —2)(x+2).

(b) Se ¢ = 0 'equazione az? + bz = 0 ammette le 2 soluzioni z =0 e z = —2.

(2) 1I caso: A =b? —4ac = 0. In questo caso I'equazione ax? + bz + ¢ = 0 ammette 2
radici reali e coincidenti z1, xo date da

b
€T = ——
12 2a

e il trinomio p(x) = az? + bz + ¢ si decompone come

az® 4+ bz + ¢ = a(z — 21)%
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PRECORSO DI MATEMATICA 7

(3) III caso: A = b? — 4ac < 0.

In questo caso I'equazione az? + bxr + ¢ = 0 non ammette soluzioni reali ossia é
impossibile. 1l trinomio az? + bx + ¢ non pud essere fattorizzato. Pué essere perd
scritto come somma di 2 quadrati: infatti

dac — b2
4a

b
2Va

ax? +bx +c = (Vax + )%+

4ac—b>
dOVG ~da > 0.

Esempio 2.2. Le equazioni del tipo 22 = k con k < 0 cadono nella classe delle
equazioni con A < 0. Quindi non ammettono soluzioni (reali) e il binomio x? — k non
pué essere fattorizzato. Per esempio Iequazione z2 + 4 = 0 si pué riscrivere come
22 = —4 ed é impossibile. 11 binomio z? + 4 non pud essere fattorizzato.
Osservazione 2.3. Una particolare classe di equazioni di grado superiore al secondo e ricon-
ducibili a quelle di secondo grado é costituita dalle equazioni biquadratiche. Esse sono del
tipo:

(2.3) axt +ba* +¢c=0

Se b2 —4ac < 0 tale equazione non ha soluzioni. Se b? —4ac > 0 si opera il cambio di variabile

y = 2 e si scelgono (se esistono) le soluzioni positive y1,%2 (eventualmente coincidenti)

dell’equazione:

ay? +by +c=0.
Le soluzioni di (2.3) saranno date da +,/y1, +,/72.

2.3. Equazioni fratte e equazioni con prodotti. Le prime si riconducono alla forma

Le soluzioni di questa equazione coincidono con le soluzioni dell’equazione N(x) = 0 escluso
gli eventuali zeri del denominatore D.

Esempio 2.4. Z-48 — 05 2? —4e4+3=0s (z—1)(z-3)=0sz=1Vr=3.

Invece I'insieme delle soluzioni di un’equazione del tipo
P(z)=Pi(z)  Py(z)-...- Pp(z) =0
sard dato dall’unione degli insiemi delle soluzioni delle singole equazioni P;(z) = 0.
Esempio 2.5. (22 —4x+3)(4—22) =022 42 +3=0Va’—-4=0& (z—1)(z—3) =
OV(x—2)(xz+2)=0<zec{-2,1,2,3}.
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8 FRANCESCA PRINARI

2.4. Equazioni con un valore assoluto. Ricordiamo che il valore assoluto si definisce come

P(z) se P(z) >0,
|P(z)] =
—P(xz) se P(x) <0.

Esso soddisfa le seguenti proprieta:
(1) |z| >0 VzeR;

(2) |z| =02 =0;

@) lz+yl <lz[+ [yl Vo,yeR;

@) llz| =yl < lz =yl Yo,y eR;

(5) |ry| = |z|ly| Vz,y € R. In particolare |z|*> = 22 Vx € R.

Poiché |P(z)| = | — P(z)| > 0 si ha che

P(z) = +a sea >0,
|P(x)] =a<
per nessun valore di x  se a < 0,

[P(z)| = [Q(z)] & P(z) = +Q(x).
Esempio 2.6. (1) |z| =4z =24;
(2) 2z—-1|=3e2r—-1=432r=4V2r =2z =2Vr=—1;

(3) | — x — 5| = —10 per nessun valore di x dal momento che il valore assoluto é sempre
positivo;

(4) 222 —4z| =022 —dr =0 22(r—-2)=01r=0Vz=2;
5)[5—|2?|=4eb—|2Y =42} =9V | |=1e =43 Var=+];
(6) |2x—3|:|4:c—5]<:>2x—3::|:(4x—5)<:>2$:2V6a::8<:>a::1\/x:%;
Lo studio dell’equazione

|P(z)] = Q(x)

risulta invece pid complicato. Infatti tale uguaglianza pone un vincolo sul segno di @), ossia
|P(x)] = Q(z) = Q(x) > 0. Allora

P(z) = £Q(x)
Qz) > 0

da risolvere nell’insieme di definizione di P e Q.
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PRECORSO DI MATEMATICA 9

2.5. Equazioni irrazionali. Supponiamo di dover risolvere I’equazione

(2.4) V() =g(x).

(1) se n é dispari allora essa é equivalente a f(x) = (g(x))" (da risolvere nell’insieme
dove le funzioni f, g sono definite);

(2) se n é pari é necessario imporre delle condizioni sul segno di f e di g. Esattamente
lequazione (2.4) é equivalente al sistema

flz) =0

(da risolvere nell’insieme dove f, g sono definite).

2.6. Equazioni esponenziali. Sia a > 0,a # 1 e z € R. Allora se b > 0 si ha che

a®*=b < x=log,b,

/@ =b o flx)=1log, b

(da risolvere nell’insieme di definizione di f) mentre se b < 0 tali equazioni non ammettono
alcun a soluzione reale. Inoltre

) = 9 & f(2) = g(a)
(da risolvere nell’insieme di definizione di f e di g).

Esempio 2.7. (1) e = —1 é impossibile poiché I'esponenziale e* é sempre positivo;
(2) e = —1 é impossibile poiché I'esponenziale e”® é sempre positivo (anche se ad
esponente trovi —x!;
(3) 22 =162 =2t & o = 4;

(4) 2 =82 =B =3r=3c12=1
(5) 3" =0 3" =32 o 12 =2 & 1 = +/2;

(6) 3% 4+ 6-3° — 27 > 0 & 3 = —3EVIH2T V29+27. Otteniamo cosi le due equazioni: 3* = —9/2
e 3% = 3/2. La prima equazione é impossibile, mentre la seconda ¢é verificata per
x =logs(3/2).

(7) 4° —5-2" 44 =022 5.2 4 4 = () & 2¢ = 2E/25-16 V225_16. Otteniamo cosi le due

equazioni: 2% =1 e 2 = 4. La prima equazione ha come soluzione x = 0, mentre la
seconda é verificata per x = 2.

(8) 4 —4-2* +5 =0« 22 —4.2% + 5 = (. Poiché A = 16 — 20 < 0 tale equazione é
impossibile.
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10 FRANCESCA PRINARI

(9) 20 —3.277 42 =0 22" 4+2.27 —3=( & 20 = —2E/IFI2 V24+12. Otteniamo cosi le due
equazioni: 2% = —3 e 2¥ = 1. La prima equazione é impossibile, mentre la seconda é
verificata per x = 0.

(10) 27 = 317" & 27 = 2(1=2")1oge3 oy 1 — (1 — 22) - log, 3 < (logy 3)22 4+ 2 — logy 3 = 0

_ —14,/1+4(log, 3)2
& T2 = 3Tog, 3

(11) 4-27° =87 = 20@™+2) — 237 & 22 L 9 —3p s =1V =2.
(12) e* =2 <z =log2;

(13) e *tl =3 & —x + 1 =log3 ossia v = —log 3 + 1;

(14) e =5 < 22 = logh < z = +v/log5;

x log 5
(15) e** =5 < 22 =logh & z = 5=,

2.7. Equazioni logaritmiche. Siaa >0, a#1e b€ R. Allora

log, =0 wz=ad

log, f(a) =b & f(a) = d’
(da risolvere nell’insieme di definizione di f).

Si noti che nelle due precedenti equazioni non é necessario imporre le condizioni di esistenza

x> 0e f(z) > 0 in quanto sono conseguenza delle uguaglianze x = a® e f(x) = a’.

Si osservi invece che
log, f(z) =log, g(z) <

da risolvere nell’insieme di definizione di f e di g.
Esempio 2.8. (1) logg(zr —1) =3 r—-1=282=9
(2) logy 2?2 =3 = 22 =23 & 22 =8 & 1 = £2V/2;
(3) 2logyx =3 e logyz =3/2 & =232 =22
(4) log(z2 —1) =0 log(z? —1) =logl e 2> —1=11’=2c 1= +/2;
(5) log?(22—1) = 4 & log(22—1) = 2 & 22—1 = e*? & 22 = 1+et? & 2 = £V/1 + F2;
x>0 x>0
(6) log?z — 3logz =0 & &

logz(logx —3) =0 logz =0 VvV logx=3

sr=1Vz=e¢
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PRECORSO DI MATEMATICA 11
(7) log(|Jz—3|) =0 < log(|z—3|) =logl & |z—-3|=1<r-3=+lcr=4 V z=2
(8) log(|z2 —3)) =4 |22 -3 =t e 2?2 -3=dete2?=—-¢'+3 Vv 22=¢'+3.
La prima equazione é impossibile essendo 3 — e* < 0. La seconda é soddisfatta per
z=+Vel+3
(9) |logz(z4+1)| =2 logg(z+1) =422+ 1=32 =32 -1
(10) logy[(x = 2)(z —=3)|=1e (z—2)(z—3) =2 =1, =4;
z—2>0
(11) logy(z — 2) +1logy(z —3) =1 & z—3>0
logy[(z — 2)(z — 3)] = 1

dove le prime 2 condizioni sono le condizioni di esistenza dei due logaritmi e consentono
di applicare la nota proprietd dei logaritmi

log, ¢ + log, b = log(bc)

valida per b,c > 0. Cosi si ottiene il sistema

> 2 x> 2
>3 & x >3
(x—2)(z—-3)=2 2?2 -5z +4=0

Le soluzioni dell’equazione 2 — 52 +4 = 0 sono = 1,z = 4. Solo la seconda soddisfa
le altre condizioni del sistema ed é accettabile.
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3. DISEQUAZIONI

Due disequazioni si dicono equivalenti se hanno lo stesso insieme di soluzioni.

Nella risoluzione delle disequazioni si applicano i seguenti principi:

(1) Addizionando o sottraendo ad entrambi i membri di una disequazione uno stesso
numero reale si ottiene una disequazione equivalente a quella data;

(2) Moltiplicando o dividendo entrambi i membri di una disequazione per uno stesso
numero reale positivo si ottiene una disequazione equivalente a quella data.

Se invece si moltiplicano o si dividono entrambi i membri di una disequazione per uno stesso
numero reale negativo al fine di ottenere una disequazione equivalente a quella data é nec-
essario cambiare il verso della diseguaglianza.

3.1. Disequazioni di primo grado. Sono della forma

(3.1) ar+b>0 (o axr+b<0)
con a # 0.
Se a > 0 allora la (3.1) é equivalente a
> < -2
T > ; (o z< a)

Se a < 0 allora la (3.1) é equivalente a

b b
<= > ).
z < . (o z> a)

3.2. Disequazioni di secondo grado. Sono della forma
(3.2) ar® +br+c¢>0 (o ax?+br+c<0)

con a > 0 (infatti se a < 0 basta moltiplicare tutto per —1 e invertire il verso della dise-
quazione).

Occorre distinguere 3 casi:
(1) T caso: A =b? —4ac > 0.
In questo caso esistono 1, z2 € R tali che il trinomio p(x) = ax?+bx +c si decompone
come
az’ + bz +c=alz — z1)(x — x9).
Allora se a > 0 il segno di p e’ determinato dal prodotto dei segni di (z — z1) e di
(x — x2). Ossia
(a) p é positivo se (x — x1) e (x — z2) sono entrambi positivi o entrambi negativi
(b) p é negativo se (x — x1) e (x — 2) sono discordi.
Allo scopo di studiare la (3.2) si pué allora
(a) studiare quando (z—x1) e (z—xz2) sono positivi (ossia rispettivamente per x > x
ex > x9);

(b) rappresentare sulla retta reale i 2 valori z1, x2, e disegnare una semiretta per cias-

cun intervallo x > 1 e x > x9 (tratteggiando le semirette opposte ad indicare
che negli intervalli z < x1e x < x5 i fattori (x — 1) e (x — x2) sono negativi);

Preliminary version — October 7, 2019 — 8:32



3)

PRECORSO DI MATEMATICA 13

(c) su ogni intervallo z < z1, 1 < x < z9, > x9 moltiplicare i segni di (x — x1),
(z — x2) ottenendo cosi il segno di p(x).

Si ottiene cosi il seguente risultato generale:

se a>0e A >0 il trinomio p(z) é positivo negli intervalli z < x; e x > 9,
ossia negli intervalli esterni all’intervallo delle radici, mentre il trinomio é
negativo nell’intervallo interno alle radici (z1, z2).

In particolare

ar’? +br+c>0 & r<z1 V x> 29,
mentre
ar’ +br+c<0 & x1 <z <19
Esempio 3.1. Va > 0
2 2
z°—a" <0< —-a<zx<a

xQ—a220<:>:U§—a\/xZa.

Basta infatti osservare che 22 — a? = (x — a)(x + a) e applicare la regola precedente.

Esempio 3.2. —522 +624+8 <0< 522 — 62 —8 > 0.
Poiché A /4 = 49 si possono calcolare x1 = —% e Ty = 2.

Quindi 522 — 62 —8 =5(z+ 2)(z —2) >0z < -2V > 2

II caso: A = b? — 4ac = 0. In questo caso esiste z; € R tale che il trinomio
p(z) = axz? + bx + ¢ si decompone come

azx® 4+ bx + ¢ = a(z — 21)%

2

Allora se a > 0 e A = 0 il trinomio é sempre positivo e si annulla solo nel
punto x = x;. Ossia se a > 0 vale che

ar’ +br+c > 0OVzeR

ar? +br+c < 0 & z=ux
ar’+br+c > 0 &Vr#az

az® +bx+c¢ < 0 per nessun valore di z.

Esempio 3.3. Poiché 922 — 6z + 1 = (z + 3)? vale che
922 —6x+1>0c #3922 —62+1<0&2=12 92—-6z+1>0Vz R,
922 — 62 + 1 < 0 per nessun valore di .

I1I caso: A = b? — 4ac < 0.
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In questo caso l'equazione ax? + bz + ¢ = 0 non ammette radici reali e se a > 0 il
trinomio é sempre strettamente positivo. Quindi, in particolare, se a > 0

ar’ +br+c > 0VzreR;

az? + bz +c¢ < 0 per nessun valore di z;
ar’ +bxr+c¢ > 0 Vx € R;
az? + bz +c¢ < 0 per nessun valore di .
Esempio 3.4. Va # 0
2% + a? > 0VzeR
z?2 4+ a? < 0 per nessun valore di z.

3.3. Disequazioni fratte e disequazioni con prodotti. Le prime si riconducono alla
forma

N(zx)
D(x)
Il segno della frazione F sard dato dal prodotto dei segni di NV e di D ossia

F(z) =

>0(o <0).

(a) F é positiva se N e D sono entrambi positivi o entrambi negativi;
(b) F é negativo se N e D hanno segno discorde.

Un metodo per studiare il segno di F' ¢ il seguente:

(1) si determinano gli insiemi S e 7" in cui rispettivamente N > 0 e D > 0;

(2) si traccia la retta reale e si rappresentano con una linea piena e uno sotto ’altro
ciascun insieme S e T, tratteggiando gli insiemi complementari ad indicare che
sex ¢ S (ox¢T)allora N(z) <0 (rispettivamente, D(x) < 0);

(3) su ogni sottoinsieme della retta reale determinati da S e T' si moltiplicano i segni di
N e D, ottenendo cosi il segno di F'

Esempio 3.5. Studiamo quando

? — 4z +3
4 — x2

OraN(z)=22-424+3>0= (z—-1)(z-3)>02<1ve>3
mentre D(z) =4—22>0< 22 -4<0& 2<1<2.
Quindi

(1) per z < —2 si ha che F(x) <0,

(2) per —2 <z <1 si ha che F(z) >0,

(3) per1 <z <2 F(x) <0,

(4) per2<ax <3 F(x) >0,

(5) per z > 3 F(x) <0.

> 0.

Lo stesso procedimento si mette in atto se si vuole studiare una disequazione del tipo
P(z) = Pi(z) - Py(z) - ...Py(z) > 0( 0 <0).
Il segno di P sard dato dal prodotto dei segni dei vari P;. Quindi
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(1) si determinano gli insiemi S1, S2, -, ..y, in cui sono verificate rispettivamente P (z) >
0, Py(z) > 0,..., Py(x) > 0;

(2) si traccia la retta reale e si rappresentano con una linea piena e uno sotto ’altro
ciascun insieme 57, tratteggiando gli insiemi complementari ad indicare che se
x ¢ S; allora Pi(z) <0;

(3) su ogni sottoinsieme della retta reale determinati dai vari S; si moltiplicano i segni
dei fattori P; ottenendo cosi’ il segno di P.

Osservazione 3.6. Sia n € N e siano f, g due funzioni reali di variabile reale.
Allora ™ > 0 Vt € R implica che

(f(2))*" = 0 ¥z € dom(f),
dove dom(f) é I'insieme di definizione di f, mentre t>"*! > 0 < t > 0 implica che
(f(@) >0 % f(z) > 0.

Infine
f(@)*g(x) > 0& g(x) >0V f(z) = 0.

3.4. Sistemi di disequazioni. Risolvere un sistema di disequazioni significa determinare i
sottoinsiemi di R nei quali sono verificate contemporaneamente le disequazioni del sistema.
Ossia se il sistema che dobbiamo risolvere e’ costituito da n disequazioni

( Pi(z) >0 (0<0)

PQ(SU)E(] (O SO)

| P@)>0 (0 <0)

e S1 é l'insieme in cui e’ verificata la prima disequazione del sistema,..., S, I'insieme in cui
e’ verificata I'ultima disequazione del sistema, allora I'insieme S delle soluzioni del sistema é
uguale a
S=5NSnN..NSs,.

Al fine di determinare l'insieme S

(1) si determinano gli insiemi Sj;

(2) si traccia la retta reale e si rappresentano con una linea piena e uno sotto ’altro
gli insiemi S;

(3) si selezionano i sottoinsiemi comuni a tutti gli S;.

Si noti la differenza con il metodo che si applica per studiare il segno di un prodotto o di una
frazione.
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Esempio 3.7. (1) 11 sistema
r—1>0

—2x+1>0
e’ equivalente al sistema (ossia ha il suo stesso insieme di soluzioni)

rz>1
1
ossia S1 = (1,+00) e S = (—o0, 3). Allora I'insieme delle soluzioni del sistema e’ dato
da S=51N85=0.
(2) 1l sistema
r—1<0

—2x4+1>0

e’ equivalente al sistema
<1

T < %
ossia S; = (—00,1) e 93 = (—00, 3). Allora I'insieme delle soluzioni del sistema e’ dato
da S =51N5y =85s.
(3) 1 sistema
r—1<0

—2x+1<0

e’ equivalente al sistema
r<1

1

ossia S = (—o0,1) e S = (3, +00). Allora I'insieme delle soluzioni del sistema e’ dato
daS=5NS5y = (%,1).
(4) 1l sistema
r—1>0

—2x+1<0

rz>1
e’ equivalente al sistema
x> %
ossia S = (1,+00) e S2 = (3, +00). Allora I'insieme delle soluzioni del sistema e’ dato
da S=5N85 =5;.
()
622 +Tx +2 <0

2 4+3r—4>0
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Poiché6x2+7:v—|—2:O<:>x172:L 339_48(:)1‘:—%\/30:—% si ha che
6x2+71‘+2<0<:>—% <z < —3 ossia 51:(—%,—%).
Poiché 22 + 3z —4 = (v — 1)(x +4) si hache 2?2 + 3z -4 > 0& . < —4Vz > 1 ossia

Sy = (—00,—4) U (1, +00).
3.5. Disequazioni con un valore assoluto. Le disequazioni della forma
[P(x)]<a (o >a)

con a € R si risolvono facilmente. Infatti

P(z) < —aV P(x)>a sea>0,
|P(z)] > a&
Vx se a <0,

mentre
—a< P(r)<a se a >0,
|P(z)] < a%
per nessun valore di x  se a < 0,

P(z) < —aV P(x) >a sea>0,
|P(z)] > a<& Va se a <0,
Vz tale che P(z) #0 se a =0,

2 -10<1
Esempio 3.8. (1) |22 -10|<1& -1< (22 -10) <1<
2 —10 > —1

=
r>3Var<-—3.

2

vl @{ VI <z < VI

2 >9

Intersecando gli insiemi S = (—o00, —3) U (3,4+00) e Sz = (—v/11,+/11) si ottiene che
I'insieme delle soluzioni della disequazione iniziale é S = (—v/11, —3) U (v/11,3).

(2) 22+ 10| <1l e 22+ 10<1le?<1le 1<z <1

3) |lz|—2| >3« |z|-2>3V]z|-2 < =3 & |z| > 5V |z| < —1. Poiché la disequazione
|x| < —1 é impossibile, 'insieme delle soluzioni della disequazione iniziale é dato solo
daz>5Vae < -5

3.6. Disequazioni irrazionali. In questa sezione ci occupiamo della risoluzione di dise-
quazioni del tipo:

(3.3) Vix) < Vgx) (0> Vgx)))
(3-4) Vi) <gx) (0 >gx)))
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Distinguiamo il caso n dispari dal caso n pari:
e n dispari: in questo caso Vz,y

Ve <y ez <y,

Ve<yes o<y
Da queste osservazioni segue che

(3.3) & f(x) <g(x) (of(x)>gx)

mentre
(34) & f(x) <g"(x) (of(x)>g"(x))

da risolvere nell’insieme dove f, g sono definite.
e 1 pari: in questo caso
Yr< Yy r<y

se x,y >0 Ve <yesx<y™

Ve >ys x>y
mentre

Yr>y Vx> 0;
sey <0
{/x < y per nessun valore di z.

Da queste osservazioni segue che
(3.3) & g(x) >0

mentre (supponiamo n = 2)

VI =g ey g o U ) rao s g2

Esempio 3.9. (1) Vr—1<3e2-1<33%
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rx>1
(2) Vr—1<3<« & 1<3<10;
x—1<32

(3) ¥/—1 —4x < —1 per nessun valore di = poiché ¢/—1 — 4z > 0;

4) VT-dz<-le-1-4x<(-1)P sz >0;

G Ve—1<VY—I+Zweor-1<-14+2zsz>0;

zr—1>0

6) Vr—1<y-1+2z & 2r—1>0 x> 1.

r—1<—1+22
() Va2 -1>-2e22-1>0r>1Ve< 1.

22 —4x+3>0
(8) Va2 —4dr +3<3-2r & 3—2x>0

22 —dx +3 < (3—27)2
z>3Ve<l1

= T <

N

sSr<l1

Yz
22 —8x+15>0 x—4>0

(9) Va2 -8z +15 > z — 4 &

r—4<0 U 22 — 8+ 15 > (v — 4)? <

Poiché il secondo sistema é impossibile I’ insieme delle soluzioni della disequazione
coincide con I’ insieme delle soluzioni del primo sistema ossia é 'insieme z < 3.
3.7. Disequazioni esponenziali. Siano x,y € R. Allora
esea>1
r<y & a°<av.
esel<axl1
r<y & a°>a¥
(ossia la disuguaglianza si inverte).

In particolare se b > 0 e
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e se a > 1 allora

a*>b & x>log,b

a¥<b & x<log,b.
esel<ax<l
a*>b & x<log,b

a¥<b < x>log,b.

Infine dalle proprietd degli esponenziali si ha che per ogni a # 1 e per ogni b < 0

a¥*>b VxelR

a* < b non é mai soddisfatta.
Per esercizio dare 'insieme delle soluzioni delle disequazioni

af(x) > b7 af(x) > ag(x)

@ < p @ L 9@
distinguendoicasia>1,0<a<1,b>0,b<0.

Esempio 3.10. (1) 2 > 16 < 27 > 2t & o > 4;
2) 3" >8« (3)* > () e 3z <34 2 < —1; oppure
B >8e2%>26 3r>3er< -1
(3)3° <93’ <R or?<2e V2<r < V2

(4) 327 4+6-37—27 > 0 37 < 2¥920 = _g/9 v 30 > Z3HVIE — 3/9 [a prima
disequazione é impossibile, mentre la seconda ¢ verificata per x > logs(3/2).

(5) 4 —5-2T 44 <0227 _5.2044< 0 1< <da0<a<2.

(6) 4° —4-2% +5> 0« 2% —4.27 4+ 5 > 0. Poiché A = 16 — 20 < 0 tale equazione é
verificata per ogni = € R.

(7) 27=327242 < 0 4 22742.27 -3 < 0 & 22 < 9o « 20VARDE () 3 < 07 < ],
Poiché 2 > —3 per ogni x € R, sihache -3 <2 <1 2" <1< 2 <0.

(8) e +1> 0 per ogni = € R.
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3.8. Disequazioni logaritmiche. Per ogni z,y > 0 vale che

esea>1
r<y <& log,z <log,y;
esel<axl1

r<y <& log,z>log,y
ossia il verso della disuguaglianza si inverte.
In particolare per ogni b € R si ha che

esea>1

log,x>b & x>aP

log,x<b & 0<x<aP
esel<ax<l1

log,x>b & 0<x<aP

log,x<b & x>aP
Quindi, per esempio, vale che per ogni b € R si ha che

esea>1

log, f(z)>b < f(z)>d

log, f(z) <b <« 0<f(z)<ab
esel<axl

log, f(z) >b < 0< f(z)<ad

log, f(z) <b < f(z)>a

(da risolvere nell’insieme di definizione di f).

Esempio 3.11. (1) logy(z —1) >3 z2-1>28 2> 09;
(2) logy 2?2 <3 22 <28 = 2?2 <8 —2V2 <z < 2V2;
(3) 2logyz < 3 e logyz < 3/2 & x < 2%/2 =22
(4) log(z2 —1) > 0= log(z? —1) >logl o2 —1>1e?>2e < V2,2 > /2

(5) log?(z2 —1) <4 e 2<loga? —1) <2 e? <’ 1< ee?+1<a?<

2+leve?2+l<r<vel+l VvV —Vel+l<z<—vVe?2+1
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x>0 x>0
(6) log?z — 3logz >0 < &
log z(logx — 3) >0 logz < 0Vlogz >3
s0<z<lve>el

(7) log(Jz —3|]) <0< log(lr —3|]) <logl e 0<|z-3|<le -1<zx-3<1, z#
3e2<r<4, ©#£3;

(8) log(|z2 —3|) >4 |22 -3|>ete2?-3>et Vv 22-3< ¢t

22 < —e*+3 Vv 22> e+ 3. La prima equazione é impossibile. La seconda
é soddisfatta per x > Vet +3 VvV ax < —Vet+3:

(9) logy[(z —2)(z —3)]| > 1 (z—-2)(z—-3)>2< 2?2 - br+4>0 < 1,2 > 4;
r—2>0
(10) logy(x —2) +logy(x —3) > 1 & x—3>0
logs[(x —2)(x —3)] > 1

dove le prime 2 condizioni sono le condizioni di esistenza dei due logaritmi e consentono
di applicare la nota proprieta dei logaritmi

log, ¢ + log, b = log(bc)
valida per b, ¢ > 0. Cosi’ si ottiene il sistema (vedi esercizio precedente)

> 2
r >3

r<l,z>4

che ha come soluzione l'intervallo z > 4.
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4. Esercizi

4.1. Polinomi.

(1) Calcolare il quoziente Q(x) e il resto R(x) delle seguenti divisioni:

(a) (22 —1):(x+1)
(Q(z) =z —1,R(z) =0)

(Qx) = (z = 1)(a? + 1), R(z) = 0)

(Q(x) =22 +1,R(x) = 2)

() (z*—1): (z+1)
(c) (z*+1): (22 -1)

(d) (2 +52+6): (22— 1)
(Q(x) =1,R(x) =5z +7)
(e) (x2+5$+6) : (2x2+x+1)
(Qz) = 3,R(x) = 3z + 1)
(f) (23 +52+6): (22 +z+1)
(8) (a° — 4w +6): (3% + 2 +1)
(Qz) = 32 — 5, R(x) = —Fa + )
(h) (25 —1): (23 -1)
(Q(x) = 2* + 1, R(z) = 0)
(i) (@°+2°+3): (a7 — 22)
(Q(z) = 23 + 222 + 5z + 10, R(z) = 20z + 3)

(2) Scrivere le seguenti frazioni % nella forma Q(z) + g((i)) dove Q(z) e R(z) sono

rispettivamente quoziente e resto della divisione N : D.
441
(a) ;2:
2 2
(l’ + 1 + xz_l)

2
(b) e

(1 + 5x+7)

r2—1

2
O ess; -
+
(3 + 3@t o)

(d) 23+5z+6

2 4z+1 I
_ T+
(J} 1+ x24+x+1
(e) 3 —dz+6
3r24x+1

1 1 —38z+455
(32 —5+ 9(3m2ix+1))
(f) P 4+2343

22z

(23 + 222 4 bx + 10 4 202£3)

22z
2
() J,fc+12
1
) (z—1-55)
2241
O
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(i) 3 —5x+6
20t ta—d 1 1 112420
—1lz
( PR + 4(2x2+x74))

(J) 24 2
4 —3z+1
(132+31I+8+ 18248 )

x2—3z+1
4.2. Equazioni di primo e secondo grado. Risolvere le seguenti equazioni:
(1) z—3=0
(z=3)
(2) 2r—8=0
(z =4)
(3) 222 -8=0
(r = £2)
(4) 222 — 82 =0
(x=0,2=4)
(5) 222 —8r+8=0
(z =2)
(6) 22 —Tx+12=0
(x=3,x=4)

(7) 222+ 50 -3 =0
(x=-3,2=1/2)
(8) —422 4+ 122 —9=0
(z =3/2)
(9) 22 —2+1=0
(eq. impossibile)
(10) 224+4=0
(eq. impossibile)
(11) 22 +324+9=0
(eq. impossibile)
(12) 22* =8 =10

x=+v2
(13) 22* — 822 =0 ( )
(x =0,z = £2)

(14) 22* — 822 +8 =0
(z=£V2)

(15) ot — 722 4+12=0
(r =43,z = +2)
(16) 22* + 522 -3 =0

(x = +1/V2)
(17) —4a* +1222 -9 =0
(x = +4/3/2)
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(18) #* —22+1=0

(eq. impossibile)
(19) 22 +4=0

(eq. impossibile)
(20) 2* + 322 4+9=0

(eq. impossibile)

4.3. Disequazioni di primo e secondo grado. Risolvere le seguenti disequazioni:
(1) z—3>0

(2) 22 -8<0 (z>3)
(3) —2¢-8<0 (z < 4)
(4) 222 -8<0 (x> —4)
(5) 222 — 82 >0 (2<z<2)
(6) 222 =8z +8>0 (z <0,2>4)
(7) 222 — 8z +8>0 (Vz € R)
(8) 222 — 8z +8 <0 (Vo € Rz # 2)

(z=2)

(9) 222 - 82+ 8 <0
(dis. impossibile)
(10) 22 =72 +12>0

3, 4

(11) 222 +52 -3 <0 (z <3,2>4)
—3<z<1/2

(12) —42? +122 -9 >0 (-3<2<1/2)
=3/2

13) 22—z +1>0 (x=3/2)
Vz € R

(14) 2 —2+1>0 (Vz € R)
(Vz € R)

(15) 22 —2+1<0

(dis. impossibile)
(16) 22 —x+1<0

(dis. impossibile)
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(17) 22 +4 <0
(diseq. impossibile)
(18) 22 +3x+9>0
(Vz € R)
(19) 22 -8 <0
(—vV2<z<V?2)
(20) 22* — 822 >0
(r=0,2>2,x < -2)
(21) 22* — 822 +8 >0
(z # +v2)
(22) ot — 722 4+12>0
(x<-2,-V3<z<V3,2>2)
(23) 22 + 522 -3 <0
(-1/V2<2<1/v?2)

(x # £/3/2)

(Vz € R)

(24) —4z* +1222 -9 <0
(25) 2t —22+1>0

(26) 2* +4<0

(diseq. impossibile)
(27) 2* +322+9 <0

(diseq. impossibile)

4.4. Disequazioni con prodotti, potenze e quozienti.
(1) (x =1 (x—2)(—z+3) <0
(I<z<2,2>3)
(2) (z—1)(xz—2)(x—3)>0
(I<z<2,2>23)
(3) (z —1)(x —2)(2®>+3) >0
(r<1l,x>2)
4) (z—1)(x—2)(z2—-9) >0
(x<-=-3,1<zx<2,2>3)
(5) (z+1)2<0
(dis. impossibile)
6) (x+1)*>0

(Vo # —1)
(7) 2z+1)2>0
(Vx € R)
8) (z—12>0
(x>1)
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9) 2z —1)2(Bz—1)3<0
(10) (2z — 133z —1)2<0
(11) (22 —1)?(3xz —1)2<0

(12) (22 — 133z —1)3 <0

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

z2—2z—3
z2—62+5 20

x2—22—3
x2—52+6 >0

22 42x+1
z2—2x+1 20

224+5z2+6
x2—52+6 <0

22 +11z—12
x2—3z—4

<0
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(r<1/3,2=1/2)

(x <1/2)
(r=1/3,2=1/2)
(1/3<x<1/2)

(< -1,1<2<3,2>5)
(x < 1,2 > 2,2 #3)
(Ve e R\ {1})

(-3<r<-22<x<3)

(—12<z<-1,1<z<4)

4.5. Sistemi di disequazioni. Risolvere i seguenti sistemi di disequazioni:

(1)

(2)

2 —2x—-3>0
22 —6x+5<0

— = = =

22 —4zx+5>0
22 —6x+9>0

22 —2x+4>0
22 —6x+8>0

22 —11lx—12>0
22 —6x+8>0

2 —2x+4<0
22 —6x+8>0

22 —2x+4>0
22 —dr+4>0
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(3<z<b)

(Vx € R)

(r< -1,z >12)

(sistema impossibile)

(Vx € R)
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4.6. Equazioni e disequazioni irrazionali. Risolvere le seguenti equazioni e disequazioni:

(1) Va-3=2

(2) V22 +8=-2

(3) V-2z-8=2

4) Ve -1<2

(5) Ve +3>2

6) Va2 —z>1-x

(7) Va? =5z +4<2x -3
(8) Va2 43z — 10 > x — 20
(9) V-22+25<7—x
(10) Vo —1>2

(11) Va3 —9x >z —3

(12) (/&7 > 2

4.7. Equazioni esponenziali e logaritmiche.

(1) 5° =25
(2) 5° = —25
(3) 5° =1
(4) e* =9
(5) e = ¢t
(6) e** =14
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(=7

(eq. impossibile)

(2> 1)
(x < =5,2>2)

(-5 <zx<3,4<z<5h)
(x >9)

(x>1,2 <3)

(=5/3 <z < —-1)



(10) 3e® =4

(11) 9%¢ =27
(12) 3%*=2 =1/27
(13) 2573 =125
(14) 22°~4¢ = 39

(15) 5%°—37 = 625
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(16) e®-e* —2e* —e*+2=0

(17) 5% —7.5% = 450
(18) 3712 + 3277 =30
(19) 3=+ 4+ 3172 = 10
(20) 2% + 4% =272

(21) 3% — 4.3 4+3=0
(22) 8-27+8-27% =65
(23) 5% - 5% — 7-5% = 450
(24) log z? = log 4

(25) 2logx = log4

(26) log?z = 4
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(x = 3/4)
(z = ~1/5)
(x = 9/2)
(z=—1,2=5)
(x=—1,2=4)

(z=2)
(z = =+1)
(z = +1)
(x = 1)
(r=0,2=1)
(z = £3)
(=2)
(r = +2)
(x =2)



30 FRANCESCA PRINARI

(r=e2z=e?)
(27) log®x = 27
(z=¢’)
(28) logx® = 27
(z=¢”)
(29) logy(z 4+ 1) + logy(x —1) =3
(z=3)
(30) logy(x 4+ 1)(x —1) =3
(x ==+3)
(31) log(2? + 3) — 2log 2z = log 2 — log(x? — 3)
(z=3)
(32) log(z? — 1) — log(x? — 7Tz + 12) = log 4
(x=7/3,x=7)
(33) log(z? — 7) = 2log(x + 3)
(z = —8/3)
(34) log(z? — 1) — log(x? — 7Tz + 12) = log 4
(x=7/3,x="17)
(35) 2log(2z —3) =log8 + logx
(x=9/2)

(36) log(2x — 3)? =log8 + logx
(r=9/2,x=1/2)
4.8. Disequazioni esponenziali e logaritmiche. Risolvere le seguenti disequazioni:
(1) 5% > 25

(2) 5* < —25 (> 2)
(3) 5“ > —25 (eq. impossibile)
(4) 5 <1 (Vz €R)
(5) e* >5 (z < 0)
? (z > log5)
. ei N (-3<x<3)
. e: B (z > log6,2 < —/Iog6)
:j :» <i (z < (log4)/2)
e’ <
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(10) 252 < 1/8

(11) (1/2)%** < 16

(12) (1/3)%*=2 > 1/27

(13) 25773 < 125

(14) 27°~4 > 39

(15) 57737 < 625

(16) e - e® —2e" —e* +2> 0
(17) 5% —7.5% > 450

(18) 3%F2 43272 < 30

(19) 3= 4+ 3172 > 10

(20) 2% + 4% =272

(21) 3% —4.3*+3<0

(22) logz? > log4

(23) 2logz > log4

(24) logy(x 4+ 1) + logg(x — 1) > 3
(25) logg(x +1)(x —1) > 3

(26) log(x? 4 3) — 2log 2z > log 2 — log(x? — 3)
(27) log(z? — 7) = 2log(z + 3)

(28) log(z? — 1) — log(z? — Tz + 12) > log 4
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( < (log 7/3))
(& < —1/5)
(x> —-2)

(@< —1)

(x < 9/2)

(< —1,2>5)
(-l<z<4)
(x < 0,7 > log2)
(x> 2)
(-l<z<l)
(@>12<-1)
(> 4)
O<z<1)
(x> 2,2 < —2)
(x> 2)

(x> 3)
(x> 3,2 < —3)
(x> 3)

(z = —8/3)

(7/3<zx<3ed<z<T)
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(29) 2log(2z —3) > log8 + logx
(30) log(2x — 3)% > log 8 + log =
(31) log?(2z — 3) > 4

(32) log?(2z —3) < 4

(x>9/2)
(x>9/2,0<z<1/2)
(x>3+e e2<w<3+e )

(3+€ <x< 3+e )
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