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2 FRANCESCA PRINARI

1. L’insieme dei numeri reali.

1.1. Simboli. se A é un insieme, scriveremo

x € A per dire che x appartiene ad A;

x ¢ A per dire che z non appartiene ad A;
Vz € A per dire "per ogni z € A”;

dx € A per dire 7esiste x € A”;

Az € A per dire "non esiste x € A”;

e indicheremo con () 'insieme vuoto;

Se A e B sono due insiemi

e scriveremo A C B per dire che A é contenuto in B;

e indicheremo con AN B l'insieme intersezione di A e B, ossia l'insieme costituito dai
punti comuni ad A e B;

e indicheremo con AU B l'insieme unione di A e B, ossia 'insieme costituito dai punti
che appartengono ad almeno uno dei due insiemi A e B;

e indicheremo con A x B l'insieme prodotto cartesiano di A e B, ossia 'insieme

Ax B:={(a,b) a € A,b € B}.
se A = B indicheremo con A? := A x A.
1.2. Notazioni. Indicheremo con
N:={0,1,2,3---,}
I'insieme dei numeri naturali;
Z:={-,-3,-2,-1,0,1,2,3,--- }

I'insieme dei numeri interi;

@::{%; nezZmeZ\{0}}

I’insieme dei numeri razionali.

Se rappresentiamo su una retta tali insiemi (scegliendo un’origine 0 ed una unita di misura)
si ha che @Q non copre tutta la retta (sebbene sia ”denso” sulla retta ossia é sempre possibile
trovare un numero razionale tra due punti qualunque della retta).

1.3. I buchi lasciati da Q!!!
Esempio 1.1. Sia

A={2zcQ:2<0}U{zcQ:2>0,2> <2}

B={zcQ:2>0,2>>2}.
Allora per ogni a € A e b € B vale che a < b. Infatti

ACcA, BCPB

dove A’ e B’ sono rappresentati da

—4 -3 -2 -1 0 1

A/
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LEZIONI DI MATEMATICA 3

Inoltre
AUB=Q e ANnB=0.
I due insiemi sono tali da essere separati da un punto della retta che deve soddisfare 2% = 2.

Si dimostra che tale punto non puo appartenere a Q: (non dimostrato in classe: se infatti
r =" conm,n € N e primi tra loro (ossia senza divisori comuni oltre ad 1), allora

m? = 2n? = m é pari = m = 2k = m? = 4k>

— 4k* = 2n? = n? = 2k* = n é pari
Quindi m,n non sarebbero piu primi tra di loro.)
Si definisce v/2 questo punto e si dice che v/2 appartiene all’insieme dei numeri reali R.

—4 -3 -2 —1 0 1

Ac A V2

L’insieme dei numeri reali R é quell’ampliamento di Q che mette in corrispondenza (in
modo unico) ogni punto della retta con un numero e viceversa.

Si dice che R ha la proprieta del ”continuo” (=non ha ”buchi”).

1.4. Intervalli limitati.
Definizione 1.2. Siano a,b € R, a < b. Si definisce intervallo aperto di estremi a e b
l’insieme
(a,b) =]a,b[={r e R:a < x < b}.
Tale intervallo si indica anche come |a,b].

a Ja, b b

Definizione 1.3. Si definisce intervallo chiuso di estremi a e b l'insieme
[a,b] :={z € R:a <z < b}

L ]
L I

a [a, b] b

Si possono inoltre definire intervalli aperti a sinistra e chiusi a destra, ossia intervalli
del tipo
la,bl(= (a,b]) =={z €R:a <z < b}

1 ]
] ]

a (a,b] b

e intervalli chiusi a sinistra e aperti a destra, ossia intervalli del tipo

[a,b) :=={z € R:a <z <b}.
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4 FRANCESCA PRINARI

L [
L L

a a, b) b

Gli intervalli introdotti finora sono limitati sia dall’alto che dal basso nel senso che ci
sono due valori reali (a e b) che limitano (rispettivamente) dal basso e dall’alto gli elementi x
che stanno nell’intervallo.

1.5. Massimo o estremo superiore? Se consideriamo gli intervalli I del tipo (a,b) o [a,b)
si ha che

(1) b limita dall’alto I’insieme I ossia © < b per ogni x € I;
(2) b é il pia piccolo numero reale che ha questa proprieta.

Il punto b viene detto 1’estremo superiore dell’insieme I e si scrive
b=supl.

Se consideriamo gli intervalli I del tipo (a,b] o [a,b] si ha che

e ) limita dall’alto I’insieme I

e b € | ossia appartiene ad I. In particolare é il pii piccolo numero reale che limita
dall’alto I.

Si dice che b é il massimo dell’insieme I e si scrive
b=maxI.
Si osservi che il max é un sup. Invece il sup diventa max se appartiene all’insieme.

Esempio 1.4. Consideriamo I=eta dei minorenni (espressa in anni)= [0, 18). Il numero 18
limita superiormente ’etd dei minorenni ed é un sup ma non un max!

1.6. Minimo o estremo inferiore? Se consideriamo invece gli intervalli I del tipo (a,b) o
(a,b] si ha che

e ¢ limita dal basso ’insieme [ ossia x > a Vx € A,
e ¢ ¢ il pit1 grande numero reale che ha tale proprieta.

Si dice che a é 1’estremo inferiore dell’intervallo I e si scrive
a=inf].

Se consideriamo gli intervalli I del tipo [a, ] o [a,b) si ha che

e ¢ limita dal basso I’insieme |
e o € [ ossia a appartiene ad I .

In tal caso si dice che a é il minimo dell’insieme [ e si scrive
a=minl.

Si osservi che 1 min sono sempre inf. Invece un inf é un min se appartiene all’insieme.
p pPp

Quando a = —oo si ottengono degli intervalli che sono delle ”semirette”:
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e semiretta chiusa a destra
(—o00,b:={z eR: 2 <b}

che é un intervallo chiuso, limitato dall’alto e illimitato dal basso;

T
1

b

In tal caso maxI =b, e infl:=—c0.
e semiretta aperta a destra

(—o00,b) :={z €R:z < b}

che é un intervallo aperto, limitato dall’alto e illimitato dal basso;

r
L

b

In tal caso sup I :=b, infl := —o0.
Quando b = 400 si ottengono degli intervalli che sono un altro tipo di semirette:

e semiretta aperta a sinistra
(a,+0):={z€R:z>a}

che é un intervallo aperto, illimitato dall’alto e limitato dal basso:

.
1

a
In tal caso inf I :=a, supl := +oc.
e semiretta chiusa a sinistra
[a,00) :={z €R:z > a}

che é un intervallo chiuso, illimitato dall’alto e limitato dal basso.

[
L

a
In tal caso minI = a, supl := +oc.
1.7. Insiemi limitati. Estendiamo ora a sottoinsiemi qualunque di R le definizioni date per gli in-

tervalli.

Definizione 1.5. Sia A C R. Se esiste b € R tale che A C (—o0,b] diremo che A é limitato
superiormente. Se A € limitato superiormente, chiameremo estremo superiore di A il pit piccolo

b che limita A dall’alto e lo indicheremo con sup A.

Quindi A é limitato superiormente se esiste b € R tale che = < b per ogni = € A.

A A b

Definizione 1.6. Sia A C R.Se esiste M € A tale che x < M per ogni x € A diremo che
M = max A.
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6 FRANCESCA PRINARI

Quindi
<M VzxecA
(1.1) M =max A —
MeA
—
A A max A

Definizione 1.7. Sia A C R. Se esiste a € R tale che A C [a,+00) diremo che A € limitato
inferiormente. Se A ¢é limitato inferiormente, chiameremo estremo inferiore di A il pit grande
a che limita A dal basso e lo indicheremo con inf A.

Quindi A é limitato inferiormente se esiste a € R tale che z > a per ogni = € A.

a A A

Definizione 1.8. Sia A CR. Se esiste m € A tale che x > m per ogni x € A diremo che

m = min A.

Quindi
r>m VeeA
(1.2) m=min A <
meA
minA A A

Definizione 1.9. Sia A C R. Se esistono a,b € R tali che A C (a,b) diremo che A é un insieme
limitato.

a A A b

Se esiste m € A tale che x > m per ogni « € A diremo che
m = min A.

Se esiste M € A tale che x < M per ogni x € A diremo che
M = max A.

In generale un sottoinsieme A non é detto che abbia massimo o minimo; pero, grazie all’assioma
di completezza (che vale in R)

e se un A C R é limitato superiormente allora A ha estremo superiore in R, ossia esiste
b € R con proprietd di essere il pitt piccolo numero reale che limita A dall’alto;

e seun A C R é limitato inferiormente, allora A ha estremo inferiore in R, ossia esiste
a € R con la proprietd di essere il pit grande numero reale che limita A dal basso;

Nell’Esempio 1.1
sup A = /2 = inf B.
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LEZIONI DI MATEMATICA 7

2. Prime proprieta delle funzioni

Definizione 2.1. Siano X e Y insiemi. Diremo che f ¢é una funzione da X su Y se associa ad
ogni elemento x € X uno ed un solo elemento y = f(x) € Y. Scriveremo f: X =Y.

e X wviene chiamato dominio (o campo di esistenza) di f;
e 1z si dice variabile della funzione;
o f(x) viene chiamata immagine di x (tramite f);
o insieme f(X):={f(z): = € X} si dice immagine di X tramite f.
Esempi
(1) Siano
X = {z : z studente di Unife}
Y = {y : y indirizzo e-mail}
I’applicazione che ad ogni studente associa indirizzo mail non é una funzione da X su Y perché

alcuni potrebbero averne piu di uno.
Se pero ci restringiamo a considerare

Y ={y: y indirizzo mail @Qstudent.unife.it}
allora I'applicazione f: X =Y
x — f(z) = indirizzo@student.unife.it dello studente x

¢é una funzione da X su Y.
(2) Siano
X :={x: x studente di questo corso}
Y :={y: y gruppo sanguigno} = {A, B, AB,0}.
L’applicazione f: X — Y
x — f(x) :=il gruppo sanguigno di x

é una funzione da X su Y
(3) siano X := {z: x matricola di Unife} e Y :={y: y cittd}. L’applicazione

z— f(z) =

é una funzione da X su Y
(4) sia X =Y = R. L’applicazione
= f(z) = 2?
é una funzione da R in R.

Definizione 2.2. Siano X,Y,Z tre insiemi e siano f : X — Y eg:Y — Z due funzioni. Allora
definiamo funzione composta go f : X — Z la funzione definita da

go f(x) = g(f(x)).
Leggiamo g o f come ”g dopo f”.
Esempio 2.3. Sia f: R — R definita da

e g: R — R definita da
g(z) =2z + 1.
Allora X =Y = Z =R e ha senso fare sia

go f(x) =g(f(2)) = g(a®) = 22° +1
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8 FRANCESCA PRINARI

ma anche
fog(x)=f(2x+1) = (2z+ 1)
Si noti che fog#go f.

2.1. Grafico di una funzione reale di variabile reale. Sia f : A C R — R una funzione. Si
definisce grafico 'insieme

Gr(f) ={(z, f(x)) e RxR:z € A}.

2.2. Estremo inferiore, estremo superiore di una funzione.
Definizione 2.4. Sia f: ACR — R e sia f(A) ={f(x): x € A}. Si dice che
e f ¢ limitata superiormente o dall’alto su A se l'insieme f(A) é limitato dall’alto ossia
se esiste b € R tali che
flz) <b VzeA
In caso contrario, diremo che f € illimitata superiormente e scriveremo sup 4 f = +o0;

e f ¢élimitata inferiormente o dal basso su A se l'insieme f(A) € limitato dal basso ossia
se esiste a € R tali che
flx)>b Vze A
In caso contrario, diremo che f € illimitata inferiormente su A e scriveremo inf4 f =
—00;

Definizione 2.5. Diremo che f ¢é limitata su A se linsieme f(A) ¢ limitato dall’alto e dal basso
ossia se esistono a,b € R tali che
a< f(x) <b VaxeA.

Esempi:
e di una funzione illimitata dall’alto e dal basso;
51y

4l

31

9 |

1]
| | | | | | | | x |
5432 A | 1 2 3 4 5

92 |

_3 1

4 |

75 4
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e di una funzione limitata dal basso ma non dall’alto;

ty

=N W kG
|
T

e di una funzione limitata dall’alto ma non dal basso;

=N W ke Ot
I
}

-5 4 -3 -2 -1/l 1 2 3 4 5

e di una funzione limitata dall’alto e dal basso;
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10 FRANCESCA PRINARI

—y = arctanx

2.3. Massimo e minimo.

Definizione 2.6. Sia f: ACR — R.

e Se esiste x,, € A tale che
fl@) > flam) Ve e X

allora x,, si chiama punto di minimo assoluto e

min f := f(xn);

e se esiste xpr € A tale
flz) < flap) Ve e X
allora xp; si chiama punto di massimo assoluto e

max f := f(xp).
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LEZIONI DI MATEMATICA 11

e f ¢ illimitata superiormente inf f = —oco e sup f = +o0;
e min f = —1 e sup f = +o0;

o inf f =—0c0 emax f =4;

o inff=—-7w/2esupf=m/2

2.4. Monotonia.

Definizione 2.7. Sia f : (a,b) — R una funzione. Diremo che:

e f é monotona crescente se per ogni z,y € (a,b)
v<y= f(z) < fy);

e f é monotona strettamente crescente se per ogni z,y € (a,b)
r<y= f(z) < [f(y);

e f é monotona decrescente se per ogni z,y € (a,b)
r<y= f(z) = f(y);

e f é monotona strettamente decrescente se per ogni z,y € (a,b)

r<y= f(z) > f(y)

2.5. Esempi di funzioni.

e funzione lineare del tipo f(x) = ax + b con a € R fissato: Tale funzione ¢ definita su tutto
R. Tale funzione é illimitata dal basso e dall’alto. Inoltre
— se a > 0 allora f é monotona strett. crescente su tutto R;
— se a < 0 allora f é monotona strett. decrescente su tutto R.

e funzione quadratica del tipo
f(x) =az® +bx+c

con a,b € R fissati. Tale funzione é definita su tutto R.
Inoltre

— se a > 0 allora f é monotona strett. crescente su (—2%,—1—00) e monotona strett. de-

crescente su (—oo, —%

parabola rivolta verso 1’alto.

); ha minimo in z,, = —%; é illimitata dall’alto. Il grafico é la
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12 FRANCESCA PRINARI

f(x) = ax? +bx +c

e sc a > 0 allora f é monotona strett. decrescente su (f%, +00) e monotona strett. crescente

su (—oo, f%); ha massimo in x; = f%; é illimitata dal basso. Il grafico é la parabola rivolta
verso il basso.

e Polinomi
I polinomi sono funzioni del tipo

f(@) = anz" + an 12"+ + a1+ ag

con an,, -+ ,ag € R fissati. n si dice grado del polinomio.

Le funzioni lineari e le funzioni quadratiche sono polinomi rispettivamente di grado 1 e 2.
Tutti i polinomi sono definiti su tutto R e a seconda del segno del coefficiente del termine a,,
potremo stabilire il ”comportamento all’infinito” del grafico del polinomio:

3
3

2 (+00)? = +00

f(z) =22 +x

Preliminary version — October 27, 2019 — 14:52



LEZIONI DI MATEMATICA 13

e Funzioni razionali Sono polinomi o funzioni espresse come rapporto di polinomi.
Le pit semplici sono le funzioni del tipo

1

fla)=a (= —)
con n € Nyn > 1. Esse sono definite per  # 0. La piu generica funzione razionale sara del
tipo
P(z)
flz) =
Q(z)

dove P e @) sono polinomi. Il dominio di f é I'insieme

X:={zeR: Q(z) #0}.

Ricordiamo che se @) é un polinomio e g € R tale che Q(zp) = 0 diremo z( radice o zero del
polinomio Q. Il teorema fondamentale dell’algebra stabilisce che n é il numero massimo
di radici distinte che ammette un polinomio di grado n.

Allo scopo di discutere la condizione Q(x) # 0 nella prossima sezione richiamiamo come si risolvono
le equazioni algebriche di primo e secondo grado.

2.6. Intermezzo: equazioni algebriche di primo e secondo grado.

e Equazioni di primo grado Sono della forma

(2.1) ar+b=0
con a # 0.
Ammettono un’unica soluzione data da
b
Tr=——.
a

e Equazioni di secondo grado Sono della forma
(2.2) az® +br+c=0

Nella risoluzione di (2.2) occorre distinguere 3 casi:
(1) I caso: A =b? —4ac > 0.
In questo caso I'equazione (2.2) ammette 2 radici reali e distinte 21 < x2 date da
—b+£ VA
2a

e il trinomio p(z) = az? + bx + ¢ si decompone come

1,2 =

az® +bx + ¢ = a(r — x1)(z — T2).
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(2) Il caso: A = b2%—4ac = 0. In questo caso I'equazione (2.2)ammette 2 radici reali e coincidenti
1,29 date da

b
Tio=——
1,2 %

e il trinomio p(z) = az? + bx + ¢ si decompone come
ax® + bx +c=a(x — x1)>

(3) III caso: A =b? —4ac < 0.

In questo caso ’equazione (2.2) non ammette soluzioni reali ossia é impossibile. Il trinomio
ax? + bz + ¢ non pud essere fattorizzato. Pué essere peré scritto come somma di 2 quadrati:
infatti
dac — b?

4a

b
2Va

ax? +bx + c = (Vax + )2+

4ac—b?

dove ~da > 0.

Osservazione 2.8. Consideriamo le equazioni del tipo 22 = k.

(1) quelle con k£ > 0 cadono nella classe con b = 0 ¢ A > 0. Quindi ammettono le 2 soluzioni
z = £V/k. Inoltre il binomio z2 — k pué essere fattorizzato come

(x — VE)(z + VE).
Per esempio 'equazione 22 — 4 = 0 si pué scrivere come x? = 4 e si trova che ammette le
2 soluzioni = £2. Inoltre il binomio 2% — 4 pué essere fattorizzato come
2 —4=(x—2)(x+2).

(2) quelle con k < 0 cadono nella classe delle equazioni con A < 0. Quindi non ammettono
soluzioni (reali) e il binomio 2 + (—k) non pué essere fattorizzato. Per esempio ’equazione
2% 4+ 4 = 0 si pué riscrivere come x? = —4 ed é impossibile. 11 binomio 2% 4 4 non pué essere
fattorizzato.

Osservazione 2.9. Se

Qx) = Q1(z) - Q2(x) - Qn()
ossia se @ é il prodotto di N polinomi, allora la condizione Q(x) # 0 é equivalente alle condizioni
Q:(z) # 0 per ogni i € {1,--- ,n}.

Calcolare i domini delle seguenti funzioni razionali:

(1) 5

(2) 7=

(3) —tars
4) 2=tz1s
(5) =er10
(6) 2=

(") =75

®) i

9) i

(10) )
(1) sy
(12) srar
(13) GnEr—ioeT2s)
(14) sm5i7s
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LEZIONI DI MATEMATICA 15

(15) m

(16) —to- (2% + 212)

221

17) e
3. Limiti
3.1. Limiti a +oo.

Definizione 3.1. Sia f : (a,4+00) (o0ssia f definita su una semiretta a destra). Diremo che

(1) 4l limite della funzione f per x che tende a +00 é +00 e scriveremo

lim f(z) = +o0

r—r+00
se per ogni M > 0 esiste N > 0 tale che per ogni z > N vale che f(z) > M;
(2) il limite della funzione f per x che tende a +00 é —c0 e scriveremo

lim f(z) = —o0

Tr—+o0
se per ogni M > 0 esiste N > 0 tale che per ogni 2 > N vale che f(x) < —M;

Esempio 3.2.

lim 2™ = 400
T—+0o0

mentre
400 sen é part,

—oo  sen € dispari.
3.2. Limiti a —oc.

Definizione 3.3. Sia f: (—00,b) (ossia f definita su una semiretta a sinistra). Diremo che

(1) il limite della funzione f per x che tende a —o0 é +00 e scriveremo

lim f(z) =+o0

T——00
se per ogni M > 0 esiste N > 0 tale che per ogni z < —N vale che f(z) > M;
(2) il limite della funzione f per x che tende a —oo € —oco e scriveremo
se per ogni M > 0 esiste N > 0 tale che per ogni x < —N vale che f(z) < —M.

Esempio 3.4.
400  sen € pari,
lim z" =

T—r—00 L. .
—oo  sen € dispari.

3.3. Algebra degli co. Ricordiamo le seguenti operazioni tra oo:
(1) (400) - (400) = (=00) - (—00) = +00,
(—00) - (+00) = (400) - (—00) = —o0,

- (£o0) = (£ - segnok) - oo Vk € R\ {0},
- (£00) FORMA INDETERMINATA;
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16 FRANCESCA PRINARI

(11) = FORMA INDETERMINATA.

Teorema 3.5. Supponiamo che per x — +o0o (o per x — —oo) due funzioni f e g abbiano limite
rispettivamente €1 e fo;
(1) se la somma di tali limiti non € F.1I., allora per x — oo (0 per x — —o0) il limite della somma
f+g élasomma by + 4y ;
(2) Se il prodotto di tali limiti non € F.1., allora per x — oo (o per x — —o0) il limite del prodotto
f-g € il prodotto 1 - b5 ;
(3) Se il quoziente di tali limiti non é F.I. e £y # 0, allora per x — oo (0 per x — —o0) il limite
del quoziente g € il quoziente %.

Osservazione 3.6. Se lim,_, 1 f(z) = oo allora diremo che

Ay
Esempio 3.7.

lim apz™ + an_12" 1+ a1z + ag = segno(ay) - (00)
T—r+00

lim a,2" 4 ap_12"" +---a12 + ag = segno(ay,) - (—o0)™.

Tr—r—00
Infatti
lim ap,2™ 4 ap 12"t + - a1x + ag = 2™ (a, + i S @).
r—to0 X ™
P(x)

In particolare data una funzione del tipo f(x) = o) dove P e @ sono polinomi, definito z,, il piu
piccolo zero del polinomio @ e s il pit grande zero di @ vale che

(=00, Zy) C dom f

(zpr,+00) C domf.
Quindi é possibile calcolare il limite di f per £ — +oo e il limite per x — —o0.

11 calcolo dei limiti per £ — 400 di % si presenta nella forma (indeterminata) 22.
Nel calcolo del limite, si possono considerare a numeratore e a denominatore solo i termini di grado
massimo:

anx” + ...+ a1x + ag . a,r"
im = lim =4 segno(”
z—+o00 b, x™ + ...+ bix+ by T+ by x™

. apx™ + ...+ a1x+ ap
lim =
z——00 b ™ + ... + b1z + by

n—m

sen>m

segno(g) - (~o0)

0 sen<m
Tenendo presente le precedenti uguaglianze si calcolino i seguenti limiti:

(1) limg e 241 (Ris.1)
. IZ xr— .

(2) limy oo 2= (Ris.1)
. 2 —r— .

(3) hmeJroo rhé (RIS%)
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(4) Timy oy oo 55=2=0s (Ris.})

(5) limg s yoo 75 E22200 (Ris.1)

(6) limy o0 2432°=20  (Rjs. + o0)

(7) Timy, o o432 =20 (Ris. — 00)

(8) Tim, oo L432=20 (Ris. + 00)

(9) limy oo ©H3=20(Ris. 4 00)
(10) Timy,_, o L3432 =20 (Ris.0)
(11) lim, o ZH32°=20 (Rjs.0)
(12) limg— oo 525720 (Ris.0)

(13) i,y /222 (Ris.y/3)

4. Intermezzo su funzione valore assoluto e disequazioni

4.1. Disequazioni e segno di una funzione. Lo studio del segno di una funzione conduce alla
risoluzione di una disequazione: stabilire se una funzione f é positiva significa studiare quando

f(z)>0.

Nello studio di una disequazione sono lecite tutte quelle le operazioni che lasciano invariato I’insieme
delle soluzioni. Due disequazioni si dicono equivalenti se hanno lo stesso insieme di soluzioni.

Nella risoluzione delle disequazioni si applicano i seguenti principi:

(1) Addizionando o sottraendo ad entrambi i membri di una disequazione uno stesso numero
reale si ottiene una disequazione equivalente a quella data;

(2) Moltiplicando o dividendo entrambi i membri di una disequazione per uno stesso numero
reale strettamente positivo si ottiene una disequazione equivalente a quella data.

Se invece si moltiplicano o si dividono entrambi i membri di una disequazione per uno stesso nu-
mero reale strettamente negativo, al fine di ottenere una disequazione equivalente a quella data, é
necessario cambiare il verso della disequazione.

Osservazione 4.1. Nota bene: Siano a,b > 0. Allora

1
a<bi— - >
a

S S

1
a>b<— —<
a
Invece

1
a<0<b:>a<0<

S = o

1
a>0>b=——->0>
a
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4.2. Disequazioni di primo grado. Sono della forma
(4.1) axr+b>0 (o ar+b<0)

con a # 0.
Se a > 0 allora la (4.1) é equivalente a

b
> - < ——
T2 - (o z< a)
Se a < 0 allora la (4.1) é equivalente a
b
<= > -
z < , (o z> a)

4.3. Funzione valore assoluto. Per ogni x € R definiamo

T se x >0,
|| ==
—x sex <0.

In particolare se g : A C R — R allora la funzione |g| : A — [0,+00) é la composizione f o g con

f(x) = ||.

g(x)  seg(z) >0,
lg(z)] =
—g(z) seg(z) <0.
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La funzione valore assoluto soddisfa le seguenti proprieta:
(1) || >0 VxeR;

(2) || =0<= 2z =0;

(3) |zy| = |z||ly| Vz,y € R. In particolare |z|?> = 22 Vz € R.

Inoltre
T = *a se a > 0,
|z| = a <— x=0 sea=0
impossibile  se a < 0.
—a <z < a (ossia sull’'intervallo interno) se a > 0,
|z| < a <=
mai se a < 0.
z>a V x < —a (ossia sugli intervalli esterni) sea >0,
|z| > a <=
sempre se a < 0.
Esempio 4.2. 1) |z—2/=83<—=r-2=43<«<=2x=2+3=5Ver=2-3=-1;

(2) [t —2]<34=-3<2-2<3<= -3+2<2<3+2= -1<x<5h;
(3) |z —2| < =1 Mai;

(4) |z —2| >0 sempre;

5) 2 —1>5<=2r—-1<-5V2r—1>5<=ax<-2Vze>3;

6) 2z —1] >0 22— 1| #£0<=20 -1 £0<= v # 1.

Il dominio delle funzioni del tipo

dove () é un polinomio, é l'insieme

{reR: Q)| #0} ={zeR: Qz) # 0}.
(1) Tl dominio di f(z) = ImiZ\ éR\ {-2}

(2) 1l dominio di f(z) = |w\1+2 allora il suo dominio é tutto R!!!
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(3) Il dominio di f(z) = ;5 ¢ R\ {£2}

z|—2
5. Ancora limiti.

Definizione 5.1 (Intorni.). Sia zy € R. Chiamiamo intorno (centrato) di xo e raggio € > 0 un
insieme del tipo I.(xg) := (xg — €, 29 + €):

1 o I
1 L

o — € To xo + €

Usando il valore assoluto vale che
rze€l(xg) = zp—€e<z<z0+e<=|r—120| <€

Definizione 5.2 (Limite ¢ € R per z — +00). (1) Sia f: (a,+00) = R . Diremo che il limite
della funzione f per x che tende a +o0o € £ e scriveremo

lim f(z)=1¢

r——+00

se per ogni ¢ > (0 esiste N > 0 tale che per ogni z > N vale che f(z) € I.(¢). In tal
caso la retta y = ¢ si dice asintoto orizzontale (a destra) della funzione f.

(2) Sia f:(—00,b) = R (ossia f definita su una semiretta a sinistra). Diremo che il limite della
funzione f per x che tende a —oo €1 e scriveremo

lim f(z) =¢

se per ogni € > 0 esiste N > 0 tale che per ogni z < —N vale che f(z) € I.(¢). In tal
caso la retta y = ¢ si dice asintoto orizzontale (a sinistra) della funzione f.

Esempio 5.3. Per ognin € Nyn > 1

lim — =0
r—Foo M

Definizione 5.4 ( Limite = +oco per r — z0 e per z — z;.). Sia 79 € R.
(1) Sia f: (x0,b) = R (o0ssia f definita a destra di un punto xg). Diremo che per x che tende a
xa' il limite della funzione f é +00 e scriveremo

lim+ f(z) =400

I*}éEO

se per ogni M > 0 esiste 6 > 0 tale che per ogni zy < x < z¢ + ¢ vale che f(z) > M;
(2) Sia f: (a,z0) = R (ossia f definita a sinistra di un punto xy). Diremo che il limite per x
che tende a x; della funzione f é 400 e scriveremo

lim f(z) =400

T—T
se per ogni M > 0 esiste ¢ > 0 tale che per ogni xy — 0 < z < x¢ vale che f(z) > M.
Esempio 5.5. Per ognin € Nyn > 1

lim — =+o00
z—0t T
lim =400
z—1-1—x
Definizione 5.6 (Limite = —co per » — x] e per © — ;). Sia zo € R.
(1) Sia f : (x0,b) — R. Diremo che per x che tende a xg il limite della funzione f é —oo e
scriveremo
lim f(z) = —o0
z—xd

se per ogni M > 0 esiste § > 0 tale che per ogni xg < x < xg+ ¢ vale che f(x) < —M;
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(2) Sia f : (a,z9) — R. Diremo che per x che tende a xy il limite della funzione f é —oo e

scriveremo

lim f(x) =—o0
T—x

se per ogni M > 0 esiste § > 0 tale che per ogni xg —d < x < xg vale che f(x) < —M.

Definizione 5.7.

(1) Sia f: (a,x0) = R. Se

lim f(z) = oo,

$—>(EO

la retta x = xy si dice asintoto verticale della funzione f.

(2) Sia f: (z9,b) = R. Se

lim f(z) = +oo,
Tzl

la retta x = xqg si dice asintoto verticale della funzione f.

Esempio 5.8. Per ogni n € N,n > 1 abbiamo visto che

Invece

In generale per ognin > 1

mentre

. 1
lim — = +o0.

rz—0t T
1
lim — = -
x—0— T
lim — = +o00
z—0+ "

400 sen € pari,

z—0— " s g .
—oo  sen € dispari.

5.1. Limiti della forma %. Se una funzione f definita a destra o a sinistra di xg é tale che f(xq) =0,

allora

1 1

lim —— = —.
x%m(f f(x) 0

Per calcolare tale limite, si studia il segno del denominatore f a destra o a sinistra di xg.

Se

1

segno di fammma

allora

Se

o
;
L
li L ! +
im —— = — = 400
Tz f(x) 0+
li 1
m ———=—=—0Q0.
Ty f(IL') 0~
Lo
;

segno di f

allora
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I 1 1
im — = — = -0
Tz f(m) 0~
I 1 1 n
m —— = - = 1T00.
Se
Zo
1 [
segno di f
allora
lim o1 lim i*+00'
m—)xar f(-ﬁ) 0+ T—Ty f(x) ’
se
To
1 [
SegnO di fmmmmmmmm e e mmmmn,
allora

1
m —— = — = lim —— = —o0

oc—mg f(l') 0~ T—Ty f(.’IJ)
Quindi la regola generale é

+oo  se f(x) > 0 su (xg,z0 +9)

1
lim —— =
z—ad f(z) —oo  se f(x) <0su (xg,zo+9).
e
) +oo  se f(x) >0 su (xg—d,x0)
lim —— =
ey () —o0o  se f(x) <0 su (xg — 6, 0).

Esempio 5.9. Supponiamo di voler studiare il segno della funzione f(z) =3 — z.

f#) >0<—=3-2>0<— —z> -3« 1 <3.

Studiamo ora i limiti

(1) l?mx—>3+ #{v)
(2) limg3- F@)

Essi si presentano nella forma indeterminata %. Studiando il segno del denominatore si ha che

3
1 [
3—12>0+<= z < 3. Quindi segno di f e a -
Pertanto
. 1 1
11 = — = —00
z—3+t 33— 0—
mentre
. 1
lim = — = +4o0.

z—=3-3— 0+
Esempio 5.10. Sia f(x) =3 — x. Studiamo i limiti
(1) lim, 3+ ﬁ

(2) limz_>3+ ﬁ .
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Studiando il segno del denominatore si ha che,

B3-2)?>0VzeR

e
3—z| >0VzeR
ossia
3
1 . [
segno di f
Quindi

lim = lim = =

xl—>rn3|3—l‘|_acl—>n%’»(3—x)2_0+_ o
5.2. Le disequazioni di secondo grado. Sono della forma
(5.1) ar’ +br+c>0 (o azr’+br+c<0)

con a > 0 (infatti se a < 0 basta moltiplicare tutto per —1 e invertire il verso della disequazione).
Occorre distinguere 3 casi:
(1) I caso: A = b2 —4ac > 0.
(2) I caso: A =b? —4ac=0.
(3) I caso: A =b? —4ac < 0.
e A =b?—4ac>0.
In questo caso esistono x1, 7y € R tali che il trinomio p(z) = ax? + bz + ¢ si decompone
come
ax® +br +c=alz — 1) (x — x9).
Allora se a > 0 il segno di p é determinato dal prodotto dei segni di (z — x1) e di (z — x2).
Ossia
— p é positivo se (x — x1) e (x — xz2) hanno lo stesso segno;
— p é negativo se (x — 1) e (x — x2) sono discordi.
Allo scopo di studiare la (5.1)
(1) sistudia quando (z —x1) e (x — z3) sono positivi ( rispettivamente per x > x1 e © > 23);

(2) si rappresentano sulla retta reale i due valori 1,22, e per ciascun insieme z > x e
x > x9 si disegna una semiretta (tratteggiando le semirette opposte ad indicare che negli
intervalli z < z1e x < x5 i fattori (x — x1) e (z — x2) sono negativi);

(3) su ogni intervallo z < x1, 1 < & < X9, & > x9 si moltiplicano i segni di (x — 1), (z —x2)
ottenendo cosi il segno di p(z).

Si ottiene cosi il seguente risultato generale:

se a >0 e A >0 il trinomio p(z) é positivo negli intervalli x < x; e x > x4, ossia
negli intervalli esterni all’intervallo delle radici, mentre il trinomio ¢é negativo
nell’intervallo interno alle radici (x1,z2).

Scriveremo

ar? +br+e>0 < z<x; V T > X9,
mentre
A’ +br+c<0 < x1 <z <TH.
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Esempio 5.11. Vk >0

2k =(r—k)(z+k) <0< —k<az<k

22—k >0 < -kVz>k.

Esempio 5.12.
—522 + 62+ 8 <0< 522 — 62 —8 > 0.

Poiché A = 196 si possono calcolare x1 = —% e Ty = 2.
Quindi

4 4
5x2—6x—8:5(x+5)(x—2)>O<:>x<—5\/ac>2.

Esempio 5.13. Sia f(z) = 4 — 2%. Studiamo i limiti
(1) limg o+ ﬁ
(2) limy o+ ﬁ
(3) lim,_, o+ ﬁ
(4) lim,_, o- ﬁ

Si presentano tutti nella forma indeterminata %. Studiando il segno del denominatore si ha

che

4—22 >0 —2<<?2

ossia,
$egnO di fmmmmme ;. —————eaaa
Quindi
I I 1 n
1m = 1m = — = o0
z——2+ 4 — 2 z—2— 4 — 12 0+
e
. 1 1
lim = — = —oo.

— = lim ——
z—2-4—ax2 oot d—a2 0
e A =b? —4ac = 0. In questo caso esiste 1 € R tale che il trinomio p(z) = ax? + bx + ¢ si
decompone come
ax® +bx +c=a(x —x1)>
Quindi se a > 0 e A =0 il trinomio é sempre positivo e si annulla solo nel punto
r = x1. Ossia se a > 0 vale che

ar’4+br+c > 0OVzeR

ar?+br+ec < 0 < z=u1

ar’ +br+c > 0 <=Vo#n

ax? +bx+c¢ < 0 per nessun valore di z.
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Esempio 5.14. Poiché 92% — 6z + 1 = (z + £)? allora
927 —6z+1 > 0VzeR

922 —6r+1 < 0 < z=

—_ W=

922 —6x+1 > 0<:>V:z:7é§
922 — 62 +1 < 0 per nessun valore di .

In particolare

i 1 . 1 1 n
111 - m _— = — = 0.
z—1F 912 — 6z + 1 PN S 922 —6z+1 0OF
e A =b?_-4ac<0.
In questo caso 'equazione ax? +bx+c = 0 non ammette radici reali e se @ > 0 il trinomio
é sempre strettamente positivo. Quindi, in particolare, se a > 0

ar’ +br+c > 0VzeR;

az? +br+c¢ < 0 per nessun valore di x;
ax? +bxr+c > 0Vz € R;
ar’? +br+c¢ < 0 per nessun valore di z.

Esempio 5.15. Va #0
z? + a? 0Vx eR

>
2?2+ a?> < 0 per nessun valore di z.

Definizione 5.16 (Limite ¢/ € R per = — 20 e per z — z;.). Sia 79 € R.

(1) Sia f : (x0,b). Diremo che per x che tende a x il limite della funzione f é ¢ € R e scriveremo

lim+ fl@)y=1¢

x%mo

se per ogni ¢ > 0 esiste § > 0 tale che per ogni z¢o <z < xg+ § vale che |f(z) — {| < ¢
(ossia f(x) € I.(¢));

(2) Sia f: (a,x0). Diremo che per x che tende a xy il limite della funzione f é £ € R e scriveremo

lim f(z)=1¢

T—T
se per ogni ¢ > 0 esiste § > 0 tale che per ogni o — § < x <z vale che |f(z) — {| < ¢
(ossia f(x) € I.(£)).
Definizione 5.17. (Limite per x — xp). Sia a < 9 < b ed f : (a,b) — R, eventualmente non

definita in o, e sia £ € [—00,0]. Se

lim f(z)={¢= 1im+ fx)

TT TT)
allora diremo che per x che tende a xq il limite della funzione f é £ e scriveremo

lim f(z) =4

Tr—>T0o

(1) Se £ € R, allora
lim f(z) ={( <

Tr—To

Ve > 0 esiste ¢ > 0 tale che per ogni z € I5(x) \ {zo} vale che f(x) € I.(¢).
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(2) Invece
lim f(z) =400 <=
Tr—xo
VM > 0 esiste § > 0 tale che per ogni x € I5(z) \ {zo} vale che f(z) > M.
(3) Invece

lim f(z) = —00 <

Tr—xTo

VM > 0 esiste 0 > 0 tale che per ogni z € I5(xg) \ {0} vale che f(z) < —M.

Definizione 5.18. Sia a < zg < b ed f : (a,b) = R, eventualmente non definita in xzq, e sia
L€ [—00,00]. Se
lim f(z)=¢= lim f(x)
T z—):car
allora diremo che per x che tende a xq il limite della funzione f € £ e scriveremo
lim f(z)="¢.

Tr—rxo
Osservazione 5.19. (1) SeteR, allora
lim f(z) =4 <=

Tr—>T0o
Ve > 0 esiste 6 > 0 tale che per ogni = € Is(xo) \ {zo} vale che f(z) € I.(¢).

(2) Invece
lim f(z) = +o0 <=

Tr—rTo

VM > 0 esiste ¢ > 0 tale che per ogni = € Is(xg) \ {zo} vale che f(z) > M.

(3) Invece
lim f(z) = —oc0 <

Tr—>To

VM > 0 esiste 6 > 0 tale che per ogni = € I5(x) \ {zo} vale che f(z) < —M.

Teorema 5.20. (Limite di una somma, di un prodotto, di un quoziente.) Supponiamo che per
T — xg' (rispettivamente, per x — x, o per x — xo) due funzioni f e g abbiano limite rispettivamente
61 € 52,'
(1) se la somma di tali limiti non é F.I., allora per x — xa' (rispettivamente, per x — x, 0 per
x — xg) il limite della somma [+ g € la somma €1 + ls ;
(2) Se il prodotto di tali limiti non é F.I., allora per x — x[‘)" (rispettivamente, per x — x, o per
x — o) il limite del prodotto f - g é il prodotto £y -l ;
(3) Se il quoziente di tali limiti non é F.I. e ly # 0, allora per x — x{ (rispettivamente, per
f

x —xy 0 perx — xo) il limite del quoziente g € il quoziente %.

Definizione 5.21. (Continuitd) Sic a < 29 < b ed f: (a,b) = R. Se
lim f(z) = f(xo)

T—T0

allora diremo che f € continua in xg.

Definizione 5.22. Sia a <z <b ed f: (a,b) = R. Se f € continua in tutti i punti di (a,b) diremo
che f é continua su (a,b).
Le funzioni lineari, quadratiche, polinomiali, potenza, il valore assoluto, le funzioni

razionali e le radici sono funzioni continue nel loro dominio. Quindi per calcolare il limite di
una di queste funzioni per x — xg, basta calcolare il valore della funzione nel punto xg.

(1) calcolare

vz +1 5
lim |x_3|+7x—|— =|2—3|+f\[=1—oo:—oo;
T—2~ xr—2 0-
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(2) calcolare

r+1 2241 2 2
_ N — e
T 1 210 or T

I r+1 2241 . 2z 2 +
im — = lim = — = 4o00.
es1tr—1 22—-1 z51+22-1  0F

Proposizione 5.23. (Limite della forma § con a # 0).

Siano f,g due funzioni continue definite su (a,b) e sia xo € (a,b) tale che f(xg) =0 e g(xg) # 0
ed e > 0. Allora

g(xo) - (+o0)  se f(z) >0 su (xo,zo + €)

lim M =
ozl f(x) g(xg) - (—o0)  se f(x) <0 su (xg, 0 + €).
. g(x) g(xo) - (+00)  se f(x) >0 se su(xg— € z0)

g(xzg) - (—00)  se f(x) <0 su (xg — €,x0)-

Quindi per calcolare il limite lim,_, = % nel caso in cui f(zg) =0 e g(zo) #0

e si studia il segno del denominatore in un intorno del punto xg;

e se il segno a destra e il segno a sinistra sono diversi, si calcolano il limite destro e il limite
sinistro;

e il limite destro (rispettivamente, sinistro) si ottiene moltiplicando +o0 per il segno di g(z¢) e
per il segno del denominatore a destra (rispettivamente, il segno a sinistra);

e se il denominatore mantiene lo stesso segno in un intorno di xg, allora esiste il limite e lo si
calcola moltiplicando 4oc per il segno di g(z) e per il segno del denominatore.

Esempio 5.24. Il limite
lim ﬁ = §
z—2+ 4 — x2 0
Studiando il segno del denominatore si ha che 4 — 22 > 0 & —2 < 2 < 2. Quindi il denominatore
in un intervallo a destra di 2 é negativo. Pertanto

Inoltre poiché il denominatore in un intervallo a sinistra di 2 é positivo si ha che

3 —2

=6 (+00) = (400).

Analogamente si ha che

23 -2
x—1>—2+ 1—z2 ~10- (Fro0) = —oo
(§]
32
m — 2 = 10 (—o00) = +o0.

z——2—- 4 — 22

Se invece nel calcolo del limite di un rapporto si ottiene la forma indeterminata % (ossia se f(xg) =
g(xg) = 0), allora si deve provare a dividere per (z — xg) sia il numeratore che il denominatore. In
alcuni casi si semplifica, in altri casi si useranno i limiti notevoli.
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(1) calcolare

. ox?—-2x+1 0
lim = -
z—1t 72 -1 0
. 22 —2x+1 (x —1)2 0 0
1m = —
a—1 g2 -1 a—1t (z—1)(x+1) 2
(2) calcolare
I 2 -1 0
im = -
a—1- (x—1)2 0
2% — (x—1)(z+1) 2
o= (=12 as1- (2 1) -
Calcolare i seguenti limiti nella forma indeterminata § attraverso lo studio del segno del denominatore:
(1) limg_,o+ 1=£ (Ris. — 00)
(2) limzigf 31;% (Ris. 4+ 00)
(3) limg_,;- “;zj'll (Ris. — 00)
(4) lim,_,,+ L (Ris. + 00)

Teorema 5.25. Limite della funzione composta Sia f : (a,b) = (¢,d) e g : (¢,d) = R e siano
zo € (a,b) e yo € (¢,d) (eventualmente uguali a £o00). Se
(1) esiste il limy 4, f(2) = yo
(2) esiste il limy_,y, g(y) = £ € [—00, +]
allora esiste
lim go f(z) =¢.
T—xQ

Esempio 5.26. Dal teorema sul limite di una funzione composta e dalla continuita della funzione +/
segue che
422 — 4

MoV Vs

Teorema 5.27 (Permanenza del segno). (1) Supponiamo che lim,, 4 f(z) =1 € [—o00,00],
0 #0.
(a) Se >0 allora esiste 6 > 0 tale che f(x) > 0 su (zg,xo +9);
(b) Se £ <0 allora esiste & > 0 tale che f(x) <0 su (zo,xo + 9).
(2) Supponiamo che lim,_, - f(x) =1 € [—o0,00], £ #0.
(a) Se >0 allora esiste 6 > 0 tale che f(x) > 0 su (zg,x9 — 9J);
(b) Se £ <0 allora esiste & > 0 tale che f(x) <0 su (zo, o — ).
(3) Supponiamo che lim,_, 4o f(z) = £ € [—00, 0], £ # 0.
(a) Se >0 allora esiste N > 0 tale che f(x) >0 su (N,+o00);
(b) Se £ <0 allora esiste N > 0 tale che f(x) <0 su (N, +00).
(4) Supponiamo che lim,_, o f(z) =4 € [—00,00], £ # 0.
(a) Se £ >0 allora esiste N > 0 tale che f(x) >0 su (—oo,—N);
(b) Se £ <0 allora esiste N > 0 tale che f(z) <0 su (—oo, —N).
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6. Potenze

6.1. Potenze con esponente intero. Ricordiamo le proprieta delle potenze. Sia a € R e n € N. Si
definisce

a”=a---a (nvolte).
Se a # 0 definiamo
a "= —.
an
Si pone
a®=1.

Proprietd delle potenze. Per ogni a,b € R (eventualmente non nulli) e per ogni h, k € Z valgono
le seguenti proprieta:
(1) a"-a* = aht*
(2) a":a* =ahF
(3) (a")F = at
(4) a™-b" = (ab)"
(5) ah: b = ()M
Esempio 6.1. Non dovete avere dubbi riguardo i seguenti esempi:
(1) a®-a® = a* mentre a? + a® = 24>

(2) (a®)? = a*? = a® mentre a® - a? = a®**2 = d°

- b
(3) (F)7°=(2)°
(4) a® a?=a>?2=a"=1
Vogliamo ora generalizzare la definizione di potenza in modo che ’esponente i € R ed in modo che
le proprieta sopra siano ancora soddisfatte.

6.2. Definizione di z+ ossia della radice n-ma. Sia n € N,n > 2. Fissiamo = € R. Vogliamo
risolvere ’equazione
(6.1) ==

con incognita b. Se x = 0, allora b = 0 soddisfa tale I’equazione.

Se x > 0, si prova che 'insieme
{y €0,400) : y" < x}
¢ non vuoto e limitato superiormente. Pertanto esiste
b =sup{y € [0,+00) : y" < z}.
Definiamo {/z tale numero b. Tale b risolve 'equazione (6.1).
e Se n é pari, é chiaro che 'equazione (6.1) é risolubile solo se > 0. Quindi é ben definita la
funzione /- : [0, +00) — [0, +00).
e Se n é dispari e x < 0, allora —z > 0 e la soluzione dell’equazione b = (—z) é tale che
()" = ()" = —~(~2) = .
Quindi la radice n-ma é ben definita anche per z < 0 e la funzione {/-: R — R.
Pertanto

e se n é pari {/x é definita per ogni x > 0 ed é sempre > 0.

e se n é dispari {/z é definita per ogni z € R ed ha il segno di .

Esempio 6.2. (1) v/27=3;
(2) V-27=-3;
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(3) ;

(4) —Vi=-2

(5) /=4 non esiste;
(6) x esiste per ogni x € R;
(7) /T esiste per ogni x > 0;
(8)

/—x esiste per ogni x € R;
(9) V—x esiste per ogni —x > 0 ossia per x < 0.

Se n € N é dispari
VE=—r
e Va,x € R vale che
ai/z = Yarz.
Esempio 6.3. (1) —2¥/3=—-V23.-3=3/(-2)3-3;
(2) Vad =2
(3) V2r—1=—1-2x.

Questa proprietd non vale per le radici {/- con n pari dal momento che per ogni = # 0 o esiste {/x

o esiste /—ux.

Sen é pari e xz > 0 allora

n

a™x se a >0,

a) Yz =—/(— —3/a"r sea <.

ai/z =

In particolare, segue che

ai/r sea>0,
n

axr =
—aYxr sea<O.

=la|/r Vx>0

da cui

Va» =la| Vae€R.

Esempio 6.4. (1) —3v2=-V32.2;
(2) ¥2(-3)2 =372
(3) Va2 = |zl
(4) Vat = |z|* = 22
Siano m,n € N, n # 0.
(1) se n é dispari, allora {/z™ é ben definita per ogni € R perché la radice n-ma di ordine
dispari é sempre ben definita;
(2) se m,m > 0 sono pari, allora {/2™ é definita per ogni = € R.
Attenzione alle semplificazioni tra gli esponenti!!! Infatti la funzione vx2 é sempre definita,

mentre, se semplificaste il 2 con il 4, otterreste la funzione /x che é una funzione definita solo per
ogni x > 0. Quindi la giusta semplificazione é Va2 = \/|z|.

Esempio 6.5. (1) —2v/3=-V23.3=+V-2%-3
(2) —3¢2=—/32.2;
(3) ¥/2(=3)% =3V2;
(4) Va? = Jz]
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6.3. Limiti con radici. Le forme indeterminate in cui compaiono radici quadrate e cubiche si af-
frontano ricorrendo alle note formule:

Vr-—y)(Vz+y) =z -y
V- Vy)Vet+ Vy)=xz—y
(che discendono dal prodotto notevole (a — b)(a + b) = a® — b?) e
(Vo —y) (Va2 +y* + Yay) =w — o
(che discende dalla formula di scomposizione
a® — b = (a —b)(a® 4 b* + ab).)
(1) 11 limite
lim — 2~ %
T—a f — \/6
si presenta nella forma indeterminata %. Moltiplicando numeratore e denominatore per (y/x+
\/a) si ottiene
i _C—aVerve) . (@-a(VEtVa) lim (v/Z + v/a)
VTVt Va) e (@-a) e
= 2V/a.

(2) 11 limite

. Vr+1-=-2
lim ————
r—3 173

si presenta nella forma indeterminata 2. Moltiplicando numeratore ¢ denominatore per

(Vo + 1+ 2) si ottiene ’
Ve+1-2)(Ve+1+2) (x+1—4) 1

lim = lim = -,

P @ (arit) s @-3)rrir2) 4
(3) 1l limite
lim vVz2+z+1—2

T—+00

si presenta nella forma indeterminata oo — co. Moltiplicando numeratore e denominatore per

va? + 2+ 1+ x si ottiene

. 22 +z+1—22 . r+1
lim =

—_— = lm —Y——
eotoo /a2 b+ 1+ et V2l tat+ 14

Dividendo ora per % otteniamo

: 1+2
lim —=%—
z—+oo Vaitartl +1
x

, 1+12 1
= lim z ==
rotee Jiply L 2
(4) 1l limite
. 1
lim

zo—o 24+ 142

si presenta nella forma indeterminata Ooioo. Moltiplicando numeratore e denominatore per

Va2 +x +1— x si ottiene
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. Val4+z+1l—z . Val4+z+1l—z
m —«—— = lim —m———.
T——00 :p2—|—x—|—]_—x2 T——00 x+1

Dividendo ora per % otteniamo
Vzltaz+l—zx

= lim —F———=

T——00 1+ %

—/1+i+5-1
=2

= lim T =
T——00 1+ p

dove si é utilizzato il fatto che quando x < 0 si ha che

Voo o
x 2’
Calcolare i seguenti limiti con radici:

(1) limg 400 V422 + 22 +1 - 22 (Ris.3)

(2) limgyyyoo Va2 +4dx+3—2x (Ris.2)

(3) limyy o Va2 +4r+3+z (Ris. — 2)

(4) limg 400 V922 + 22 +5 — 32 (Ris.3)

(5) limg— oo V922 4+ 22+ 5 + 32 (Ris. — 1)

(6) lim,_,q YEEE_VO=L (Ris.32=)

(7) lim,_o TF2=E=2H  (Ris.0)

(8) lim, o+ 23YE (Ris. — o0)

22+

VETIVS (Rig )

(10) lim,_,; YEE=V2 (Ris. %2)

6.4. Potenze con esponente razionale. Siano m,n € N, n # 0.
Siaz €R,z>0esiaqg="¢€Qconn#0.
Se g > 0 allora per ogni x > 0 definiamo

m‘l(: m"l/”) = 1"/$m;

se ¢ < 0 possiamo dare tale definizione solo per ogni x > 0.

Le proprieta delle potenze espresse nel caso di esponenti h, k € Z si estendono nel caso di esponente
p,q € Q. Le proprieta delle potenze espresse nel caso di esponente intero si estendono nel caso di
esponente razionale: per ogni a,b > 0 (eventualmente non nulli) e per ogni p, ¢ € Q valgono le seguenti

proprieta:
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Osservazione 6.6. Le operazioni con le radici risultano piu semplici se si scrivono le radici come
potenze con esponente frazionario. Cosi si ottiene facilmente che per ogni a,b > 0

Yol = (al/m)l/n _ al/mll/n — al/mn — 771,%

Va - %:al/"hl/":(ab)l/"z Vab.

W: (amn)l/n — CLn’m“p% = a™

n L4 . a ,
Vamnta = (gmnta)l/n = g(mnta)w — gmiew g = g™ {/aa

7. Esponenziale
SiaaeR,a>0,a#1esiar €R. Se a > 1 definiamo

a® :=sup{a?: ¢ € Q,q <z}
Se 0 < a < 1 definiamo
a® :=inf{a?:q € Q,q < z}.
Se a = 1 poniamo a® = 1 per ogni z € R. La funzione z — a* € (0,+00) si dice esponenziale di
base a.

Essa ha come dominio tutto R, é una funzione continua e gode delle proprieta viste per le potenze,
ossia

(1) a® =1

(2) a®-a¥ = a1V
(3) a® :a¥ =a*Y
(4) (a") = 0
(5) a” - b® = (ab)*
(6) a” :b" = (%)".

Esempio 7.1. Non dovete avere dubbi riguardo i seguenti esempi:
(1) (a")2 = a # a”’
(2) a® + a® = 2a* # a**
(3) a®+a % =qa® + L = ool — a¥4l

Inoltre
400 sea>1,
lim o =
poheo 0 se<a<l.
+oo sel<a<l,
lim a® =
e 0 se a> 1.
Ovviamente
0 sea>1,
lim o %=
r—r—00

400 sel<a<l.
L’esponenziale di base e=numero di Nepero é la funzione esponenziale piu nota.

Calcolare i seguenti limiti:
(1) lim, o+ e2  (Ris.0)
(2) lim, o €72 (Ris. + 00)
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(3) limy_,_1- = (Ris. 4 00)
(4) lm, v 2 (Ris.— o0)
(5) limg_,q+ zgil (Ris. 4+ 00)
(6) lim, ;- -5 (Ris. — 00)
(7) limg_yq ﬁz_‘_l (Ris. 4 00)

Quando a > 1 e n,m > 0 qualsiasi, allora

e per x — +oo la potenza (a*)™ = a™* dell’esponenziale di base a va a +o0o pill velocemente
della potenza z™ ossia

mx
lim = +00
z—+oo M
(equivalentemente
n
lim =0.)

e per x — —oo la potenza (a*)™ = a™* dell’esponenziale di base a va a 0 pilt velocemente della
potenza di (1)™ ossia

lim z"a™* =0
r—r—00

(equivalentemente
lim z"a™™" =0.)
Tr—r+00

8. Logaritmi

Siaa > 0,a # 1 e b > 0. Si definisce logaritmo in base a di b (e si scrive log, b) I'unico numero reale
x tale che a” = b. Ossia
x =log, b<=a” =b.

Dalla sua definizione e dalle proprieta delle potenze con esponente reale segue che per ogni b,c¢ > 0 e
per ogni r € R:

(1) log, (bc) =log, b+ log, ¢

(2) log,b" =rlog,b

(3) loga (b/C) = loga b— loga c

(4) log,1=0

(5) log,a=1

Osservazione 8.1. Si ricordi che non esiste il logaritmo di 0.

Esempio 8.2. (1) log? z = (log, x)? = (log, ) - (log, x);
(2) log, 2° = 3logx per ogni x > 0;
(3) log, 2% = log,(z - x) = 2log x per ogni = > 0.

(4) log,  # logl . Invece log, 2 =log, (z)~! = —log, =
3
(5) "% £ log, (2). Quindi 123 # log § o 182D o4l

Osservazione 8.3. (1) Si osservi che in generale se n é dispari

log, ™ = nlog,x per ogni z > 0.

Invece se n é pari la funzione f(z) = log, ™ é diversa dalla funzione g(z) = nlog, x. Infatti
la prima é definita per ogni x # 0 mentre la seconda é definita per ogni x > 0. Se n é pari la
giusta relazione é la seguente:

log, ™ = nlog, || per ogni x # 0.
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(2) In generale ogni numero reale b € R pud essere scritto come
b
b=log,a’.
Inoltre ogni numero reale b > 0 pud essere scritto anche come
b= aloga b
Esempio 8.4. Riflettete sulle seguenti uguaglianze:
(1) eos® = a3

-2
(2) e—2logz _ elog(z ) — 2 = w%’

(3) 6a:+3 logz _ ev . 6log:r:3 — x3e:1:;

(4) e—z+10g(2x+1) —e . elog(2w+1) _ (25(} + 1)6_95.

I seguenti limiti stabiliscono una scala tra le funzioni che tendono a +oco: per z — 400

(1) se o, 8 > 0 allora
T 1
im

=0
r—r+00 |x‘r3 ’
(2) se o, > 0ea>1allora
N A
wBIJIr/loo abz o 07

(in particolare segue che se a, 8 > 0 e a > 1 allora lim,_, | (lo(%% = 0). Inoltre
(1) se o, 8 > 0 allora
. o8 _
lim (log [2[)*[2[” = 0

(2) se a>1allora Vg >0 e Vo
lim |z|*a®® = 0;
r——00

(3) se a > 1 allora V8 > 0 e Va allora

: o Br __
tim_(log Ja])*a’ = 0
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9. Dominio di una funzione

Nello studio del dominio di una funzione si tenga presente che

i polinomi, la funzione esponenziale e, le funzioni sin x, cos z, il valore assoluto |z|, le radici
1) i poli i, la funzi iale e”, le funzioni si il val lut le radici
Yr conn € ispari sono definite per ogni x € R;

N di i definit i R
(2) la funzione f(x) = logx é definita per ogni x > 0;
(3) le radici {/x con n € N pari sono definite per ogni z > 0;
(4) la funzione f(z) = 1 ¢ definita per ogni z # 0.

In particolare se con dom f(z) indichiamo il dominio di una fissata funzione f allora

(1) dom 3/ f(x) = dom e/ ®) = dom|f(x)| = domf(x);

(2) domcos f(x) = domsin f(x) = dom f(z);

(3) domlog f(x

y={zeR: zedomf(zx) N f(x)>0};

(4) dom+/f(z) ={x €eR: x €domf(x) N f(z)>0}

(5) domﬁ =

{r eR: z €domf(z) A f(z)# 0};

(6) domlog|f(z)]={z €R: z €domf(z) A f(z) # 0};

(7) dom+/|f(x)| = domf(z).

e Determinare il dominio delle seguenti funzioni:

(1) flz) =25

(2) fl=) = F5;
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(x £ 1)
(x # £1)
(z>-Laz#l)
(@>-Laz#l)
(x> 1)
(@>-1,2#1)

(x>1,z<-1)

(x > -1)
(x>1)

(r>1,z<-1)



(13) f(a) =
(14) fla) =
(15) f(a) =
(16) f(a) =
(17) fla) =
(18) fla) =
(19) f(z) =
(20) fla) =
(21) fla) =
(22) fla) =
(23) fla) =
(24) fla) =
(25) fla) =
(26) fla) =
(27) fla) =
(28) fla) =
(20) fla) =
(30) fla) =
(81) fla) =
(32) fla) =

(33) flz) =
(34) f(x) =
(35) f(z) =

LEZIONI DI MATEMATICA

log(z2+1)
V241
Viogz
log(v/z)
log(1 — v/7)
log(2 — ve*)
log(|z? — 1|)
V(I2® = 1))
log(|z? — 4[)
V(l2* —4))
log(|z? — 1| + 1)
log(v2? — 1)
Vd9ogax?2 —2
v2logx — 2
Vieg? z — 2
z—1
e —3
r—1
er? -3
r—1
ler—3|—1
r—1
e2r—3
r—1
e2r 43
1
3ex? —4
1
4ev? —3
1
4el*T—3
I S
27 —5e* 46
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(x # £v/1og3)
(x #log4,x # log2)

(z # (log3)/2)

(z # log 3,z # log 2)
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(36) fla) = 2221
(x > (log3)/2)
(387) f(x) = 55

5 (z > (log3)/2,x #1/2)
(38) flu) =12
(x > (log3)/2,2 #1/2)

(39) f(z) = vt
(x #1/2)

(¢ #1/2,1,0)

(40) f(*) = ©gmza=tn

(41) f(ff):m
(z # eEV3, 2> 0)

(42) f(2) = fgar=s
(z # +e?, x #£0)

(43) f(ff):m
(z#e3, z>0)

(44) f(@) = 5155173
(x# +e2, x#0)

(45) f(x):m
(z #0)

(46) f(l“):m
(x < —l,z>1,z#=£2)

x+1

(47) f(z) = e

(z #1)
(48) f(x) = log(e” —2)
(x> log2)
(19) f(a) = e 55
(x>-1Lz#1)
(50) fla) = el
(z # £1,2 #0)
(51) f(2) = 5o
(v # 52)
(52) f(z) = o=
(x # £2)

e Studiare il segno delle funzioni dell’esercizio precedente.

Osservazione 9.1. Nello studio di funzioni, si procede allo studio del limite destro o sinistro o
entrambi nei seguenti casi

(1) quando la funzione e’ definita solo a destra o a sinistra di un punto, ossia il dominio contiene
intervalli del tipo z > zq, = < xg;
(2) quando il valore xg annulla il denominatore.

Per esempio,

(1) la funzione f(z) = log(z® —4) + |z — 3| ha dominio (—oo, —2) U (2, +00), per cui occorre fare
i limiti per x — 2% e per v — —27.
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(2) la funzione f(z) 115523;__14 ha dominio (0,e~2) U (2, +00) per cui occorre fare i limiti per

r — 0, per x — (e72?)” e per z — (e2)7.

(3) la funzione f(r) = = e’ definita su R\ {log4} e occorre calcolare il limite per x — log4*

er—4
e il limite per z — log4~ perche’ il punto log4 annulla il denominatore;

(4) la funzione f(x) = log|e® — 4] €’ definita su R \ {log4} e si fa il limite per x — log4.

Tenendo presenti i limiti notevoli relativi a logaritmi ed esponenziale calcolare i seguenti limiti
della forma 22 0 000

(1) hmz—wroo lofzx = 0;

log z*

(2) hmuL—H-oo e3z =0;

(3) Timy s yoo iiir = +00;

(4) llmz*}+oo M = ]_’
(si osservi che log(z? + €%) = log(('l:f—,;L +1)e*) = log(z—i +1)+loge” =...)

Vatl _ .
logQI - +007

. d/cx
(6) limy_, o0 Lot = +00;

(7) limg—, o ve®logz? = 0;

(8) limys 400 e~ loga? = 0;

(9) limg_s o0 e %22 = 0;
(10) limg_,o+ v/zlogz = 0;

(11) lim, o+ \/Zer = +o0;

8l

(12) lim,_,o- &= =0;

d

9.1. Applicazione del teorema dei carabinieri. Calcolare i seguenti limiti tenendo presente che
il prodotto di una funzione infinitesima per una limitata é infinitesimo:

(1) limg_ oo S22 (Ris.0)
cos(z*41)

(2) hmeJroo W (RlSO)
(3) limg—y 400 et sin:g (Ris.0)
(4) limg_,_ oo S%HLer (Ris.0)
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9.2. Il Teorema di De L’Hopital. I limiti di funzione che si presentano nella forma indeterminata

% e = si possono calcolare ricorrendo al teorema di De L’Hopital.
Osservazione 9.2. e Prima di applicare il teorema di De L’Hopital derivando numeratore e

denominatore, verificate se una qualche sostituzione vi permette di semplificare i calcoli. Per
esempio il limite
i 62\/5 -1
im ———
z—0t \4/5
si calcola piu’ facilmente se prima operate la sostituzione /x = y che lo trasforma nel limite
2
e -1
lim
y—0+ Y
Derivando numeratore e denominatore si ottiene
2
4ye2y

y—0+t 1

=0.

e a volte, dopo aver derivato numeratore e denominatore, il limite si potrebbe ripresentare di
nuovo in una forma indeterminata. Si puo’ allora riapplicare il Teorema di De ’'Hopital. Per
esempio se deriviamo numeratore e denominatore nel limite

2
eV —1
im ————
y—0t Jysiny
si ottiene )
. 4ye®y
im —————
y—0+ 3siny + 3y cosy
che si presenta ancora nella forma indeterminata 0/0. Derivando di nuovo numeratore e de-
nominatore si ottiene:

4+ 16y2)e’
lim GF16y7)e™ o)
y—0t 3cosy + 3cosy — Jysiny
e Il Teorema di De L’Hopital puo’ essere applicato anche ai limiti di prodotti di funzioni f - g
che si presentano nelle forme indeterminate 0 - co osservando che

f g
g f

Per esempio il limite lim,_,y+ z-e= che si presenta nella forma indeterminata 0- oo puo’ essere
scritto nella forma

Derivando numeratore e denominatore si ottiene
e
lim — = +o0.
y—+oo 1
Ricorrendo eventualmente al Teorema di De L’Hopital calcolare i seguenti limiti

(1) limgy 400 22 log(1 + &) =1 (porre 5 =y)

(2) lim,_ 22052 = 1/2

x sin x
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limg oo (2? + 2 + 1)sin & = 2 (porre y = 1).
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l—cos2x __

2
sin?23x ~ 9

limg, s oo xsind =1

7 =

logcosz _ 1
z2 - 2
2
z“—logcosx __ 3
sin x2 -
zarctanz __ 1
e3v2_1 3
: 1 1 _ 1
hmx_ﬂ)(xtanx xsinx) -2
2m2
1 _
rsinx 2

log 1-i-3;v2
—0 log (L43e7) _ 3

zsinx

2
e’ —1

rztanz

tanz? 2

1—cos 3z 9

tan 2x _ 4

0% T_cos N

log(1+v@) _ 1

hm:”‘m+ sin \/x

log(1+932) -1
sinz?2 T

evVi_1

limzﬁoﬁ» m = 1

sin? /z 2
evVe_1—\/x

eVi_1—z 1
T -2
l1—cosVz—3x _ 1
2 12

2
T
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10. Studio di funzioni
(1) f(a) = |ze™
Dominio: R;
Segno: poiché | - | e exp (+) sono funzioni positive, allora f > 0 su tutto R;

Simmetrie: poiché f(z) = f(—=z) il grafico delle funzione é simmetrico rispetto all’ asse
y ossia la funzione f é una funzione pari. Posso allora studiare f solo per z > 0 e poi
ribaltare rispetto all’ asse y il grafico ottenuto su x > 0;

Asintoti: Non esistono asintoti verticali. Applicando uno dei precedenti limiti notevoli si
ha che lim,_, 1o f(2)(= lim,_,_ f(z)) = 0, ossia y = 0 é asintoto orizzontale a destra
e a sinistra.

Derivata prima:

6*952(1 —22%) sex >0,
IHOES
e " (222 —1) sex <O.
Nel punto = = 0 non si possono applicare le regole di derivazione in quanto, in generale,

i punti che annullano una funzione g sono candidati ad essere punti in cui la funzione |g|
non é derivabile. Studiando invece il limite della derivata a destra e a sinistra si ha che
lim f/(z) = lim e 2 (1 —2z2) =1
r—0t f ( ) z—0t ( )
mentre
lim f/(z) = lm e (222 — 1) = —1

z—0~ z—0~
ossia £ = 0 é un punto in cui la funzione non ¢ derivabile (quando esistono lim oy =
l1eRe limx_m;r f'=1ls eRel; #1y il punto z si dice punto angoloso);

Segno della derivata prima: Per © > 0 si ha che f' >0 0 < z < § (mentre per
x < 0sihache f/ >0 2 < fg) In particolare su [0, @] e su (foo,fg] fé
V2

crescente mentre su [—%%,0] e su [%, +00) f é decrescente. Quindi i punti z = :I:g

sono punti di massimo (assoluto) con f(:l:g) = @e‘é. Invece z = 0 é punto di minimo
(assoluto) con f(0) = 0.

Derivata seconda:
2we" (222 -3) sex >0,
f'(@) =
—2ze"" (222 —3) sex <O.
Studiando il segno di f” si deduce che z = i\/g sono punti di flesso (a tangente obliqua).

(2) fl&)=y/2?2+|z+3|—=

Dominio: poiché 22 + |z + 3| > 0 Vo € R il dominio di f é tutto R;
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Segno: poiché \/z? + |z + 3| > Va2 > z allora f > 0 su tutto R;

Asintoti: Non esistono asintoti verticali.
Osserviamo poi che per > —3 vale che |z + 3| =  + 3 mentre per < —3 si ha che
|z + 3| = —z — 3. Allora

(Vz2+z+3—x sex> -3,

flx) =
(Va2 —z—-3—2 sex<-3.
Allora
lm f(z) = lim MO TrH3-o)(Vertrt3ta)

T——+00 r—+00 ‘/1'2+1'+3+1'
. 2’4z +3-—2?
= lim —
zo+oo \/x2 4+ x + 3+
. z+3 1
= ilm — — —
N R S
ossia y = % é asintoto orizzontale a sinistra.
Essendo lim,_,_ f(z) = 400, studiamo 'esistenza di un asintoto obliquo a —co. Vale
che

. f(=@ ) 22—z —-3-x
lim —— = lm ———
T——00 I T——00 €T
2—r-3
= lim LR 1= 2
TrT——00 €T
mentre
lim (f(x)+22) = lim va?—-z—-3+z
r— — 00 r——00
_ oy (Va2 —z—-3—2)(Va? — 2 -3+ )
T ot 22—z —-3—x
. 22—z —3—2?
= lim —————
zo—o0 /g2 —x —3—1x
. —xr—3
= lim —— =
zo—o0 /g2 —x —3—1x
. +y—3 1
= hm _— = -
yotoo 24y —3+y 2
ossia y = —2x + % é asintoto obliquo a destra.
Derivata prima:
2x+1 _ _
, Wors B 1 sex>-3,
Fa=q
o
\/ﬁ -1 se x < —3.
Nel punto x = —3 non si possono applicare le regole di derivazione. Studiando invece il
limite della derivata a destra e a sinistra si ha che
5
lim f(z)=-=-—-1
z——3t+ f ( ) 6
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mentre
7
lim fl(x)=—-=-1
r——3" f ( ) 6
ossia x = —3 é un punto angoloso;

Segno della derivata prima: Per z > —3 si ha che

1
f’zO(:)\/x2+x+3§x—|—§@21‘—1—2\/x2+x+320
> +2+3>0
& r+5>0

24+r+3< (ac—l—%)2
Ora tale sistema ¢ impossibile (controllare!). Quindi per > —3 si ha che f/(z) < 0.
Analogamente si ha che per z < —3 f/(z) < 0 (controllare!). In particolare f é decres-
cente su tutto R e non ha né punti di massimo e né punti minimo relativo. In particolare
questo implica che la f non ha intersezioni con gli asintoti (altrimenti dovrebbe avere
dei minimi). Omettiamo lo studio della derivata seconda.

Dominio: x # 1;

Segno: f(x) >0Vze > 1;

Asintoti: si osservi che lim,_,;+ ﬁ = +oo mentre lim, ;- ﬁ

lim,_,1+ f(x) = 400 e x = 1 é asintoto verticale. Invece lim,_,,- f(z) si presenta nella

forma indeterminata oo -0 (in quanto lim,_, ., €* = 0). Attraverso il cambio di variabile
y= ﬁ si ottiene lim, ;- f(z) = limy,,_ o ye¥ = 0. Essendo poi lim, 4o f(z) =0 si

ha che y = 0 é asintoto orizzontale ( a destra e a sinistra).

= —o0. Cosi risulta

—X

Derivata prima: f'(z) = (aj,l)s@”%l;

Segno della Derivata prima: f'(z) > 0 < 0 < z < 1 ossia f é crescente su [0,1) e
decrescente su (—00,0] e su (1,400). Quindi z = 0 é un punto di minimo (assoluto)
della funzione, mentre non esitono punti di massimo relativo. Si deduce cosi che non ci
sono punti di intersezione con ’asintoto orizzontale. Omettiamo lo studio della derivata
seconda.

(4) f(x):{ ze™ sex #0

0 sex=0

Dominio: La funzione é definita su tutto R. Si osservi inoltre che lim,_,¢ f(x) = 0 ossia f
é continua in z = 0;

Simmetrie: poiché f(—x) = — f(x) il grafico delle funzione é simmetrico rispetto all’origine;

Segno: f(x) > 0Vz > 0;
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Asintoti: lim, 1 f(z) = 200 quindi non esistono asintoti orizzontali. Invece

lim M

r—t+oo I

=1

)

1 e —
lim (f(z)—2z)= lim z(e 2 —1) = lim ——
r—+oo r—+oo y—0 Y
a2
Usando il teorema di De L’Hopital si ha lim,_.q _ny A Quindi y = = é asintoto

obliquo (a destra e a sinistra).

Derivata prima: Per ogni z #0 f'(z) =e¢ 5(1 + ). Poiché

dove si é posto y = % si ha che la funzione é derivabile in 0 e f/(0) = 0.

Segno della derivata prima: f' > 0 Vz # 0. Quindi f é sempre crescente e z = 0 é un
punto di flesso (a tangente orizzontale).

Derivata seconda: Per ogni z # 0 f"(x) = 6_52(4;725302) che é positiva per < —/2,
0 < 2 < V2 e negativa su —v/2 <z < 0 e x > /2. Segue che x = /2 sono punti di
flesso (a tangente obliqua).

(5) f(x) =log(z+ 1) —log(x — 1)

r+1>0
Dominio: s> 1;
z—1>0

Segno: f(x)ZO@logi—iZO@i—i21@%20perognix>1

Asintoti: poiché lim,_,;+ f(x) = +o0 si ha che z = 1 é asintoto verticale. Poilim,_, . f(z) =

log1 =0 e quindi y = 0 ¢ asintoto orizzontale;

11 -2
z+1 rx—1 = x2-1

Derivata prima: f'(z) =
Segno della derivata prima: f'(z) < 0Vz > 1 e quindi f é decrescente su (1, +00);
Derivata seconda: f'(z) = (3624%1)2 che é positiva su (1, 400).

(6) f(x) = log 221
Dominio: i—f} >0esr<-1ve>1
Segno: f(x) 20@log%20©% >le -2 >0sc>1

Asintoti: poiché
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si ha che x = 1 e z = —1 sono asintoti verticale. Poi lim, 4. f(x) =log1l = 0 e quindi
y = 0 é asintoto orizzontale (a destra e a sinistra);

—2
z2—1

Derivata prima: f'(z) =

Segno della derivata prima: f'(z) < 0 Vz € domf(z) e quindi f é decrescente su
(=00, —1) e su (1, +00);
Derivata seconda: f'(z) = (mfifl)z che é positiva su (1,+00) ed negativa su (—oo, —1).

(7) f(z)=log (1) + fo0—4— L

z—1

Dominio: imponendo i—f} > 0 si ha che la funzione é definita su ¢ < —1 e x > 1;

Segno: verrd dedotto dalle proprieta successive;

Asintoti: poiché lim,_,,+ f(z) = 400, lim,_,_ ;- f(x) = —oo si ha che le rette = +1
sono asintoti verticali della funzione. Poilim,_, 1o f(2) = £00 ossia non esistono asintoti
orizzontali. Infine

flx)y 1 _ 1 V5

Jm oS =g i (@) - gp) =4 o

o

ossia esiste ’asintoto obliquo e coincide con la retta y = %;1: -4 -

Derivata prima: Per ogni £ < —1 V z > 1 si ha che
2 1 22 -5

R AR R

Segno della derivata prima: f'(z) >0 < z > V5e z < —/5dacuiz =5 éun

punto di minimo relativo della funzione e x = —+/5 é un punto di massimo relativo della
funzione; poiché f(v/5) = log ﬁi —4 < 0elimg_i+ f(z) = limg— 1 o0 f(z) = +00 si

deduce che la funzione f deve intersecare 'asse delle x in due punti 1 < z; < V5 e
x2 > V5 e che per 1 < x < x1 e x > x5 la funzione é positiva. Invece essendo V5 punto
di massimo relativo con f(1v/5) < 0 si ha che f < 0 su (—oo, —1);

Derivata seconda: A
x
fl/(x) = 72 — 1)2

(z
da cui segue che f”(x) > 0 per z > 0 ossia la funzione é convessa per = > 1.

(8) fla) =/

Dominio:
x>0 x>0
1
l+logz#0 < v#1 S0<r<-Var>Ll
e
1 1
14?1%;120 r<eVr>1
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Segno: f > 0 su tutto il suo dominio;

Asintoti: dividendo numeratore e denominatore per log x si ottiene che

1
lim f(z)= lim ,|———=1
z—0+ r—0t 107 + ].
g T
Poi lim,_,, - f(x) = 400 ossia = 1 é asintoto verticale. Infine
. . 1
lim f(r)= lim ,|[—5——=1
T—400 T—400 +1
logz

ossia y = 1 é asintoto orizzontale.

Derivata prima: Per ogni 0 < z < % V z > 1 si ha che

1 1+ logx
1) — /
@) = 2x(1 + log x)? log x

Segno della derivata prima: f’(x) > 0 per ogni « nel dominio di f per cui f é crescente
sul <z < % e suz > 1. Inoltre lim,_,o+ f(z) = lim__ .- f'(z) = +oo. Omettiamo lo

studio della derivata seconda.

9) flo)=e* —a
Dominio: x # 0;
Segno: dedurremo il segno della funzione dalle proprieta sottostanti;

Asintoti: essendo lim,_,g+ f(2) = 400 si ha che z = 0 é asintoto verticale ( a destra
di 0). Invece lim,_.g- f(z) = 0. Poi limz 400 f(2) = —00 € lim,— o f(x) = +00.
Quindi non esistono asintoti orizzontali. Invece limg,_, . @ = lim; 100 @ —1le

lim, o f(z) + 2 = limy 400 f(z) + © = 1 da cul y = —x + 1 é asintoto obliquo (a

destra e a sinistra).

Derivata prima: Per ogni x # 0

Segno della derivata prima: Per ogni z # 0 f' < 0 da cui f é decrescente su (—o0,0) e
su (0, +00). In particolare dal comportamento di f a —oo e a 0~ e dalla continuita della
funzione segue che f é positiva su (—o0,0). Invece dal comportamento di f a +oc0 e a
0T e dalla continuit4 della funzione segue che esiste un punto xo > 0 tale che f(xq) = 0,
f>0su(0,2) e f <0 su (xg,+00).

Derivata seconda: Per ogni x # 0

£(@) = (5 + =)
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da cui
14 2x

f(x) >0« v

10.1. Esercizi proposti. Studiare le seguenti funzioni:

(1) fla) = veie=2

(2) fla) =/ 5F52

(4) f(z) = L
(5) f(x) = Y==2

(18) f(x) =log|z® — 1|+ =
(19) f(z) =log®(2* — 1)

(20) f(w) = HHfoe

||

(21) flo) = B

[

(22) f(x) = | B2

(23) f(x) =log(1+z)— 2%1:
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(24) f(2) = iy

(25) f(x) = /IZlogz — 3]

(26) f(x)=log(e®* —1)+x

(27) f(z) =log(e*+ 1)+

(28) f(x) =log(z? —1) + | — 2|

(29) f(z) =log (%:41) —3r+1

x

(30) f(x) = log(2) — w41

(31) f(z) =ex —2z+1
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