1. Una particella di massa unitaria si muove lungo I'a3sein assenza di forze. A partire
dalla descrizione hamiltoniana in tale sistema di riferioe

(a) si verifichi la canonicit della trasformazioner, p) — (X, P):
X =+ pt?; P=p

e si scriva la nuova Hamiltoniang (X, P);
(b) sirisolva la corrispondente equazione di Hamiltonelbécesplicitando la soluzione
del motoX = X (X,, Py, 1).
2. Si consideri un oscillatore armonico bidimensionale dissa unitaria, descritto dalla
funzione di Lagrange
1 . i 1
L =50+ ) — 56 + )
e si scriva la corrispondente funzione di Hamilton.

(a) Siapplichi alle equazioni di Hamilton del sistema lstoamazione
Qi=q; Pi=py P=mn

e si verifichi che il sistema trasformato ancora hamiltoniano; si commenti la
canonicié della trasformazione.
(b) Si scriva I'equazione di Hamilton-Jacobi per il nuovstema hamiltoniano.

3. Una particella di massa unitaria si muove nello spaziggstia a una forza costante di
modulo~y, diretta come 'ass@:z. Si scriva la funzione di Hamilton del sistema e

(a) siverifichi che la funzione G = vz + p,p. genera una simmetria péf.

(b) sidiscuta la costruzione della trasformazione careofinsta per esponenziazione di
tale simmetria.

4. Una particella di massa si muove nel pian@zy sotto I'azione di una forza di mod-
ulo costanteF, diretta come l'ass@®z; si consideri inoltre, nelle variabili canoniche

x, Y, P, Py, 'Operatore differenziale:

(@) Si verifichi che l'applicazione successiva deII’operathgrrliItonianofI relativo a
questo sistema e dell'operatdrealle variabili canonichel{ (G(z)), € commutativa;

(b) si scriva esplicitamente la simmetria dell’Hamiltamsegenerata da e si verifichi
che la corrispondente funzione generateagna costante del moto.



5. Una particella carica di massa unitaria si muove in un eampgnetico costante (di
modulo B) diretto come I'asse3 e in un campo elettrico costante (di moduy, diretto
come l'asser;. Facendo uso dei potenziali vettore e scalare

A= B.Cljleg; V= —E[L'b

(@) sidiscuta l'integrabilé della corrispondente equazione di Hamilton-Jacobi;
(b) si determini, mediante I'esponenziazione deII’op@rreﬁ, I'evoluzione temporale

della funzione

1’2

F(s(t), pa(t)) = =2
p3
6. Il moto di una particella sull’asg@x e descritto dall’Hamiltoniana

2
H:p——kﬁmQ—i—Ag, AeR.
2m 2 T

(a) Siscriva I'espressione della forza (posizionale) aecsihggetta la particella;
(b) si scrivano le equazioni di Hamilton nelle nuove variabi

1 2
() = arctan )\%; P = 3 (% + )\1‘2) , (A €eR)

7. 1l moto di una particella di massa unitaria sull’agse e descritto dall’Hamiltoniana
2

H:%+V(x)

(a) Siconsideri la trasformazione di scala
Q = Bux; P=ap Bba e R

e si mostri chee canonoide rispetto aff, determinando la nuova hamiltoniana
K(Q, P);

(b) siverifichi se esistono condizioni $te « per cui le equazioni differenziali del moto
sono invarianti.

8. Sidetermini per quali valori delle costante 5 le seguenti equazioni
pr=0; po=0; G =pi+ps G=ap —2p— B, a,feR
sono equazioni di Hamilton. Si scriva la funzione di Hammilt®

(a) sidetermini la corrispondente funzione di Lagrange;

(b) sidica per quale funzione = \(p, p2) € costante durante il moto hamiltoniano la
funzione

G = q + tA(p1, pa)-
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9. Una particella di carica e massa unitaria si muove in un campo magnetico il cui poten-
ziale vettoree

A= f(l’l)eg
mentree nullo il potenziale scalare.

(a) Siscriva per il sistema I'operatore hamiltoniano

~ OH_ 0
H=—7T=0—;
0z 0z’
(b) mediante esponenziazione di tale operatore si studblligione temporale della
funzione ,
A
2py
10. Sia -
1
H=_|p*+ d (2] + 23) + qB(pr2s — 21p2)

2 4

la funzione di Hamilton di una particella di cariga& massa unitaria in moto in un campo
magnetico costante, e campo elettrico nullo.

Si applichi al sistema la trasformazione (lineare) di punto xs, z3) — (Q1, Q2, Q3)

1 acosp sing 0 o}
Ty | = | —sinp —cosp 0 Q2
L3 0 “ 0 1 Qs

dovea € R e ¢ € un angolo assegnato, e si scriva la nuova hamiltoniaf@, P); si
discuta se, per qualche valorediK (@, P) ha la stessa forma funzionale die dunque
la trasformazion@& una simmetria (finita) dell’hamiltoniana.

11. Si consideri nello spazio delle fasi bidimensionale émagica trasformazione lineare
invertibile, insieme con la sua inversa:

(D)= D)) (1)=5(5 2)(8) amwmmro

(a) Siindividui quali di queste trasformazioni sono candnper I'oscillatore armonico
unidimensionale;

(b) si verifichi se tra le canonoidi individuate esistonatoamazioni canoniche.

12. Una particella vincolata nel pian@zy e la sua evoluzione dinami@édescritta dalla

funzione di Hamilton )

Dz

H =S5 +p, = pepy = 2.

(a) Siscriva l'operatore hamiltonian@ e si valuti la serie 2(t) = et 50 per ogni
variabile canonica;



(b) siscriva la nuova hamiltoniana K dopo aver eseguitcdsftrmazione di coordinate
1
X =u; Y = 5(3} + )

e siverifichiche  [p,, K] =0
dovep, = p.(X,Y, Px, Py) € espresso nelle nuove coordinate.

13. Si consideri la trasformazione di coordinate dello gpdelle fasi(q,p) — (Q, P),

Q= %ffps P = f(q)

(a) Sidetermini per quale funziofigy) tale trasformazioné canonica;

(b) si applichi tale trasformazione all’hamiltoniana diauparticella libera e si veri-
fichi che la nuova hamiltoniand” = K(Q, P) € invariante per le trasformazioni
infinitesime generate dalla quaatidi moto

14. Le particelleP, e P, di ugual massa, sono vincolate a muoversi, rispettivaement’asse
Oz e sull’ass&)y di un sistema di riferimento ortogonale di un piano orizadetLe due
particelle esercitano una sull’altra una forza diretta e¢erioro congiungente e di modulo

F(ry=e"-1

dover e la distanza tra i due punti.

(a) Siscrivalafunzione di Hamilton per il sistema, scaglie come variabili lagrangiane
r e 'angolod che il segmentdP, — P;) forma con l'ass&)x;

(b) sidiscuta I'equazione di Hamilton Jacobi.

15. Una particella di massa unitaria si muove nel pi@ag soggetta alla forza

Q@
—k(t)m + ﬁ

F = ) a e R
—k(t)y + =
Y3

(a) Siscriva la funzione di Hamilton per il sistema;
(b) si espliciti la trasformazione canonica infinitesimageata da
174 + y4

$2y2 + (xpy - ypw)Z

G =«

e si mostri che tale trasformazioeauna simmetria petf.



16. La funzione di Lagrange per un moto unidimensionale arfaa

-2
T

L ="el®@,
26

Si scriva I'operatore hamiltoniankl corrispondente a tale moto e
(a) si verifichi sefl commuta con I'operatore associato alla funzione geneeatri
G = f(x) —2lnp.
(b) Sideterminila forma df (z) per la quale lo sviluppo in serie
p(t) = epy
si arresta al primo ordine e si commenti il risultato.

17. Un sistema di coordinate cartesiano ortogotalersxs di un osservatore inerziale viene
trasformato nel sistema rotants); y,y; secondo la seguente equazione:

T coswt —sinwt 0 Y1
Lo = sinwt coswt O Y ;
T3 0 0 1 Ys

(@) sidiscuta la canonicitdi tale trasformazione, determinandone la funzione gener

trice;

(b) si applichi tale trasformazione al moto di una parteedbggetta a forze centrali
(V = V(y/2% + x3)) e si scriva la funzione di Hamilton nel nuovo sistema di
coordinate;

(c) sidiscuta la conservazione di tale hamiltoniana.

18. Una particella di massa unitaria si muove nel piang, e la sua dinamic& descritta
dalla funzione di Hamilton
2 2 2
s op, 1k k
H=2242 4o 2 2 T2
2 2 2(x2+y?)  22+y
(a) si scriva la funzione di Hamilton in coordinate polaseguendo l'usuale trasfor-
mazione

(xpy — YDa);

x = pcosb, y = psinb;
(b) si scriva la corrispondente equazione di Hamilton-Baecse ne discuta la separa-
bilita.

19. La funzione di Lagrange

2 d
L =—+4+—

-+ (@)
descrive il moto di una particella libera, di massa unitagizalsiasi sia la funziong(x).
Si scrivano la funzione di Hamilton e le equazioni di Hamiltoorrispondenti a tale
lagrangiana e:



(a) siapplichi a tali equazioni la trasformazione di conede(z, p) — (Q, P):

d 2

discutendo se tale trasformazione possa essere canorspdéa all’lhamiltoniana
data;

(b) sidiscuta la canonidcitdi tale trasformazione.

20. Le equazioni del moto di una particella nello spazioadtaki bidimensionale di coordi-
natex, p Sono:

t = F(t)p+(a—1x

. dG
b= —Flt)_—

dovea € R, e le funzioniF' e GG dipendono, come indicato, rispettivamente da daz.
(a) si trovi per quali valori diz tali equazioni sono canoniche e si scriva la corrispon-
dente funzione di Hamilton;
(b) sirisolva per tale hamiltoniana I'equazione di Hamilttacobi.

21. Si mostri che la trasformazione
Q=q; P=p"—flq)
2

e canonoide per I’hamiltoniana della particella libéfa= % per ogni scelta df (¢). Si

determini la nuova hamiltoniand = K(Q, P) e si studi la corrispondente equazione di
Hamilton-Jacobi 59

K+ —=0.
ST

22. SiaV = 0p I'energia potenziale generalizzata di una particella ¢cimet®ve su un piano
i cui punti sono individuati dalle coordinate polare 6.
(a) siriduca il numero di variabili lagrangiane con il mebadi Routh;
(b) a partire dalla funzione di Routh, si scriva la corrispemie equazione di Hamilton-
Jacobi, discutendone la risolubdlit

23. Una particella carica simuove in un campo magneticaotst diretto come I'assez. Si
descriva il sistema facendo uso delle coordinate cilifairic ¢, ~ e dei momenti coniugati
Dp, Do, Pz, € in tale sistema di coordinate

(a) siscrivano gli operatori
i. H che genera il moto infinitesimo del sistema;
ii. L che genera le rotazioni infinitesime attorno all'agse

6



iii. P che genera le traslazioni infinitesime lungo I'aésg
(b) si verifichi se si annullano i commutatori

[H,L), [H,P], |[L,P
24. Una particella di massa unitaria si muove in un pianogetig a una forza di potenziale
U COS29‘
p

Si scriva per il sistema la funzione di Hamiltéh= H(p, 0, p,, ps) €

(a) si verifichi che la trasformazione infinitesima

00 = epg . (1)
Opg = —esinf
€ canonica e lascia invariata in forma la funzione di Hamilto

(b) si scrivano il generatore infinitesint@della (1), 'operatore hamiltoniand relati-
vo al moto del sistema e si verifichi se essi commutano cortatore

Dp-
25. Una particella di massa unitaria si muove su una rettgettaya una forza costante,

cosiccle la corrispondente funzione di Hamilten

2
7 ——
2

Si trovi la funzione generatrice della trasformazione cacm®
(‘Tap) — (Xa P)

che soddisfa ai seguenti requisiti:

(a) .
P=—
p
(b) nelle nuove coordinate, il sisteradescritto dalla funzione di Hamilton
K = XP?%
26. Una patrticella di massa unitaria si muove nello spazijgetio a una forza di potenziale
f(0)
et 9(2)

dovep, 0, z sono le coordinate cilindriche.
Si consideri la trasformazione infinitesima

00 = epg;  Opy = —ed];f); 0z =c¢€t; Op,=¢€

Dopo averne verificato la canoniajt



(a) sivaluti la variazione in forma dell’Hamiltoniana pdfetto di tale trasformazione;

(b) sitrovi una condizione sotto la quale la trasformazienma simmetria dell’lHamil-
toniana

27. Lafunzione di Hamilton che descrive il moto di una paitec di massa unitaria
2

P 1
H(g,p,t) = 5 AP

Si esegua la trasformazione di coordingteyr) — (Q, P)

Q = tq, p:%’

(a) Verificata la canonicitdi tale trasformazione, si scriva la nuova hamiltoniaitg), P, t)
per il nuovo sistema canonico;

(b) sirisolva I'equazione di Hamilton-Jacobi relativdsa

28. La funzione di Hamilton che descrive il moto di un sisteanan grado di libeé e

a?t?’p* ¢ qp
H(g,pt) = ——=— =+ =—, e R.
Si esegua la trasformazione di coordinate di puptp) — (@, P) caratterizzata da
2
_ T
@= 2at’

(a) Siscrivala nuova hamiltonia&(Q, P, t) ottenuta per effetto di tale trasformazione
e la corrispondente equazione di Hamilton-Jacobi;

(b) sidiscuta se la funzione
S(Q,a,t) = bt*Q + aQ + \(t), beR,
rappresenta l'integrale completo per tale equazione.

29. Lafunzione di Lagrange di una particella carica in matan campo magnetico costante
e in un campo elettrico nulle

m, . . B, . .
gl = E(l‘% + $%) + (]5(1’1332 — [L‘leQ)

(dove:B = Bes, m la massag la carica; per semplicdtassumiamas(0) = 0). Tenendo
conto dell’arbitrariea del potenziale vettore, una lagrangiana (gauge-)e@umt@ab.?; e
palesemente

2 = 3(5% + 1’3) +q(f(x1)d1 + Brido)
dovef = f(z,) & completamente arbitraria. Siccogeoto che la funzione
B
G = m(x1@g — xodq) + %(z? + 22)

e costante durante il moto, si verifichi se, in ambito hamilino, essa genera una simme-
tria anche per la funzione di Hamilton ricavata@a. Si verifichi inoltre se tale risultato
dipende dalla funziong(z,).



30. Esercizio 7.10 Goldstein pag. 455

(&) Una particella carica si muove nello spazio sotto I'egidli un potenziale conser-
vativo. Si imposti I'equazione di Hamilton-Jacobi in comrate ellissoidaliu, v, ¢
definite in funzione delle usuali coordinate cilindriche: e ¢ da

p = asinhvsinu o=¢ 2z = acosh v cosu.

Si dica per quali forme dV (u, v, ¢) 'equazioneg separabile.

(b) Si utilizzino i risultati del punto (a) per ridurre alleigdrature il problema di una
particella puntiforme di massa che si muove nel campo gravitazionale di due
particelle con masse diverse tra loro, fissate sull’asséistanza reciproczu.

SOLUZIONI
p2
1. La funzione di Hamilton, ovviamente,H = 5
(a) Le condizioni
0F,
= _— = P
p ox
OF,
X= —F = Pt?
P rz+ Pt
242
risultano soddisfatte da, = =P + . Allora,

_ o (i, 1\ p2
K(X,P)=H(x,p)+ 5 —(t+2)P :

(b) L'equazione di Hamilton-Jacobi

05\', 2 05
0X 2t +10t
e a variabili separabili. Infatti, se scriviamo la soluzaome

S(X,a,1) = Wx(X,a) + Wi(t,a),

si ha )
OWx 2 2 oW,
0X 2t4+1 Ot
Dunque, S=Wx+W,=aX — (t+ 1)%042.




Allora, valutando all’'istante iniziale = 0 le relazioni tra le variabili

oS
B = —8a_X—a(t+1)t
oS
P=ox=

otteniamo
BzXO:X(O); a:PozP(O)

e la soluzione

X=X"+P(t+1)t

Osservazionenaturalmente tale soluzione, tornando alle coordinatgnarie, si trasfor-
ma in

v4+pt? =2+ p°(t + 1)t = x = 2° + p°t,
come deve essere per la particella libera.

. La funzione di Hamiltore

1 1
H= 5(19? +p3) + 5@? +43)

con equazioni del moto
4 = i Pi = —q, 1=1,2
La trasformazione noa ovviamente canonica, basta considerare che
[Ql; Pl] = [Ch]?z] = 0.

La trasformazione& peb canonoide. Infatti, dalla trasformazione delle equazitfa
ferenziali del moto, si ottiene che

. 0 .
Q1 = %(h =D
q1
. 0 )
Q2 = %C& =P
q2
. 0P .
Po= 8—1p2 =—Q
P2
. 0P2 .
P, = ) - P =—@
P1

che rappresentano le equazioni di Hamilton per la funzione
K =P P+ Q10Q-.

La conseguente equazione di Hamilton-Ja@obi
oS oS
(7:) (7s) + @@=

10



3.

4.

2
La funzione di Hamiltore H = % + ~z; la funzioneG genera le trasformazioni

infinitesime

0x = dAp, Opr = —0\y
oy=20 dpy =0
0z = 0Ap, op, =0

G genera una simmetria péf ed & una costante del moto po&hcomee immediato
verificare,
[Ga H] = YPz — Pz = 0

K = = (P% + P2 + P2) — 0\yPx + 0\yp, +vZ = AH = 0.

DO | —

Per quel che concerne il secondo punto, tenendo conto che

~ 0 0 0
G - ’Ya—z?x _pz% _pxaa

G| & G3
T | —p, 0 0
y| 0 0 0
2 | =Pz - 0
pe| 0 0
py| O 0 0
.| 0 0 0
z(A) = 2° 4+ \p. Pa(A) =P — Ny
e, dunque, y(A) =9° py(A) = p}
2(N) =2+ Ape — 75 p=(\) = pl

(a) Prima questione.

Siccome H=F

AG(x) = H (—%) — G(H(z) =G (—%) —0
HGW) =8 (-2) = -2 Glw) =G (-2) - -
H(G(p,)) = H(0) = G(H(p.)) = G(F) =0
H(G(p,) = H(F) =0 G(H(p,) = C(0) =0

concludiamo che la commutatigie soddisfatta. In reddtil risultatoe generalizz-
abile a ogni arbitrarig (z, y, p., p.):

-~ pof 1 0f ps0f A A 0f p:0f pyOf

Ay = A (rgl - il 2l ) - =c(r

op, mox my

Op, moxr mOay

)



(b) Seconda questione. Rispondendo alla prima questiangi&istabilito che

. 1 1 1
dacui G = Fy+—p.p, =[G, H| = |Fy+ —p.py, — (0 +1;) + Fz| =0,
m m m

che dimostra la conservazione @ie ribadisce il suo ruolo di generatrice di una
simmetria.

(a) Prima questione.
La funzione di Lagrange del sisteraa

1
L = §X2 + qEIl + QBﬂiljZ'Q

e le trasformazioni di Legendre (dirette e inverse) sono:

p1 = a1 T =p1
P2 = Tg + qBx; — Ty = pa — qBxy
D3 = T3 T3 = p3

Conseguentemente, la funzione di Hamilton e I'operatorelbt@mano sono, rispet-
tivamente,

1
H = B [ T+ (2 —qBJUl)z—i‘p;Qg] —qbr

~ d 0 9, 9,
H = (¢B(qBxy — p3) — ¢E)— — p1—— — (py — qBx1)—— — p3——.

(¢B(¢Bry —p2) — ¢q )(9]91 plaxl (P2 —q 331)8x2 p38x3

L'equazione di Hamilton Jacolg dunque:

1|/05\° s A dS
5[(%) #((5) ~a8n) + () | ~obm+ 5 =0

siccome le variabilt, x5 € 3 sono cicliche, poniamo
S(x, ;) = —aqt + agxe + agry + Wy, o)

e, sostituendo, otteniamo

1| /ow\?
[( ) +(042—QB$1)2+OZ§

5 e qLry = 04,

il problemae allora ridotto alla quadratura:

W = /dazl\/Zal — a2+ qEr — (g — qu1)2

12



(b) Seconda questione.
La proiezione del moto lungo I'assg ha una veloca costante, essendg ciclica
e p; conseguentemente costante:

3 = P4 r3 = x5 + pit.
Rispondendo alla seconda domanda, si ottiene proprio che:
2
ﬁ[<F> = ((QB(C]BHH —p2) — qE)é)ipl _plaixl — (p2 — qul)aixg _p?’é)img) (;—j)
= —2x3
— H*(F)=2py; HF)=0

da cui, infine,

23 (2)?

b3 3

(2§ + p5t)?
D3

1
— (—2z3)t + 52]0%152 =

. : A o : :
6. La trasformazione di Legendrep = m (x — —) permette di scrivere la funzione di
T

Lagrange direttamente come

m (. A\® k,
i“a(”“;)wf

sfruttando il fatto che il termine lineare im si semplifica. Si noti inoltre che, anche
se apparentemente il termine lineareiirfa presupporre I'esistenza di un potenziale
generalizzato, in redltla lagrangiana espressa nella forma

m., mA* k., d
€ gauge-equivalente a quella di una particella che si muoNasse Ox soggetta alla
forza posizionale

. 0 mA?* k., A?
F'l——£ (—EF—FEZL’)——TTL——]{LT

La trasformazion@& canonica come si pudirettamente verificare:

2 2,.2
P Ax
, Pl = + =1
@, P] P2+ N2x2  p? 4+ A\2g2
Invertendo la trasformazione,

2\P i
/\2x2:p2tan2Q:>p2:42:>p:v2)\PcosQ; a:zst\/Q)\P
1+ tan® @ A

Le equazioni del moto sono dunque quelle relative all’homiana

K = (i cos? Q + % sin? Q) P + A\ cotan@
m

13



7. (a) Essend@ = 3q; P = ap, sideduce che, ponendd®' (Q), P) = H(q,p),

. OH _ OH'(QP)OP _ OH(Q.P) 0K
O = M= =y Y op P
5 oape o - _OHQP)OQ  LOH'(Q,P) 0K
Pmw=mag =% o~ e g

La soluzione del problema
K(Q,P)=apH'(Q,P),

da cui si vede che le trasformazioni di scala sono canoneidiytte le hamiltoniane
In particolare, relativamente al problema in esame,

K(Q.P) = o (0 + V(@)

(b) Le equazioni di Hamilton implicano:
" doK (. S ovV'(Q)
— T _Ep_F(_
C=Gar " a a( =50
e la richiesta di simmetria allora soddisfatta se e solo se:

V(Q) _aV(Q)
90 50

ma questo comporta, a parte una costante additiva,

/62

VIQ) =V (%) - V@),

Dunque, ci sono 2 possibiit
. 6=1 (banale
i. V(Q) x@?

in quest’ultimo casol’ & una funzione omogenea di grado 2; il sisteaman oscil-
latore armonico.

8. Le prime due equazioni impongono cHe se esiste, non dipende esplicitamente dalle
coordinate, ma solo dai momenti; dunque, comungue,0. Inoltre, I'integrazione della
terza equazione fornisce

2
=" pip2 + C(p2), C' funzione arbitraria

2
Il confronto con l'ultima equazione impone che
2

P
a=1, H=51+p1pz—p§

14



(a) Dunque, le trasformazioni di Legendre inverse sono
.. . 1. :
D1 = §(2Q1 +G2); p2= g(ﬂh — o)

ed essendo la funzione di Hamilton quadratica omogeneameli ha direttamente
che

& = 1 F(Ml +2)% + (241 + ¢2) (61 — G2) — (61 — 92)2] =

912
1/. .. 1.
= 3 (Q%—I-%C]z—iqg)

(b)
dG oG OH
y G, H] +E = 8—pl+)\(]91,]92) =0 A= —(p1 +p2)

9. Lafunzione di Lagrange della particella di carica

1
L = §X2 + qf(z1)Ts;

dunque, le trasformazioni di Legendre sono date dalle
pL==21; po =9 p3=d3+qf(z1).

(a) Siccome la funzione di Hamiltai

H = 0 2 (o) + o).

scriveremo |'operatore richiesto come:

~ , 0 0 0 0
H = Q(Qf —ps)f a—pl —p18—x1 _p28—x2 + (Qf—m)a—xg‘
(b) Poicte R R R
H(F) = —a%; H*F)=p} H(F)=0,

I'evoluzione temporale di' si determina mediante

2 0)2 2
_ —tH 0o 0\ __ x2(t) _ ($2> 0 13 0.
F(xQ(t>7p2(t)) =e F(x2>p ) - 2p2(t) - 2p§ —|—t£L’2 + ip%

tenendo conto chél (p,) = 0 implica chep, = p} & costante, si ha infine
73 = (o + pt)”.

Questo risultato ribadisce un fatto evidente: che la coraptsndel moto lungo
'assezs € uniforme.
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10. Ricordiamo che le trasformazioni di punto sono semprertiahe e che inducono sui
momenti le equazioni di trasformazione

O 20,
Pigo, VT o

P

dove, per quest’ultima, si fa uso dello Jacobiano dellddrasazione diretta:

1

Q1 —cosp —sing 0 T
| «

Qo | = sing acosp 0 L2

Qs 0 0 1 3

La canonicia della trasformazione e la sua indipendenza dal tempo tigrarche
1|/1 2
H(z,p) = K(Q,P) = 3 [(— cos P — singpPQ) + (sin P + OzcosgpPQ)Q + P24
«

232

. . 1 ’
+q ((a cos Q1 + sin pQy)? + (— sin Q) + o cos gpQg) ) +

4

1 1
qB ((— cos P, — sin <pP2> (— sin @1 + — cos gpQ2> — (acos p@Qq + sin ¢Q2)>
a a

(singP; 4+ accos )] .
In generale, la trasformazione muta la forma dell’hnamidoa. Discutiamo comunque
due casi patrticolari:
(@) ¢ = 3: le equazioni di trasformazione sono

r1= Q2 x2=—-0Q1; x3=Qs; pr=—Fo; po=PF; p3s=Ds

1 2 P2

K = 5 P2+ q4B (Q1+ Q3) — ¢B(P1Q2 — Q1 P)

(b) « = 1: la trasformazion@& una rotazione piana: ovviamente i termini quadratici Si
conservano; d'altra parte

P17 — 212 = (P1Q2 — Q1) cos 2 — (Q1 Py + Q2 P») sin 2¢

11. Latrasformazione lineare sulle equazioni dell’oatife armonico di massa unitaria

i L
1 k N
H=_—p*+ =¢° — mn
2m 2
p=—kq

16



comporta, in generale,

: OH 0OH 1

Q = af A5 =y Bka= g [1(-9Q + aP) — K6Q — 4P)]
. _OH OH v 1y

P o= g 05, = g Ok =X [1(-1Q +aP) — 3K(3Q - 6P)

Dunque, infine, ci chiediamo se esiste una hamiltoni@nzhe soddisfa contemporanea-
mente le relazioni

y - L@ Ll Y po 9K
Q-—A<m+BMjQ+A<5k+m)P_8P
. 1/ 1 ary 0K
P = —Z(E+5k)Q+E<ﬁék+E>P_—%

La risposta evidentemenéesempre affermativa, in quanto, senza condizioni sui @beffi
enti della trasformazione, le relazioni sono soddisfadte d

L QPN P21 Q1 ay

In quanto alla canoni@, I'unica condizione sui coefficierd, naturalmente,

A=ad—py=1.

12.
~ 0 0 0
Essendo H=-2— — (p, —py)=— — 2p, — ps) =,
i H? H?
z _(p:v _py) —2 0
y | —@py—p)| 4 0
Pz 0 0 0
Dy —2 0 0
e, dunque,
w(t) = 2°+ (py —pyt — 1t
— 2
y(t) = y'+ (2p, —pi)t +2t
pa(t) = p(g)c
py(t) = p,+2t

17



13.

La trasformazione& di punto e, come noto dalla teoria, la funzione generatriceella
formaF, = Qx(q,t) Py, cioe

1
] szpx+§PY
Fz(il?,%PX,PY):ifpx+§(95+y)PY:>

Py = %Py
Siccomey = 2Y — X, si hache
K = %O&+%RJZ+?%—%R{%x+%%)—%ﬂ“am
::%+§—M+M
Conseguentemente, ok oK
[I’K]__a—x_ia_y_ :

come c’era da aspettarsi, in quanto nella precedente diestwrihamiltoniana, era il
momento coniugato a una variabile ciclica.

La condizione sulla parentesi fondamentale di Poisson

oQoP ¢ df _q

Pl=——— = =

impone che la trasformazione abbia la forma

1, 2 2 QP?
Q=59D; . ¢=2 P 5

2

Se viene applicata alla particella (di massa unitariay#betteniamo

2 2 p4
gV _ 9
2 8

: QP2 : e
La funzionep = 5 genera la trasformazione infinitesima

2
0Q = eQP; 0P = —e%

che comporta (essendo la trasformazione indipendentemi@id) la seguente variazione
in forma dell’hamiltoniana:
0K 0K QP!
0K = —§ — 0P =
20°% T op 1
Questo risultato equivale a confermare che la guauniitmoto di una particella libera
una costante del moto.

2 p3 2
QP + sz (—6)% =0.

18



14.

15.

Per le trasformazioni di punto vale la regola
OQy,
pj = I
J aqj k
che diventa, nel caso delle coordinate polari
dp oL, sin @
pw — %Pp—l—a—xpgzcosepp— PO
dp 00 ) cos @
Dy = a—pr + a—yPg = sin0F, + Py
Siccome I
F=———=—V=¢e"+4r,
dr
1 2 P92 —r
H:%<Pp+?)+€ +7r
e I'equazione di H-& dunque,a in forma separata,
oWy oW\
(8_99) = r? [2m(o¢1—6_w—7’)— ( B ) ] =y
dovea; = F.
La forzae derivabile da un potenziale, anche se il sistemagmanservativo,a causa della

dipendenza esplicita di dal tempo. Quindi, semplicemente,
2 2
Py Py Kk, 9 a1 1
H="24+2Y 42 (=5 +=).
5 T +2(x +y)—|—2 x2+y2

Si noti che la funzione di hamiltoe costituita da due hamiltoniane separate, ciascu-
na delle quali descrive il moto di un oscillatore con freqgeedipendente dal tempo e
soggetto a una forza centrale.

La funzioneG genera la trasformazione canonica infinitesima:

5r = &SZ = 5X2y(yp, — 7py)

oy = (MS—Z = —0X22(yp. — zpy)

0ps = —5A% = —0A (;3(;2 (2" = ") + 2p,(zp, — ypx))
opy = —Maa—j = —0A (;ZQ (y" —a*) = 2p(ap, — ypz))

La verifica dell'invarianza dH puo essere fatta per sostituzione diretta o, facendo riferi-

mento al teorema di Noether, mostrando che
oG

H + — =
G, Hat 0

19



16. Latrasformazione di Legendre, diretta e inveesdata da:
p= ielf@ = pe_f(m),

per cui

2 2
P ote o Y 099 w9
H== H=-——%= - - —.
9 ° — dz 2 ° dp pe ox
~ daf 0 20 . . . .
(a) Essendds = —— 4+ ———, con pochi passaggi si mostra che per ogni funzione
dxOp pox

F(z,p) definita sullo spazio delle fasi, si ha

dx8p+p8x) G( dr 2 ° ap Oz =0

Si poteva peay osservare che
G=1In (ef(x)) —2lnp=—1In (pze*f(z)) = —In2H,

Wﬁwmm:ﬁ(

conseguentemente,
N 1 ~
G=-—1H

H

e la commutazioné subito evidente:

[ﬁéw@m:ﬁ(f%mm)+%mﬁw»zu

(b) Al primo ordine di approssimazione, essendo

o Y 0 ;0

de 2 0p ox’
.y ~ af v}
t)=eHpy=py— tH = —e 10
p(t) =e""po = po (p) o p0+d:z:€ 5

E evidente che scegliendo la funzione idenfitz) = =, si ottiene

2

~ p° o,
H(P):—§€ = —H;

dunque, il termine del second’ordifeidenticamente nullo, cosome tutti i ter-
mini di ordine superiore. ©icomporta che I'evoluzione temporale del momeato
completamente stabilita dalla legge

p(t) =po + Ht

che mette in rilievo 'andamento lineare nel tempo.
Osservazionequandof e la funzione ident#, il motoe determinato separando le
variabili in

T = (p() + Ht)e*"’” :

H2
z(t) =In (pot+7t+6’).

20



17. Latrasformazione di punto, per cui

0L 0L 0w,
Oy Oy Oy’

Py coswt sinwt P1
P, )] \ —sinwt coswt Do

La funzione generatrice dunque

P =

Equivalentemente,

Fy =y, P, = (z1 coswt + xosinwt) P; + (—x sinwt + x5 cos wt) Py

e, inoltre,
or,
ot
Nelle nuove coordinate, la funzione di Hamiltén

oF, P2
K—=H+ a—; =+ V(v +13) + w(yPy — 1 Ps),

= w(—x sinwt + x5 coswt) Py — w(xy coswt + xasinwt) Py = w(ya Py — y1 P2).

in quanto
Pi+ps+ps =P+ P+ P o+l =y + s

) 0K . )
Evidentemente— = 0; se ne conclude chE& si conserva durante il moto.

ot
18. Le trasformazioni a coordinate polari sono di punto:qagri funzione di Lagrange,
B 83’@_1_8.,2”’%_ o5l — sin
Pe = "oy 0z " 96 0w ¥ bo
B 63'@+a$’@_ “ind + cos 6

Conseguentemente, essendo la trasformazione indiperatnémpo, la nuova hamilto-

nianae ,
P v Kk

2 202 202 P

Indicando cony, il valore costante dell’hamiltoniana, I'equazione di t-J

LOOWN? L (OWNT Rk (OWY
2\ dp 202 \ 00 202 p2\ 80 ) !

chee in linea di principio separabile, in quanto

oW, \ 2 A oWy
2 P 2 2 _ — _ _ [
p (ap) + k 2001 p o (69) Qk( 50 ),
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da cui

_ 72
Wp:/\/a2 2k + 2aqdp
p
Wgz/(—k‘:l:\/kQ—az)dH

19. Latrasformazione di Legendre comporta in questo caso:

Ldf 1 df \?
p—ZI}—F% e H—Q(}?—%)

Le equazioni di Hamilton sono allora

. df

s (G LS
P=\P~ 4z ) dr?
(a) Prima questione.

Le equazioni differenziali nelle nuove variabili sono

. 0Q. 0 d
0 = Ly X1 iv0p=p-L_vp
or op dx

. d
P o= —(2H)=0.

Queste equazioni sono sicuramente canoniche, in quanto

. 0 (2
@ = vP=g5(57)

. 0 (2 3
P = =—— | =P2 ).
0 a@(B )

La trasformazion@& dunque canonoide rispetto a H.

(b) Seconda questione.
Poicke non cé modo di rendere uguale a 1 la parentesi fondamentale did®ois

[Q,P]=2(p—%>,

possiamo affermare che sicuramente la trasformazione wanonica.

20. (@) Lacondizione di integrabiit
0 3} dG
gpfpHla=br)=—5 (‘Fa)

22



impone che
a=1,

inoltre la funzione di Hamilto® evidentemente

2

H=F(t) (% + G@:)) .

(b) Bencle la funzione di Hamilton dipenda esplicitamente dal tentjeguazione di
H-J

1 /95\? S

5@%)*G‘“—

F
ot

=0

e a variabili separabili: infatti, indicando cdf(z,t, ) = W, (z, ) + Wi(t, a), S

ha
1 /oW,
1 oW,
F ot

La soluzione sar del tipo

S—/\/de—a/F(t)dt

e le equazioni della trasformazione canonica:

oS

5 = Via- G(z));

F(t)dt.

p=

08 / 1 /
= = dr —
a V2(a — G(x))
21. Tenendo conto delle equazioni del moto, si ha

P @ = iﬂ(P ﬂ@fﬂ

P =PRI =~ 2P+ 5@

3

Q

da cui si deduce

K= (P + f(Q)”

Si noti che
@, P] =2p = trasf. non canonica

L'equazione (ridotta) di Hamilton-Jacobi

2 (OW i
3 (%‘Ff(Q)) =

23



22.

Si deduce dunque che

ow

50— C-1Q=w= [~ f@)uq

3 \** .
essendd@’ = (ﬁa) il nuovo momento costante. Dalla teoria,

2 an aS (/
S=W-2CPt=p=—2 dQ — VCt

Imponendo le condizioni iniziali
Q(0) = qo; P(0) = pg — f(q0),

si ottiene per le coordinate costanti

B=q  C=P0)=p.
Il moto € dunque individuato da

Q(t) = qo + pot.

Siccome la Lagrangiana del sisteena

$¥’==€;(p2-%;992)—-9p,
la variabiled ¢ ciclica, e dalla teoria si ottiene che

PHZ%:CY:WL/FQ—p—_—}Q:%_F_
00 mp?  mp

La funzione di Routh per questo sistema

0% m m « 1)\
Reg-§9Z _Mmp_ M 2(_+_)
06 27 T2’ P

La corrispondente funzione di hamiltén

da cui segue I'equazione di H-J

L 8_W 2_|_L g_|_1 2—5
2m \ Op 2m \ p B

S essendo il valore costante della funzione di Hamilton.diesnae ridotto alle quadra-
ture.

24



23. Comee noto, la funzione di Lagrange per questo sistérria coordinate cartesiane,

B
g:%(:&%yuzz)w?@y—m). @)
Dunque, in coordinate cilindriche si ha
. B ..
& = %(ﬁ + 00+ ) + e 3)

La trasformazione di Legendre si effettua tramite

. 2, €B :
bp = mp, Pezmﬂe‘i‘?P, P, =mz

Conseguentemente la funzione di Hamiléon

N I

2m 2mp?  2m 8m 2m

Le funzioni generatrici delle rotazioni piane e delle teasbni nella direzione del campo
sSono rispettivamente

(56:(596—L:>L:p9,
Ope
5226:€8P:>P:pz
Ip-

Dunque, gli operatori richiesti sono

oo (¢B, 1 \9 pd (p eBYI p0

B am P mp®) Op, mOp mp>  2m ) 00 mOoz
~ 0
I = ——
00
~ 0
P = ——
0z

| commutatori si annullano tutti, pereh’effetto della commutazione degli operatori Si
riduce a invertire I'ordine di derivazione nelle derivagcsnde; per i primi due casici
e dovuto al fatto ché e z sono variabili cicliche. Infatti, per esempio, per ognifione
f(q, p) definita sullo spazio delle fasi,

2m

smo (B2 1\ Pf  p, Pf po_ eB\Pf  p. Pf
L) = - ( P ) 200p, * m 000y <mp2 ) 902 " m 900z

4m mp3

ede facile vedere che lo stesso risultato si ottiene a fattogrtiti. Piu semplice ancora
e verificare che
2P = 2L~ P
000z

25



24. La forzae conservativa, non sono presenti vincoli reonomi, e dusghea che

1/, 1, cos 0

(a) Latrasformazione (1 canonica, in quanto generata dalla funzione
1
G = —p; — cosb;
2
essa genera una simmetriardi
1 1 .
0H = Epg(Spg + ; sin 0060 = 0.

Alla stessa conclusione si poteva pervenire, tenendo dwitieorema di Noether e

osservando che
dG

o =[G, H] =0.
(b) dalla definizione di operatore hamiltoniano, si ha necasi richiesti
~ 0 0
= 1 6— —_— —_—
G sin 9n Posg
~ 1 0 sinf 0 d py O
H = —(2c080 —p2)e—+ —— —pp— — = —
p3( o pe)ﬁpﬂ T op oy 200
5 - _9
Pp o

Mediante questi, si possono eseguire le verifiche richiieste

G.RI(f) = - (81nei_peag)g_f+a_p(si ga_f_pagg) .

Opy Ipy
~ 1 0 sinf 0 0 py O af
H =—(—=(2cosb — p2)— + — — —
H.2() (03( o pe)ﬁpﬁ P opy op 209) dp

+ﬁ ( = (2cos0 — pg)=— + D
p \p? p, p* Opy "Op  p? 00
:—E(ZCOSQ pe)ﬁf 28i1198_f 2p98f
p* Ip, PS5 py | P90

Quest'ultimo risultat@ evidentemente diverso da zero per una generica funzione

Of sinf Of of pg@f)

25. La funzione generatrice deve essere evidentementgodiiio F3, in quanto deve nec-

essariamente essere variabile indipendente o il vecchimento o il nuovo. Abbiamo
dunque che

oF; 1 X

X~ p 3 » + A(p)

26



26.

con )\ funzione arbitraria. Siccome deve essere soddisfattaedach
OF; X d\
rT—=—— = — —
op p?  dp’

la nuova Hamiltoniana della forma

1 d\
K=H(X,P),p(X,P)) = — + XP*+ —.
(#(X, P), p(X, P)) = 5+ XP* 4
Dunque, per i requisiti richiesti deve essere
dA 15 p?
-~ —_Z = L
dp 2P — 6’
per cui la funzione cercata
3
Fg = —5 — p—
P 6

gobgoobooboobooboobooboad

Se si fosse scelto lo schema 2, i conti erano analoghi:

T x du
Fy=>"+4u/P);, X=-=+-L
2= p + P P2 ap
1 du 11
K=—+P(X--L -
2p? + ( dP) 6 P3
e, infine, -
T
Fy(x,P) == — ——
2(.T, ) P 6P3
La trasformazioné canonica in quanto generata dalla funzione

p2
G=§9+f(0)+tpz—z

Conseguentemente, si ha per la variazione in forma di
1 P} f(9)

B oG\  dg
AH—E([G,H]—{—E) —etdz

dove abbiamo fatto uso del teorema di Noether. Allora abbiahe

AH =0 <= ¢(z) = costante
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Naturalmente si poteva ottenere lo stesso risultato coraloolo diretto della variazione
in forma:

AH = K(Z)— H(Z) = H(z) + e% — H(Z) =
V(o 15, ), 0 Lo, 1 dr\” 2\ F(0+eps)
3 <pp + 2 + p; +7—g(z)+epz—§ p,+ 2 po—cs| + (p: +e) —T—Fg(ﬁ—et)
Dunque, al primo ordine di approssimazione, dove
d d
f(0+epg) = f(0) +ep9—f e gz +et) =g(2) —|—et—g,
do dz
dg
AH = et—
‘ dz
27. Latrasformazione canonica in quanto generata dalla funzione
F2 = th
Dalla teoria delle trasformazioni canoniche, abbiamo che
OF. P2 1

La corrispondente equazione di Hamilton Jaaobi

9S\* oS
2 —_— _—
. (w) + 2y

In questo caso, il tempo nanuna variabile ciclica, ma |6 Q. Dunque, la separazione

delle variabili porta a
(aWQ)2 o LW,
0Q 2 Ot
3!
—= W =aQ; W, = —0425

28. La trasformazione di punto e, dunque generata dalla funzione

2
q
= t)P=—P

Come sappiamo, la trasformazione dei momeéntndotta da quella delle coordinate.

Infatti,
_0F,  qP \/QatQP

p= 8—q at at

Dalla teoria delle trasformazioni canoniche, abbiamo che

oF. P?
K(Q7P7t) :H(Qap7t)+a—; = 7_atQa
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29.

essendo
oF, _ 7 QP

ol T
La corrispondente equazione di Hamilton Jaa®bi
1 /95\? S

Sostituendo I'espressione proposta, si ottiene

1 - -
§(a+bt) —atQ—thQ—i—a—O

Dunque, prima di tutto deve essere

1
b = 5@
Infine, si ottiene, come condizione su
_1 2 1 3 1 245
)\—20475—1-6@0425 +4Oat.
Dalle equazioni di trasformazione, si ha
oS
=—=Q—at — ~at?
Ox @-a 6a
0s 1
P=—=_qt?
90 2a + o

Indicando con)), e P, le condizioni iniziali, si ha conseguentemente ¢he: Q, o =
Fo,

1 .
Q= Qo+ Pt + éaﬁ
0s 1
P=P+— = —at?
0o+ 90 2a
che rappresentano la soluzione del problema meccanico.

L'equivalenza delle due lagrangia@elovuta al fatto che

v x {%(ez - e1>1 =V x [g(f(z1)e1 + Bries)]

cioe che il rotore dei due potenziali vettoi b stesso campo magnetiBo
Le trasformazioni di Legendre sono, rispettivamente,

0% ) B 0% .

D1 = 892;11 =mxy; — q?l’z; P = 89’c12 = miy + qf(x1);
0% ) B 0% .

P2 = .lzmxz+q—x1; P, = _2:mx2—|—qu1;
81‘2 2 axQ
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Usando queste relazioni si @prima di tutto verificare che le equazioni di Lagrange
portano alle medesime equazioni differenziali

qB . y qB .

T1 = —T2; Ty = ——""T
m m

da cuie evidente ché&s e una costante del moto indipendentemente dalla scelta dell

lagrangiana:
dG  0G oG
E = a—xll’z a—xll’, = (ml’g + qul)il — (mxl — qBZ‘Q)i'Q — mxgil + ml‘li'g = 0.

Passando alla descrizione hamiltoniana mediante le traafooni di Legendre inverse

) B . P
$1=&+q—$2; Ty = —1—if($1);
m  2m m m
_p2 9B . B gB
Ty = — — —X71; Ty = — — —XT71;

m  2m m

otteniamo le due corrispondenti hamiltoniane:

H, = € p2+P2+@( T+ 23) + ¢B(p1z2 — T1po)
2m 1 2 4 1 2
1

Inoltre, le due trasformazioni di Legendre, si riflettonamodo diverso sulla funzion@:

G1(377p) = I1P2 — TP
B
Gy(x,P) = 1P, — 2P + %(ZU% — 1) + qf (z1)zo

Per rispondere alla domanda, richiamiamo il teorema di ez, generano simmetrie
se sono costanti del mot&. noto dalle lezioni del corso che

(G1, Hy] = 0.

D’altra parte,

m|Ga, Hy] = (P> —qBxy + qf'z2) (P — qf) + (—=P1 + qBxs + ¢ f ) (P2 — qBxy)
—(—22)(*B*r =1+ @ ff' —qf'PL—qBP) =0

30. Latrasformazione dalle coordinate cilindriche a quellissoidali

p = asinhvsinu o =0 2z = acoshvcosu
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trasforma I'energia cinetica nel seguente modo:

T=Z(P+p°"+2) =

2
5 [(0 cosh v sin w4 sinh v cos u)?+sinh? v sin? u¢?4- (¥ sinh v cos u—1 cosh v sin u)?] =

ma2

T[(sinh2 v + sin? u) (4 + %) + sinh® v sin® ug?].
L'energia cineticaé quadratica e omogenea nelle veladifeneralizzate, dunque si ha

immediatamente

1
H= )W+ﬁ+(

2ma?(sinh? v 4 sin? u

1 1

: + =
sinh?v  sin?u

)pﬂ%ﬂ“wu¢)

Se scegliamo come energia potenziale

f(w) +g(u)

Viu,v) =
(u,v) sinh? v + sin?

f, g funzioni arbitrarie

)
u

'equazione di Hamilton-Jacobi per ’hamiltoniana sopcavata, diviene

1 <3Wv)2+<8Wu)2+< 1 N 1 ) (8W¢)2 N f(v) + g(u) _
2ma?(sinh? v + sin? v) ov ou sinh®v  sin®u 0¢ sinh®v + sinu

¢ e evidentemente una variabile ciclica, perdlj = ¢, e 'equazione di H-J si separa
nellev, u come segue:

1 oW, 2+ 1 2
2ma? ov sinh?v’

2

+ f(v) — Esinh®*v = f,

2ma? sin” u

Infine, la soluzione dell’equazione di H-J sigscrivere come:

2
S =_—FEt+ o+ /dv\/2ma2(52 + Esinh?v — f(v)) — Sinﬁﬁ—i_
/du 2ma2(—ﬁ + Esi 2, . /6%
2 + Esin®u — g(u)) - =5
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Venendo alla seconda domanda, detiee m» le masse fisse sull'asse

Siano, rispettivamente,e —a le quote dim; e ms, Si
ha che

ri=(a—2z2)?2+p%  ri=(2+a)+)p

7 Se G e la costante gravitazionale, si ha allora che
- ) I'energia potenziale del sistenga

. my mo
. V=—-Gm + .
N <¢<a—z)2+p2 \/(a+z>2+p2>

Nelle coordinate ellissoidali, tale funzione si esprimeneo

V(u,v) =

Gm ( mi Mo ) G'm m(cosh v + cosu) 4+ mz(cosh v — cos

_I_
a coshv —cosu  coshv + cosu a cosh? v — cos?u

vale a dire,

V= 5

. 190 .
sinh” v + sin” u

_Gm {(ml + my) coshv + (my — my) cos u}
- :

E allora facile ridurre alle quadrature questo problemaitisindo la separazione di vari-
abili precedente, scegliendo

Gm Gm

flv) = _T(ml +mg)coshv e g(u) = —T(ml — M) COS U.
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