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Una guida circolare di massa e raggioR e saldata alla retta orizzontale nel puntoA.
La guida pw ruotare liberamente in un piano verticale passantelfeperpendicolare alla retta
Or. Un puntoP di massan si muove liberamente e senza attrito sulla guida. Sapeneldach
retta0r ruota con veloc# angolare costante attorno all'asse verticalez, si ricavi la funzione
di Lagrange del sistema.

0

Un’asta omogenea, lung@d e di massan, € vincolata a ruotare attorno all'asse orizzontale
0OX, restando parallela a esso e orizzontale, in modo che futtiii dell’asta siano a distanza
L da tale asse; 'asse X, a sua volta po ruotare nel piano orizzontatexy attorno all’asse
verticaleOz. Si scriva la funzione di Lagrange per il sistema.

)

Un disco di massa: e di raggio2r € cavo e, come illustrato in figura, la porzione mancante
e un disco concentrico di raggio Il centro di massa del dis@vincolato a restare fisso nello
spazio, coscome il punto di tangenz@: I'unico movimento possibile del disce quello di
rotazione attorno all’asse verticdte Gli estremiA e B di un’asta lunga: e di massan sono
vincolati a muoversi sui bordi (rispettivamente esternaterno) del disco cavo. Si trovi la
funzione di Lagrange del sistema.
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V)

Una lamina omogenea e pesante, ha la for-
1 ma di un triangolo rettangolo isoscele, i cui
cateti misuranaz. Nella figura, I'ipotenusa
¢ il lato AB. La lamina si muove soggetta ai
seguenti vincoli

O Il vertice A e fisso sull’asse verticale;

0 il vertice B descrive, nel piano oriz-
zontale, una circonferenza con centro
nell’origine e raggioa.

Sapendo che la lamina ha massasi scriva la funzione di Lagrange del sistema.

V)

0 T
Un anello omogeneo di massa e raggior pud ruotare attorno a un asse orizzontéle’
mantenendo fisso su tale asse il punto di tang&hZaue asteAC' e C'B, di massan e lunghe
r sono saldate all'anello nei punti e B e tra loro nel puntd@’ in modo da formare un angolo
retto. Sapendo che la retta’ si muove con veloc#t angolare costante attorno all'asse verticale
Oz, si scriva la funzione di Lagrange del sistema.

(V1)

Sulla superficie di un piano inclinato si @umuovere senza attrito un disco omogeneo di
raggio R e massan. Al centro di massa del disaapplicata una molla di costante elastica
il cui altro estrema in un punto fissod del piano, posto sul bordo superiore. Sapendo che |l
pianoe lungoL >> R e che I'angolo che il piano inclinato forma con la direziomzzontale
cresce linearmente nel tempo, si determini la funzione dr&age del sistema.

Commenti Non si attribuiscano vincoli non specificati dal problema: la forza elasédorza attiva e
non produce vincoli al moto generico del disco sul piano; la funziorleadrange deve essere valutata
da un osservatore inerziale; si assuma che all’istante iniziale il piano d@ae il disco sia orizzontale,
che il puntoA coincida inizialmente con l'origine e che poi rimanga nel piangz.



Vi)

Due particelle di massa sono vincolate a muoversi di moto uniforme l'una lungo il di-
ametroAB, l'altra lungo la circonferenza, di un anello di raggibe di massa trascurabile.
Sapendo che I'anello rotola senza strisciare lungo una oettzontaleDz’, che I'anello rimane
verticale nel pian@z’z’ e che la rettaDx’ pud ruotare attorno all’asse verticale’, si indi-
viduino le coordinate generalizzate e si scriva la funzidnkeagrange del sistema. Si assuma
che all'istante inizialet(= 0) le due particelle si trovino nell’originé.

Vil )

Un triangolo rettangolo omogeneo di masgae fisso in un piano vertical®xy in modo
che:

e il cateto OA, di lunghezzal, giace sull’asse vertical®y, mentre il catetaOB resta
orizzontale, sullass®z;

. T , . .
¢ |'ipotenusaAB forma un angolo dlé con l'asse orizzontale e la sua lunghezza misura
dunquel.

Inoltre, un punto material® di massan € vincolato a muoversi sull'ipotenusa, soggetto alla
forza elastica esercitata da una molla applicatd endiretta come l'ipotenusa.
Sapendo che il piano verticalgry puod ruotare senza attriti attornoCay,

1. si dica quanti gradi di libedt ha il sistema e si scelgano le opportune coordinate la-
grangiane;

2. siricavi la funzione di Lagrange per il sistema.

(1x)
Il moto di un’asta omogenedB (di lunghezz&! e massan) € soggetto ai seguenti vincoli:

il suo puntoC, dlstanteL2 da A, e fisso nell’origineD di un piano vertical&zy; inoltre I'asta

puo ruotare in un piano perpendicolar®ay e che con questo forma un angolo’di Infine,
una particellaP di massan e vincolata a muoversi sull’asta sotto I'azione di una falesstica

F =—k(P - B).

Si scriva la funzione di Lagrange per il sistema.

X
Un’astaAB, rigida, omogenea, lungd e di massan, Si muove soggetta ai seguenti vincoli:

e deve giacere nel piano verticdlery, che, a sua volta, ruota con vel@#angolare costante
attorno all’asse vertical@y;

e il suo estrema, inizialmente { = 0) nell’origine O, si muove uniformemente lungo la
bisettrice del primo quadrante del pia®ay.

3



Si determini il numero di gradi di libesitdel sistema e si scriva per esso la funzione di
Lagrange.

€

Il centroC di un disco omogeneo, di massee raggioR, e vincolato a muoversi lungo la guida
parabolica di equazione
y = —2°+ 16R?

nel semipianar > 0 del piano verticaleDxy. Il disco, nel suo motog altre$ soggetto ai
seguenti vincoli:

e deve giacere nel piano verticalery che, a sua volta libero di ruotare attorno all'asse
verticaleOy;

¢ ¢ libero di ruotare attorno al proprio centtb
Si determini il numero di gradi di libestdel sistema e si scriva per esso la funzione di

Lagrange.
XIl)

Un corpo rigido omogenee costituito da un’astd B (di massan e lunghezza&L) e da un
anello (di centr@”, di massan e diametral.) saldato all'asta irB, in modo cheA, B e C' siano
allineati. 1l sistema inoltre soggetto ai seguenti vincoli:

1. I'estremoA pud muoversi senza attrito su una retta, inizialmente oritzden
y = xtanwt
che ruota con velo@tangolare costante attorno all’origine del piano verticaty;

2. l'astaAB rimane sempre nel pian@xzy ede sempre perpendicolare iha tale retta;

3. il corpo rigido pw ruotare attorno all’'asséB.
Si determini la funzione di Lagrange del sistema.

XIII)

D #=Y
P . Illato AB di unalamina quadrata omo-
C G ~ genea, di latal. e massan, € vinco-
A lato a muoversi senza attrito lungo la

rettaz = y del piano vertical@yz;
. la lamina e libera di ruotare attorno
B al lato AB. Sul lato oppostee col-
locata una sbarra omogenea di massa
m e lunghezzal. che mantiene i suoi
estremi nei verticC' e D della lamina.




1. si determini il numero di gradi di libeatdel sistema;

2. siscriva la funzione di Lagrange del sistema.

W)

| punti A e B, estremi di un diametro di
un anello omogeneo, di massee rag-
gio R, possono muoversi su una guida
liscia e rettilinea. Tale guida interseca
l'origine di un sistemaDzyz, ruota at-
torno all'asse vertical®z, e forma con
tale asse un angolo di.

X

Il moto di un anelloe soggetto ai vincoli descritti nella figura. Si determinnimero di
gradi di libert del sistema e si scriva per esso la funzione di Lagrange.

Note e suggerimentinel testo non si parla di rotazioni con velogiangolare costante, le veloaitangolari
della guida e dell'anello sono variabili; la guida ha massadcurabile; I'anelloé un corpo pesante nel campo
gravitazionale.

)

Una guida circolare di raggi&® e massa trascurabile ha centro nell’origine di un sistema di
riferimentoOxyz, due punti fissi sull’asse verticafez, - = R ez = —R, e attorno a tale asse
e libera di ruotare. Il centro di maséadi un’astaO A, di lunghezz& R e massan, € vincolato
a muoversi di moto uniforme sulla guida. Si scriva la fune@inLagrange per il moto dell’asta
e si mostri che I'energia potenziale non incide sulle equaziel moto.



(xv1)

Una guida circolare di raggi® e massa trascurabile ha il proprio centro coincidente con
l'origine di un sistema di riferimento inerzial@zyz e ruota con velocé#t angolare costante
attorno al proprio diametrel B, fisso sull’asse vertical®z. | vertici opposti di una lamina
guadrata omogenea di mass&ono vincolati a muoversi sulla guida circolare, mentrataiha
e libera di ruotare attorno alla diagonale che congiungeeiartici. Si scriva la funzione di
Lagrange del sistema.

XVII)

In un piano vertical®xy una guida rettilinea priva di attriti e di massa trasculphssante
per l'origine O, ruota in senso antiorario con velariangolare costante. Sulla guida sono
vincolati a muoversi il centré: di un disco omogeneo (di massae raggior) e il suo diametro
AB. Sapendo che

1. il discoe libero di ruotare attorno al proprio diametid;

2. suG agisce una forza elastica diretta cofie— G) e di modulo

I'F [|= =k (G =0,

si scriva la funzione di Lagrange del sistema.

XVl )

Un corpo rigidoe costituito da un’asta omogened3 lunga4L e di massan e da una
lamina quadrata omogené®a’' DE di lato L e massa M saldata all'asta per il latB. L'asta
e vincolata a rimanere nel piano verticéley e il suo punto medid- € fisso e di coordinate
(0,2L).

Sapendo che il corpo rigido puuotare attorno alla direzione individuata dall’ast®, si
determini il numero di gradi di libegtdel sistema e si scriva per esso la funzione di Lagrange.



(xix)

L'estremoA di un’astad B, omogenea, di

massan e Iunghezzi?, coincide con
I'origine di un sistema di assi cartesiani
OXY Z, giace nel piano verticaleY 7 e
forma un angolo pari & con 'asse verti-
G, caleOZ. In A e saldata una seconda asta
AC, omogenea, di massa e lunghezza
L, che pw muoversi nel pian@Y ~.

Y

A
Sapendo che tra i due centri di massa delle dstes G5 si esercita una forza di potenziale
k
U= —gHGz - Ghl%,

e che il pianoOY Z puo ruotare attorno all'ass€Z, si ricavi la funzione di Lagrange del
sistema.

)

Il centro di mass&- di un’asta omogened B, di massan e lunghezz&L,e vincolato a
muoversi sulla retta orizzonta{e X', soggetto alla forza elastica

F = k(G- O0).

N . . . LT
L'asta pw ruotare attorno al proprio centro di massa, mantenendmgal@ fisso di— con

'asseOX. Sapendo che I'asgeX pud ruotare nel piano orizzontalezy attorno all’'asséz,
si ricavi la funzione di Lagrange del sistema.

(xx1)

L'estremo A di un’asta omogenea di massae lunghezz&L e vincolato a muoversi di
moto uniforme su una circonferenza di raggi@ di massa trascurabile. Sapendo che:

e la circonferenza e I'asta sono vincolate a permanere nabpiarticaleO X Z, nella cui
originee collocato il centro della circonferenza;
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e i puntiO, A e B restano allineati durante il moto;
e il piano O X 7 e libero di ruotare attorno all’asse verticé,

si scriva la funzione di Lagrange del sistema.

XXI1)

L'estremoA di un’asta omogened B, di massan e lunghezza&L € vincolato a muoversi
di moto uniforme su una circonferenza orizzontale di raggie di massa trascurabile, il cui
centro si trova nell’origine di un sistema di assi carteisiany. Sapendo che I'asta puuotare
in un piano verticale tangente i alla circonferenza, si scriva la funzione di Lagrange del
sistema.

XXII)

Il sistemaé composto da tre
corpi rigidi omogenei: un
anello dimassan e raggioR,
I'asta AB lunga2L di massa
M, l'asta BC di massam e
lunghezzaR.

L'anello di figura rotola senza strisciare sull'asse oritabe Ox. L'asta AB e imperniata
in A nel centro dell'anello e puruotare attorno a tale punto, restando, come I'anellopiagio
verticaleOxy. L'asta BC e incernierata iB ede vincolata a restare ortogonaleld@, ma pw
liberamente ruotare in un piano ortogonale a quest’ultiasupponga, come illustrato in
figura, che sia inizialmente impressa una rotazigpreed AB in senso antiorario. Si determini
la funzione di Lagrange del sistema.

()

Una lamina omogenea di massaha la forma di un triangolo rettangolo isoscele, la cui
ipotenusa ha lunghez2a. Il moto della lamina soggetto ai seguenti vincoli:

¢ l'ipotenusaA B cade liberamente lungo la retta verticale= a nel piano vertical® X 7;
e il piano OX Z ruota con velocd angolare costante attorno all’asse vertical® Z;
e |la laminae libera di ruotare attorno all'ipotenuseB.

Siricavi la funzione di Lagrange del sistema.

8



SOLUZIONI

@

Il sistema ha due gradi di libéxt la rotazione della guida attorno al punice la rotazione del
punto P sulla circonferenza di centi@ (centro di massa della guida); indichiamo ¢bey le
coordinate lagrangiane che descrivono tali rotazioni.

Per applicare il teorema didfig e valutare la Lagrangiana del sistema, scriviamo di se-
guito le equazioni che esprimono le coordinate cartesian& d P mediante le coordinate
lagrangiane: indicando cahla distanzg|A — O||, si ha

rg = Lcoswt + Rsinfsinwt xp = Lcoswt + R(sinf + sin ) sin wt
yg = Lsinwt — Rsin f coswt yp = Lsinwt — R(sin @ + sin ¢) cos wt
2g = Rcost zp = R(cos 6 + cos p)

Le corrispondenti derivate temporali sono date da:

T = —wLsinwt + RO cos 6 sin wt + wR sin 6 cos wt
o = wlL coswt — RO cos O cos wt + wR sin 0 sin wt
2 = —ROsinf

ip = —wLsinwt + R(fcosf + ¢ cos ) sinwt + wR(sin § + sin ) cos wt
yp = wLcoswt — R(0 cos O + ¢ cos p)coswt + wR(sin 6 + sin @) sin wt
Zp = —R(0sinf + psinp)

Cosiccle la somma delle energie cinetiche relative a P e data da

To+Tp = %(xé +%2) = %{[(uﬂﬁ + R + w?R?sin 0 — 2wRLE cos 0]+

[w? L34 R%(6 cos 0+ cos @) +w? R2(sin O+sin ¢) >+ R%(6 sin 0+¢ sin @) —2w L+ R(0 cos 0+ cos p] }

Infine, I'energia cinetica relativa al centro di massa d@eli€lloe, se si scelgono gli assi
principali d’inerziax’, y' nel piano dell’anello e’ diretto come la rettér,

mR?

2 2
T % (mf (weosB)? + %(W sin §)2 —|—mR2(gb)2> = (2 + )

Infine, per il calcolo della funzione di Lagrange, manca dwaoergia potenziale, che
dovuta alla sola forza peso applicataRRe G:

V =mg(zp + 2¢) = mgR(2cos 0 + cos p)



D

L'astae vincolata a ruotare sulla superficie di un cilin-
dro che haD X come asse: in figura ne vediamo una
sezione nel punto di mezzo

Sia G il centro di massa dell’asta @* la sua proiezione sW.X. LasseOX e solidale
al sistema, perdhla distanza dell’asta da esso resta costante durante dl. n®tnoti che il
moto dell'asta attorno a tale assén reald un moto di traslazionenfatti, tutti i punti dell’asta
hanno, rispetto a esso, la medesima vedodier questo moto, sadunque sufficiente valutare
I'energia cinetica della massa dell’asta collocata nelsemro di massa. Detto altrimenti: si
consideri il solo moto di rotazione dell’asta attor@dX coincidente per esempio c@h: e Si
scelga un sistema di coordinate con originéie in traslazione rispetto al sistema fig30y z:
per esempio con assiz diretto come l'asta(zy e GGz paralleli, rispettivamente, @y e O=.
Questo sistema di riferimentnecessario per applicare il teorema dinky. Ma la questione
e: quale I'energia cinetica del corpo rispetto a tale sistema? $§postae che la direzione
dell’'asta coincide, durante il moto, con quella dell’'aése dunquel” = 0. E questo risultato
equivale a dire che non ci sono moti rotatori dell’asta atbaal sistema in traslazione.

Il sistema ha due gradi di libext per descriverli, scegliamo i due angoli di rotazigne
0, il primo per descrivere I'angolo trad> — G*) e la verticale, il secondo descrive la rotazione
attorno all’ass&: del sistema inerziale. Per ricavare I'energia cinetice(#), applichiamo al
sistema il teorema di &nig:

m, . . ) 1
T = E(ZU%: + g+ ) + 5([100% + Lws + Lws)

che risulta facilmente calcolata tenendo conto che:

xq = Lcosf + Lsinpsinf ig = —LOsin® + L cos psinb + LOsin ¢ cos f
Yo = Lsinf — Lsinpcos) = yg = LOcosf — Ly cos pcos + LOsin psin
zq = Lcosy 2q = —Lpsinp
0
Q=0k=| Ocosyp
0 sin
('annullarsi della componente lungex’ € dovuto al precedente ragionamento)
0 O 0
mL?
I = 0 3 0 i
mL
0 O
3



dove, in quest'ultima, s¢ scelto I'asse principal€ diretto come l'asta. Conseguentemente,
T = %LQ(QQ o 4+ 0sin2 o — 206 cos ) + %LW‘.

L'energia potenzial@ semplicemente
V =mgLcosy

Osservazionel'aver considerato in rotazione gli asSiy’ e G2’ attorno aGx’ € del tutto
superfluo, ma porta a un risultato corretto, lo stesso chenawio ottenuto considerando come
assi principali d'inerziazz’ sempre parallelo &z e Gy’ orientato di conseguenza. In tale
sistema, le componenti della velacéngolare sono ovviamente

‘ 0
Q=0k=| 0
0
e il calcolo dell'energia cinetica non subisce modifiche.

Il sistema ha due gradi di libért infatti, il disco puo ruotare attorno alla verticale e il

centro di massé& dell’asta pw ruotare su una circonferenza di rag%m concentrica al disco

cavo; il moto dell’asteg completamente determinato dal motadi Due opportune variabili
lagrangiane sono:

¢ I'angolo ¢ di rotazione del disco attorno all’'asse verticale;
e I'angolo# che I'asta, come in figura, forma con la verticale ascendgente

scegliamo come origine di un sistema cartesiano inerziaprio il punto’l’. Conseguente-
mente, posizione e veloaidel centro di massa saranno dati da:

Tg = §T sin(—0) cos ¢ Tg = §7"(—9 cos f cos ¢ + ¢ sin sin o)
Yo = —rsin(—0)sin ¢ Yy = =1(—0 cos Osin ¢ — ¢ sin 0 cos p)
26 = 5T cos(—0) o = 57"(—9 sin 0)
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Gli assi principali d'inerzia dell’'asta siand lungo l'astay’ perpendicolare a’ e com-
planare al disco;’ perpendicolare ai due assi e dunque parallelo alla valecigolar&dk’. I
teorema di Konig applicato all’asta fornisce dunque:

Tasta= EXQ + 5(12003 + Isw?) = 51#(92 + ¢?sin? @) + EmE(QbQ sin? 0 + 6?)

Poicle il momento d’inerzia rispetto a un asse perpendicolaredisoo cavo (di raggio interno
R, e esternaR, e densia costante) e dato da

m am h 2mm
(22 +y*)odrdy = 7/ / PP pdpd) = ——————
// m(RS = RY) Jo  JR, m(R3 — k)

. , . m
cosiccle nel nostro caso si ha I3 = 5(47“2 +7?);

— D (R34 RY)

o["
4, 2

1

come nel caso del disco pieno, sfruttando la simmetria ¢td fzhe la distribuzioneé piana, si

trova per i momenti rispetto agli assi perpendicolari che= I, = 53 Allora, facilmente si ha

che L
2"

La funzione di Lagrange si ottiene sommando le due energegtiche ricavate e sottraendo

Tdisco =

. . o 3
I'energia potenziale gravitazionalé = mgzg = 5Tmg cos 0.

)

Il sistema ha due gradi di libert Scegliamo quali coordinate lagrangiane gli angadi¢
indicati in figura: il primo descrive la rotazione attorndasse verticale, il secondo la rotazione
della lamina rispetto al piano verticaleindividuato dai puntid, B, O.

k es

e . . o
\ )
, e
k-e =cosm/4
k-e] = A
ez

= cosm/4

z B Yy

Nella figura di sinistra si deve immaginare aheruoti attorno aAB e che la lamina stia
formando un angol@ con il triangolo AO B; nella figura di destra si schematizza come sono
dirette: la normale alla lamina{) e I'altezzaC'H (e,).

1. Scelta della terna solidale con la lamina e con originé:in

(a) l'asser; e diretto come l'ipotenusa e ha il verso(di — B);

(b) l'assezx, e diretto come l'altezza relativa all'ipotenuédi e il suo versore:; ha il
verso di(H — O');

(c) l'assezs, perpendicolare alla lamirascelto in modo che; = e; A es.

. . . . . .
Si noti dalla figura che I'ipotenusa forma sempre un angolg don l'asse verticale.

12



2. Siak il versore dell’asse verticale. Dunque la veladitngolare totalé data da:
W = gbel + Qk
Poicte la proiezione dk (di modulok - € = 1/2/2) sul piano individuato da, e es

forma con questi versori, rispettivamente, angadi(¢ + 7 ), la velocita angolare rispetto
alla terna solidale, infine,

w = <¢+ §9> e + gécosqﬁeQ — ?ésin¢e3.

3. Tenuto conto che le componenti del tensore d’inerziaetispa una terna con origine in
A e assi paralleli ai cateti, diretti conlee j di figura, si calcolano facilmente tramite

integrali del tipo
2 a —X
[11——77;/ / y* dx dy , etc,
a 0 —a

si trova che tale tensog=

O =N
OO =
winn © O

Per trovare I'espressione del tensore rispetto alla teolidate presceltag sufficiente
applicare la trasformazione di similitudide— I : I’ = AIA”, A essendo la matrice
che ruota i cateti dir/4:

V2 V2o
2 2
2 2
0 01
Per cui, infine,
7 1
) - —= 0
) _i i 0
3 2 4
0 0 2

4. L'energia cinetica risulta dunque:

7 ime [g (¢2+ Ly \/igbé) i cost g+ isint o — L cos <q; ?e)] |
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Le coordinate del centro di massa si
trovano facilmente valutando

) a a—X
Xg =2 Xdzdx =2
2
a 0 0 3

I segmento GH & evidentemente
Iungo%\/ﬁ.

. B )(:
O
Allora, la quota del baricentro (notando clie ha quota fissa pari draca2), € data da
a

5 % 2 cos ¢. La funzione di Lagrange del sisteraalunque

2 . . ..
in;—z ¢2+%(9—0082¢—4COS¢)(92+\/§(1—2COS¢)9¢ +mg%cos¢.

/wt

asse orizzontale
passante pep e T’

(a) preliminari sulle coordinate lagrangiane

Il sistema ha un solo grado di libastcorrispondente alla libera rotazione attorno alla retta
Oz'. Dunque conviene scegliere di descrivere tale rotaziondawariabile angolaré: nelle
figure e descritta, da diverse prospettive la generica rotaziothel diametral’ A rispetto alla
verticale; dunque

rsind e rcosf

sono, rispettivamente, le proiezioni(d — 7") lungo la_normalell’asse orizzontale e lungo la
verticaleOz. Allora, dalla figura, si ottiene che:

re = Lcoswt + (rsinf) sinwt ic = —wLsinwt + 7 cos O sin wt + 7w sin f cos wt
yo = Lsinwt — (rsinf) coswt = g¢ = wL coswt — rf cos O cos wt + rw sin O sin wt
zc =rcost Zc = —rfsind
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_— X% = W L2 +720% + 12w sin? 0 — 2rwlLf cos O

) G2, comeC, distar daOxz’; G, dista3/2r;
la proiezione diG5 suOz’ distal + 3/2r daO.

= wt o x

Analogamente, le posizioni dei baricentri delle aste,dell’'astaAC e G, dellastaCB,
sono date da (vedi figura):

( 3
=L t —rsinf | sinwt
T coswt + (QTSID ) S TG, = <L + g) coswt + (rsin @) sinwt
: 3 .
Yo, = Lsinwt — (57’ sin (9) coswt Yg, = <L + g) sinwt — (rsin @) cos wt
= 6
| Zon =57 cos “Gy = T 008

che, derivate rispetto al tempo, forniscono

3 - 3
TG, = —wLsinwt + —rf cosOsinwt + 5w sin 0 cos wt
e, = wl coswt — =1 cos O cos wt + gTw sin 6 sin wt
g, = —§résin9
Tg, = —W (L + f) sin wt + 76 cos 0 sin wt + rw sin 0 cos wt
Ug, = W (L + C) coswt — 6 cos O cos wt + rwsin  sin wt
ja, = —rOsin 6
-2 272 9 950 9 2 9. 9 ;
= Xg, =w'L —1—17’ 7 —1—17" w”sin® ¢ — 3rwLf cos 0;
-2 2 TN 22 2 22 ™\ 4
Xg, =W <L+§> + 770 + r°w” sin 9—2rw(L+§>90080
(b) calcolodiT eV

La velocit angolare del sistemiadata da Q= wk + fe

dovee] € il versore dell’asse orizzontale:’ e, anche, di un asse principale d’inerzia di ciascuna
componente del corpo rigido: conviene infatti applicaréeedrema di Knig separatamente

all'anello e a ciascuna delle due sbarre:
2

m. 1 /mr?., mr ,
Tanelo = §X%’ t3 (702 + T(w cos0)? + mr?(wsin 0)2)

1 (mr?, 2
Thc = 5%, +3 (% 02 40+ (weos)? + T (w sin9)2>
Top = X6, + 3 (0-9 + ﬁ(wcosé) + f(wsm&)
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Nell’'anello gli assi principali d’'inerzia sono stati sdehell’ordine, nelle direzioni di (B-
C), (A-C) e diej}, perpendicolare al piano dell’anello. Lo stesso per le dizers, a parte una
traslazione dell’origine.

Sommando tutti i contributi, con un po’ di pazienza si pemei@ll’energia cinetica totale;
per quel che concerne I'energia potenziale, si ha sempéogsrche

7
V =mg(zc + 2, + 2¢,) = 5" cos 0

@

0] wt

/ B Y B

Il sistema ha evidentemente 3 gradi di lilggmecessari a descrivere il moto piano del centro
di massa (2) e larotazione piana del disco (1); la rotaziehpieno inclinato traduce un vincolo
reonomo. Le coordinate lagrangiane possono essere seeffeendo le notazioni in figura,
comep = ||G—A||, # 'angolo che(G— A) forma con(B—A) e, infiney & 'angolo di rotazione
del disco attorno al proprio asse. Se inizialmesteoincide con l'origine é|B — O|| = L,

za=0; ya =L — Lcoswt : za = Lsinwt

Dunque, rispetto all’osservatore inerziale,

psinf psinf
xg=| ya+pcosfcoswt | = | L—(L—pcosf)coswt |;
z4 — pcosfsinwt (L — pcosf)sinwt
psin + pf cos 6 _
%xg = | w(L —pcosh)sinwt + (pcosf — phsinf) coswt | = x5 = p°+p*0*+w?(L—pcos 0)?

w(L — pcosB) coswt — (pcos — pf sin f) sin wt
mentre la velocd angolare totalé data da

Q= —we; + ¢E;3
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dove(E;, E,, E3) sono i versori degli assi principali d’inerzia, direttispettivamente, come 2
gualsiasi direzioni tra loro ortogonali e complanari alcdi® come I'asse del disco, passante
per il suo centro.

Detto ¢ I'angolo che I'asse principale del disco forma cen la decomposizione della
velocita angolare lungo la terna principale d’inergidata da

w €os @
Q=| —wsing
¢
Alla fine, raccogliendo i calcoli eseguiti,
m . 1
T = Exé + i(mﬁ + L2+ 1302) =

2 4 2
V =mgzg = mg(L — pcosf)sinwt

. R? /1 1 :
= D2 4 207 + WAL — peosh)? + = (—w2 cos® ¢ + §w2 sin® ¢ + (152)

da cuie immediato calcolare =T — V.

Sinoti che I'energia potenziale dipende esplicitament¢stiapo (ma I'energia cinetica no):
cio e dovuto al fatto che la quota del centro di massa viene mathfiton una spesa di energia,
guella necessaria alla rotazione del piano.

VII]]

O

| gradi di liberta sono 2: la rotazione rigida dell'anello (ke () fossero fissi sull'anello,
cio non inciderebbe sui numero di gradi di liite quella del piano attorno alla verticale.
Indicando cory la coordinata lagrangiana corrispondente alla prima rot@&ze cong quella
della seconda, e tenendo conto che il vincolo sulle vedaiitraduce in

re = RO,

esprimiamo le coordinate cartesiane delle due particedidiamte quelle lagrangiane.
Con le condizioni iniziali scelte, dalla figura,

rp =2y — (R —vt)sind T = 1o — Rsin(0 + wt)
zp =R — (R —vt)cost 2o = R — Rcos(0 + wt)

Allora, rispetto al riferimento inerzial®xyz dovez = 2/,

17



zp = (RO — (R — vt)sin @) cos ¢ g = (RO — Rsin(f + wt)) cos ¢
yp = (RO — (R — vt)sinf) sin ¢ yo = (R — Rsin(f + wt))sin ¢
zp =R — (R — vt)cosf 2o = R — Rcos(0 + wt)

Di qui € immediato calcolare le componenti della velacit

ip = (RO-+wvsinf— (R —vt)cosh)cosp — (RO — (R — vt)sin ) sin ¢
yp = (RO+wvsin® — (R — vt)cos)sin ¢ + ¢(RO — (R — vt) sin ) cos ¢
ip = wvcosf+O(R— vt)sinh
ig = (RO — R(O+w)cos(d+ wt))cosp — G(RO — Rsin(f + wt)) sin ¢
Jo = (RO — R(A+ w)cos(f + wt))sin¢ + ¢(RO — Rsin(h + wt)) cos ¢
o = R(0+w)sin(d +wt)

e, alla fine,

x% = R%?+0®+0*R —vt)’ + 2Rvfsin — 2RO*(R — vt) cos O
+R?0%¢* + $*(R — vt)?sin® 0 — 2R(R — vt)0¢? sin 0
Xy = R%0%+ R*(0 +w)® + —2R*(0 + w) cos(0 + wt) + R*6*¢*
+R%*)?sin?(0 + wt) — 2R*0¢* sin(6 + wt)
m

= Y= E(X?g + Xé) —mg(zp + 2q)

VIIID

Yy

L'ipotenusaA B giace sulla retta

3
A Y= _gx +1
P L'ascissa diB &1v/3

@] ™/ B T

Il sistema ha due gradi di libexrt la rotazione del piano verticale e il movimento rettitine
del puntoP. Sianoé (angolo di rotazione attorno @y) e p (distanza diP da A, e, anche,
lunghezza della molla) le variabili lagrangiane. Per smaMa funzione di Lagrange del sistema,
dobbiamo prima di tutto valutare separatamente le enemgétiche della lamina e del punto
materiale. EssendO un punto fisso della lamina, calcoliamo il tensore d’'inereiativamente
al sistemaDzxy. Si tratta di valutare, essendo il sistema piano, gli elénmmatrice

o [V VAN
[xx = = / ’ deyd.fC
z2f
W3 ——m—i—l
1, = 22dydx
v 12f / / Y
W3 p—Batl
1, = zydydzr
v 52\/ / v

18



Vale la pena pér sottolineare che in questo problema la lamina ha velaityolare con
direzione e verso costanti:
w = vj;
in tal caso, I'energia cinetica della lamina si riduce a

Lo M WE( V3

1 .
T = — LIy z:ﬁ) dx = ZMz%ﬂ

S S R —
essendo nulle le proiezioni di sugli altri assi d’inerzia.

Il punto P e individuato, rispetto a un sistema di riferimento indei@XY Z, con asse
verticaleOY coincidente coy, dalle coordinate cartesiane:

3

X p CoS g sin v

s
) pSln6

Z = pcos%cosf},
e, poicle
1

X—?(psinﬁ—i—pﬁcosﬁ); Y:—i,b; Z—g(,@COSﬁ—PﬁSinﬁ)a

I'energia cinetica del punt®
m 3 5
Tp=—( p*+=p** ).
P =5 (P + 1P )

Per cui, alla fine si ha

1 . m 3 5 k 1

gZ_MZQ,l?Q e -2 _2192 v 2 l——

1 3 (p 3 o TMIN\ T SP

(k e la costante della molla). Le equazioni di Lagrange songjden

d 3 :
— [ M+ Zmp? | 9| =
i | (2 5m) o] =0

I
mp—zmpﬁz—i-kp—%zo.

Si noti che la prima equazione fornisce una legge di cong@mwa. Nell’'ottica del teorema
di Noether, ab &€ conseguenza del fatto cl¥€ € manifestamente invariante per la rotazione

B

Il sistema ha due gradi di libéxt la rotazione della sbarra attorno all’asse perpendiedateC’
(descritta dall'angol@) e il movimento del punto lungo la sbarra, descrittqpda ||P — O||.

y
5 La sbarra ha un punto fiss@’] e conviene calcolare

P I'energia cinetica di rotazione attorno a esso; in figura

b . e segnato con linea tratteggiata I'asse di rotazione pas-

sante pel. La figura si riferisce alle configurazioni

istantanee in cul raggiunge la quota fpiibassa: per

A gueste scegliamé = 0.

ISE
S

Cc=0
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Prima di tutto determiniamo la posizione del centro di massiella sbarra, quella del punto
mobile P e la velocia di quest’ultimo:

12 2 )
57(:089 pg cos g(,bcose—pesine)
[V2 :
pu— pumy = 2 .
a ?7 cos ¢ o pg cos o g (pcosf — pfsin 6)
§sjn0 psin 6 psin 6 + pb cos
Valutiamo ora I'energia cinetica del sistema:
1. m .
T = 51092 - EX%
dove )
[ 12 I? 7
c G+m<2> m3+m4 12m

e il momento d’inerzia della sbarra rispetto all’'asse daraine passante pér.

Dunque, 17T = %ml%’? + %(,b2 + p%0%)

La funzione di Lagrange si ottiene sottraendB Benergia potenziale

k 2 I\ k(3 ?
V:mgyc+mgyp+§||P—B||2 :mgg cos 6 (p+ 5) +3 (él—p)

®

Il sistema ha un grado di libéxt si scelga come coordinata lagrangiana I'angbtihe I'asta
forma con la verticalept e wt siano, rispettivamente, la distanza copertaddaulla bisettrice e
I'angolo di rotazione del pian@zy attorno aOy. Introduciamo un sistema di riferimento in-
erzialeOZY X conY = yeOZ eOX orizzontali. Rispetto a esso, le coordinate del baricentro

G dell’asta sono )
2
Za = (%vt + [sin 9) cos wt

N

2
Xg = (gvt + [sin 9) sin wt

2
Yo =1lcosf — gvt

\

Derivando rispetto al tempo e sommando i quadrati delle corapti, si ha:
. 2 . 2
Zog = (gv + 16 cos 9) coswt — w <§vt + [ sin 9) sin wt

) 2 . 2
Xo = <§U + 16 cos 9) sin wt + w (%vt + lsin@) coswt

YG = —lésinG—?v

20



2 2 2
. 2 : 2 2 :
= X = <%v + 10 cos 9) + w? (gvt + [ sin 9) + (%v + (0 sin 0)
V2 2
= 120 + V2lv(sin 0 + cos 0)0 + w? (71)75 + lsin 9) + v

Se adesso scegliamo per I'asta una terna principale disneon origine inG, I'assey’
diretto comg A — (), I'assez’ nello stesso pian®@xy e ruotato dir/2 in senso orario rispetto
ay’; infine 'assez’ ortogonale ai due assi e uscente dal loro piano, abbiamoacheldcit
angolare del corpo rigide

QO wsin @
Qy = wcosf
0. 0
mentre il tensore d’inerzia riferito a tale sistema
mil?
— 0 0
3
I= 0O 0 0
mil?
0O 0 —
3

Tenendo conto di questi risultati e applicando il teorem&dnig, possiamo facilmente
scrivere la funzione di Lagrange per il sistema:

1 . 1 12 2. 2
L =T-V = imXé—l—? (%w2sin29+%92) —mg (lcos@—%vt) .

)

Il sistema ha tre gradi di libeat il moto del centro di massa lungo una curva piana, la rotezi

e attorno al proprio asse ortogonale(f la rotazione attorno all’asse verticale. Scegliendo,
corrispondentemente, le coordinate lagrangiané e ¢. In un sistema inerziale ortogonale
0ZY X, doveQY coincide cornDy, le coordinate del punté’ sono

X = xsiny; Y = —2% + 16R%; Z = xcosp

Si ha quindi:
X:isinﬁp—FIgbCOSgD .
Y = —2xi = X? = (42% + 1)3* + 2°p*
Z = X cosy — xpsing

Un sistema di assi principali d’'inerzia con origine@he individuato da due qualsiasi assi
Cx' e Cy' complanari al disco, a esso solidali, e ortogonali tra db.loH terzo asse”z’ e
perpendicolare al piano del disco.
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La velocita angolare totale di questo sistema di riferimento risgetfoello inerziale prescel-
to & data da .
Q = ¢cosbi’ + psinbj + Ok’
Poicle gli autovalori del tensore d’inerzia sono

2 2 2
mR _ I = mR _ I mR

4 1 ~ 9

I =

ricaviamo infine, ricorrendo al teorema doKig, I'energia cinetica del sistema:

1 (mR? R R?.
T = %[(4332 +1)i? + 2?7 + 5 (m4 o2 cos? 0 + m4 o sin? 6 + m2 92)

Per scrivere la funzione di Lagrange &aufficiente sottrarre all’energia cinetica I'energia
potenziale data da
V = mg(—2* + 16R?).

XII]]

Yy = xtanwit

Gasta
wt 3

Il sistema ha due gradi di libéxt noto il moto diA sulla retta, resta individuato ogni punto
dell'asta. Poi c& la rotazione piana attorno all’asta. Supponiamo chetiésia abbia la con-
figurazione mostrata in figura per un intervallo di tempo diisiente durata. Scegliamo come
variabili lagrangiane I'angol@ della rotazione attorno all’asta, e la distapza ||A — O|| del
punto A dall’origine. Dalla figura si deduce immediatamente che

rg = xa+]||G— A||sinwt = pcoswt + Lsinwt
ye = ya—||G — Al|coswt = psinwt — L coswt

Conseguentemente, il centro di massdell’anelloé situato nel punto di coordinate

3 3
To :xG+§Lsinwt; Yo = Yag — §Lcoswt
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Le velocit dei due centri di massa sono allora

o — pcoswt — wpsinwt + Lw cos wt i — pcoswt—wpsinwt+ngcoswt
@7\ psinwt +wpcoswt + Lwsinwt ¢ psinwt + wp cos wt + 2 Lw sin wt

— sz = % + w?p® + 2Lwp + L2w?; x% = Xé + 3Lwp + %szz
Scegliamo gli assi principali d’'inerzia: per I'astdy’ diretto come I'asta¢zz’ perpendico-
lare al pianaDzy, il terzo perpendicolare ai primi due. Per 'anelfdX diretto comg B — ('),
CY come il diametro perpendicolarg 8 — C'), C'Z come I'asse di simmetria passante per
Notiamo inoltre che la velodtangolare dell'astaw, sempre diretto comé&'z’, mentre quella
dell'anelloe _
' 0
wk+0E; = | wsind
wcosf

Il teorema di Kbnig comporta che

1 L? 1 L? . L?
T = %(xé +x2) + 3 <m3 w2> +3 (m2 0% + m2 w”sin® 6 + mL*w* cos® 9)

Siccome I'energia potenziate

V =mg(ye + yo),

L? . . t
m4 (0% + w? sin? 0 + 2w* cos® 0) — 2mgp sin wt + %

dove I'ultimo termine po essere trascurato, senza modificare le equazioni del moto.

XIIID

Il sistema ha due gradi di libéxt la traslazione del latd B lungo la retta e la rotazione
attorno a essa. Indichiamo core 6, rispettivamente, la distanzgB — O|| e I'angolo formato
dalla lamina con il piano verticale.

Prima di tutto descriviamo la posizione del centro di m&sskella lamina &~ della sbarra

CD.

L =m(p* +w’p®) +

G

-G : Indichiamo conG* la proiezione diGG
A sul pianoOyz e conM il punto medio
M tra B e A: evidentemente, si ha che

L L
B rg = —sinf; ||G*—M]|| = = cosb.

2 2

O Y
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Dalla figura si deduce che

_ (p+ L v2 L 9\/5

vo = \PTo ) o TRy

I\ V2 L V2

% = (“5)7*5“)8"7

L\ V2 V2

Yo, = (p‘f'E)?—LCOS@?

L\ V2
2¢, = (p+§>§+LCOSQ—
Dunque, '
LOcosb o . L%
. xZ = p* + =02
XG:% Va(p+Losme) | =) ¢ T

V2 (p—LOsing xé1:p2+L292

Per determinare I'energia cinetica della lamina, scegliginassi principali d’inerzia rispetto a
G: GX diretto comg A — B), GY diretto comg G — M), GZ, uscente dal piano della lamina
e perpendicolare a essa. |l tensore d'inerzia della la@ina

mL?
5 00
Ig = 0 "112’ 0
0o o0 m£

in quanto, ad es.,

L L
2 2

/ Y2dXdY

m
[1:§/_

La velocita angolare data dde,. Allora,

L? 1 /mL?. L2 L2 2.
Tlaminazm(pz+—92)+—<m 9—|—m -O—i-m -0):@(p2+—02>

ot
Sl

2 4 2\ 12 12 6 2 3

La sbarraC' D ruota attorno alla retta = y in modo tale che tutti i suoi punti hanno la stessa
velocita, chee quella diG,. Pertanto,

=

Tasta= 5 P+ L292)

Il sistemae soggetto alla forza peso. Dunque, infine,

3
V =mg(zg + 2¢,) = mgV2 (,0 + §L cos 0) + cost.

2 5 2
Z=m [,0‘2 + §L292 + V2 (p+ 5L0089>}
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Il sistema ha tre gradi di libeat la traslazione lungo la guida rettilinea e le due rotazion
piane, una attorno alla guida stessa, I'altra attornossBavertical€®) . Indichiamo con

p:||G_O||7 9) ¢

le variabili lagrangiane che descrivono il moto del sistefar determinare I'energia cinetica
faremo uso del teorema didig e a tal fine valutiamo preliminarmente la posizione elacita
del centro di massa. Come si deduce facilmente dalla figura,

pCos ¢ 1 pcos ¢ — psin g 1 .
X = psin ¢ )'(Gz§ psin ¢ + po cos ¢ :>>'<2G=Z(4[)2+,02¢2)
V3p V3p

Calcoliamo ora il contributo rotazionale
1
T = 5([100% + Ing + Igwg)

dopo aver scelto quali assi principali d’'inerzia dell'doetz X diretto comeB — GG, GY diretto
come il diametro perpendicolare/4B e GZ come la perpendicolare al piano dell'anello pas-
sante pery. Evidentemente si hg = mR? = 21, = 21, e, inoltre, rispetto agli assi principali
d’inerzia, la velocid angolare ha componenti

. .4/3 1. 1.
wX:9+¢£, wy = =@ cosb, wy = —¢sinf
2 2 2
X A
ésin%
0
G Y
Infine, tenendo conto dei calcoli esequiti,
i R2 (. 12 . 12 12 1
T = %(4,02 + p*¢?) + mT (92 + 3% +/360¢ + % cos? 0 + %sinz 9) ; V= 5P
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Il sistema ha un solo grado di libart la rotazione attorno all'assez. Supponiamo che
all'istante inizialeG si trovi sul pianoOzxy, dunque che I'arco di circonferenza percorso a ogni

. .. S
istante siast, con angolo al centré = Et' Inoltre,

; — costante—> § S
S g = —
R

Le coordinate del baricentro sono allora
xg = Rcosfcos ¢; Yo = Rcosfsin ¢; 2z = Rsind,

dove¢ e la coordinata lagrangiana che descrive la rotazionenatiat’ asse verticale.

Se scegliamo laterna principale d’inerzi&Y Z in modo che I'assé& X sia diretto come la
sbarra, I'assé&'Y come la tangente iv alla guida &7 Z perpendicolare a entrambi, la velacit
angolare nel moto della sbarra si decompone come

w= éeg + gﬁsin@el + chos fes

A questo punte sufficiente applicare il teorema dibKig per valutare I'energia cinetica e
notare che I'energia potenziale vale

V =mgRsiné
Dunque,
_m.s 1 2 2 2y
T = 5 X +2(IXwX+[ywy+IZwZ)—

1 mR?

m 5242 272 2
2(R9 + R*¢° cos «9)+2 3
Allo stesso risultato si poteva ovviamente pervenire dalodo la sola energia cinetica di ro-
tazione attorno al punto fis<o.

Scrivendo la lagrangiana come differenza delle espreissmrate perl” e V, si pw 0s-
servare che € un termine costante ifi e che I'energia potenziale dipende esplicitamente dal

tempo, ma non dalla variabile IagrangiaEaaIIora immediato verificare che

(¢? cos? 6 + 62).

2 . d (2 R?
F = —mRzgzﬁ2 cos’+ — | ZmsPt + mg cos
3 dt \ 3 S

Pertanto, la lagrangiana equivalente

9 .
L= ng2¢2 cos? 0

porta all’equazione di Lagrange
%(qf) cos?) =0

che non dipende dal contributo della forza peso.
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Il sistema ha due gradi di libért la rotazione della diagonald N e quella della lamina
attorno alla diagonale stessa. Siane 6 le corrispondenti coordinate lagrangiane. Notiamo

inoltre che il centro di massa del sisteméisso nell’origine, per cui la funzione di Lagrange si
riduce alla

Z = %Q]IQ

Valutiamo il tensore d’inerzia rispetto a un sistema cortrceim O ma con assi paralledi
lati del quadrato; successivamente, per ottenere qud#dove agli assi di figura, applichiamo
una trasformazione di similitudine. Le componenti del teasono (essend®y/2 la lunghezza
del lato del quadrato)

V2 V2
1 m [Pz R RV2 1
I,=1,=-I,=— 2dady = ‘R 2- —mR?
w= 9 232/_R¢25/_R¢2§yxy V2. <2> 6"
RY2

m [ x? y2R
L,=1,—=——I_ = dady — —— (X v -0
v =ty 2 232/ / ryaray 232(2>Rﬁ(2>w
2 2

Conseguentemente, la rotazmne}drasforma il tensore in

22 lmR? 0 0 22 lmR? 0 0
lo=| -2 ¥Z g 0 smR*> 0 2o | = 0 mR*> 0
o 0 1 0 0 imR? 0o 0 1 0 0  fmR?

Commento anche le diagonali sono assi principali d’inerzia, in goaono assi di simmetria.
La veloci@a angolare totale si ottiene sommando i seguenti contributi

Q =wk +60j + du

doveu & un versore normale al piano della circonferenza. Sijnifica cheju ha componente
nulla sull’asse principal®y’ ma ha componenti

dcosh e Hsind

rispettivamente lung@z’ eOz’. Infine, wk ha componente cos ¢ rispetto aOy’. La com-
ponentew sin ¢ a essa ortogonale, va a sua volta proiettata sui due rimaassitprincipali
d’inerzia. In conclusione:

w sin ¢ cos 0 b cosh
Q=| wcosop +1 606 |+ 0
w sin ¢ sin 0 $sin b

27



& = %mRQ[COSQQ(W sin ¢ + ¢)” + (wcos ¢ +0)° + 2sin® O(wsin ¢ + ¢)]

XVII]]

Il sistema ha due gradi di libéxtil moto del centro di massa sulla guida e la rotazione del
disco. Indichiamo cop =| (G — O) || e ¢ le variabili lagrangiane che corrispondono a tali
gradi di liberg, con(2 la velocita angolare costante della guida. Il calcolo dell’energietica
si basa sul teorema didfig:

m. 1
T = EX%J + E(Ilwf + Lws + I3w3)

con le usuali notazioni. Il calcole completato tenendo conto che

: ( pcos Qt — pL2sin Ot )
g —

psin Qt 4 p€2 cos Ot
tmr? 0 0 0
I= 0 smr? 0 w=| Qsind
0 0 %mrz Qcosd

Dunque, I'energia cinetica

2067 1
T = %(/ﬁ +P292) + % (5 + 592 sin29+92 COSQ 0) .

L'energia potenzialé d’altra parte

2
V= k; -+ mgpsin (2.

XVIIID

Il sistema ha due gradi di libeért la rotazione (piana) del corpo rigido attorno al punto
(G e la rotazione (piana) attorno atiB, asse istantaneo di rotazione. Indichiamo ¢oa 6,
rispettivamente, i corrispondenti angoli di rotazione.

Prima di tutto individuiamo la posizione del centro di maésdella lamina quadrata. In-
dicando conV il punto medio del lata® B, decomponiamo dapprima il vettoéé— N su due
direzioni ortogonali (pensando cliéruoti attorno aV in senso antiorario su una circonferenza
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di raggio 5). Per questo, supponiamo che inizialmente la lamina sipiaeb verticale e che
in un istante generico sia ruotataddattornoAB: allora

0
L
C-N)=1| 3 cos 6
—sinf
2
dove le componenti sono, rispettivamente, lungo la direzidi (B — N), (C(0) — N) (per-

pendicolare all'asta iV e appartenente @zy) e —k, direzione ortogonale al pian@xy, con
verso entrante nel piano di figura.

Y

Ma la decomposizione va ora riferita al sistema con origin¥ ke parallelo 8Dy z, dunque
€ necessaria una rotazione piana di un angatosenso orario:

L
—5 sin ¢ cos 6

cos¢p —sing 0 L
sing cos¢p 0 9 cos 0 = — cos ¢ cos O
0 0 1 " 2
) Si ——sind

2
Infine, c'e da considerare la traslazioneNdirispetto a0, per cui, rispetto al sistema inerziale
Oxyz, si ha

3 L
§Lcos¢— gsingbcosﬁ
3 L
Xc = 2L+§Lsin¢+§cos¢cosé)

——sinf

2
Conseguentemente, la vel@cdel centro di massa

. I . L.
—%Lqﬁsinqﬁ— —¢cos ¢cosf + Eﬁsingbsinﬁ

) i . I

X = §L¢cosq§— §¢sin¢0050 — 56003¢Sin9

L.
—500059
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da cui, per il calcolo dell’energia cinetica, si ottiene la@che

9 .. L2 . L2 . 3 ...
Xé — ZL2¢2 + ZqSQ cos® 6 + Zé’z — §L2gb0 sin 6

etc.
Passiamo ora all’energia cinetica di rotazione. Per quelrduarda il tensore d’inerzia
della lamina rispetto al centro di massa, tenendo conto thatggrali che lo compongono

sono del tipo
M
2 )

L
2

/2 F(z,y)dz dy,

Nl
SISl

avremo che ,
M0 0
_ ML?
lo=1 0 53 0
0 0 MIL?

6
dove si sono scelti gli assi principali d'inerzia:’ diretto comg B — N), Gy’ come(G — N)
e G2’ tale da completare una terna destrorsa.
Inoltre, la velocid angolare del corpo rigido rispetto a tale terna si decomgome

0
w=| —¢sinf
¢ cos b
da cui si po facilmente valutare

, 1

lamina — Ewﬂcw'

L'energia cinetica della sbarra, essendo il suo centro disaméerma semplicemente pari a
1(4L)?
2 12

L'ultimo passaggio per ottenere la funzione di Lagrangesegee valutando I'energia potenziale
gravitazionale

me?.

starra:
3. . L
V = g(myg + Myc) = Mg EL sin ¢ + 5 Cos ¢cosf | + costante

)

Il sistema ha due gradi di libért corrispondenti alle due rotazioni piane, dell'inters-si
tema attorno all'asse verticale e AC' nel pianoOY Z. Indichiamo cory e ¢ le coordinate
lagrangiane che descrivono tali rotazioni e @mnyz un sistema di riferimento inerziale tale
che0z=0Z. E conveniente ricavare separatamente le energie cinetipbtenziali di ciascuna
asta. Infatti, per quel che riguardgB il calcolo e molto semplice, in quanto

Tup = 5 (RLA(0K)
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dovel, e il tensore d’'inerzia valutato rispetto a un sistema di pgacipali d’inerzia, diretti

comeG; — O, come un asse perpendicolare a quest'ultimo, complananasso e @z. |l

terzo asse risulta dunque ortogonal@a per cui le proiezioni dok su tali assi sono
QICOS Z
6
gk - . s
0 sin —
6
0

Siccome nel calcolo del tensore si esegue solo l'integrale

2 L
—m/ z2dz,
L\/g 0
si ha infine che
é COS E 0 0 0 0 COS E
6 6
2
1 . TTLL ) 1 X
Tap = 5| Osin g 0 4 0 ¢ sin g = ﬁmLzez
mL?
0 0 0 0
4
L'energia potenziale gravitazionagecostante e vale
3 3
Vap = mgTL cos% = mggL.

Anche per la seconda sbarra neérconveniente usare il teorema dotg, ma piuttosto
sfruttare il fatto che essa ha un punto fisso. Scegliamo giipgsicipali: il primo diretto come
G, — A, il secondo ortogonale all’asta e complanare con le due aste, il terzo tale da formare
una terna destrorsa. Conseguentemente, rispetto a talmaisi assi, se indica I'angolo tra
AC eOz,

0 cos p
Ok + ok’ = | fsing
@
per cui I'energia cinetica della seconda sbarra

1 (mL? ., . mL?
TAC:§( 3 62 sin® ¢ + 3 902>

L'energia potenziale gravitazionale relativa alla se@ogldarra
Vac = mg§ COS .
Infine valutiamo I'energia potenziale di accoppiamenta ttae centri di massa. Notiamo

che la distanza tra i due centri di massa non dipende dal mottazione del piano verticale.

31



E dungue sufficiente valutare, — G in tale piano:

L . 1LV3  « L. V3

§smg0 53 smg 5 (SmSO 4 )
Gy — Gy = — =

L IWAVERNNE . L 3

7 COS @ 5 5 Ccos 6 5 (COSQO — Z)

L? /7
= ||Gy — G4||* = 3 (5 — \/gsincp—?)coscp> .

Lo stesso risultato si poteva ottenere mediante il teorar@auhot:

162 = Gl = [1G2 = All* +11G1 = Al 211Gz — Al |61 = Al cos (9 — <)

Tenendo conto dei calcoli fatti, e a meno di costanti adeljtiv
1 . L? . L kL?
L = EmL292 + %(02 sin? p + ¢?) — mg COS ¥ + 1—6(\/§sing0 + 3 cos )

Si noti che I'equazione di Lagrange per la varialdilel traduce nella legge di conservazione

dl/1 1 ., \,
%[(E—ngnlgo)e}—o.

()

Il sistema ha tre gradi di libeat corrispondenti alle due rotazioni piane, dell’asta riehp
inclinato di~ rispetto a0 X e quella dell’asta attorno all'asse, e al moto del centro di massa

sulla rettaD X. Indichiamo con

le coordinate lagrangiane relative a detti gradi di liberApplicando il teorema di &nig, si
ottiene I'energia cinetica del sistema

m, . : 1
T =—(p"+p0") + Q(wa + Iow + Ipws)

2
dove 12
=0, L=" =5
e la veloci angolare si decompone lungo gli assi principali d'inesgeondo
. . Hsin 7 cosd
w = ¢k + ey = ¢pcosy +0
¢sin § sin 6
Siccome L
V==p
2p Y

la funzione di Lagrange ricavata.
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Per determinare I'energia cinetica della sbarra, facciasmdel teorema di &nig. Deter-
miniamo prima di tutto la posizione del baricenttorispetto a un sistema di riferimento in-
erzialeOxyz, per il qualeOz = OZ e l'asseO X forma un angold@(¢) con I'asseDzx. Questo
angoloe anche l'unica coordinata lagrangiana necessaria a deeii moto del sistema.

2L coswt cos 6 —2L(wsinwt cos § + 6 cos wt sin 6)
xg = | 2Lcoswtsind Xg = | 2L(—wsinwtsinf + 6 cos wt cos )
2L sinwt 2Lw coswt
da cui )
Te = imxé = 2mL*(w? + 62 cos® wt)

L'energia cinetica di rotazione va calcolata rispetto aigtema di assi principali d’inerzia
in cui Gz’ & diretto comé B — G) e Gz’ comew. Avremo dunque

1 1 : L* . L?
T = §(I1w% + Lws + I3w3) = B (O - 602 cos® wt + m3 6? sin® wt + m3 w2)

mL26?

= L =Tc+T —mgzg =

1 13
<4 cos? wt + 3 sin? wt) + EmLQW2 — 2mgL sin wt.

Si noti che I'equazione dl moto si riduce facilmente a

L?. 1
m 0 (4 cos? wt + 3 sin? wt) = cosStante
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trascurando i termini che si possono scrivere come derieédie rispetto al tempo di funzioni

di 6 e notando che
0L

XXII]]

L'asta non ha punti fissi. Applichiamo il teorema do#ig.
Prima di tutto determiniamo la posizione del centro di ma&ssdettod I'angolo che I'asta
forma con la verticale passante perew la velocita angolare di attorno all’origine,

Lcoswt + Lsin @ sinwt
Xg = | Lsinwt — Lsin# coswt
Lcost

—wLsinwt + LB cos § sin wt + Lw sin § cos wt
— Xg = Lw coswt — LB cos O coswt + Lw sin 0 sin wt
—LOsinb

Conseguentemente,
%%, = L*(w?sin? 0 + 6%) + wL*(w + 26 cos 0)

Scegliendo come assi principali di inerzi&z’ diretto comeB — G, Gy’ ortogonale a
quest’ultimo e appartenente al piano tangenta,itvz’ diretto comed — O, la velocit angolare
totale,

Q = wk + 0K,

si decompone in
Q =wcosb
)y =wsinf
Qg — 9
L'energia cinetica relativa al sistema di riferimento iaglazione col baricent®allora

2

23

in quanto le uniche componenti non nulle del tensore d’iadiz sono

1mL :
7 =" (w?sin® 0 + 6?)

m

]2213:12

(2L)2.

Infine, la funzione di Lagrange, semplicemente,

L?d
mc; %(wt+2sin¢9)

2 .
L = gmLQ(w2 sin? 0 + 6%) + mgLcos® +

dove sie messo in evidenza il termine di gauge (I'ultimo), che ndiluenza le equazioni del
moto.
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Il sistema ha tre gradi di libeat
1. latraslazione del centro di masdalell’anello (descritta dalla coordinatg;

2. la rotazione piana dell’astdB (descritta dall'angola) che AB forma con l'asse oriz-
zontale;

3. larotazione piana dell’astaC' attorno a un asse diretto come3 (descritta dall’angolo
0).

Per valutare la funzione di Lagrange, dobbiamo prima doturtliividuare posizioni e ve-
locita dei centri di massa dei tre corpi rigidi. Indichiamo @ne G, i centri di massa dd B
e BC' e osserviamo che sol@, si muove fuori dal pian@zxy: ruota su una circonferenza di
raggioR, centroB, e perpendicolare 4 B. Abbiamo dunque,

x x+ Lcosv x + 2L cosy — Rcosfsin
xa=| R |, x¢,=| R+Lsiny |, xg,=| R+2Lsiny+ Rcosfcosy |,
0 0 Rsind
Conseguentemente,
x d:—L@ﬁsinw & — 2L sin ) + R sin O sin ) — Ry cos O cos
xa=| 0 |,x%xqg = L cos v s XGy = 2L cosyp — RO sin 6 cosp — Rap cos 6 sin i
0 0 RO cos
I moduli quadrati di questi vettori forniscono
iy = i?
i% = @?+ L** — 2Liysing
9&%2 = i +4L%)? + R*0> + R*)? cos® 0

+2i&(—2L1p sin b + R sin 0'sin ) — Ry cos 0 cos 1)) — AL R0 sin 0
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e, conseguentemente, I'energia cinetica relativa ai centri di massa:

m, . . M .
Tcm = 5(1'2+13%;2)+?l‘201

Siccome I'energia di rotazione rispetto ai centri di masskata da

Tonello = %:&2, (a causa del rotolamento)
1 L%,
Tip = §M?¢2
. R? . R?.
Tpe = % (0 -1p? cos? 0 + mTl/JQ sin? ) + mTHQ)

possiamo sommare tutti i contributi calcolati in (teorema dnkg)
T = Tem + Taneto+ Thp + Tpo
Trascurando termini costanti, abbiamo inoltre che I'energia poterzidéta da
V = Mgy, + mgya, = g[M Lsint + m(2L sin + R cos 6 cos )]

Si noti che, una volta scritta
L=T-V

si osserva che la variabilenon vi appare esplicitamente e che quindi un’equazione di Lagranigieisé
a

z=0.

&

| gradi di libera sono due, il moto del centro di massa su una retta e la rotazione piana ohatia.la
Indichiamo cor: e 6 le corrispondenti variabili lagrangiane. Per quello che riguarda la ge@naelle
masse, notiamo dapprima che;

Y
c | domini di integrazione per i due triangaliH A e
C BH, sono individuati, rispettivamente, dalle rette
=0y =2"+a e =0y =-2"+a
G
QL'/
A H B
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. . . . . a .
Il centro di massa, punto d’intersezione delle mediane, giace ad aI%ezszﬂi’asseHy’. Infatti,

essenda? I'area del triangolo, e, dunquea la densig, si ha
a

0 z+a a pr—z+a
; m m 1
myG_F/—a/o ydydx—i—?/o /0 ydydx—gma.

Per quel che riguarda il tensore d'inerzia rispetto al sistema solidaleudafigvremo che:

0 r+a a —z+a 2

m m ma

Lot = —2/ / y* dydx + —2/ / y* dyde = ——
a J_qJo a Jo Jo 6

0 z+a a p—xz+ta 2

I//:ﬁ :132dyalx+m xQdydm:%
vy a2 2 6

—a Jo a* Jo Jo

0 x+a a —x+a
Iy = —EQ xy dydzr — % zy dydxr =0
a® J—aJo a”Jo Jo

(in quest’ ultimo calcolo entrambi gli integrali si annullano). Conseguenté&mdntensore d’'inerzia
rispetto adH € dato da:

ma2
2
ma
0 0 —
3
Il tensore d'inerzia rispetto al centro di massallora dato
ma? g 0 <000 me 90
Ic=| 0 m2 o |[-m|[ 0 0 0 [=] 0o m2 g
2 2 2
0o o ma 00 % 0 0 2me
Con questi calcoli preliminari, abbiamo, relativamente al pi@36.7 che:
Xg = §COSHI+ zK
Rispetto a un sistema inerzialery z,
<a+ %cos@) cos wt —gésinecoswt—w (a+ gcosé) sin wt
XGg = a . Xg = a - . . a
(a—i— 50059) sin wt —Eﬁsmﬁsmwt—i—w (a—i— 5COS€) cos wt
z z

s _ @ 2 a 2
:>XG:ZH sin” 6 4+ w (a—|—50089) + 27

La velocita angolareé sempre diretta come I'ipotenugiB e, rispetto al sistema di assi principali
d’inerzia scelto, si decompone come segue

0 +w
Q= 0
0
L'energia cinetica del corpe allora, in base al teorema dbKig,
2

2 2 1 .
T= % [%9281n29+w2 (CH—gcosH) +;32] + 2 Gy )2

Siccome I'energia potenziatesemplicement® = mgz, si ha infine

2 2 2
& = % [%92 sin® 6 + azw2 00829—}—22] + %92 —mgz

dove si sono omessi i termini costanti e quelli linearfin
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