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CINEMATICA DEL PUNTO MATERIALE
Corso di Meccanica Analiticg.a. 2009/2010 - Il trimestre)

INTRODUZIONE

La legge fondamentale di Newton

mx = F(x,x,1),

rappresenta, dal punto di vista matematico, un sistema di equazioni aiffelfalel secondo ordine.
La sua soluzioné dunque la soluzione del problema deterministico del moto. Le caratterisgohe g
metriche della soluzione sono l'oggetto della cinematica del punto, di cui ageste brevi note si
puntualizzano gli elementi essenziali, mediante esercizi e applicazioni.aknafi che seguiranno,
saranno approfonditi i seguenti aspetti:

(§2)

(§3)

(§4)

(§5)

il pil generico moto di un punto ha due caratteristiche che vanno distinte tra l@murva su

cui avviene il moto (un supporto geometrico indipendente dal tempo) gde léi evoluzione
temporale su tale curva. Gisi formalizza, rispettivamente, mediante la rappresentazione para-
metrica della curva e la legge oraria: in tal modo il moto descritto in termini efteri € in un
certo senso una generalizzazione del moto rettilineo uniforme. Al firteetieve la legge oraria,

si stabilisce inoltre come calcolare la lunghezza di un arco di una curva.

La descrizione cinematica plessere particolarmente efficace in sistemi di riferimento diversi
da quello che, per intenderci, consideriamo fisso in un laboratorio. SEegjlie una terna
ortogonale con l'origine coincidente col punto in moto, un asse semppetdna alla curva del
moto e gli altri assi opportunamente orientati, si verifica che i vettori eitdoe accelerazione

si decompongono in modo particolarmente significativo lungo questi asslitre, in questa
descrizione del moto sono coinvolti esplicitamente i parametri che caiztéano la geometria
della curva su cui evolve il punto. Dal punto di vista puramente geontetiicottolinea che
'equazione parametrica di una curva permette di ricavare le suettamatiche intrinseche (e
viceversa).

Cambiare sistema di coordinate gppgemplificare la descrizione del moto o mettere in luce pro-
prieta rilevanti. Qui sono trattati moti vincolati a un piano e si sottolinea I'oppoitandi
usare le coordinate polari nel (particolare ma importante) caso di metitali. Si applicano le
equazioni di trasformazione sia alle grandezze cinematiche che alleiegiia

L'opportunita o la necessit di utilizzare differenti sistemi di coordinate o anche osservatori in
moto, richiede una teoria generale che fornisca le regole di trasformazibtutte le grandezze
cinematiche; in questo paragrafo si prova che quando due osserveddoro in moto relati-

vo calcolano la derivata temporale di un vettore, ottengono in generaldaisdifferenti. In
particolare, si applicano questi risultati ai vettori velogie accelerazione.

Si suppone che tutti gli osservatori abbiano orologi perfettamenteosiizeati tra di loro e che |l
tempo sia definito indipendentemente dall’osservatore (il tegrgssoluto); si assume che le leggi della
Meccanica non dipendano dal luogo e dall'istante in cui vengono veef(easioma dell’omogenait
del tempo e dello spazio)érdall’orientamento dei sistemi di riferimento usati (isotropia dello spazio).
In base a tali postulati le equazioni di trasformazione delle coordinatadipa di quella temporale
devono essere lineari.



Esempio 1.1 Si supponga per assurdo che le misure di due orologi si trasforminmal’nell’altra
tramite una relazione non lineare e si mostri che le conseguenze cditcam I'ipotesi di omogenéit
del tempo.

Supponiamo che la relazione tra i tempi registrati dai due orologi sia gtieatr t' = \t2, con\ € R.
Misuriamo dapprima un intervallo di tempo unitario tra gli istanti= 2 ets = 3: I'0sservatore che $i
avvale del secondo orologio dovrebbe misurare un intervallo

A(3% —2%).

Se la stessa misura viene effettuata in un tempo successivo, diciamo tra glitistan4 ety = 5
al secondo osservatore deve venire attribuita una misura dell'intervatongio pari a\(5% — 42): la
misura dell'intervallo di tempo dipenderebbe allora dall’'istante in cui vierettetita.

2 ORBITA, TRAIETTORIA E CURVA PARAMETRIZZATA

Il punto materiale, durante un suo qualsiasi moto, descrive una cull@aspazio fisico. L'equa-
zione che rappresenta I'evoluzioaelata in termini vettoriali da

x = x(t) (2.1)

dovex & il vettore spostamento valutato rispetto ad una certa origine. Una voltmasseg sistema
di coordinate cartesiane, I'equazione finita del movimentata da

x = z1(t)er + za(t)es + z3(t)es; (2.2)

la forma (2.2) dipende dal sistema di riferimento scelto.

Affermazioni del tipo:la terra si muove su un’orbita ellitticgl® legge di Keplero) aun proiet-
tile descrive un’orbita parabolicanon coinvolgono la coordinata temporale e non forniscono tutte le
informazioni necessarie per descriverevbluzione temporaledel punto, a meno di non aggiungere
ulteriori notizie nell’'istante in cui la particella transita in ciascun punto dellaauxel caso specifico
del moto della terra dovremo tenere conto delle altre due leggi di Keplemui€ee quindi usare una
terminologia univoca che corrisponda alla reale conoscenza del motol. fiAgaiseremo dunque i
termini di

orbita per indicare il luogo dei punti dello spazio fisico su cui si svolge il moto.r ésmpio,
'equazione cartesiana dell’orbita

.732 y2

2=l

indica che il punto si muove su un’ellisse di semiassib;

traiettoria per indicare una curva parametrizzata dal tempa cioa funzione che a ogni istante di
tempo associa un punto dell’orbita.

linea di universo per indicare una curva tracciata in uno spazio che ha anche una dinetesigno-
rale. Per esempio, se una particella si muove su una circonferenza,dallinaiverso giace
su un cilindro. Se poi la particella impiega lo stesso tempo per percorrdriedatta medesima
lunghezza, la linea di univergoun’elica cilindrica di passo costante.



Per esempio, le funzioni
\ t — (acost,bsint)
t=m t — (acos2t, bsin 2t)
associano, ciascuna, a ogni istante
di tempo le coordinate cartesiane di
una particella. Le due particelle, di-

A
LT //J\ - ciamol e[, simuovono sulla stes-
~ 2 \ posizione iniziale sa orbita ma con differente velogit
delle particelled e O .
\/ >~ sel] e[ partono nello stesso istan-

tet = 0 e nella stessa posizione
(a,0), dopo un lasso di tempo pari

t=0 am/2 si troveranno, rispettivamen-
te, in(0,b) e in(—a,0): il punto O
R epiu veloce

Esempio 2.1La traiettoria di una particelleé data dalla funzione vettoriale— x = (5t —1,5t+1,1).
Si trovi I'orbita relativa a tale moto.

Proprio perck I'orbita non contiene informazioni sull’evoluzione temporale, la sua égne ottenuta
eliminando il tempo:

x+y—10z =0

{ —x+y = 2;

I'intersezione di questi due piani fornisce la retta su cui si svolge il moto.

Come abbiamo visto nell’esempio dell’orbita ellittica, i moti delle particélle O sono distinti
percte lo sono le rispettive traiettorie (le curve parametrizzate dal tempo): le dtiegtia hanno in
ciascun punto differenti e ben definite vel@ciliceversa, se a ciascun punto associamo la corrispon-
dente veloci della particella, otteniamo un’esauriente descrizione del moto? La rispasito certe
condizioni, affermativa. Consideriamo il seguente

Esempio 2.2Una particella si muove lungo una curva piana. Sapendo che la valdoibgni punto
e data da
t— X(X) = —x9€1 + 1€

si scrivano I'equazione del moto e l'orbita.
Il campo di velocia in questione nog uniforme, perch varia al variare di, e xo, mae stazionario,
in quanto la distribuzione dei vettori velogihello spazio non dipende dal tempo. Si tratta di trovare
quel vettore spostamento, in funzione del tempocui derivata temporale uguagli istante per istante

la velocita assegnataE un problema di integrazione e si devono risolvere le equazioni ditteak:
1 = —x9; @9 =x1; COMe Sipwl verificare per sostituzione, la soluzione geneeale

t — (Cycost + Cosint; Cysint — Cy cost).

L'equazione dell'orbita, ottenuta eliminando il tempd, z? + 22 = C? + C2, che rappresenta
una famiglia di circonferenze con centro nell'origine e raggi®'? + C3. Per selezionare una sola
traiettoria e una sola orbita basta richiedere che ad un fissato istante, geeksiniziale, la particella
transiti per un punto assegnato: se per 0 la particellag in (1, 0), la legge del moto e I'orbita sonp,
rispettivamente,

t > (cost,sint); x4+ 23 = 1.
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Esempio 2.3a, b ec siano tre vettori fissi nello spazio. Sapendo che i primi due hannoleguadula
k e sono tra loro perpendicolari, si determini I'orbita relativa alla legge dedtm

t— x(t) =acost+ bsint + c.

Si noti che, tenendo conto della perpendicoadia eb, || acost + bsint ||= k. Quindi, I'orbita del
motoe una circonferenza di raggkoe centro individuato dal vettore

In effetti, nota la traiettoria = x(¢) & nota la veloc# in ogni istante: basta eseguire una derivata
rispetto al tempo e si ha:

t— x(t) = %

L'esempio 2.2. risolve invece il problema inverso, éhmeno scontato: assegnato, come si dice, un
campo di velocit, si vuole trovare quella curva che gli sia tangehtea teoria delle equazioni diffe-
renziali pone precise condizioni affinelha soluzione esista, sia unica e allkiacome dominio.

Esempio 2.4 Si trovi la traiettoria del moto di una particella che si muove su una rettap|co

accelerazione costante
Diversamente dal problema della determinazione delle curve integrali dampa di velocia, qui

abbiamo un procedimento di integrazione banale: essendo costante & ¥ettae; + Ioes + F3es,
otteniamo, con una doppia integrazione rispetto al tempo,

x(t) = <x1(0) +21(0)t + x1t22> e+ <x2(0) + 22(0)t + th;) e+ <x3(0) + 23(0)t + x3t22> e3

0, con opportuni simboli per le condizioni iniziali,

2

Osserviamo che nell’equazione (2.3) i vettagt ext?/2,? cod come la loro somma, hanno sempre
la stessa direzione, quella della retta su cui avviene il mota;é&sé versore della retta evidente che
una parametrizzazione(psemplice della retta realizzata con la sostituziofe:

t2
Xot + X§ = us, (2.4)

doves &, come il tempo, un parametro che varia con conténsiit tuttdR o su suoi sottoinsiemi.

'Questa curva dettacurva integrale del campo.
%o € la velocia iniziale di un moto rettilineag & I'accelerazione costante di un moto rettilineo.

3che risulta ancor pi semplice se il moto rettilineo ha accelerazione variabile.
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E abbastanza intuitivo che I'equazione

x
3 X =Xg + us

descriva unaretta passante per il punto individuato dal
vettore spostamentgy e con direzione data dal ver-
Jersoren soreu: xg e fisso_ e <’il| variare continuo del parametro
x(s) . s, varia con cont_muﬂ ancheus; la regola del paral-
P(0) Ielpgrammfi form;ce dunqug(s) chee un vettore la
cui estremid individua, al variare di tra+oo e —oo,
X0 tutti i punti della retta. Se la retta fosse semplicemente

/ I'asse deller, I'equazione sarebbe
1

o x = (zo + z)e;

Esempio 2.5Si descriva la curva individuata da

A= x(\) = (BA2+2)e; + (A2 —4)ex + (2\2 +1)es, A eRT.

Riscrivendo I'equazione come x(\) = (2e1—4es+e3)+)\*(3e;+ex+2e3)

si deduce che la curva una semiretta uscente ga = (2, —4, 1) con direzione(3,1,2). Poicle il

vettore
3e; + es + 2e3
ui=———

VvVI+1+4+4

& di modulo unitario, scriviamo infine I'equazione della retta come = x, + (v/14A?)u.

Con questi ultimi esempi stiamo introducendadppresentazione parametrica dell’orbita: I'i-
deaé quella di porre in relazione le curve (in guanto énjeometriche unidimensionali) con sottoin-
siemi di una retta. Sulla retta varia con contiauin parametro che individua i punti sula curva: se il
parametra il tempo, il punto si muove sulla curva, e abbiamo la traiettoria, ma qeestto un caso
particolare. Con il termine diurva parametrizzata in R?, intenderemo una funziormregolare*

x: I =R% A= x())

I essendo un aperto Bi. Si definiscgparametro arco il particolare parametra = s

s(t) = /0 5(t)]dt. (2.5)

Per capire intuitivamente il significato del parametro arco, si considariatn su una curva piana
e si calcoli la lunghezza di un arco di curva infinitesima mediante il teorefR@atjora:

2 2
ds* = da? + dal, che equivale a:  ds = \/<d;tl> - (CZ;;> o

dove la radice rappresenta il modulo della velcihe compare nella definizione (2.5). Integrando su
un intervallo finito di tempo, si ottiene proprio la lunghezza dell’'arco pesw@ofe, inoltre, al tempo
inizialet = 0 si fa corrispondere = 0 (I'origine degli archi), il parametra rappresenta una vera e
propria ascissa curvilinea, e misura il cammino percorso dal punto sulla.cur

Diremo inoltre che un cambio di parametxo— 6 = §(\) che abbia i seguenti requisiti:

'nel senso che le componenti cartesiané\) etc. sono funzioni regolari (differenziabili con contira)iin I.
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db
S dicl 1
6(A) e diclasse”; Y # 0,

porta a una rappresentazione parametipaivalentedi una data curva. Per esempéochiaro che il
cambiamento di parametro (2.4) soddisfa tali requisiti. In particolare, soti@tegenti condiziorg
invariante per riparametrizzazione la lunghezza di un arco di curva:

to A2
AS:/ ||)'((t)|dt:/
t1 A1

Tra tutti i parametriy ed s rappresentano scelte particolari paatel primo caso la curva parametriz-
zata coincide con la traiettoria, nel secondo vale la prapriet

Esempio 2.6 Si consideri I'arco di iperboler3 — z? = 1 tra i punti (0,1) e (1,1/2). Si verifichi che
una possibile rappresentazione parametrica della cundata da:

=Xe; + V2 + ley con A\ € [0,1]

e si provi che cambiando il parametro tramite= sinh 6, coné € [0, arcsinh 1, si ha una rappreser
tazione parametrica equivalente. Si verifichi infine se ciascuno depdrametrie il parametro arcg
per la curva in considerazione.

In effetti, sia eliminando\ dalla prima rappresentazione che eliminafidia

dx(\) ‘

dA.
X )

dx

=l=1 (2.6)

x(0) = sinh fe; + cosh fe, conf € [0, arcsinhl |
si ottiene il ramo d’iperbole richiesto; notiamo inoltre che
(@) A\() = sinh @ & sicuramente di clasgg';
(b) % =coshf >0 Vo

e il cambio di parametré dunque ammissibile. Infine verifichiamoéstato usato il parametro arco.
Nel caso del parametihabbiamo che:

CC% = cosh fe; + sinh fe; — HZH = Vcosh260 # 1

e allorad non puw coincidere con il parametro arco.
Per cd che concerng, si ha

= () () o= [

che sicuramente non fornisce una relazione lineare tra i parasreevi




Esempio 2.7Si descriva un’elica cilindrica mediante il parametro arco
In linea di principio, se I'elica ha un passo costante e la circonferenbas# ha raggio unitario, |e
equazioni parametriche hanno la forma

T1 = COS \; To = sin A; x3 = hA, h eR.

Dalle osservazioni precedentemente fatte, si ha che

/\/dxl dxg) <da:3> =TT

dX dA

Di qui e facile sostituire nelle equazioni dell’elisaal posto di\. Si noti che, cosfacendo,

t—s=s(t)

dj
ds

Quandce nota la relazione

si conosce la cosiddettagge oraria Essa non contiene tutte le informazioni sul moto; per ottenere
I'equazione dell’evoluzione temporale dobbiamo inoltre conoscere su quiala si svolge il moto:

Esempio 2.8 Si scrivano le equazioni del moto di un punto che si muove sulla rettajhzone

x9 = mx1 + q, Sapendo che la legge orari@adata dat +— s = /1 + m2t2.
Per passare da una generica rappresentaziore x(\) a quella realizzata mediantg si deve

considerare che:
dml d:c2 2 dxs 2
N (Y ()

Nel caso in considerazione, sceltpcome parametro,

T
3:/ 1 \/1+m2dw1:\/1+m2x1;
0

ds
ax

S ms 2 9
dunque,  x(s) = 7/1_’_—7712@1 + i +q | e2 = x(t) = t"e1 + (mt” + q)es.

Nel paragrafo seguente faremo uso della seguenti prapriet
1. vettori costanti in modulo e le loro derivate sono vettori tra loro perpetati. Infatti,

dx())

=0
dA

dllx(N)[| _ _d
S = 0= 0= o (x() - x(0) = x(A) -



2. Laderivata J

ax()\)

e, in ogni punto della curva — x(\) parametrizzata d&, tangente alla curva.

Nell'ipotesi chex = x(\) sia una
curva regolare, quandax — 0 il
vettore Ax tende al vettore infini-
tesimodx(\), che risulta tangente
alla curva.

3 LA TERNA INTRINSECA

. : dx N : . . .
Mediante ilversore tangentet = T la velocit & espressa come& = st, (essenda = ||x]|).
S

Inoltre si ha che g )

— == 3.1

ds  R" (3-1)

conn versore normale La terna intrinseca & definita introducendo infine ilersore binormale
b :=t An. R & il raggio di curvaturache si calcola tramite:

b dt I ’ dx 6127X

n
A= =t A — il i
R VNRTYVNGE T R @ s

E immediato vedere che per curve parametrizzat® da\(s)

d\  d)\?

|
@3
X
dzz

e che nel caso di curve piane, dove si assumeome parametro, e si usa la notaziafje= p

R

9

)
T

1 _ |75

'R(s) rappresenta il raggio della circonferenza che, nel piano individuatoen e nel punto individuato da sulla
curva, meglio approssima la curva; sul cerchio di curvatura e sultaufia per ricavare il raggio, si veda il commento negli
esercizi finali.



Esempio 3.1 Scrivere le espressioni dei versori tangente e normale e del raggiorgdatura per
I'ellisse

T1 = aCcoS A\ To = bsin \.

Senza fare riferimento al parametro arco, sapenda éhen versore ed diretto comeix,

dx
I b
t= gi = % sin Aep + — cos Aey, essendo A = \/a2 sin® A + b2 cos2 \.
Il A A
dA 2 _p2 dt b dt b
Inoltre, o a4 1 sin A cos A = o —%(bcos Aej + asin \ey) = HCD\H = %,
a a
che permette infine di valutare n(\) = ‘Zlé = ——cos \e; — — sin \es.
I A A

Per calcolare il raggio di curvatura, notiamo preliminarmente che

ﬁ_ @ 2_|_ @ 2—\/21n2/\+62 2 )\
ax -V \Uan ax ) —Ve® €08

d\ " d)\?

e che = (—asin \e; + bcos Ae2) A (—acos Ae; — bsin \eg) = abes,

ab

. 1
allora, dalla formula generale, abbiamo che — = T
(a2sin® A + b2 cos? \) 2

Esempio 3.2Si esprimano le derivate, rispetto al parametro arco, dei versori deliaa intrinseca.

generale,
Z—? = —kt + 7b.
Conseguentemente,
L
ds  ds ds RETTD);
vale a dire b
— = —7Tn. (3.2)
ds

(b) Alla luce di quest’ultima relazione, si ha anche che

dn dinAb) db dt
— Ab=—-kktAb=kn— — = — An-+xKn— — = KN
ds ds ds ds

L'ultimo passaggio, tenuto conto della (3.1), implica ehe il reciproco del raggio di curvatur,

Riassumendo, per le curveR¥ valgono le cosiddett®rmule di Serret(-Frenet):

dt 1 dn 1 db
% = EIL % = —Et + Tb, — = —TI. (33)

(@) Tenendo conto della perpendicolarira ogni versore e la propria derivata, scriviamo che, i
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Le funzionix e 7 che compaiono nelle formule di Serret forniscono, rispettivamenteiriatura
e latorsione della curva al variare del parametso Esse sono caratteristiche intrinseche della curva,
cioe traducono propriatgeometriche indipendenti da ogni sistema di riferimento: la curvaturarespr
di quanto (nell'intorno di ogni punto) la curva si discosta da un and#mrettilineo; la torsione misura
di quanto 'andamento di una curva sghemba differisce da una cuevai chantiene nel piano oscu-
latore. Esulano dai fini del corso lillustrazione di queste ultime proamets come la dimostrazione
della seguente importante:

PROPOSIZIONEuna curvae definita univocamenteamite le proprieequazioni intrinseche

Kk = K(S); T =17(s). (3.4)

Anche il problema inverso, cioquello di determinare I'equazione parametrica della curva a partire
dall’equazione intrinseca, non viene trattato in questo corso. Ess@ wmibrsemplice soluzione, in
guanto le formule di Serret diventano un sistema di equazioni diffeche hanno come incognite
i versori della terna intrinseca. Ma per fissare le idee analizziamo il segaeempio che tratta di una
curva piana, caso nel qual&ésempre una soluzione standard in quanto una delle equazioni intrinseche
e proprior(s) = 0.

Esempio 3.3si trovi I'equazione parametrica della spirale logaritmica di equazioniiimtecheR = s
et =0.

y T2

Essendo la curva piana, i versarie
n sono individuati, al variare di, dal-
I'angolo che formano con una direzio-

t ne fissa, per esempio con I'assge
/30 t = cosfeq + sin fey
n = —sinfe; + cos fe,.

1 dn 1 db

. dt
Le formule di Serretsono allora;: — =-n; —=—-t; — =0,
ds s ds s ds

che, riscritte con l'introduzione di, divengono:

ddd sty 1
s sin fe; + cos ey ds—nds—sn
dn do do do 1
== i e .
10 ds (cosfeq + sinfey) T I .

. . S o 1 L
Le due formule sono in questo caso equivalenti e si riducono entrambe a= —;  6(s) & evidentet
. . . . . . Ty s .
mente la funzione logaritmo: se al valore iniziale della coordinata curvikned corrisponde) = 0,

. . . . . X
siha 60 =Ins. Ricaviamo oral'equazione della curva, integramde d—:
S

S
1
T = / (cosln s)ds + xo1 = ;(sinlns—{—coslns) -3 + Zo1;
1

S
1
To = / (sinln s)ds + 2y = g(sinlns —coslns) + 3 + x02.
1

10



Mediante la terna intrinseca si ottengono espressioni significativeldtita e accelerazione
Infatti, tenendo conto che

i) = X8 gy = Ly =gt sl D

= ds dt’ Tt T s ar
32

si ottengono le espressioni x(t) = st; X(t) = 5t + ks

La velocia € sempre diretta come il versore tangente alla curva; I'accelerazionetiappaal
piano osculatore alla curva: si noti che in nessun moto esiste una conpatienortogonale al
piano individuato d& e n. Le componenti lungo tali versori sono dette accelerazione tangenziale e
accelerazione normale. Un moto uniforme, per esempio, ha componenteziahgdell’accelerazione
uguale a zero. Problemijppcomplessi si presentano quando non sono note esplicitamente I'equiazion
della curva e la legge oraria, ma relazioni da cui ricavarle, come neéstgu

Esempio 3.4due versori fissii; e ug formano tra loro un angoler € (0, 7). Il moto di una particella
e tale che
x(t) = u; Ax(). (3.5)

Sapendo che(0) = usy, si ricavi la legge del moto
Derivando la (3.5) rispetto al tempo, si ha

%(t) = up A x(2).

Questo significa che I'accelerazioree normale alla velodit, e che dunque la sua componente
tangenziale® nulla:
§ =0= s = cost.

Allora il moto € uniforme con rapidét pari as = ||x(0)|| = ||u; A x(0)|| = sin «; la legge oraria
s =tsina + sg;
il raggio di curvaturae facilmente calcolato se si nota che, essamgde x tra di loro perpendicolari,
X = [Jur A %] = [[x[| = sin e
dunque, % = %s% — R=sina.
Per ricavare la torsione, si moltiplichi vettorialmente I'espressionemrt:

tAX=sinat An=sinab=tA(u; A%X)=(t-%)u; — (t-up)%x = ||X||/u; =sinab

in quantot & perpendicolare &a;. Ne deduciamo chd& coincide conu;, fisso per ipotesi e, di

conseguenza,

db

— =0=7=0.

ds
La curvae piana, con raggio di curvatura costante; siccome il moto si svolge sianm @rtogonale
b, x(0) e, dunquen, appartengono a tale piano. Allora,= g e R = 1 e la particella si muove dli

moto uniforme su una circonferenza di raggio unitario.

= D
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4 MOTI PIANI IN COORDINATE POLARI

La scelta di un sistema di coordinate piuttosto che un altro si rende oppgamdo essa permette
di focalizzare una qualche popretpecifica del moto: un buon esempigia quello della terna intrin-
seca che idonea a trattare le componenti tangenziali e normali delle grandezze tictemén’altra
sceltae quella che coinvolge coordinate angolaril caso delle coordinate cilindriche e di quelle sfe-
riche. Trattiamo nel dettaglio il primo caso, caratterizzato dalle seguentzieqiidi trasformazione
delle coordinate cartesiane rettangolari:

x1 = pcosd
To = psind 4.1)

Tr3 = X3

Trasformiamo ora i vettori spostamento, vela@taccelerazione in base alle (4.1). Osserviamo intanto
che, introducendo il versore
e, = cosfle] + sinfey,

abbiamo, per il vettore spostamento,

3
X = Z zie; = p(cosbey + sinfey) + z3e3 = pe, + xzes;
i=1

inoltre, se il terzo versore che definisce la nuova terna ortog@mgle- e3 \e, = — sin fe; +cos ey,
si ha
de, .  deg

= fe, —_—
dt o
Poicle la derivata temporale di un generico vettare= w,e, + wgey + wses €, con queste notazioni,

= —0e,. (4.2)

dw
dt

nel caso in cuw € il vettore spostamento e il vettore vel@gisi ha, rispettivamente,

= (W) — weé)ep + (wpé + 1g)ep + wses,

X = pe,+ pley + izes; (4.3)
X = (p—pb*e, + (200 + ph)eq + izes. (4.4)
| moti centrali sono caratterizzati dal fatto cke\ x = 0. Cio implica chee costante il vettore

c = (P —0) A%, O essendo il centro del moto e che, conseguentemente, iléquitno (la direzione
costante dc implica la giacitura costante del piano individuato dai vettori spostamento eitégldl|

, . . « : , L 1.
modulo dic uguaglia il doppio della velo@tarealeche, espressa in coordinate pola&rid = 5p29
(vedi figura).

Esempio 4.11n un moto central@ nulla la componente trasversa dell’accelerazione.
Infatti, derivando rispetto al tempo I'espressione della vedoaitale, si ha

o1
0= pp0 + 5%,

che implica I'annullarsi del coefficiente dj nella (4.4).
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Z2

Per ogni valore dip(#), a partire da
p(0), resta individuata I'areapazzata
dal vettore spostamento che ipotetica-
mente giaceva all'istante iniziale sul-
'asse delle ascisse. In ambito infinite-
simo, per una variazion€d dell’ango-

lo, si individua una porzione di piano
che, al primo ordine di approssimazio-
ne (se la curva = p(0) e regolare), ha

abbiamo

1
\ 0 1 dA = 5,o2de.

1 P
Con un’opportuna condizione inizialé, = —— = 6 = —; con tale condizionex - e, = 0, €

) . . t2 : . N R
I'accelerazione si riduce & = agey. Un moto con accelerazione radiale nudl@entrale se solo s5
rettilineo ed uniforme: infattia, = 0 implica che

2 (),
pdt\ 2 o

la condizione che la velocitareale sia costante implica quindi ¢éhe- 0. Il moto deve quindi avvenire

su una retta fissa nel piang Oz con velocih costante. Nel nostro esempio, I'integrazione d
seconda equazione differenziale comporta che

1+v5 1—
p(t)=cit 2 +cot 2

S

e che dunque noa costante la velogitareale 20 = 2tV5 + 2t=V5 + 2¢;c,.

do p(0) la stessa area di un settore circolare di
raggiop e angolo al centrdd. Dunque,

ella

Un ruolo fondamentale nei moti centraligiocato dalle coniche. Discutiamo la loro rappresenta-

zione iQ coordinate polari:
2 4

- D -

Una conicae il luogo dei punti con eccentriéit

e="?
- d
]f d . costante; questa relazione (tenendo conto che,
p dalla figurad = D — pcos #) implica che
1 1 cos
0 o1 -=—= .
o > i - p €D + D

See < 1 la conicae un’ellisse (e s& = 0 & una

retta direttrice circonferenza); per = 1 abbiamo una parabola e

pere > 1 un’iperbole.

13



Al

Esempio 4.3 Si consideri la curva di equazionecos? 5= cona € R*. Si mostri che essa rappresenta U

conica. Inoltre, si esprimano in funzione @lie componenti radiale e trasversa della velécdi un punto che g
muove su di essa in modo ché|x||= kp, (k € R).
La curvae una conica di eccentriéifpari a 1. Infatti,

1+ cosf :>1 1 +cos€
—0p=ua - = — .
2 P p  2a 2a

La condizione sul modulo della veloaié, in coordinate polarip? + p262 = k2p?; derivando rispetto al temp
I'equazione della curva, si ricava
. 2asin® .  psinf
P= (14 cos0)2” 1+ cosf

e sostituirlo nella relazione precedentemente scritta;

sin? 062 . . /1-+ cosf a
(1—&-0059)2Jr — 2 \/;
Conseguentemente,
; _,_@9-_ 2ak sin 6 1+ cosf oo — o — a k:cosg— ka
r=P= g (1 +cos6)?V 2 o= = 0 2 0

cos? — cos —
2 2
Si noti che2A = /akp?®/?, che noreé costante durante il moto.
Esempio 4.4Relazioni tra i parametri caratteristici dell’ellisse.
4y Indichiamo coru e b i semiassi dell’ellisse e con
B la distanzaOC tra fuoco e centro. Dall’equazione
//—'\ della conica derivata nel precedente esempio, si ha

che:
4 A T eD , eD 2eD

/ L A — . A = _ )
\ ) y 14 4= © —e T 1—e

L'equazione dell’ellisse allora:
a(l—é?)
- D - P=7 + ecosf

o ¢ =ae: infatti, dai precedenti risultat A = a(1 — ¢€), e, dunqueg = a — a(1 — ¢).

o c¢=+a?—b?: perdimostrare questa relazione, si noti chefper0

_0OA  a(l—¢) _a
“=av = —ay ~AV=1-e
, OB a
e, d'altra parte, e_W:>OB_e(cH—E(1—e)) =a,

da cui, applicando il teorema di Pitagora al triangBI©C, si ottienea? = b? + ¢?

0 b=aV1—€2: perquanto visto sopra, tale relazione si ricava dalla= v? + a%€.

14



Esempio 4.5L’equazione della traiettoria del moto piano di un puréo
t— x(t) = te] + t?u,

doveu & un versore che forma un angolo costante (0, ) con I'asser;. Si determini:
(a) I'orbita del moto; (b) le componenti intrinseche dell'accelerazio(&); la velocit areale

(@) In coordinate cartesiang(t) = (1 + t cos a)e; + t2 sin cves; eliminandot si ottiene:

T1sina — xo cosa = \/Tosinq,

che possiamo riscrivere nel sistema di coordinate cartesiane ruotate

X1 =z cosa+ xgsina; Xo = —x1sina + x9 cos a,
o, . o
come X; = ——X35 — Xacota, chee una parabola passante per I'origine, con asse par
SN~ «
. 1 1.
all'asseX; e con vertice inX; = ~1 cos? o, Xy = 1 sin 2a.

(b) Dalla traiettoria deriviamo facilmente velagi¢ accelerazione:

%X = (14 2tcosa)e; + 2tsin aey; X = 2cos aeq + 2sin aes,
, . . . 4t + 2
noncle $=||%|| = 1+ 412 + 4t cos a; §= tocosa
V14 42 + 4t cos
L, L . 1 X A\ X 2 si
Poicle il raggio di curvatura dato da: — = % ‘3X|| = [[2sin aes|| T
s (14 4t2 4+ 4t cos )2

4t 4+ 2 cos + 2sin «
= 1n.
V14482 +4tcosa 1+ 412 + dtcosa
(c) Dalla relazione tra coordinate cartesiane e polari, nel presentsidaso

abbiamo, infine, x

p? =t + 12 + 23 cos

pcosf =t(1+tcosa); .
. 9 . tsin o
psinf = t* sin « 0 = arctan ——
1+ tcosa
f =sina(l+tcosa)? +t3sin® o = sina :>A*1 29*ﬁsina
B ~ 1+#242tcosa “oPV T '

Si noti che il moto nore centrale in quantd = ¢sin a # 0.

allelo
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Esempio 4.6 Un punto P si muove in un piana; Oz,. Indicando cormw,; e w,, rispettivamente, le componeJﬂti
della velocit di P lungo I'assez; e lungo la direziong¢ P — O), si esprima I'accelerazione d? mediante queste
due componenti, le loro derivate temporali e le coordinatéa.

xo 4

In figura, le proiezioniv; ew, sugli assi obliqui sono ot-
tenute tracciando le parallele agli assi stessi (e sone dett
X componenticontrovarianti del vettore veloc#); si po-
0 teva, altrimenti, proiettare perpendicolarmente I'asive
<~ w1 della freccia dix sulle due direzioni: i segmenti staccati
sono le componentiovarianti.

Prima di tutto notiamo che il versorg, perpendicolare a,, si decompone secondo

(31 €,
tan@’

sin 0

€9

inoltre, usando le componenti, e w, e la decomposizione appena effettuata,

X d( ) = pe, + pb o + o+ 2 i +
X = —(pe = pe €eyp = ——e E— e, = we Wye,;
d e pTPTE = g T\ P T fang ) O T IO T W%
L . . . w1 sin 0
gueste relazioni consentono di esprimere = ———.
P
L'accelerazione allora:
sin 0 wyw

.. . . . 1
X = e + wpe, — wyw ep = wie) +wye, + (e1 —cosbe,) =

X = (1[)1 + wlwﬁ) e + (u')p _ cos 9) e,.
p p

Esempio 4.7 si valuti I'orbita p = p(8) del moto illustrato in figura; si discuta se il mo#ocentrale; si discutanp
i casi particolari in cuiv = w ev = 3w.

A

] w Si supponga che tutti gli elementi di fluido
di un fiume si muovano verso destra con

P velocit costantaw; una barcaP si muo-
ve da un puntad di una riva verso quel-

Po p la opposta con una veloditche, relativa-

mente al moto della superficie del fiurde,

di modulo costante edé costantemente

‘ ‘\ 0 diretta comg O — P).
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Facendo uso delle coordinate polari, si ha che:

v, = p=-—-v+wcosf (4.5)
vg = ph=—wsind (4.6)
- . . dp . s1n9 dp . ]
Poicle, tenendo conto della (4.6), sihache p= d@e =— 0’ la (4.5) diventa:
1 dp d v
1 = — cot 0.
o0~ a0 = weme @
Integrando per separazione di variabili, si ha allora:
v
v sin @ . Po sind \
Inp—1 =—In——— —Ins = —_— .
Bp P = B T cosd nsinf = p sin @ (1+cos€>

Il moto noné centrale, in quanto, derivando rispetto al tempo la (4i6)a:
pé + pé = —wh cos b,
e aggiungendo ad entrambi i membri di quest’ultima il temmifi si ottiene infine che
ag = 200 + pf = —wb cos O + wh cos § — vb;

I'accelerazione trasversadunque diversa da zero, a meno il moto non avvenga lungcettaissaf = 0).
(a) Per quel che riguarda il caso= w, notiamo che in tal caso l'orbitadata da

1 1 cos
=—+4+

PP Po

)

che rappresenta una conica per la qygle la distanza tra il polo e la retta direttrice: siccome ingjo€aso (vds.
Es. 4.3)ep, = p,, la conicaé una parabola (con asse parallelo alle rive del fiume).rimatalle (4.5-6),

; Po : Po do
P 1+ cosd wemy = w sin §(1 + cos )
(b) Perv = 3w I'equazione dell’orbita diviene: = ﬁ
v=owteq ' p_po(l—l—cosH)S’
e sostituend@ nella (4.6), si ha (assumendm 6 # 0):
sin 6
= —w.

Po (1+ cos )3

Da quest’ultima, otteniamo che:

Po sin 0d6 / Do 1
—_—— — 1 e =
w g (1+ cos6)3 o,  dacui 2w (1+ cos9)? t

= cosf = —1+ Lﬁ@zarccos L—l .
Po — 2wt Po — 2wt

Infine, I'evoluzione temporale sacompletamente nota sostituendo nell’equazione deitath legge

P
Po — 2wt

P
Po — 2wt

appena ricavata: P = pPo

con la quale, appunto, esprimiamo, accano-ad(t), anchep = p(t).

17



5 SISTEMI DI RIFERIMENTO IN MOTO RELATIVO

5.1 Velocita angolare tra due sistemi di riferimento

s Ricordando che la trasformaziong — z deve

essere lineare, la composizione degli spostamenti
(P-0)=(P-0)+(0-0"

xh p 54
7 ° e, in coordinate,
\ T2
fo) 3
%’ xh =T+ ) ana (5.1)
o 7 01 g
T1

k=1

dove lex]; individuano I'origineO rispetto a”.

Affinché i due osservator” e .’ misurino la
stessa distanza tra due punti, la trasformazione dev’essere ortogdhale<{ 1), e di qui:

> " aijai =0k = Y aijaipty =

— Z aijaiRTrRay = Z a;z; (dove led;; sono le derivate temporali degli elementi della matrige
i,k,j J
- . . / /N - .
Usando la (5.1), I'ultima relazione equivale a > a;j(aj—x),)a; = > aia;.
4. J
Facciamo temporaneameitiipotesi che il puntoP sia fisso inY’; conseguentemente:

./ _ ./ . . . . i . ! _ / _ ./ _ ./
T; = To; + E QjjTj == E :alyaw (25 — @) = ) — Ty
J ,J

Se, infine, introduciamo la matrice di elementi  w;; := Zdljaij,
J
otteniamo la relazione

B =y + Y wi(a] — af). (5.2)
i

Esempio 5.1Si mostri che la matricéw;;) € antisimmetrica.
Derivando rispetto al tempo la condizione di ortogomadit A, si ha:

Z(ajiak‘i + ajidki) =0= Wik + Wi = 0.
i

0 w12 w13
dunque (wij) = —Ww12 0 w3
—wi3 —wo3 0
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Una matrice3 x 3 antisimmetrica ha solo tre componenti indipendenti, proprio come un vettore di
R3! Associamo allora alla matriae il vettore

w = ws32e + wizes + waies,

e notiamo che, indicando com = wie; + weey + wses UN generico vettore, vi sono due operazioni
applicate ad esso che portano al medesimo risultato:

O Il prodotto della_matricev per la O Il prodotto vettoriale del vettore
matrice colonna associatana perw:
0 w1z W13 w1 WAW = (wlgwg + W13w3)el —+
—w12 0 w23 w2 </:> (—wi2wi + wogws)es +
—wi3 —wz 0 w3

(—wisw; — wazws)es

Definizione il vettorew cod introdottoe dettovelocita angolaredel sistema¥ rispetto av”.
Mediante il vettorev possiamo riscrivere la (5.2) in termini vettoriali:

(¥ =%, +wA(P-0)] (5.3)

Al di la del problema specifico dei moti relativi dei sistemi di riferimento, la (5r8generale,
esprime la velocit di un puntaP una volta che nota quella di un punt© rispetto a cuiP e fermo.
Un caso particolare della (5.8)quello in cui(P — O) = e4:

ap-0)" ., . de\’
{dt] =% —x, = (dt =wAe, (5.4)
dove, sottolineiamo, I'apice significa che la derivateseguita d&”’.

Osservazionel versori dei due sistemi di riferimento, per esemgjcede;, formano angoli variabili
durante il moto relativo:

€| e = cos o, ¢ = (1)
La derivata temporale rispettod’ di questa espressioie

e g/——singbgz.b
Y \at ) '

Se introduciamo un versone sempre perpendicolareed ede;, di modo chee| A e; = sin¢u, e
teniamo conto della (5.4), abbiamo che:

e - (whe)=—singd = w-(e) Aey) =sinpp = w-u= .

Sew € parallela au, il suo modulo uguaglia proprio la rapiditon cui varia I'angol@: cido motiva
'uso del termineveloci&s angolare D’altra parte, tornando a come abbiamo introdotto la matrice
w = AAT, & evidente che se le orientazioni relative dei due sistemi di riferiments@riairettori,

per esempio) non cambiano nel tempo= 0 e i due sistemiraslanouno rispetto all'altro.
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Esempio 5.2Si mostri che la velodit angolare dis”’ rispetto a.” € —w.
Tornando al legame tra veloaitangolare e moto rotatorio tra i due sistemi, abbiamo che
consideriamo fisso”, e indichiamo conw la velocita angolare di”,

. de!
singd=e - (;;) —er (@A)

confrontando con quanto dedotto nella precedente osservazionet@ ¢ento dell’antisimmetria de
prodotto vettoriale, si ha che deve essérser —w.

5.2 Legge di trasformazione della derivata temporale di un vikore

Come sié visto, e essenziale specificare rispetto a quale osservatore si eseguonvdtedi un
vettore. La (5.3) ci permette di ricavare una legge generale per tneesfere derivate di” in quelle
di ': sew = ", w;e; & un vettore generico (che non ha componenti costan# inla sua derivata
fatta rispetto a¥ (con versori; fissi) &:

dw _ g~ dwi
di 4= dt
mentre quella rispetto &’ &:
dw ! dw; de; !
(dt) =2 gt (dt> -
Quindi, usando la (5.4),
dw\’ dw

Esempio 5.3Un sistema di riferimento” ruota con velock angolarew = te} rispetto a.#”’. Sapent
do che le origini dei due sistemi si mantengono coincidenti, si determirellacita e I'accelerazione
del punto individuato d4dP — O) = e;.

U

Poicte, applicando le precedenti considerazioni sulla velo-
/ cita angolare, e tenendo conto che quest'ulténparallela
allassers,

— —singg = e} - (wAey) = 0;

el cio significa chep = 0 e che dunque; forma un angolo
¢ costante con 'asse}: I'estremit del versores; descrive
una circonferenza di raggige: || sin ¢ = sin ¢.

La velocita di P e, per.”,

x' = der /:w/\e = teh Aeq:
dt 1 3 1,

con questa relazione possiamo ricavare la legge oraria: infatti,

1
s=|X||=tsing = s= §t251n¢.

20
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Allora, abbiamo la pi completa informazione sul moto, in quanto conosciamo legge oraria e orbita,
quest'ultima essendo la circonferenza di equazioni parametriche

/ . / . . S /
T1 = sin ¢ cos — To =sin¢gsin ——; x5 = cos ¢.
1 ¢ SID¢7 2 ¢ smgb’ 3 ¢
La traiettoriagé dunque data da:
2 2
/ . t / . . t /
1 :smd)c055; x2:sm¢sm§; T3 = COS .

La velocit e I'accelerazione si ottengono con una semplice derivazione:
t2 t2
./ . . / . /
x = (—t sin ¢ sin 2> e + <t sin ¢ cos 2) €y;

t2 t2 t2 t2
% = (— sin ¢ sin 5 t? sin ¢ cos 2) e+ (sin¢cos 5 t? sin ¢ sin 2) e,.

Se eventualmente si vuole esprimere I'accelerazione rispetto alla ternado#jnsnendo conto che i
moto avviene nel pianos = cos ¢, ches = sin ¢, e che il raggio di curvaturasin ¢, si ha che

%' = sin ¢t + ¢ sin ¢m.

5.3 Cinematica relativa

Nella (5.3) il puntoP € considerato fisso rispetto &d etrascinatoda.#” nel suo moto. Indichiamo
ora conx; tale velocita di trascinamento e consideriamo il caso pigenerale in cuP ha anche un
moto relativo rispetto &’. Facendo uso della (5.5) si ha, per la velaciel punto rispetto &,

& = [jt(p—o')y: [jt(P—O)]/—i— L;lt(o—o’)]/: [Z(P_O)} WA (P—0)+%,

Indichiamo conx,. la velocita relativa di P rispetto a¥, e scriviamo infine ldegge di composizione
delle velocit:

X =% +%,. ) (5.6)

L'accelerazione diP rispetto all'osservatore”’, € valutata da quest'ultimo derivando la (5.6)
rispetto al tempo:
dx,

. g(. +.)’_ conk s (s '
S v \a ) T

B o n% + (dxg)’+ (dw)//\(P—O)erA [d(P—O)]/=

dt dt dt dt

dx, dw

dt dt

(si noti che la (5.5) implica che la derivata temporalewdieé uguale nei due sistemi). Se adesso
indichiamo, rispettivamente, con

+wAX + %X, +—A(P-0)+wA[x +wA (P —0)]

dx,

dt’

d
%, = k=% + AP - O0)+wAwA (P —O0)]; %, = 2w A X,

dt
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le accelerazionielativa, di trascinamento e di Coriolis, otteniamo ldegge di composizione delle
accelerazioni

(& =3 + 3%, +%. | (5.7)

Le (5.6) e (5.7) permettono di trasformare velacit accelerazione passando da un sistema di
riferimento ad un altro, in moto generico rispetto al primo.

Esempio 5.4 Una particella si muove su un’elica cilindrica. L’assg di un osservatore” & diretto
come la generatrice del cilindro. Sapendo che la legge oraria.ghdetermina per tale moté s =
1 . . . . . .

5152, si calcoli la velocia della particella rispetto ad un osservatoré’ che trasla con accelerazione

costante rispetto ad” mantenendo I'ass€; coincidente coms.
Ricordando i risultati ottenuti nell'esempio 3.3, si ha che l'osservaigtgerviene alla seguente
traiettoria:

t? 12 ht?
x(t) = rcos ———=e1 + rsin ey + es,
®) 2v/1r2 4+ h? 2v/12 4+ h? 2v/r2 4+ h?2

dover e h sono le costanti caratteristiche dell’'elica. La velacitlativa a tale osservatoeeallora
rt . 12 N rt t2 N ht
Sin el COS €9 €3]
V12 + h2 212 4+ h? V12 4+ h2 2v/r2 4+ h?2 VrZ + h?

la velocit di trascinamente dovuta al fatto che I'origin® di . trasla con accelerazione costaate
se inizialmente era in quiete, essa plessere espressa come:

X, = —

U

xs = ate}.

Per avere la veloditrichiesta, basta applicare la (5.6); si noti che la veddditrascinamento incide salo
sulla terza componente e che la legge oraria fornita dall’'osservatoren differisce sostanzialmente
da quella di¥, in quanto

§ = =ty f1+ 0+
V2 + 2

Esempio 5.5 Cod come la traiettoria e la legge oraria, anche l'orbigarelativa all'osservatore che
ne formula I'equazione.

Si consideri il caso di un osservatasé per il quale un punto si muove sulla circonferenZa- 23 = r?
e, per fissare le idee, il moto sia uniforme.. Un secondo osservatosemuove con velocit costante
lungo I'assers: per esso I'orbita un elica cilindrica: la sua equazio@eicavabile eliminando il tempo
dalle

1

'y =rcoswt; zh=rsinwt; x4 =kt

22



Esempio 5.6Si discuta un caso in cui due osservatofi e. pervengono a leggi orarie distinte.
Si consideri il semplice caso di due sistemi di riferimento, con origini € as& % coincidenti, il
primo dei quali, diciama¥”, ruota con velocé angolare-w(t)es rispetto al secondof’). Un puntg
si muove su una circonferenzd + x2 = r2 (equivalente a’s + 2/ = r2) con un'assegnata legge
orarias = s(t) rispetto a.. Derivando I'equazione della traiettoria, si ottiene dunque la velpcit
relativa a.”:

s(t) s(t)

X, = —S§sin —-ej + $cos —-ey.
r r
La velocita di trascinamenté
) s .S .S s
Xs =wA (P —0) =wes Ar(cos —eq +sin —ep) = wr(—sin —e; + cos —ey);
T r r r

si noti che la (5.6 indipendente dalle coordinate. In generale, la scelta di decompormdeetocity
rispetto a un sistema piuttosto che all’altro, dipende dalle circostanze: quela acindifferente
Infatti, per ottenerd’, si deve valutare il modulo di:

. . i .S ) S
X =% + %X = —($+rw)sin —ej + (5 + rw) cos —es,
T T
e un modul indipendente dal sistema di coordinate prescelte. Ricaviamo infine:

§ =X =5+rw,

che, a seconda di come si sceglie- w(t), porta a differenti leggi orarie’ = s'(t).

Esempio 5.7 Si costruisca un moto relativo in cui siano nulle le accelerazione di traseérdo e d
Coriolis, benclé la velocit angolare tra i due osservatori sia diversa da zero..
Per annullaret,, € sufficiente, per esempio, che

1. O si muova di moto rettilineo uniforme rispettod’;
2. che(P — O) sia parallelo av e aw;
3. lavelocit di P sia parallela ¢ P — O).

Supponiamo allora che”’ e . abbiano una comune origin&§ = 0), che il puntoP si muova

sullasseOx3 con legge x(t) = x3(t)es

e che la veloc# angolare di rispetto a7’ sia  w = f(t)es. Intal caso, abbiamo che
dw .

wA(P—0)= f(t)es Nzs(t)es =0, oy AN(P—0)= f(t)es Nz3(t)es =0

o

. . es\’ \ g .
Siccome, moltre,(d—i) = w A eg = 0, segue che I'ass@x3 € fisso anche i”’. In questo sens

'esempioé artificioso, in quanto la rotazione degli agsi; e Oz non influenza in alcun modo la
descrizione del moto del punto.
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6 Esercizivari
1. Si caratterizzi la terna intrinseca di una curva piana di equazione
y = f(z).

Nel presente case possibile (e conveniente) usare la variabile indipendemime parametro
della curva. Formalizzando,

@) o @
x=1| f(z , — =\ flz
0 dx 0

Siccome per una curva piana il legame tra il parametro arco e l'ascat da

ds = \/1+ f?dx,

si ha che il versore tangenge

dx _dxde 1 0
ds drds /14 f? 0

Per quel che riguarda il versore normale, ricordando I'espressieinaggio di curvatura,

dt dx ‘(1 + f/2)3/2‘ f/f” /1 1 //0 1
S I e e A vl IR Vi
0 1+ f 0 N
-+ 1 -/

" 1
£ \/1+f/21+f,2 0

Indicando con sigfy”) il segno della derivata seconda, sidpulteriormente semplificare I'e-
spressione:
. 1" —f/

Vi \ o

Il terzo versore deve avere ovviamente la direzione dell’asse detleme si po direttamente

verificare:
. 7 i J k
botane9 ) gerl 1 7 o0 | =signf k.
1+ f?
—f 1 0

2. Si scrivano i versori tangente e normale nell’origine del sistema diirfento Oxy per la
parabola di equazione
Y= —z?.
Usando i risultati dell’'esercizio precedente, si ottiene facilmente che,rinpaoto della para-
bola,
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1 2z

1 1
t=— | 20|, n=-—o | 1
V14 422 0 V14 422 0

essendo sign’ ) = —1. In particolare, nell'origine£ = 0)

1 0
t=1 0 | =1, n=—11]=-j
0 0

. Si caratterizzi il cerchio di curvatura in un punto di una curva; siigerla formula del raggio
di curvatura quando la curvé parametrizzata dal parametro arco

In ogni puntoP’ di una curva (con curvatura diversa da zero) esiste un unicoioaticturvatura
che:

e & tangente alla curva iR;
e ¢ orientato come la curva (il versore normaléfdm lo stesso per curva e cerchio);
e il cui raggio coincide con il raggio di curvatura della curva.

La prima condizione dice che il centro del cerchio giace sulla normale al@a.cla seconda
dice chen(P) punta verso il centro del cerchio se la curvataranaggiore di zero, in verso
opposto se la curvatur@a minore di zero. Si ricordi che la curvatura ha un segno, mentre il
raggioe definito positivo: ,

= = |k|.
== Ik

n(Q)

P
Dimostriamo che I'equazione del cerchio di curvaturagoulatorg e

||Ix —xp — n]‘DRpH2 = R2p

dove l'indice P si riferisce al punto della curva.
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Infatti, dettoC' il centro del cerchio, il luogo dei punfi/ equidistanti daC e giacenti nel piano

osculatored dato da
|IM —C|? =

e, d'altra parte,
M—C:(M—P)—(C—P):X—XP—RPIIP

P

C M
Xp )

Infine, un commento sulla formula per il raggio di curvaturaxSe x(s), per ricavare il raggio
di curvatura basta calcolare i moduli dei vettori

ds R
e si ha subito che
1|
R ||ds?
Per comprendere il legame tra questa formula e quella proposta per p&aazédni generiche,
si noti che
x| _[[d (dxdr LNNYE
ds? || d\ ds d/\2 d\ ds?
e che, inoltre,
ds? ds " ds?

in quanto il primo fattore del prodotto esterno ha modulo unitarié pdrpendicolare al secondo
vettore. Allora, da queste due espressioni, si ottiene
_||dx pIx d?*x
" llds " ds?

d*x

d*x dxd)  d?x [d\\2
ds?

avas o \as
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4. Sitrovino le equazioni intrinseche di: (a) retta; (b) circonferenza;dli¢a cilindrica

(a) Nel caso della retta, la terna intrinseca si mantiene parallélatessa, dunque i suoi versori
sono costanti al variare di le equazioni intrinseche sono, dalle equazioni di Sérret,

k(s) = 0; 7(s) = 0.
(b) siar il raggio della circonferenza di equaziorés) = r cos fel + rsin feg, da cui
T T

.S s dt 1 s 1 . s 1
t=—sin-e; +cos—-eg — — = ——cos—e; — —sin —ey = —n.
T T ds r T T r T

Dunque:x =1/rer =0.
(c) Nel caso dell’elica, partendo dall’equazione ricavata nell’Es. 2.7,

s s hs
X(S8) = rcos ————=e1 + rsin ey + es,
(s) V12 4+ h? V12 4+ h? Vr2 4+ h?

i oft £ 1 . s s L
SI 0 engono = m —7T Sin mel + 7r cos WGQ + €3
dt r s i s

—_— == Ccos e Sin ———e
ds 72 + h? P 2Rt )

o 1 . .
da cui si deduce ch%— = 50 ! 5~ Inoltre, con qualche passaggio, usando la formula di
T

+h
Serret
dn 1
— = ——t b
is ~ R'T™™

(dove, a parte I'incognita, ogni termineg facilmente calcolabile) si guricavarer = e
T

5. Sidimostri che il raggio di curvatura di una parabog&aminimo al vertice
Scrivendo I'equazione vettoriale della parabola come

x(z) = ze; + (ax? + br + c)ey
dovez € il parametro, e sfruttando le formule studiate, si ha

I |2al

R (14 (2az +b)2)3/2

Sceltoa > 0 (R non dipende dal verso della concayjtcalcoliamo

dR

= = 3v/1+ (2ax + b)?(2azx + b)

'ma anche notando che il raggio di curvatura di una reftzfinito e che la torsioné nulla essendo la retta una curva
piana.
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da cui si vede che la derivata si annulla nell’ascissa del vertice

_ b
2a°

Siccome poi
d’R  6a(1 + (2az + b)?)

dz? 1+ (2az +b)?
d’*R b
W ( > = 6a > 0,

B 2a
R ha nel vertice il minimo valore.

)

. Una parabolag descritta da (vedi es.4.5)
x(A\) = Au+ A’w

doveu e w sono versori che formano tra di loro un angdoc (0.7). Si determini il vettore
posizione del vertice

Poicte il raggio di curvatura dato da

I J[(u+2xw)A2w|[  2sinf

R (144)\2)3/2 (14 4)2)3/2
sfruttiamo il risultato dell’esercizio precedente e cerchiamo il valore dempetro per cuR €

minimo:
dR  6V1+ 4N
ax sin 0
Dunque, il verticed nell’origine &(0)).

A=0<= )X=0.
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