NOTE SULLE ROTAZIONI RIGIDE I

(Meccanica Analitica - a.a. 2009/10)
Sommario

1. Vi sono, oltre agli angoli di Eulero, ulteriori sistemi di coordinate ¢amgiane idonei a descrivere
il moto di corpi rigidi con punto fisso; vi sono ulteriori rappresentardmlile rotazioni, equivalenti
a quella descritta dagli elementi 80 (3, R).

2. Il teorema di Eulero prevede che sia sempre possibile raccorddmrdrdue configurazioni di
un corpo rigido con punto fisso, mediante una rotazione attorno a un&dedissa e suggerisce
un’ulteriore scelta di variabili lagrangiane;

3. le rotazioni infinitesime commutano tra di loro tosme le velocé angolari.
4. Lisomorfismo locale
SU(2,C) = SO(3,R)

determina, a partire da una rotazione reale, la trasformazione lineare spinore.

1 Rappresentazione spinoriale degli operatori di rotazione

1.1 Rappresentazione complessa di un vettore reale

Un vettore, per es. lo spostamente= (P — O), oltre che come matrice colonna (con tre elementi
reali) pwb essere rappresentato con una matrice compless

X
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Notiamo che la matricé® & hermitiana P! = P) e a traccia nulla; viceversa una qualsiasi matrice
hermitiana e a traccia nulla deve avere la form&d determina univocamente un vettore. La richiesta
(arbitraria) cheP sia a traccia nulla, ha come conseguenza che il determinafténdiividua il modulo
del vettorex: det P = —||x]|2.

Ci domandiamo ora come si trasforma la matr¢@er effetto di una rotazione reale, vale a dire se
A € SO(3,R) trasforma le componenti & secondo I'usuale equazione

Xr xXr
vy | =Al vy
2 z

al termine della trasformazione resta individuata la matrice

P 2! ' — 1y
- ' + z'y’ —
Qual'e la legge di trasformazionB — P’? Per rispondere introduciamo una particolare famiglia di
operatori in campo complesso.



1.2 Le matrici di SU(2,C) sono individuate da tre coordinate.

Supponiamo di ruotare un vettore in un piano complesso: pensiamo @at aver tracciato un
vettorew = (P — O) che ha componenti complesse sia sull’aSseche su quell@®y, e applichiamo a
esso una trasformazione lineare rappresentata da una matrice quadrata:

() =05 5)()

dove tutti i numeri che compaiono nell’equazione sono, in linea di princgumplessi.
In modo analogo a quantoavisto per gli operatori d5O(3,R), si pw mostrare che le matrici

complesse
_ (o B
9= ( v 8 >

unitarie QQ = 1) conservano i moduli dei vettori del piano complesso. Comungueteressante
notare che se all’'unitari@iaggiungiamo la richiesta che il determinante di tali matricksial, possiamo
affermare che ciascuna di queste matéiéndividuata dal valore di 3 soli parametri reali. Si lascia al
lettore la verifica diretta di:

(G 5) = Gy @=( 5 )
v s J\p o) = \o1 —\-p o
—

ad — By =+1 ac® + BB =1

Le matrici@, unitarie e unimodulari, costituiscono il grupp@’ (2, C), che conSO(3,R) ha per ora in
comune solo il numero di parametri che individuano ciascun elemento @bgyr

1.3 C’e una corrispondenza (homomorfismbptra i gruppi SU(2,C) e SO(3,R)

Torniamo alla matricé® precedentemente introdotta.&din’interessante legame tra di essd g2, C):
I'azione di una matrice unitaria sB € formalizzata dalla trasformazione di similitudine

;. _ « 154 z x — 1y o =B\

infatti, ricordiamo quanto osservato per le rotazioni reali: la trasformazidne Ax effettuata da
A sui vettori, agisce anche sulle matrici, e lo fa secondo la ledgfe= ABA”. Ma la trasforma-
zione di similitudine ha una fondamentale progai¢the si po dimostrare con un calcolo diretto):
conserva I'hermitiani e la traccia (nulla) dP.

Di conseguenza la struttura 8 deve essere identica a quellaZei

P 2 ' — iy
iy _

det(P') = det(QPQT) = det(P) => 2/ + y/> + 2> =22 + * + 22 (1.2)

Quest'ultima propriet € la stessa che caratterizza I'ortogoralilelle matrici di rotazioned. In
sintesi:
L'invarianzadei moduli deivettorix € R? & l'effetto siadell'applicazionedi A al vettorex che
dell'applicaziondi  allamatrice P. La (1.2) definisce I'applicazione tra i due gruppi, e associa a ogni

e, ancora,




rotazione inR?, descritta da una matricé € SO(3,R) una trasformazione lineare nel piano complesso
descritta dalla matricg).

Le applicazioni degli operatori dei due gruppi rappresentano @ssa operazione astratta, la rap-
presentano su insiemi diversi e con operazioni diverse. In tabden@ppresentazioni devono essere
equivalenti e nel linguaggio matematico si deve mostrare che i due gruppisomorfi, vale a dire che
se indichiamo con

Q2 e @ B e C

rispettivamente due elementi diU(2,C) e le due rotazioni reali corrispondenti, si deve avere che
tale corrispondenza associa al prodafied); proprioil prodotto BC' (la corrispondenzaonservail
prodotto). E cose:

P =Q,PQl +— x' =0Cx
P"=QyP'Ql «+— x"=Bx
P’ = Q1 PQIQI «— x" = BCx
1.4 Corrispondenza tra le coordinate diSU (2, C) e quelle diSO(3,R)

Indicando conc_ = = — iy ex4 = x + iy, la trasformazione (1.1) implica che

P ( ,i’ :L'L, ) :QPQT:< a B* ) ( a*z+ e —fr4 o ) (1.3)

¥y —z —f* « ofry — [z —fry —az
Uguagliando termine a termine gli elementi delle matrici si ha infine
x/+ — —204*,3*2 _(B*)2m_ +(a*)2x+
¥_ = —2aBz +a’x_ —p%x, (1.4)

J= (a0~ ")z +af'z- +afry

La (1.4) altro nore che una trasformazione lineare che connette le componenti dei vedios're
x: x' = Ax e, per fissare le idee, la terza rigadle

(a"B+ap*  i(—aB*+a*B)  aa’—pFY)

...eccetera.E allora possibile scrivere una corrispondenza tpaiametri di Cayley-Klein «, 5 e
gli angoli di Eulero semplicemente esprimendo la matrcen entrambi i sistemi di coordinate e poi
uguagliando termine a termine le due matriccos scritte. Se resta un dubbio sul fatto chesia una
matrice reale, basta sostituire

o= ey + ie3 B =es +ieq (eg, €1, €2,e3 € R)

e la matrice diviene

edt+ei—e3—e2 2(erea +epe3) 2(eres — epea)
2(ejeq — epes) egfe%Jre%feg 2(ege3 + epeq)
2(e1es + egea)  2(eses —eper) ei—ed—e3+e3
Qui abbiamo introdottoparametri di Eulero e; che sono 4, ulteriori, possibili variabili lagrangiane,
vincolate dalla condizione
e%+e%+e%+e§: 1.

Dunque esistono, e sono facilmente esplicitabili, relazioni funzionali traladigeulero e parametri di
Cayley-Klein (o parametri di Eulero).



1.5 Lisomorfismo none globale

Si pu mostrare che la corrispondenza$@ (2, C) e SO(3,R)e di tipo2 : 1. Ci basta verificarlo in
un caso elementare, quello di una rotazione piana attorno allasskn tal caso, dett@ I'angolo della
rotazione, si ha
2’ = xcosg+ysing + i(—xsing + ycos¢) = z(cos ¢ — isin @) + iy(cos ¢ —isin@) = e Pz,
2’ = xcosg+ysing —i(—xsing + ycos ) = x(cos ¢ + isin ¢) — iy(cos ¢ + isin ) = Pz _

!/
z =z

Corrispondentemente, dalle (1.4), si ottiene che
B=0; o=e?
La corrispondenz&U (2, C) e SO(3,R) associa dunque tra loro le seguenti matrici:

cos¢p sing 0

ei¢/2 0 .
Q¢:< —ip)2 ><—>A: —sing cos¢ 0
0 e 0 0 1

Se consideriamo due rotazioni, in particolare= 27 e ¢ = 4, a ciascuna di esse corrisponde una
matrice distinta dSU (2, C):

Q27rz<_01 _01> Q47T:<(1) ?)Z_QQW

mentree del tutto evidente che per entrambe le rotazioni
A=1.

Generalizzando questo caso, sbpmostrare che la corrispondengara ogniA € SO(3,R) e una
coppia di matrici(@, —Q) di SU(2,C). Parleremo allora di homomorfismim quanto la biunivoc#
dell'applicazione nom rispettatd.

1.6 @ siesprime mediante i parametri di Eulero e le matrici di Pauli.

Se introduciamo le parentesi di Paatli, una generica matrice diU (2, C) si scrive come segue:

[ a=eg+ies3 B=ex+ier | _ 1 0 . 0 1 . 0 —1 . 1 0
Q_<’y(€2i€1) 560i63>_60<0 1>+Z€1<1 0>+w2<i 0>+Z€3(0 1)

=epl +ie-o.

Nel caso specifico di una rotazione piana attorno all’'asger come abbiamo gitrattato il caso, si
puo scrivere:
Qy = ]_COS% —l—iagsin%
Le stesse matrici di Pauli forniscono una decomposizione particolarmiemética delle matrici
hermitiane a traccia nulla. Dalla definizione, si ha che

P A S A W A S S
“T\ 10 Y\Vi o o -1) 7%

!Si pw anche parlare di isomorfismo locaiel senso che la biunivoéitvale tra un aperto contener@e(cos come un
aperto contenente Q!) e uno contenenté




2 Il teorema di Eulero

Supponiamo che un corpo rigido con un punto fisso, posizionato inizialmeat&inonfigurazione
Co, si trovi, dopo un intervallo di temp@ — t,) in una configurazion€;, seguendo una qualunque
evoluzione temporale. Il teorema di Eulero, in pratica, ci assicura chedssempre individuare una
rotazione (attorno a un asse fissato) che connetta queste configuraigsto significa che la reale
evoluzione temporale del corgomatematicamente equivalentea tale rotazione (istante per istante,
I'asse di rotazione, nell’evoluzione reale, potrebbe cambiare direzione

Per la dimostrazione del teorema, premettiamo il seguente

Lemma: Ogni matriceA € SO(3,R) ha (almeno) un autovalore uguale4al.

Dim.: gli autovalori di A sono le radici dell’'equazione di terzo gradet(A — AI) = 0. Due radici
sono sempre tra loro coniugate, quindi almeno @naale. Dalla teoria, sappiamo éhé pud essere
diagonalizzata e gli autovalofi\i, A2, A3}, che si trovano sulla diagonale, sono di modulo unitario.
Inoltre, essendal unimodulare, ne segue che

Aoy = +1.

Se\ e una radice realex & un autovettore reale non nullo, allora dalla condizione di ortoganalit
dall’'equazione agli autovaloAx = \x, si ha che

lAx]|* = |x|* e [[Ax|*=[\P|x]* = A= £1.

Se tutte le radici sono reali, esse sqnol, 1) o (1,—1,—1), per 'unimodularia di A. Altrimenti, se
due autovalori sono complessi,

)\3 = )\3 — ‘)\2‘ =1= )\2)\5 = )\2)\3
e, ancora)\; = +1 dalla condizione sul determinante.

Teorema di Eulero: Ogni matriceA € SO(3,R), A # I, & una rotazione di un angokd attorno a un
assen.

Dim.: il precedente lemma ci assicura che la matécba un autovettora con autovalord: An = n.
La retta individuata da € invariante rispetto alla rotazione. Sidl piano ortogonale a tale retta:

m={yn-y=0}

Poicte A & ortogonaleA(w) = w. Indicando core;, e; una base ortogonale sy relativamente alla
ternan, e;, e, A € rappresentata dalla matrice

1 0 O
A = 0 alp ag
0 a3 a4

D'altra parte, per le propriatdi A, la matrice A’ = < Zl 22 >
3 04
e evidentemente ortogonale e speciale, dunque appartiSa¥a R), il gruppo delle rotazioni piane.
Quindi A e una rotazione attorno alla direzione individuatanda
Come corollario del teorema di Eulero, possiamo affermare che:
Ogni matriceA € SO(3,R) pud essere scritta, in una qualche base ortonormale, come

2se si vogliono approfondire i dettagli si veda p.es. il libro di testo alpp-152
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1 0 0
A=10 cos® sind
0 —sin® cos¢

Cio significa che per la descrizione di una rotazione di un corpo rigidopcmmo fisso, una possibile
scelta per le coordinate lagrangiaiméa seguente: due variabili individuano la direzione del versore
dell'asse di rotazione, una terza coordinagaroprio I'angolo® della rotazione attorno a tale asse.

Osservazione le coppie(n,®) e (—n,—®) rappresentano la medesima rotazione. S) gunque
restringere I'angolo all'intervall@, /.

Ci proponiamo ora di esplicitare mediante queste nuove variabili lagrandiarlazione lineare tra
le componenti dik e x/, vale a dire dei vettori posizione che individuano i punti del corpo agidma
e dopo la rotazionk A tal fine, analizziamo la decomposizione dei vettori qui sotto illustrata:

Qui vediamo la rotazione del punto
P dall'alto. V ¢ il piede della per-
pendicolare tracciata d& a (P —
N).

nella figura di sinistra il generico vettore spostamexte: (P — O) viene ruotato in senso orario nel
vettorex’ = (Q — O). Quest'ultimo, come evidente dalla figura, si decompone anche in:

@-0)=(N-0)+(V-N)+(@Q@-V).
Valutiamo separatamente ciascuno di questi componenti:

0O (N-0)=n(P-0)-n,
essenddP — O) - n pari alla proiezione diP — O) lungo I'asse dn.

O (V=N = [[(Q = N) cos® = [|(P = N)|| cos & =
(V—N)=(P—N)cos®=[(P—0)—(N—-0)]cos® =[x —n(x-n)|cos P

0 Q= V)l = 1(Q = N)||sin® = [|(P = O) An[sin® — (Q — V) = (x An)sin .

Intotale, (Q—0)=(x-n)n+[x— (x-n)njcos® + (x An)sin®.

Riordinando, abbiamo: |x' = xcos® + (x - n)n(l — cos ®) + (x An)sin ®

3Si noti che, approfondendo tale analisi, sarebbe ovviamente possitiiers equazioni di trasformazione tra questi nuovi
parametri e le coordinate 8iU (2, C) e SO(3, R) gia studiate.
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3 Osservazioni sulle rotazioni infinitesime.
Se una trasformazioreeinfinitesima, cie se la differenza tra i vettori posizione
dx =x' —x

e valutata trascurando i contributi superiori al primo ordine di appr@sgone, la formula precedente-
mente ricavata per le rotazioni finite si riduce a

x =x+ (nAx)d® (3.1)

dovecos @ € stato approssimatolae sin ® a d®; inoltre sié fatto uso di una convenzione sui segni
opposta alla precedente: la trasformazione consiste ora in una rotaaitiaa) (dei vettori in senso
antiorario @ — — ).

D’altra parte, I'approssimazione al primo ordine della matdceella formula della rotazione’ =
Ax si effettua mediante la matrice della trasformazione infinitegima

x' =(1+e)x (= dx = ex).

Per fissare le idee consideriamo una rotazione piana e ne sviluppiamo abpdime di approssimazione
la matrice, indicando cotid la variazione infinitesima dell'angolo :

cos® sind 0 1 0 0 0 dd 0
A = —sin® cos® O = 01 0 + —d® 0 0
0 0 1 0 01 0 0 0

guest'ultimae la matrices che fornisce la variazione infinitesinix.
La matrices gode evidentemente delle seguenti propriet

(1+4+e€1)(1+e2) =(1+¢€2)(1+e1) (lerotazioni infinitesime commutano);
(1+¢€)(1 —¢) =1 (larotazione inversal — e);
el = —¢ (e & antisimmetrica).

In base a quest’ultima proprégte tenendo conto della (3.E),espressa mediante le coordinate ®, &:

0 —ng Uy 3
e=| ns 0 -m |d®=> nMd®=ddn M (3.2)
—nNo n1 0 =1
dove
00 0 00 1 0 -1 0
M =00 -1 M, = 000 Ms=[1 00
0 0 -1 0 0 0 00

Le (3.1) e (3.2) ripropongono I'applicazione (nota dalla cinematica debpara matrici antisimme-
triche e prodotti vettoriali; a livello infinitesimo qui abbiamo

dx = wdt N x = wdt = nd®,

w essendo la velodtangolare del corpo rigido rispetto a un osservatore fisso, vale a distocita
angolare di un qualungue sistema solidale con il corpo rigido rispetto atemsisisso nello spazio.



Proprief importante Le rotazioni finite non sono commutative; le rotazioni infinitesime € con esse

le velocita angolari) lo sona
Per esemplificare, consideriamo il seguente sistema

Un disco ruota attorno alla rett@y’

con velocid angolaref. A sua vol-

ta I'asseOy’ ruota attorno all'ass®z
/ con velocié angolarep.

I

Istante per istante il corpo rigidd@soggetto a due rotazioni e le due corrispondenti vel@gigolari sono
0j/, e ok.

Conviene sempre riferirsi a un unico osservatoreZ3gY Z (conGZ = Gy') & un sistema solidale con
il disco, avremo che le velocitangolari sono

0K, e ¢cosHl+ psinbl.
Invece, rispetto al sistema inerziale:yz, avremo
Ocos i+ Osindj, e ok.

Indichiamo conB e C due successivetazioni: per fissare le ideé€; ruota il sistema di riferimento
solidale al disco di un angotattornoGy/’, B di un angolap attorno a0z, e siad = C B larotazione to-
tale®. A queste rotazioni associamo, piuttosto che le relative vél@ritolari, le matrici antisimmetriche
di rotazione: _ . .

A—Q=AAT, B—Qp=DBB"; C— Qc=0CC".

Come facilmente si verifica,

Q= AAT = (CB+ CB)BTCT = Q¢ + CcQpCt

dove l'ultimo termine rappresenta la trasformazione di similitudine che permetspdirere la matri-
ce Qp nel sistema di riferimento intermedio ottenuto mediante la rotazidndradotto in termini di
velocit@a angolari, @ significa

wp =we +wp

che chiaramenté una relazione commutativa.
Come applicazione, studiamo una rotazione infinitesima come somma vettoriale delizivete
temporali degli angoli di Eulero, ciascuna moltiplicata per il corretto versor

w(t) = des + Be| + YE;,

“nel caso generale ovviamenB' # C'B.



dove la successione delle rotazioni della terna di vegsori

e e el U E, (i=1,2,3).

Allora, ruotiamo (in senso passivo) tutti i versori su una stessa basespmpio quella iniziale,

cos¢p —sing 0 1 cos¢p —sing 0 1 0 0 0
e, — | sing cos¢p O 0 Es — | sing cos¢p O 0 cosf —sinf 0
0 0 1 0 0 0 1 0 sinf cosd 1

di modo che si ottengono le note relazioni:

w1 (0 [ cos¢ ' sin ¢ sin 6
wy | =¢| 0 | +0| sing | +¢ | —sinfcos¢
w3 1 0 cos

Osservazionel a velocita angolare noné una funzione integrabile degli angoli di Eulero e delle loro
derivate temporali: non si puo esprimere come la derivata totale rispetto al tempo di una funzioe
degli angoli di Eulero.

Supponiamo per assurdo che

d

Sulla prima componente di, per fissare le idee, @isi traduce in

4 - ., OAy . OA . OAg
w1 =60cosp+ Psingsinf = a¢¢+ 809+ 8¢w
da cui oA oA
1 1 .
20 cos @, —aw sin ¢ sin 6,

ma gueste relazioni sono tra loro incompatibili: basta derivare la prima rispétttaasseconda rispetto
a# e confrontare i risultati. Conseguentementenoné una veloca generalizzata.

4 Commento: percte studiare SU(2,C)?

Nel passaggio dalla Cinematica alla Meccanica del corpo rigido, inarbatt poco degli sviluppi
teorici qui presentati saranno utilizzati per scrivere e risolvere lespmndenti equazioni differenziali.
Cio nonostante si richiama l'attenzione sulla rappresentazione delle rotazienmini degli operatori
di SU (2, C) per i seguenti motivi:

1. Le coordinatenaturali per descrivere gli elementi di questo gruppo (siano esse i parametri d
Cayley-Klein o quelli di Eulero) sono coordinate lagrangiane, alteraatiyli angoli di Eulero.
Lintroduzione del gruppo complesso ha permesso di esemplificare in maadanale la pos-
sibilita di ricorrere a sistemi di coordinate lagrangiane tra loro distinti pergdese uno stesso
sistema meccanico.

2. E possibile scrivere equazioni di trasformazione tra le coordinaterigignae

((ﬁ,@,w) (60,61,62,63) (Il,(I’)

ed esprimere le matrici ddO(3,R) mediante i parametri di Eulero: dal punto di vista pratico
questa sostituzione puisultare conveniente, in quanto gli elementi delle matrici, piuttosto che in
termini di funzioni trigonometriche, sono formati da semplici polinomi di selmogrado.
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3. Nella descrizione quanto meccanica, I'equazione del moto (ché pén’equazione di Newton)
non determina la posizione della particella, béasunzione d’onda (una funzione complessa)

U(x,t)

cheé co$ correlata alla probabiBtdP(x, t) della particella di trovarsi all'istantenell’elemento
di volumedz dy dz che circonda il punte:

dP(x,t) = C|¥(x,t)|*dx dy dz

(C e una costante di normalizzazione).

D’altra parte, in Meccanica Quantistica, alle particéllattribuito un momento angolare totale che
somma due contributi: quellorbitale (cheé il momento angolare classico, prodotto del vettore
spostamento e della quaatdi moto) e un momentatrinsecodetto di spin Questa grandezzapu
assumere valori discreti e a particelle come I'elettrone si associano dsibjticmumeri quantici:

1 1

2 2

Questoe il motivo per cui all’elettrone si associa, piuttosto che una singola fuezikenda, una
coppia di funzioni d’'onda, o meglio, una funzione d’onda a due coraptin

- (34)-(3)

(le due componenti sono dette cepin upe conspin down.

Dal punto di vista formale, questa funziogeproprio un vettore complesso come quello a cui
abbiamo applicato la trasformazione linegfec SU (2, C). Questivettorihanno dunque un’im-
portante applicazione in Fisica e per essi Ehrenfestocoal 1929 il terminespinori. Una loro
caratteristica, che abbiamoagprecedentemente individua®,che sono invarianti per rotazioni
pari a2n(27) mentre per un numero dispari 2l uno spinorel é trasformato in-.

In sintesi: abbiamo mostrato che la rotazion&ih) descritta da operatori diO(3, R),

€ rappresentata in campo complesso dalla trasformazione di similitudine
P'=QPQ,

dove, si deve ricordard?’ e P rappresentan®’ e x, rispettivamente.

E fino qui, 'operatore) ha un ruolo di operatore di rotazione sulle coordinate.dla le matrici
@ sono anche le matrici di rotazione della Meccanica Quantistica, nel seasmecorrispondenza
a una rotazione reale, la funzione d’onda di un elettrone con spin &irmzes proprio secondo la

legge lineare
v, N
(o) = (vr)

e () deve essere un elemento $#i/(2, C), percle solo cosé garantita I'invarianza del modulo
dello spinore e, dunque, della probaliliéhe una particella si trovi in una certa configurazione.
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