Cap. 1
Spazio € Tempo

1. Lavelocitadellaluce

2. Lardativita: da Galileo ad Einstein

3. Le proprietadi trasformazione dello spazio e del tempo
4. Le applicazioni di interferometri alla Michelson

5. Ladilatazione del tempo e i muoni

6. Quadrivettori e scalari per Lorentz

7. Viaggi nello spazio e nel tempo

8. Continuita e dimensioni dello spazio tempo
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Richiami di relativita

L a relativita e necessariain questo corso perché avremo a che fare con
corpi che viaggiano avelocita prossime a quelle dellaluce

c=2.998 108 m/s = 310 cm/s.
*In queste circostanze la meccanica di Newton, riassunta da
F=dP/dt=madv/dt , E=1/2mv?
non e valida
«Avremo bisogno di una nuova meccanica e questo in sostanza si traduce
IN nuove definizioni per I’impulso P el’energiaE
Poiche lameccanicadi Newton descrive correttamente la natura per

guel fenomeni in cui v<<c, le nuove espressioni per P ed E dovranno
ricondursi aquelle classiche in questo limite.



Chevuol direv<<c ?

In questo limite, le formule relativistiche differiscono da quelle classiche per
termini dell’ordine di (v/c)>:

OreI: Oclas[ 1+n (V/C)Z]
dove n é un coefficiente =~ 1 che dipende dall’ osservabile O.

Per un corpo con v= 1/10 c | ’errore che commetto usando le formule classiche €
dell’ordine di qualche parte percentuale.

*Valelapenadi renders conto del valore di v/cin varie situazioni:
- agitazione termica dell’aria

- il moto degli elettroni in un tubo araggi catodici

- I’elettrone nella prima orbita di Bohr dell’atomo di idrogeno

- Il moto dellaterraintorno a sole

- II moto del sole intorno al centro della galassia



Misure della
velocita della luce*

| primi tentativi di misura
sono dovuti a Galileo.
*Roemer effettuo’ laprima
osservazione del ritardo
dellaluce ndl’
attraversare |’orbita della
terra, concludendo cheil
diametro era percorso in
circa22 minuti**
*Trediverselineedi
ricerca:

-propagazione dellaluce
visibile

-propagazione di onde
radio

-rapporto fra costanti
elettriche e magnetiche

Quando Chi Checosa Come Valore (m/s) Errore

1626
1676
1726
1545

1857

1862
1579
1851
1207
1926
1547
1958
1573
1283

Cralieo Light Tncovenng Lanterns infintty

Olaus Eoemer Light igalilean Satelites of Jupdter 214,000

James Bradley Light otellar Aberration A01,000

Armand Fizeau Light Toothed Wheel 215,000

Weber, Kohlraush  EST/EMTy oo cf Electrostalic fo - 5y 5
EBlectromasnetic Uiuts

Leon Foucanlt Light Eotating Muror 298 000 +/-500

Albert Michelson  Light Eotating Mirror 299 910 +i-500

Elondlot Eadio Farallel Wires 297 600 +/-15000

Eosa, Dorsey EMIIESTT Electromasnetic Tits 299 788 +/-30

Albert Wichelson  Light Eotating Mirror 299796 +/-4

Ezzen, Gorden-Sruth Eadio Cavity Eesonator 299 7492 +/-3

E. D Froome Eadio Eadio Interferometer 299792 5 +/-0.1

Evanzon et al Light Lasers 2997792 4574 +/-0.001

CEFI Light Adopted Value 299792 458 +-0

«Lamisuradi Evenson (1973) ha una precisione
di 1 parte su 3 108.
*Oggi il valore adottato per C ha errore nullo
per definizione, in quanto s usa C per definire |
‘unita’ di lunghezza..
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L’ erroresullaveocitadelaluce

A ogni misura e associato un errore. Un risultato senza un errore non
contiene informazioni fisiche.

Negli anni settanta, il valore riportato per lavelocita dellaluce nel vuoto era:
c=(299 792 456.2 £ 1.1) m/s

Questa misura, con precisione relativa Ac/c =3 10°, era ottenuta in
esperimenti con laser altamente stabilizzati in cui S misurava sialafrequenza
v che lalunghezza d’onda A dellaradiazione, tramite larelazione c= A/v.

Unamisura di una grandezza dimensionata, come A, e il confronto trala
stessa grandezza e una scelta come campione, |’unita di misura.

Maanche I’unita di misura e affettadaerrori. Ad esempio, sel’unitadi
lunghezza e data da una sharra campione, devo precisare |la sua temperatura,
e guesto lo so fare entro un certo errore, che s riflette sul campione.
Occorrono campioni le cui proprieta non varino (o varino pochissimo) al
cambiare delle condizioni esterne.

|l campione standard (macroscopico)delle lunghezze non e accurato alivello

di 10°. Occorre passare a sistemi atomici*, molto meno sensibili alle

condizioni esterne, ma anche questi non sono sufficientemente accurati a

guesto livello...

* Maxwell aveva suggerito di usare lalunghezzad’ondadellariga gialladel sodio gianel 1859
5



L° adozione di un valore esatto per

» Definizione del secondo standard (1967) :

« " Considering that a very precise definition of the unit of time is indispensable for
the International System, the 13th CGPM (1967) decided to replace the definition
of the second by the following:

« Thesecondisthe duration of 9 192 631 770 periods of the radiation
corresponding to the transition between the two hyperfine levels of the ground
state of the cesium 133 atom. “*

* |l metrostandard (1983):

« "[...] tofurther reduce the uncertainty, in 1983 the CGPM replaced this latter
definition by the following definition:

« Themeter isthelength of the path traveled by light in vacuum during a time
interval of 1/299 792 458 of a second.

« L’ effetto di questadefinizione €’ di fissare lavelocitadellaluce al valore esatto
c= 299 792 458 m-s.

 Ciohasensoin quanto I’ incertezzaresidua sullavelocita e’ inferiore a quella sul
metro campione.

 Ladecisione conduce aunamiglior definizione del metro campione e a una
definizione esatta di ¢, cioe c= 299 792 458 m-s! non ha errori per definizione.

*) Nel 1997 e stato aggiunto che  this definition refers to a cesium atom initsground stateat a6
temperature of 0 K.



Lastoriadel metro

1791 The International System (formerly
called the Metric System) is the decimal
system of weights and measures based on the
meter and the kilogram. The essential
features of the system were embodied in a
report to the French National Assembly by the
Paris Academy of Sciences.

1799 Originaly intended to be one ten-
millionth part of the quadrant of the earth, the
so called Meter of the Archives was based on
ameasurement of a meridian between
Dunkirk and Barcelona. A platinum bar with
arectangular cross section and polished
parallel ends was made to embody the meter.
The meter was defined as the distance
between the polished end faces at a specified
temperature and it was the international
standard for most of the 19th century. It was
compared to other bars with optical
comparators as a means of disseminating the
unit.

1859J.C. Maxwell suggested choosing as a
natural standard, the wavelength of the yellow
spectral line of sodium.

18750n May 20, the Treaty of the Meter was
signed by twenty countries, including the
United States, at the International Metric
Convention. Asaresult, the International
Bureau of Weights and Measures (Bureau
Intérnational des Poids et Mésures, BIPM)
was established.

+1889A new modified X-shaped cross-section

graduated platinum-iridium line standard was
developed and adopted as the International
Prototype Meter. The meter was defined as the
distance between the two graduation lines at 0 °C.
Each member country in the International Metric
Convention received two copies of the standard with
calibration reports relating them to the prototype.
All meter bar calibrations were done by comparisons
in optical comparators
+1925The Michelson interferometer was in regular
use at BIPM for measuring length.
1980 The iodine stabilized Helium-Neon laser
wavel ength was accepted as a length standard. 1t had
awavelength uncertainty of few parts in 10 at the
time.
1983 On October 20, the meter was redefined
again. The definition states that the meter isthe
length of the path traveled by light in vacuum during
atimeinterval of 1/299,792,458 of asecond. The
speed of light is

€ = 299,792,458 m/s

*The second is determined to an uncertainty, U =1
part in10™* by the Cesium clock. The General
Conference made the iodine stabilized Helium-Neon
laser a recommended radiation for realizing the
meter at thistime. The wavelength of thislaser is
IHeNe = 632.99139822 nm with an estimated
relative standard uncertainty (U) of + 2.5 x 10-11.



Conversionedi massa in energia

*Perche’ e interessante studiare fenomeni in cui v ~c? Fra le molte risposte
possibili, forse lamigliore per questo corso echequandov = c S
manifestano gli effetti dell’equivalenza massa energia, E= mc?
«Conversione di massain energia- AE= Amc?

ap+d->3He+y

Lamassadi un nucleo di *He e minore dellasommam_+ m,, ossia Am=
my+ my - my, >0 eil fotoney portacon se’ energia AE= Amc=.

|| processo di conversione di massa in energia e particolarmente
importante per i process di fusione e di fissione nucleare, che sono
al’origine dell’energia delle stelle, della produzione di energia nucleare,
degli esplosivi nucleari

bet+e->y+y.

In questo processo di annichilazione tutta la materia s trasformain energia
trasportata dai fotoni.



2. Conversione di energiain massa

L eggo I’equazione come Am= AE/c? ossia se fornisco energia posso produrre
massa. Ad es.:

V+y — € + €

e +e — ut+u
L’ energia portata dai due fotoni E(y+y) deve essere almeno pari allamassa
delle due particelle nello stato finale, 2m,

*Nel secondo esempio, E(et + € ) deve essere ameno pari ala massa del due
muoni.

*Questo principio e utilizzato per scoprire nuove particelle, e studiarne le loro
proprieta.

«Sono disponibili acceleratori di particelle in grado di fornire energie
dell’ordine di 1TeV=10'2 eV, con cui Si possono scoprire particelle con massa
fino a 1000 volte quelladel protone.



L etrasformazioni di Galileo ty U

«Congderiamo un sistemadi riferimento Sin cui
effettuiamo misure di eventi (x,y,z,t).

|n un atro riferimento S’ le coordinate dell’evento R
saranno (x’, y’,t’,2’).

sInfisicaclassica, se S’ s muove rispetto ad S con
velocita u (// al’asse x) |le coordinate spazio
temporali sono legate dalle trasformazioni di X’ =X- ut
Galileo. >

| y’=y
*Notare che: 7°=7
1)ho supposto (fatto la scelta che) al tempo t=t’=0le t’=t

origini coincidano Trast. di Galileo
2)Il tempo non cambia (esiste un tempo assol uto)

3)Ladistanza Euclidea non cambia. D2= (X,-X,)2+ (Y;-Y,)%+ (2,-2,)%+= D2

4L e trasformazioni di Galileo formano un gruppo
abeliano.
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Principio di relativita galileiana

L eleggi della meccanica sono invarianti per trasformazioni di Galileo.
CioeseinSlaleggedel motoe ma=F (x ....) dlorainS ma’=F (x’ ....).
L adipendenzafunzionale e la stessa nel due riferimenti.

*Esercizio: verificareil principio di relativita galileiana per I’interazione
gravitazionale fra due corpi:

X _X XI _XI
al — _Gn]z 1 2 al — _G 1 2
(Xl—Xz)3 Trasf. Gal. 1 m, (Xl—X2)3
_ — , ,
a2 = GITH ()z(l ;(2)3 a' _ Gml X 1_X 2
- 2 1 1
. 2 (X 17X )3
Danotare:

1) nel due riferimenti ho la stessa dipendenza funzionale, con gli stessi valori delle
costanti.

2)dati due riferimenti, il cui moto relativo e rettilineo e uniforme, nulladistingue (o
privilegia) un riferimento rispetto all’atro. 1



Larelativita Galilelana e I’éettromagnetismo

Consideriamo |e seguenti affermazioni:

A)Le equazioni di Maxwell hanno come soluzioni
onde el ettromagnetiche che si propagano nel
vuoto con velocitac=2.998 108 m/se
supponiamo che valgano in un riferimento
inerziale S.

B)Principio di relativita: tutte le leggi dellafisica
sono le stesse in ogni riferimento inerziale

C)Lerelazioni fra le coordinate spazio temporali in
due riferimenti inerziali Sed S’ sono date dalle
trasformazioni di Galileo.

Dimostriamo che A), B) e C) non sono consistenti fraloro.

Note:

-la prima parte Al
e matematica, la
seconda A2 &
un’ipotesi
fisicamente
verificabilee
verificata

-Attenzione:
“tutte”’e non solo
la meccanica

12




|| principio di relativita o I’Etere?

Sesonovere A eB adloraefasaC:

- lavdocitaddlalucein S deve essere ¢’=c,
contro latrasformazione Galilelana, ¢’=c-u.

Dunque, sevale A e B devorinunciare alle
trasformazioni di Galileo.

Sesonovere A e C alloraefalsaB:

- Esisteunrif. privilegiato (Etere) in cui valgono
esattamente le equazioni di Maxwell con
c=2.998...

-Negli altri riferimenti c’=c-u e le eq. di Maxwell
sono solo approssimate. (cioe le leggi dellafisica
non sono le stesse in ogni riferimento inerziale).

A) Le equazioni di Maxwell
hanno come soluzioni onde
elettromagnetiche s
propagano nel vuoto con
velocita c=2.998 108 m/s e
supponiamo che valgano in
unriferimento inerziale S
B) Principio di relativita:
tutte le leggi della fisica
sono le stesse in ogni
riferimento inerziale

C)Lereélazioni fra le
coordinate spazio temporali
in dueriferimenti inerziali S
ed S’sono date dalle
trasformazioni di Galileo.

13




Letrasformazioni di Lorentz

Lorentz e Poincare’ gia’ allafine dell’ Ottocento avevano

dimostrato una curiosita’ matematica: le eq. di Maxwell
mantengono la stessaforma se s effettua la
trasformazione:

*Einstein nel 1905 propose che tutte le leggi dellafisica
rimangano invariate sotto trasformazioni di Lorentz,
cioe’;

*A) +B) +

>

D) Lerelazioni fra le coordinate spazio temporali di un
evento In due riferimenti inerziali Sed S’ sono date
dalle trasformazioni di Lorentz.

Da notare che:

-Einstein trasforma un’ affermazione matematicain una
proprieta’ fisica.

-Letrasfomazioni di Lorentz formano un gruppo

-Si riducono aquelle di Galileo quando u<<c

Trasf. di Lorentz
X’ =y(X- ut)
y'=y
7’=7
t’=y(t-ux/c?)
v=1/ V(1-u 2/c?)

A)Le equazioni di Maxwell
hanno come soluzioni onde
elettromagnetiche s
propagano nel vuoto con
velocitac=2.998 108 n/se
supponiamo che valgano in
unriferimento inerziale S.
B)Principio di relativita:
tutte le leggi della fisica sono
le stesse in ogni riferimento
inerziale

trasformazioni di Galileo.




L a costanza della velocita dellaluce e “SA — U
letrasformazioni di Lorentz PR

1 2
*Per dimostrare che A),B) e D) sono consistenti occorre

far vedere che lavelocita’ dellaluce e la stessain ogni >
riferimento.

«Consideriamo un oggetto che sl spostadal a2 vistoin
dueriferimenti Se S’: lavelocita’ relativau del due
riferimenti e // alladirezione di moto del corpo.

-INSho:  AX= X,-Xq, At=t,-t; -> v= AX/At <— Nota:
, _ T s s es . ol A e vel ocita’'=spaz o/tempo,
*Se uso le trasformazioni di Lorentz:

|

stesso riferimento
AX> =y (AX- At U) e At” =y (At- AX U/C?)
Es: dimostrare che sev=c

da cui: allora v’=c per una
V= AXIA = (AX- At u)/ (At- Ax u/c?) = (v-u)/ (1-uv/c?) arbitraria orientazione d

Da questa vedo che se v=c alora anche v’=c e dunque vedu

A, B e D sono consistenti fraloro.
15



Trasformazioni di Galileoodi Lorentz?

*Direche A, B e D sono consistenti non significa dire che sono vere.

*E’ I’esperimento a dire che cosa ha scelto la natura, se le trasformazioni di Galileo
o quelledi Lorentz.

«Attenzione che |’ esperimento non provamai che unateoriae’ vera.

-Un esperimento puo’ falsificare unateoria: seil risultato e’ diverso dalla previsione
teorica, adloralateoriae’ sbagliata

-Se I’esperimento da’ risultati in accordo con le previsioni, aloralateoriae’
coerente con |’ esperimento, ma non € dimostrato che sia vera.

«Tutti gli esperimenti effettuati in oltre un secolo sono coerenti con lateoriadella
relativita’, e dungque A, B e D appaiono coerenti non solo fradi loro, macon la
descrizione osservativa del mondo fisico

*Esistono molti esperimenti che sono in contraddizione con le trasformazioni di
Gdlileo....

16



L’ esperimento di Michelson-
Morley (1886)

Ladomandae’ selavelocita® ddlaluce
sialastessain ogni riferimento.

*M& M cercarono di determinare la
velocita’ u dellaterrarispetto all’ etere da
C’=c - u (come previsto dalle trasformazioni
di Galileo) e trovarono u=0, ossiac=_C’,
entro gli errori di misura.

S fanno interferirei raggi inFeD
corrisponenti ai due cammini ottici
ABEBD e ABCBF. Dalle frange di

Interferenza s ricavala differenza del tempi
di arrivo At.

Sl osserva At =0, entro gli errori di misura
(vedi dopo).

-A=sorgente ; B=specchio
semiriflettente; C ed E specchi.
Bracci di ugual lunghezza L




Che cosa misuro con M&M?
*Analizziamo I’ esperimento in un

riferimento S (“etere”, stelle fisse) in cui

Vi,—Cesa ulavelocita’ dellaterra

rispetto a questo.

-Chiamo L, eL,lelunghezze dei due
bracci in S.

Ndlladirezione// ho:
Clawg= Ly tUlyy € Cly=L,-ut
dacui:

rit
+t,=L,/(c-u)+L,/(ctu)] =>

tees=2 L, / [c(1-u?/c?)]
*Nelladirezione trasversa, dal teoremadi
Pitagoraa CBH ho ¢ty 2= L, +ut; 2 da
Cui:

lgeg=lang

toce=2tsc= 2 L, /[c(V1-u?/c?)

*Ne segue:
At=2[ L~
- 212
¢\ 1-u/c [1-u2)c2

NB: finora non ho usato nessuna
trasformazione, ma solo geometria.

]
- <
=
L

ED

u

—

S ]
4 B{— :
D
C u
—




Chesuccedeseuso le C ==
trasformazioni di Galileo?

e lunghezze del due bracci nel riferimento S (dell’ !

etere) sono le stesse che nel riferimento dellaterra, AC 5 :I E
dovevalgono L, quindi:

|_// = Lt =L ED
Ne segue:

L L
At _ 2 1/ t _
— 2,2 —
C\ 1-u“/c \/1—u2/02

-2 —a _ 1
c -u?/c® 22

«Se sperimentalmente At=0 significau= 0, e dunque il riferimento dellaterrae
dell’etere coincidono.

Malaterraruota su se stessa, e ruotaintorno al sole. Quindi se u=0 a un certo
Istante non puo’ essere u= 0 sempre.

«Occorre dungque abbandonare le trasformazioni di Galileo*

*...Sel’ esperimento e’ sufficientemente accurato... (vedi dopo) 19




L a trasformazione delle lunghezze
*Esaminiamo I’interferometro dallaterra (S’) e da
riferimento, ad es. delle stelle fisse (S).

| bracci dell’interferometro sono fermi in S’ e sono
lunghi L.

| bracci ss muovono con velocita’ u rispetto ad S

eLamisurade bracci in Se’ datadal confronto delle
posizioni degli estremi, allo stesso tempo. Devo
dunque misurare:
L ,/=AX= Xg-Xg per At=tg-t.=0

Dalle trasformazioni di Lorentz ho
L a lunghezza del braccio parallelo misurata nel
riferimentoin cui questo s muovel , e piu’
piccoladi L , per un fattore

1 u’

= 1-—=

y C
(Contrazione delle lunghezze)

‘ ;I
A B E
FD
S)
y,
L
L
S




Che succede ndlla direzione
trasversa?

*Esaminiamo I’interferometro dallaterra (S’) e da
riferimento, ad es. delle stelle fisse (S).

| bracci dell’interferometro sono fermi In S’ e sono
lunghi L.

| bracci S muovono con velocita’ u rispetto ad S

eLamisurade bracci in Se’ datada confronto delle
posizioni degli estremi, allo stesso tempo. Devo
dungue misurare:

L=Ay= Yg-Ye per At=tg-1.=0
Dalle trasformazioni di Lorentz ho
Ay’=Ay -> L =L,
L a lunghezza del braccio trasverso misurata nel

riferimento in cui questo st muove L, € uguale ad
L.

(Non c’e’ contrazione delle lunghezze nella
direzionetrasver sa)

‘ ;I
A B E
FD
S)
y,
L
L
S




L’esperimentodi M&M ele

trasformazioni di Lorentz

o At = 2|
Riprendiamo I’ espressione per il ritardo, c| 1—

ossia At= (2/c) [L, y?>—Ly).
«Sostituendo le espressioni trovate usando le
trasformazioni di Lorentz,

L, =Ly e L=L
s vede immediatamente che At= 0, cioe’ il risultato

dell’ esperimento e’ coerente con le trasformazioni
di Lorentz.

Nota
Sl puo’ vedere tutto cio’ in un modo piu’ semplice.
Sevalgono letrasf. di Lorentz, alloraanche sulla

terra v, .=C, dunque tgeg=2L/Cc ety g= 2L/c e quindi
At=0.

L, L
u’/c? \/1 42 /2
2
u
]/ :1/ 1——2
C
C =
Q P
A IE

: w! V:

ED

22




| ’accuratezza dell’

Interferometro di  Michelson

*E’ un metodo molto preciso, in
guanto Sl possono determinare
differenze di cammini ottici
dell’ ordine dellalunghezza
d’onda.

*Per lalucevisibile
A~510°cm
ossa
g ~Alc~10%s,

Per comprendere lasensibilita’
dello strumento confronto ¢t col
tempo t impiegato dalla luce per
percorrere un tratto d=2L.

e Per d=2L ~500cm la
senshilita’ e :
s datt=1/d ~10".

Mirrors

Microscope

Initial light
beam

__ Light source

Mirrors

Stone slab

*Notare chelasenghilita’ cresce con la
lunghezza del percorso.

*Michelson usava un sistemadi riflessioni
multiple in modo da poter raggiungere

valori di
23

s=dt/t~ 10°



Perché serve questa precisione?

L’ apparato doveva essere sensibile agli effetti del moto dellaterra per:

At =2 Ly L,
¢l 1-u?/c? 1 42/c2

1
At=21[ 1 _—
2 1.2
¢ —\ 1-u?/c L u2/c2

«Lavelocita’di rivoluzione € u ~30 km/s e quindi u/c ~104. Posso sviluppare
In serie |’espressione fra parentes tenendo il primo termine dello sviluppo in
serie. In questo modo trovo:

*SeL,=L =L ho:

u2

2C
*Se chiamo t= 2L/c ho At/t= (u/c)%/2 ~ 510°, ossia mi aspetto di avere un effetto

di 5 parti per miliardo.

«Un’ accuratezza di ameno 10° € necessaria per potere osservare |’ effetto
previsto dallateoria classica, o confutarla. 24



Verificherecenti dell’invarianza di

Lorentz

L ’invarianza per trasformazioni di Lorentz e’

Earth’s Axis
i

unalegge esatta 0 solo un’ottima

approssimazione?

«Confrontando le frequenze di due cavita’ a
microonde sl puo’ confrontare lavelocita’ della

¥

Plane of Rotation

FIG. 1 (color online). Ideal arrangement of two microwave

Iuce |n d| reZI On| d|Verse cavities relative to Earth's rotational axis which maximizes

sensitivity to sidereal and twice-sidereal variations in the beat

0R|Su|tat| recen“ mostrano Che non c’e’ frequency. Actual tilt angle is the latitude of the laboratory.

variazione, alivello di 1013,
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ek endi
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New Limit on Signals of Lorentz Violation in Electrodynamics

We describe the results of an experiment to test for spacetime anisotropy terms that might exist from
Lorentz violations. The apparatus consists of a pair of cylindrical superconducting cavity-stabilized
oscillators operating in the TMgp mode with one axis east-west and the other vertical. Spatial
anisotropy is detected by monitoring the beat frequency at the sidereal rate and its first harmonic.
We see no anisotropy to a part in 10", This puts a comparable bound on four linear combinations of 25
parameters in the general standard model extension, and a weaker bound of <4 * 107 on three others.
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Phvsics Department, Stanford University, Stanford, California 94305
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Un secolo di interferometri alla Michel son

o 1
«Gli interfermometri tipo Michelson e A B E
Morley sono usati ancora oggi. 25

*Sono in fase di
realizzazione interferometri
con bracci L~km (Ligo
negli USA, Virgo In ltalia)
a fine di osservare le
deformazioni dello spazio al
passaggio di onde
gravitazionali prodottein
collass stellari.

«Sono in fase di progetto
interferometri nello spazio
(LISA) con bracci dell’
ordine di 10°Km per ottenere
ancoramaggiore sensibilita’.
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Virgo*

« TheVirgo project consistsmainly in
aMichelson laser interferometer
made of two orthogonal arms being
each 3 kilometres long.

« Multiple reflections between mirrors
located at the extremities of each
arm extend the effective optical
length of each arm up to 120
Kilometres.

*The frequency range of Virgo extends
from 10 to 6,000 Hz. Thisrange aswell as
the expected very high sensitivity should
allow detection of gravitational radiation
« Virgoislocated at Cascinag, near Pisa  produced by supernovae and coal escence
on the Arno plain. of binary systemsin the milky way and in
oluter galaxies, for instance from the Virgo
cluster.
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Lisa*

« The Laser Interferometer Space
Antenna (LISA) consists of three - -
spacecraft flying 5 million - Soacecraft #3
kilometers (km) apart in the Spacecraft #2
shape of an equilateral triangle as
shown above. The center of the 4
triangle formation will bein the b
ecliptic plane 1 AU from the Sun
and 20 degrees behind the Earth. Spacecraft #1

« Themain objective of the LISA
mission isto observe

gravitational waves from galactic

and extra-galactic binary 7 o e 5]
systems, including gravitational |

waves generated in the vicinity =3 ik i
of the very massive black holes

found in the centers of many

galaxies.

* ihttp://lisa.|pl.nasa.govi 28
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Latrasformazione dei tempi

oIl punto piu’ “sconvolgente” delle trasformazioni di
Lorentz € che non esiste un tempo assol uto.
«Considero due eventi A e B chein S’ avvengono nello
stesso punto, separati da un intervallo di tempo .

A=(x’,0) AX’ =0

9

B=(X’,7) AU =1.
L arelazione con le coordinate in un altro riferimento S,
ripetto al quale S’ s muove con velocita’ u, €’:

AX’ = y(AX — U At) = AX= U At
AL’ = y(At — u AX/c?) =2 At = yAt(1-uc?

«Sevoglio trovare il tempo At corrispondente ai due
eventi ininSho:
At=yt

*Poiche’ y>1 il tempo trascorso, ndl riferimento in cui |
due eventi sono in moto €’ maggiore che nel riferimento
di quiete (DILATAZIONE DEI TEMPI)

L’orologio a luce

S’
A

f:' ....
4oL
A 4 >
AB

In S’ =2L/c

S A C
,4\\
SN,
A H B

In S, lo stesso ragionamento
fatto per M&M mostra che:
At=t(ACB)=2t(AC)=y(2L/c).
Ossia:

At=1y .
Attenzione: se vale il
principio di relativita’, questo
vero per ogni orologio
(atomico, meccanico,
biologico)altrimenti
esiterebbe un riferimento
privilegiato




Riferimento di quiete e tempo proprio

oIl riferimento di quiete di un processo €’
quello in cui il processo avvienein un
punto determinato.

oI tempo proprio di un processo €’ quello
misurato nel riferimento di quiete

*Ad esempio, se considero un processo di
decadimento:

ut =2 et + v+ anti-v

oIl riferimento di quiete (S’) e quelloin
Cui i u stanno fermi. In questo riferimento
Il numero di p ancora presenti dopo un
tempot’ e’ :

*N(t")=N_,exp(-t'/1)

*Dovet =2.2 use’ lavitamedia del
muone* .

* NB: Lavitamedia e’ il tempo medio di decadimento
misurato nel riferimento di quiete

| muoni sono un orologio
(subnucleare): posso utilizzare il loro
numero per decidere gquanto tempo €’
trascorso (t°).

*Se sono in un riferimento (S) incui |
muoni S muovono con velocita’ v il
loro numero cambia nel tempo
secondo unalegge diversa, datadalla
dilatazione dei tempi:

N()= N, exp(-t/ tyec)

In Sil tempo di decadimento €’ piu’
lungo per un fattore y rispetto al
tempo di decadimento ndl riferimento
in cui i muoni sono fermi:

tdec - 7T
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L ’esperimento di Hall e Rossi (1941)

| muoni sono prodotti nell” alta atmosfera per
Interazione del raggi cosmici primari coi nuclel di
O e N ndl’ aria. Hanno velocita’ prossime a quelle
dellaluce. A livello del mare, sono la componente
piu’ abbondante della radiazione cosmica
(=l/cm?/minuto). Laloro vitamediae® t=2.2us

Hall e Rossi contavano N,=568 p/oraa H=2000
m. sul I.d.m. Con |o stesso apparato contavano
N,=412 p/oraal |.d.m.

A unavelocita’ vicinaaguelladelaluce, il tempo
per percorrereH €’

t=H/c= 6.6 105s= 3 1.

|| numero di quelli sopravvissuti dopo aver
percorso H € N = N, exp(-t/t,..)-

-Sefosset .= t dovrel averne N, e 3=28, un ordine
di grandezzain meno di quelli osservati

-Da numero osservato ricavo Esericizio: calcolare v/c
tdec:H/[C |n(N1/NO)]:91 _ corrispondente a ty,./ =9. 31




Una verifica accurata della

dilatazione del tempo:
*In un esperimento condotto al CERN*, muoni positivi
sono accumulati in un anello dopo aver raggiunto

(D) v=29.327 £ 0.004=29.327(1 £ 1.4 - 10%)

|| tempo di decadimento misurato e’

(2) t o (EX)=(64. 419+0.058)us= 64.419 (1 + 9 104) us

|| tempo di decadimento misurato in quiete e’:

(3) t=(2.19703 +0.00004) us=2.19703(1 £ 2 10) us

sLapredizione dellateoriadellarelativita® e’
t(Rel)=yt= 64.4323(1%+ 1.4.10%)

dovel’ errore € dominato daquello suy.

|| confronto teoria esperimento da’:

(4) [toec(EX)- tye(REN]/ tye(RE)=(-2 = 9) 10

dovel’ erroree’ dominato dall’ incertezza su t . (EXx).

|| confronto (4) € unaverificadelladilatazione dei
tempi con accuratezza alivello di una parte su mille

«*]J. Bailey et a. in Nature 268 (1977), p. 301.
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Collisonatori di muoni

Sfruttando la dilatazione temporale,
sono in progetto dei collisionatori di
muoni, dove fasci di u+ e p- vengono
fatti scontrare, dopo aver raggiunto
y=2 10% (come s vedra’ piu’ avanti,
E=myc*=2TeV)

A questo valore di y=2 10* i muoni
hanno t,.=4 10-2s, un tempo
sufficiente perche il processo di
accel erazione e accumulo possa
avvenire.

E conveniente accelerare muoni
anziche protoni perché tuttal’energia
e concentratain una sola particella (e
non suddivisafrai quark che
compongono il protone)

E’ conveniente accelerare muoni
anziché elettroni perche, a paritadi
campo magnetico, la perditadi
energia per irraggiamento e
estremamente inferiore
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Viaggil nella Galassia?

e In astronavecon vy =20.000 un
astronauta invecchiadi un anno
mentre |’ astronave ha percorso
20.000 anni luce.

+ Esistelascienza, manon ancorala
tecnologia, per viaggi galattici.
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Vettori

In matematica, un vettore e un elemento di un insieme V, spazio vettoriale, in cui e
definita un’operazione di somma e di prodotto per un e emento di un corpo (es. R))
(1) ,aeV-r>a=aqta, eV (2) aceV ereR>AaeV
*| vettori che s studiano in meccanicasoddisfano al) e 2) , inoltre si richiede che per
rotazione sl trasformino come laposizione X:

(3) X >X’=MX dloraa— a’=Ma
Dove M e’ unamatrice di rotazione e il prodotto e righe per colonne
S definisce inoltre un’ operazione di prodotto interno,

V®V - R

« che associa a due vettori un numero , il prodotto scalare:
*(4) a-b=ab+ab, +ab,
*Questa quantita €’ invariante per rotazioni.
«Da osservare che lanorma-quadra di un vettore, a’=a- a, € invariante per rotazioni,
ed e’definita positiva.
*Da osservare che le componenti di un vettore hanno le stesse dimensioni
L’uso di vettori (di scalari, tensori....) e utilein quanto le leggi dellafisica sono
Invarianti per rotazioni. Se so che cosa succede in un sistemadi riferimento , so anche
guel che succede in un sistemain cui gli assi sono ruotati e viceversa.
*Questo e utile nello studio dei sistemi fisici, perche in opportuni riferimenti il

problema puo’ essere semplificato. %



... equadrivettori
« Poiche’ leleggi dellafisicasono invarianti per trasformazioni di Lorentz, e’ utile
costruirci gquantita’che abbiano il ruolo analogo dei vettori.

« Sono quadrivettori quelle quantita che, passando da un riferimento all’altro, s
tasformano come lo spazio tempo (X,, X)=(ct, X) :

X = %,'= 7(% —x,u/c)
Xy = Xy'= V(X// - XOU/C)
_ _ X > X=X
« Cioe unaosservabile e un quadrivettore se:
— Inunriferimento S € descritta da una quaterna A= (a,, a,, a,&)
— Inogni atro riferimento S’ in moto rettilineo uniforme rispetto al primo ho
A= (a, a,, a,a,) dove
8 8 = V(ao _a//U/C)
& > a,'= V(a// _aOU/C)
a —>a'=q
« Per lalinearita delle trasformazioni di Lorentz:
— se A eB sono quadrivettori, alloraanche A+B lo €.

— Se A€’ unquadrivettore e A unaquantita’ invariante per trasformazioni di
Lorentz, allora A A € un quadrivettore. 3



Scalari per trasformazioni di Lorentz

Si chiamano scalari per Lorentz quelle quantita che sono invarianti per
trasformazioni di Lorentz.

Dati due quadrivettori A= (a,, a;, &, 8, ) € B= (b,, b;, b,, b;) definiscolil
prodotto scalare per Lorentz come:
AB = (ab,—ab) =(ab, - & b,—a,b,—a;b;)
S dimostra che AB einvariante per trasformazioni di Lorentz, cioé:
AB = (a,b,— ab)=(a’,b’,—a’ b’)= A’B".
Dato un quadrivettore A, posso associargli un invariante relativistico,
facendo il prodotto scalare di Lorentz con se stesso:.
A= AA=3g,8,—aa
Attenzione che questo invariante puo essere >, = 0 <0.
Si distinguono quadrivettori di tipo:
tempo, (time-like) : A2>0, cioé il segno e quello corrispondente a un vettore
che ha non nulla solo la componente temporale

luce (light-like): A2=0 comei quadrivettori che descrivono raggi di luce
(C2At%- Ax2=0)

spazio (space like): A%<0 cioéil segno e quello corrispondente a un vettore
che ha non nulla solo le componente spaziali
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: : X,=ct
Il cono luce e gli eventi causalmente + futuro

conness
Lavelocita dellaluce nel vuoto € una 7

velocita limite per ogni segnale.

Se sono ndll’ origine (Spazio temporale)
ogni segnale che posso inviare andra nel
cono X,°=(ct)? > IxI? con t>0, il futuro.

Posso ricevere segnali emessi dallaregione
X,2=(ct)? > IxI? con t<O, il passato.

X1

passato

Nello spazio tempo, il cono x,?=(ct)? > IxI? _
rappresenta laragione dello spazio tempo In generae, due eventi X,=(ct,,x,)
CON Cui Sono causalmente connesso (cioe e X,=(ct,,X,) sono causalmente

che puo influenzarmi,e che posso e " _
influenzare, in un rapporto di causa effetto) ~ CONNessl sel” intervalo spazio
temporale soddisfa a:

Lasuperficie del cono x,?=(ct)? = IxI? s

chiama “cono luce™: rappresentail bordo  (Xy - Xp)?= (Cly — Ctp)°— (X, — X)*> 0
del passato e del futuro, quell’ insieme d *Questa caratterizzazione e
eventi cui S puo essere connessi solo da invariante per Lorentz

segnali luminos.
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ﬁ%‘f WM AP*:L ontano
. | nello spazio e ndl

X | tempo
assa (= i
Guardare lontano nello spazio significaanche Ty Fraction. YRS
guardare lontano nel tempo. Fin dove slamo of a second (SRR

arrivati?

Nel Febbraio 2003 WMAP (Wilkinson
Microwave Anisotropy Observatory) ha
prodotto immagini di eccezionale dettaglio
dell” universo, misurando laradiazione e.m.
prodotta 380.000 anni dopo il big bang, che
ci arrivanellaregione delle microonde

WMAP fissal’etadell’universo a13.7 Gyr,
con un errore dell’ordine del %.

Osserva anche regioni dacui proviene
radiazione polarizzata, segno della presenza di
materia che diffonde laradiazione, fissando
I’era delle formazione di strutture (galassie?
gmmassi ?) acirca 200.000.000 di anni dal big
ang.
*|| telescopio Hubble ha prodotto immagini di Galassie giovani,
guando laloro eta’ eradi circal Gyr

+* http://map.gsfc.nasa.gov/ . s



http://map.gsfc.nasa.gov/

Spazio tempo continuo?
« Un’ipotes implicitae’ che lo spazio-tempo sia descrittto
da R

« S puo’ escludere che lo spazio tempo abbia una struttura “granulare”?

* Inaltri termini: ladescrizione in termini di unavarieta’ continua corrisponde a una
proprieta’ dello spazio tempo 0 ad una, Sia pur accurata, appross mazione?

« A unastruttura granulare corrisponde unascaladi lunghezze ;.

* Nessun esperimento harivelato questascala, mas € potuto porre un limite
superiore, cioe’ se esiste deve essere:

l;,,<1016cm.

« Questo segue dal fatto che esperimenti di urto di elettroni, con energie di circa
E= 200 GeV, sono coerenti con una descrizione continuain R?,

* Inquesti esperimenti, in cui I’indeterminazione sull’impulso puo’ raggiungere
Ap=E/c=200GeV/c, per il principio di indeterminazione s possono esplorare
distanze fino a Ax= # /Ap = #ic /E = 10-5%cm.*

e *Unaquantita’ utilee’ hc =0.2 GeV fm =0.2 GeV -1013cm
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Solo quattro dimensioni?

E’ un fatto empirico che gli eventi silano
descritti datre coordinate spaziali e una
temporale.

Possiamo escludere I’esistenza di
ulteriori dimensioni?

Se non |e percepiamo, queste dimensioni devono essere “compatte”,
caratterizzate da una scala di distanze piccola rispetto a quello che
[pOSSIamo percepire.

Ad esempio, un foglio di carta (varieta bidimensionale) puo’ essere
arrotolata a formare un cilindro, con un raggio R. Se lo osservo con una

Lo

radiazione di lunghezza d’onda A, posso percepirne la dimensione finche’

R> A. Viceversa se A >>R atutti gli effetti fisici posso considerare il
cilindro come unavarieta’ unidimensionale.

Gli esperimenti finora svolti, riguardo alla propagazione di campi €l ettro-
magnetici (e deboli) escl udono extra-dimensioni con raggi R >1015cm.

Notare che, come nel caso della granularita, anche qui s tratta di
determinare una lunghezza caratteristica.
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Leunita’ naturali : a=c=1 a)

Un sistema di unitadi misurarichiede di fissare tre campioni caratteristici, le unita’
di misura(ades. M L T);

E’ un fatto empirico che ogni misurafisicapuo’ essere espressain termini di
rapporti/confronti rispetto a questi campioni.

Le unita’ di misura possono essere fissate arbitrariamente, secondo convenienza (es.
fisica atomica, microbiologia, astronomia...)

Nel sistemadelle unita’ naturali, sl scelgono come campione due costanti universali
dellafisica, ced 7 . Intal modo si sono fissate le unita’ di velocita’[L T edi
azione [ML?T] .

In questo sistema ogni velocita’ e’ rappresentata con un numero, che esprime il
rapporto rispetto alavelocita’ dellaluce; analogamente per il momento angolare,
che e’ espresso in unita’ di .

|| sistema non € completo, in quanto ho bisogno di unaterza grandezza E, che
P0sso scegliere (arbitrariamente) con le dimensioni di un’energia. Le unita’ di

massa, lunghezza, tempo e massa sono, in questo sistema:
M, =EjJc? ;L=nclE, ;t=nI/E,.
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Leunita’ naturali : a=c=1 b) |M,=E/Jc? ;L=hc/E, ;t="hIE,.

In questo modo, le masse s misurano in termini di energia; posso dire che lamassa
ha le stesse dimensioni di un energia, analogamente le lunghezze hanno le
dimensioni dell’inverso di un’energia e lo stesso per i tempi

Se pongo E;=1GeV, ho M =1.6 10%)g, L = 0.197 10-"3*cm e t,=0.66 10-**s

Sono unita’ “naturali” per lafisica nucleare e subnucleare, se tengo conto delle
masse dei nuclel (=1024g) , delle loro dimensioni (=1013cm ) e del tempo
impiegato dalla luce per attraversarli (=10%%s).

A guesto punto, ogni quantita’ fisicapuo’ essere espressain termini di [GeV]%, con
un opportuno valore del coefficiente a.

— Al posto di mdaro’ E=mc? -> o=1
— Al postodi tdaro’ VE=1/ 7 -> o= -1
— Al postodi | daro> VE=1/ hc -> o=-1

Un fattore di conversione utile e 7ic =0.2 GeV Fermi: aunalunghezzadi 1 Fermi

corrisponde 1/5 GeV-1!
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Leunita’ di Planck: a=c=G =1

« S puo’ individuare completamente un sistema di unita’ di misura se, oltreac
ed #, introduco la costante di gravitazione universale

G\=6.672 10-1'm3kgis? ; [G\]=[L3M-1T-]
» Posso ricavarne immediatamente un’unita’ di energia:
Ejana= €2 (AC/Gy)¥? = 1.221 10" GeV
« E quindi unita’ di lunghezza e di tempo:
planck_ (hGy /c3)Y2=1.6 10%3cm ;
Toana= (7Gy /c®)¥2=0.54 10%s

« Leunita’ di Planck sono le unita’ piu’ naturali per lo studio della cosmologia
primordiale, cioe’ quando I’universo aveva unatemperaturatale che KT~
Ejanck » 0SSIa temperature =10 Kelvin. Questo succedeva a un tempo
dell°ordine di 10%s dal big bang



L a scala della gravita’ quantistica

« Abbiamo appenavisto che esiste unascaladi lunghezza
naturale, che posso costruire usando |le costanti
fondamentali dellafisica, 71 ¢ G

L panak= [G 7/C3]Y=1.6 103 cm

« Questa scala, ben lontanta dalle distanze finora esplorate,
caratterizzala gravita’ quantistica: ci si aspetta che su
guesta scala di distanze |la struttura dello spazio tempo

possa essere diversa, e probabilmente granulare.
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Esercizi
1.1 Calcolare quanto vale v/c per:

- agitazione termica dell’aria

- 1l moto degli eettroni in un tubo araggi catodici

- I’elettrone nella prima orbita di Bohr dell’atomo di idrogeno
- I moto dellaterraintorno al sole

- [I moto del sole intorno al centro della galassia

1.2 Hall e Ross contavano 568 muoni al’oraal’altezzadi 2000 me 412 a livello de
mare. Calcolare lavelocita’ (media) del muoni

1.3 Usando la propagazione degli errori, verificare I’equazione4 di p. 34

1.4 Datala costante di Newton G=6.7 10* [MKS] elamassadel protone m=1.6 10/
kg, confrontare laforza gravitazionae e laforza elettrostatica agente fra due
protoni

1.6 Si consideri I’interazione gravitazionae di un sistema di due neutroni e sl trascuri
ogni altrainterazione frale due particelle:

a)s scrival’hamiltoniana del sistemaelas confronti con quella dell’atomo di
Idrogeno
b) se ne detrminino i livelli energetici

c)si calcoli il raggio <r> del livello fondamentale e lo st confronti con le dimansioni
dell’universo visibile
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