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Probabilità	
La	probabilità	può	assumere	valori	tra									0												1	
0	->	certezza	che	l’evento	non	si	verifichi	
1	->	certezza	che	l’evento	si	verifichi	
	
COMPLEMENTARITA’	DELLA	PROBABILITA’	
Se	pA		è	la	probabilità	che	si	verifichi	l’evento		A		allora	la	probabilità	
che	lo	stesso	evento	(	evento	A)	non	si	verifichi	è	(1	–	pA)	
Probabilità	che	si	verifichi	A											à			pA	
Probabilità	che	non	si	verifichi	A			à					(1	–	pA)	
	
ADDITTIVITA’	DELLA	PROBABILITA’	
Se	pA		è	la	probabilità	che	si	verifichi	l’evento		A							
e	pB		è	la	probabilità	che	si	verifichi	l’evento		B	
	
allora	la	probabilità	che	si	verifichi	l’evento	A	o	l’evento	B	è	la	
somma	delle	rispeTve	probabilità			à		pAoB		=	pA	+	pB		
	
Poichè	la	probabilità	è	un	numero	posi,vo	il	risultato	pAoB		sarà	
certamente	maggiore	sia	di	pA	che		pB		
	
	



Monteta	
Evento	[testa]		pt	=		½				=	0.5	
Evento	[croce]		pc	=	½				=		0.5	
Evento	[testa	o	croce]			ptoc	=		0.5	+	0.5	=	1		à		certezza	

ESEMPIO	DELLA	ADDITTIVITA’	DELLA	PROBABILITA’	



PROBABILITA’	CONDIZIONATA		

Se	pA		è	la	probabilità	che	si	verifichi	l’evento		A							
e	pB		è	la	probabilità	che	si	verifichi	l’evento		B	
	
allora	la	probabilità	che	si	verifichi	l’evento	A	e	l’evento	B	è	data	
dal	prodo\o	delle	rispeTve	probabilità			à		pAeB		=	pA	x		pB			
	
PRODOTTO	DELLA	PROBABILITA’	
	
Poichè	la	probabilità	è	un	numero	minore	di	uno	il	risultato	pAeB		
sarà	certamente	minore	sia	di	pA	che		pB		
	



Monteta	
Evento	[testa]		pt	=		½				=	0.5	
Evento	[croce]		pc	=	½				=		0.5	
Evento	[testa	e	testa]		in	due	lanci	successivi			
p\	=		0.5	x	0.5	=	0.25		à		¼				uno	ogni	4	prove	

ESEMPIO	DELLA	PRODOTTO	DELLA	PROBABILITA’		
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lanci	
Probabilità	Composta	
	
Se	
						PA	è	la	probabilità	che	si	verifichi	l’evento	A		
e	
						PB	è	la	probabilità	che	si	verifichi	l’evento	B	
	
allora	
	
						PA	x		PB		è	la	probabilità	che	si	verifichino	sia	A	che	B	
	
PAB	=	PA	x		PB			è	la	probabilità	composta	degli	even,	A	e	B	
	T	C	è	equivalente	a	CT	allora	

le	rispeTve	probabilità	si	
sommano:		

pTC	+	pCT	=	1/4		+	1/4	=0.25	+	0.25=	0.5	à	
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PROBABILITA’	TESTA	E	CROCE	
DI	1	e	2	LANCI	DI	UNA	MONETA	
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DISTRIBUZIONE	DELLE	PROBABILITA	NEL	LACIO	DI	UNA	MONETA		
all’aumentare	del	numero	di	lanci	la	distribuzione	delle	probabilità		

tende	ad	assumere	una	forma	a	campana		

Σi pi	=	1 Σi pi	=	1

Σi pi	=	1 Σi pi	=	1



PROBABILITA’	NEL	LANCIO	DI	UN	DADO	
1,		2,		3,		4,		5,		6	

ogni	numero	ha	la	stessa	probabilità	di	uscire			psi	=	1/6			=			0.167			

ogni	numero	ha	anche		la	stessa	probabilità	di	non	uscire			pno	=	5/6			=			0.833			

psi	+	pno	=	1/6	+	5/6	=	6/6			=			1		

psi	+	pno	=		1		

	pno	=		1	-	psi				à		 La	probabilità	di	non	uscire	è		(1	–	la	probabilità	di	uscire)	

Quindi	se	la	probabilità	che	un	evento	si	verifichi	è			à							p	
La	probabilità	che	quell’evento	non	si	verifichi	è								à							(	1	–	p)	
NB:	fa\o	e	valido	anche	per	la	moneta	
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1,		2,		3,		4,		5,		6	
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EVENTI	

Distribuzione	della	probabilità	è	pia\a	
La	probabilità	cumula,va	cresce	linearmente	

PROBABILITA’	NEL	LANCIO	DI	UN	DADO	
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		 		 DADO	1		
		 		 1	 2	 3	 4	 5	 6	

		
		

	DADO	2	
		
		
		

1	 2	 3	 4	 5	 6	 7	
2	 3	 4	 5	 6	 7	 8	
3	 4	 5	 6	 7	 8	 9	
4	 5	 6	 7	 8	 9	 10	
5	 6	 7	 8	 9	 10	 11	
6	 7	 8	 9	 10	 11	 12	

somma	 frequenza	 Prob.	 prob.	cum.	
1	 0	 0.00	 0.00	
2	 1	 0.03	 0.03	
3	 2	 0.06	 0.08	
4	 3	 0.08	 0.17	
5	 4	 0.11	 0.28	
6	 5	 0.14	 0.42	
7	 6	 0.17	 0.58	
8	 5	 0.14	 0.72	
9	 4	 0.11	 0.83	
10	 3	 0.08	 0.92	
11	 2	 0.06	 0.97	
12	 1	 0.03	 1.00	
13	 0	 0.00	 1.00	
		 		 		 		

	totale	 36	 1	 		
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EVENTO	somma		inferiore	somma	punteggio	dei	due	dadi	

PROBABILITA’	NEL	LANCIO	DI		
DUE	DADO	(	somma	punteggio)	

Valore	piu	probabile		7							p	=	0.17							p%	=	17%	

6	x	6	=	36				da,		
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		 SOMMA	DADO	1	E	DADO	2	(36	somme)	
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EVENTO:	somma		inferiore	somma	punteggio	dei	tre	dadi	

Valori	piu	probabili		10	e	11	equiprobabili			p	=	0.125	ciascuno,	10	e	11	insieme	p	=	0.250	

PROBABILITA’	NEL	LANCIO	DI	TRE	DADI		
(	somma	dei	punteggi)	
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EVENTO	POSSIBILE	(somma	punteggio	di	due	dadi)	
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Anche	per	i	dadi	all’aumentare	
del	numero	di	lanci	la	
distribuzione	delle	probabilità		
tende	ad	assumere	una	forma	a	
campana		

DISTRIBUZIONE	DELLE	PROBABILITA	NEL	LACIO	DI	DADI	
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somma	punteggio	lancio	dadi	a	6	facce	

distribuzione	equiprobabile	(probabilità	costante):		lancio	di	1	dado	
distribuzione	triangolare	(probabilità	cresce	e	cala	linearmente):	lancio	di	2	dadi	
Distribuzioni	a	campana	(probabilità	cresce	a	cala	con	un	andamento	a	campana):	
lancio	di	3	o	più	dadi		
	

All’aumentare	del	numero	di	da,	lancia,	la	distribuzione	delle	probabilità	
Tende	alla	distribuzione	NORMALE	ovvero	alla	finzione	di	Gauss	o	Gaussiana	
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LA	DISTRIBUZIONE	NORMALE	
LA	FUNZIONE	DI	GAUSS	

LA	GAUSSIANA	

E’	la	distribuzione	a	campana	più	nota	e	più	usata	in	sta,s,ca.		
La	funzione	di	Gauss	può	essere	scri\a	in	vari	modi	due	dei	quali	sono	

1 Introduzione: Gauss

Carl Friedrich Gauss (Braunschweig, 1777- Gottinga, 1855) è stato un ma-
tematico, fisico e astronomo tedesco. Le sue eccellenti doti si rivelarono sin
dall’infanzia; si racconta che un giorno, durante le scuole elementari, l’inse-
gnante di matematica, infastidito dalla disattenzione degli alunni, assegnò
loro per punizione il seguente esercizio

“calcolare la somma dei primi 100 numeri : 1 + 2 + 3 + . . . + 100”.

Gauss, dopo pochi secondi, rispose “5050”, lasciando il maestro senza parole.
Probabilmente, egli aveva intuito e applicato la formula

1 + 2 + 3 + . . . + n =
n(n + 1)

2
.

Nella sua tesi (1799), Gauss dimostrò il teorema fondamentale dell’algebra.
Inoltre, a lui si deve l’invenzione del metodo dei minimi quadrati, procedura
ancora oggi utilizzata in tutte le scienze per minimizzare gli errori di misu-
razione. Attraverso questo metodo, Gauss riusc̀ı a calcolare il punto esatto
in cui sarebbe riapparso l’asteroide Cerere dopo essere scomparso dietro la
Luna. Tuttavia, il lavoro più importante in questa direzione fu la scoperta
della variabile casuale normale, detta anche gaussiana. La curva è generata
dalla funzione

f(x) =
1

�

p
2⇡

e

� (x�µ)2

2�

2
, (1)

la quale descrive il comportamento e l’entità degli errori di misurazione. È
noto che Gauss non amava l’insegnamento; nonostante ciò, molti dei suoi
studenti divennero importanti matematici (Riemann fu uno di loro).

Figura 1: Dal 1989 al 2001, il ritratto di Gauss e una distribuzione normale
di curve apparvero sulla banconota da dieci marchi tedeschi (immagine da
Wikipedia).
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µ  =	media	
σ   =	d.s.	(deviazione	standard)

x	=	media	
σ   =	d.s.	(deviazione	standard)
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Le variabile casuale normale
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Figura	9.			Distribuzione	delle	frequenze	o	della	probabilità	al	variare	della	deviazione	standard	σ 

	
	
Il	coefficiente		 !

! !! 	della	funzione	di	Gauss	(1),	serve	a	normalizzare	il	suo	integrale:		con	quel	
coefficiente	l’integrale	della	funzione	di	Gauss	tra	-	∞	e	+∞	vale	esattamente	1.			
	
Si	noti	che	è	proprio	questo	coefficiente	che	determina	l’unità	di	misura	della	densità	di	
probabilità	f(x)	infatti	tutto	il	resto	dell’espressione	è	adimensionale.		
Questa	osservazione	ci	porta	ancora	a	concludere	che	le	unità	di	misura	dei	valori	della	
funzione	densità	di	probabilità		f(x)	sono	il	reciproco	delle	unità	di	misura	della	deviazione	
standard	σ	che	sono	ovviamente	anche	quelle	della	media.	
	
Ora,	come	facciamo	trasformare	il	valore	della	densità	di	probabilità		f(x)	fornito	dalla	
funzione	di	Gauss	in	un	valore	di	frequenza	o	di	una	probabilità?		
	
La	risposta	è	molto	semplice:	è	sufficiente	moltiplicare	il	suo	valore	per	un	intervallo	Δx.		
Infatti	il	prodotto	f(x).	Δx	è	un	numero	puro	ovvero	non	ha	dimensioni	e	rappresenta	una	
frequenza	o	una	probabilità.		
In	particolare,	questo	prodotto	rappresenta	la	frequenza	o	la	probabilità	con	cui	nei	dati	del	
nostro	campione	compaiono	valori		contenuti	nell’intervallo	x±(Δx)/2.		
	
Nella	figura	10	è	mostrato	come	calcolare	la	probabilità	o	la	frequenza	che	un	elemento	del	
campione	assuma	un	valore	compreso	tra	6,8	g	e		7,2	g	(	7,0	±	0,2	g)		Δx	=	0.4	g.	
Si	calcola	il	valore	della	densità	di	probabilità	f(x)	per	x=7,0	g		poi	lo	si	moltiplica	per	
l’intervallo		Δx	=	0.4	g.	Il	risultato		0,092	è	una	probabilità	o	una	frequenza.	(Questo	valore	ci	
dice	che	il	9,2%	(infatti:		0,092/1	=	9,2/100)		dei	dati	del	campione	assume	un	valore	
nell’intervallo	considerato)		
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Figura	7.			Distribuzione	delle	frequenze	relative	o	della	probabilità	con	sui	si	presentano	le	masse	dei	tre	campioni	
	
La	differenza	tra	le	distribuzioni	di	figura	6	e	di	figura	7	sta	solo	nella	scala	numerica	dell’asse	
delle	ordinate	(numero	palline	nel	primo	caso,	frequenza	o	probabilità	nel	secondo	caso)	ma	il	
loro	aspetto	ovvero	la	forma	delle	distribuzioni	sono	sovrapponibili.	
	
17.3	LA	DISTRIBUZIONE	NORMALE	
Quando	il	valore	di	una	grandezza	assume	valori	diversi	e	l’origine	di	queste	differenze	che	
chiameremo	fluttuazioni,	sono	completamente	casuali	allora	la	distribuzione	delle	frequenze	
con	cui	questi	valori	si	presenteranno	ha	una	distribuzione	nota	a	priori.		Se	un	suo	campione	
è	costituito	da	un	numero	di	elementi	N	elevatissimo	allora	la	densità	della	probabilità	con	
cui	si	presenteranno	questi	valori	è	descritta	dalla	funzione	di	Gauss:	
	
																																																											! ! = !

! !! !
!!!

!!!
!

!
																		(1)	

dove:	
!			è	la	media	della	grandezza	del	campione	e	!	è	la	ds	(deviazione	standard	del	campione).	
	
Questa	funzione	ha	alcune	caratteristiche	molto	importanti:	
	

1) Ha	il	massimo	quando	la	variabile	x	assume	un	valore	uguale	alla	media	!	;	
2) È	simmetrica	rispetto	al	massimo	
3) È	sempre	positiva	e		tende	zero	per	valori	di	x	molto	maggiori	e	molto	minori		della	

media.	
4) Presenta	due	flessi	a	destra	e	sinistra	del	massimo	nei	punti		!	- !		e	!	+ !			
5) ! ! !" = 1 !!

!! 		ovvero	l’area	sottesa	dalla	curva	è	adimensionale	e	vale	1.	
6) Al	variare	della	media	la	curva	trasla	sull’asse	delle	x.	
7) Il	valore	della	deviazione	standard	!	determina	la	larghezza	della	curva	

	
Nella	figura	8	viene	riportata	a	titolo	di	esempio	la	densità	di	probabilità	di	un	campione	
gaussiano			di	oggetti	aventi	massa	media	pari	a	8.0	g	e	deviazione	standard	σ	=	1.2	g.	Le	figure	
9	e	10	mostrano	come	si	modifica	la	distribuzione	di	probabilità	gaussiana	al	variare	della	
media	e	della	deviazione	standard.	
E’	necessario	sottolineare	che	il	punto	5)	fornisce	anche	l’informazione	che	il	prodotto	! ! !"	
è	adimensionale	per	cui	se	!"	esprime	una	differenza	di	massa	che	misuriamo	in	[g]	allora	
l’unità	di	misura	della	densità	di	probabilità	! ! 	è	[1/g].		
Quindi		le	dimensioni	dei	valori	della	funzione	densità	di	probabilità		f(x)	saranno	:	
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1 Introduzione: Gauss

Carl Friedrich Gauss (Braunschweig, 1777- Gottinga, 1855) è stato un ma-
tematico, fisico e astronomo tedesco. Le sue eccellenti doti si rivelarono sin
dall’infanzia; si racconta che un giorno, durante le scuole elementari, l’inse-
gnante di matematica, infastidito dalla disattenzione degli alunni, assegnò
loro per punizione il seguente esercizio

“calcolare la somma dei primi 100 numeri : 1 + 2 + 3 + . . . + 100”.

Gauss, dopo pochi secondi, rispose “5050”, lasciando il maestro senza parole.
Probabilmente, egli aveva intuito e applicato la formula

1 + 2 + 3 + . . . + n =
n(n + 1)

2
.

Nella sua tesi (1799), Gauss dimostrò il teorema fondamentale dell’algebra.
Inoltre, a lui si deve l’invenzione del metodo dei minimi quadrati, procedura
ancora oggi utilizzata in tutte le scienze per minimizzare gli errori di misu-
razione. Attraverso questo metodo, Gauss riusc̀ı a calcolare il punto esatto
in cui sarebbe riapparso l’asteroide Cerere dopo essere scomparso dietro la
Luna. Tuttavia, il lavoro più importante in questa direzione fu la scoperta
della variabile casuale normale, detta anche gaussiana. La curva è generata
dalla funzione

f(x) =
1

�

p
2⇡

e

� (x�µ)2

2�

2
, (1)

la quale descrive il comportamento e l’entità degli errori di misurazione. È
noto che Gauss non amava l’insegnamento; nonostante ciò, molti dei suoi
studenti divennero importanti matematici (Riemann fu uno di loro).

Figura 1: Dal 1989 al 2001, il ritratto di Gauss e una distribuzione normale
di curve apparvero sulla banconota da dieci marchi tedeschi (immagine da
Wikipedia).

1

µ  =	media	
σ   =	d.s.	(deviazione	standard)

Supponiamo	do	conoscere	la	media	e	la	deviazione	standard	di	un	campione	
di	misure	di	volume	respiratorio		µ =	4,06	L					σ = 0,68	L	
Se	inseriamo	i	rispeTvi	valori	nella	formula	cosa	o\eniamo?	

µ =	4,06	L		

σ = 0,68	L	

La	variabile	x la	media		µ			e	la	d.s.	σ  sono	tu\e	espresse	il	L	(litri)	per	cui	l’esponente		
della		e	,	essendo	il	rapporto		(L2/L2)	è	adimensionale	mentre	il	coefficiente					
risulta	essere	espresso	il	unità	(1/L).		
Questo	sta	ad	indicare	che	la	funzione	di	Gauss		f(x) essendo	espressa	in	unità	(1/L)	
non	è	una	probabilità	ma	bensì	una	densità	di	probabilità	e	per	trasformarla	in	
probabilità	sarà	necessario	mol,plicarla	per	l’	ampiezza	di	classe	Δx  che	in	questo	caso	
è	espressa	il	litri	(L)	
La	probabilità	di	avere	un	valore	respiratorio	compreso	tra	il	valore	x	ed	il	valore	x + Δx 
è	data	da:						f(x) . Δx			
	il	risultato	di	questo	prodo\o	è	adimensionale		->		(	1/L)x(L)		
proprio	come	deve	essere	la	probabilità	ovvero	un	numero	puro	(adimensionale)	
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Figura	10.			Determinazione	grafica	della	probabilità	che	un	valore	del	campione	abbia	un	valore	compreso	tra	6,8	g	e	7,2	g		

in	altri	termini		un	valore	compreso	7,0	g	±	0,2	g 
	
Questa	tecnica	approssimata	di	calcolo	ci	permette	di	stimare	con	rapidità	le	frequenze	
previste	per	valori	del	campione	negli	intervalli	di	nostro	interesse.	Nella	figura	11	è	riportato	
un	semplice	esempio	per	calcolare	la	frequenza	o	lo	probabilità	in	intervalli	a	nostro	piacere	
sommando	tra	loro	le	aree	di	rettangoli	simili	a	quelli	di	figura	10.	
		

	
Figura	11.			Determinazione	grafica	della	probabilità	che	un	valore	del	campione	abbia	un	valore	compreso	tra	6,8	g	e	9,2	g		

in	altri	termini		un	valore	compreso	8,0	g	±	1,2	g	(media	±	σ) 
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noto che Gauss non amava l’insegnamento; nonostante ciò, molti dei suoi
studenti divennero importanti matematici (Riemann fu uno di loro).

Figura 1: Dal 1989 al 2001, il ritratto di Gauss e una distribuzione normale
di curve apparvero sulla banconota da dieci marchi tedeschi (immagine da
Wikipedia).
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DALLA	DENSITA’	DI	PROBABILITA’			ALLA	PROBABILITA’	

Esempio	ci	calcolo	della	probabilità	partendo	dalla	Gaussiana		

1 Introduzione: Gauss

Carl Friedrich Gauss (Braunschweig, 1777- Gottinga, 1855) è stato un ma-
tematico, fisico e astronomo tedesco. Le sue eccellenti doti si rivelarono sin
dall’infanzia; si racconta che un giorno, durante le scuole elementari, l’inse-
gnante di matematica, infastidito dalla disattenzione degli alunni, assegnò
loro per punizione il seguente esercizio

“calcolare la somma dei primi 100 numeri : 1 + 2 + 3 + . . . + 100”.

Gauss, dopo pochi secondi, rispose “5050”, lasciando il maestro senza parole.
Probabilmente, egli aveva intuito e applicato la formula

1 + 2 + 3 + . . . + n =
n(n + 1)

2
.

Nella sua tesi (1799), Gauss dimostrò il teorema fondamentale dell’algebra.
Inoltre, a lui si deve l’invenzione del metodo dei minimi quadrati, procedura
ancora oggi utilizzata in tutte le scienze per minimizzare gli errori di misu-
razione. Attraverso questo metodo, Gauss riusc̀ı a calcolare il punto esatto
in cui sarebbe riapparso l’asteroide Cerere dopo essere scomparso dietro la
Luna. Tuttavia, il lavoro più importante in questa direzione fu la scoperta
della variabile casuale normale, detta anche gaussiana. La curva è generata
dalla funzione
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la quale descrive il comportamento e l’entità degli errori di misurazione. È
noto che Gauss non amava l’insegnamento; nonostante ciò, molti dei suoi
studenti divennero importanti matematici (Riemann fu uno di loro).

Figura 1: Dal 1989 al 2001, il ritratto di Gauss e una distribuzione normale
di curve apparvero sulla banconota da dieci marchi tedeschi (immagine da
Wikipedia).
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Figura	10.			Determinazione	grafica	della	probabilità	che	un	valore	del	campione	abbia	un	valore	compreso	tra	6,8	g	e	7,2	g		

in	altri	termini		un	valore	compreso	7,0	g	±	0,2	g 
	
Questa	tecnica	approssimata	di	calcolo	ci	permette	di	stimare	con	rapidità	le	frequenze	
previste	per	valori	del	campione	negli	intervalli	di	nostro	interesse.	Nella	figura	11	è	riportato	
un	semplice	esempio	per	calcolare	la	frequenza	o	lo	probabilità	in	intervalli	a	nostro	piacere	
sommando	tra	loro	le	aree	di	rettangoli	simili	a	quelli	di	figura	10.	
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Gauss, dopo pochi secondi, rispose “5050”, lasciando il maestro senza parole.
Probabilmente, egli aveva intuito e applicato la formula
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Nella sua tesi (1799), Gauss dimostrò il teorema fondamentale dell’algebra.
Inoltre, a lui si deve l’invenzione del metodo dei minimi quadrati, procedura
ancora oggi utilizzata in tutte le scienze per minimizzare gli errori di misu-
razione. Attraverso questo metodo, Gauss riusc̀ı a calcolare il punto esatto
in cui sarebbe riapparso l’asteroide Cerere dopo essere scomparso dietro la
Luna. Tuttavia, il lavoro più importante in questa direzione fu la scoperta
della variabile casuale normale, detta anche gaussiana. La curva è generata
dalla funzione
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la quale descrive il comportamento e l’entità degli errori di misurazione. È
noto che Gauss non amava l’insegnamento; nonostante ciò, molti dei suoi
studenti divennero importanti matematici (Riemann fu uno di loro).

Figura 1: Dal 1989 al 2001, il ritratto di Gauss e una distribuzione normale
di curve apparvero sulla banconota da dieci marchi tedeschi (immagine da
Wikipedia).
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Carl Friedrich Gauss (Braunschweig, 1777- Gottinga, 1855) è stato un ma-
tematico, fisico e astronomo tedesco. Le sue eccellenti doti si rivelarono sin
dall’infanzia; si racconta che un giorno, durante le scuole elementari, l’inse-
gnante di matematica, infastidito dalla disattenzione degli alunni, assegnò
loro per punizione il seguente esercizio

“calcolare la somma dei primi 100 numeri : 1 + 2 + 3 + . . . + 100”.

Gauss, dopo pochi secondi, rispose “5050”, lasciando il maestro senza parole.
Probabilmente, egli aveva intuito e applicato la formula

1 + 2 + 3 + . . . + n =
n(n + 1)
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.

Nella sua tesi (1799), Gauss dimostrò il teorema fondamentale dell’algebra.
Inoltre, a lui si deve l’invenzione del metodo dei minimi quadrati, procedura
ancora oggi utilizzata in tutte le scienze per minimizzare gli errori di misu-
razione. Attraverso questo metodo, Gauss riusc̀ı a calcolare il punto esatto
in cui sarebbe riapparso l’asteroide Cerere dopo essere scomparso dietro la
Luna. Tuttavia, il lavoro più importante in questa direzione fu la scoperta
della variabile casuale normale, detta anche gaussiana. La curva è generata
dalla funzione
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la quale descrive il comportamento e l’entità degli errori di misurazione. È
noto che Gauss non amava l’insegnamento; nonostante ciò, molti dei suoi
studenti divennero importanti matematici (Riemann fu uno di loro).
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8.0	–	1,2	=	6.8	 8.0	+	1,2	=	9.2	

DALLA	DENSITA’	DI	PROBABILITA’			ALLA	PROBABILITA’	
Esempio	con	calcolo	approssimato	dell’area	di	una	parte	di	Gaussiana		



Questi	esempi	di	calcolo	approssimato	delle	frequenze	o	probabilità	mette	in	evidenza	che	
l’area	sottesa	dalla	curva	di	Gauss	rappresenta	proprio	la	frequenza	o	probabilità	che	i	dati	del	
nostro	campione	abbiano	valori	inclusi	tra	gli	estremi	dell’area	presa	un	considerazione.	La	
figura	12	mette	in	evidenza	i	valori	di	tre	aree,		quella	per	cui	x	assume	valori	<	6,8	g;	quella	
per	cui	6,8	g	<	x	<	9,2	g	e	quella	per	cui	x	>	9,2	g.	Dal	punto	di	vista	matematico	queste	aree	
possono	essere	calcolate	con	gli	integrali	sotto	riportati.	
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Figura	12.					Nella	figura	sono	riportati	i	valori	della	probabilità	che	un	dato	del	campione	abbia	un	valore	minore	di	6,8	g	(8,0	

g	-	1,2	g	(media	-	σ);	che	un	dato	del	campione	abbia	un	valore	compreso	tra	6,8	g	e	9,2	g	 	 in	altri	termini	 	un	
valore	compreso	8,0	g	±	1,2	g	(media	±	σ); 	che	un	dato	del	campione	abbia	un	valore	maggiore	di	9,2		g		(8,0	g	+	
1,2	g	(media	+	σ).	

	
	
	
17.4			VERIFICA	DELL’IPOTESI	CHE	UNA	DISTRIBUZIONE	DEI	DATI	SIA	GAUSSANA	
	
Le	informazioni	fornite	dalla	funzione	di	Gauss	possono	essere	utilizzate	per	verificare	se	le	
distribuzioni	delle	frequenze	dei	dati	sperimentali	si	adattano	a	meno	alla	previsione	che	
abbiano	una	distribuzione	GAUSSIANA	o	NORMALE	(questi	due	termini	sono	sinonimi).	
Prendiamo	in	considerazione	i	campioni	2	e	3		le	cui	distribuzioni	sono	presentate	in	figura	7,	
entrambi	hanno	la	stessa	media	e	la	stessa	deviazione	standard.	Se	prendiamo	questi	due	
valori	(media	=	21.0	g	e	d.s.=	1.1	g)	e	li	mettiamo	nella	funzione	di	Gauss	otteniamo	la	
distribuzione	riportata	in	figura	13	(istogramma	di	colore	rosso).	La	curva	rossa	non	
rappresenta	minimamente	il	campione	2,	il	campione	è	invece	un	po	più	simile	anche	se	le	
differenze	sono	evidenti.	Il	livello	di	sovrapposizione	delle	due	distribuzioni	(quella	del	
campione	e	quella	di	Gauss)	può	essere	utilizzato	per	quantificare	la	somiglianza.	
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area	=	1.0	

σ	 σ	

0.670	0.165	 0.165	

DALLA	DENSITA’	DI	PROBABILITA’			ALLA	PROBABILITA’	

Esempio	ci	calcolo	esa\o	dell’area	di	una	parte	di	Gaussiana		

0.676	0.162	 0.162	

≈	+	1%	 ≈	-	2%	≈	-	2%	
Risulta,	o\enu,	con	il	
calcolo	approssimato		



TEST	PER	VERIFICARE	CHE	UN	CAMPIONE	DI	DATI	
PROVENGA	DA	UNA	POPLAZIONE	NORMALE	(Gaussiana)	

17.	LA	DISTRIBUZIONE	NORMALE	E	LA	FUNZIONE	DI	GAUSS	
	
17.1	LA	DISTRIBUZIONE	DEI	DATI	
Nel	trattare	gli	errori	casuali		abbiamo	utilizzato	il	concetto	di	media	aritmetica	ed	il	concetto	
di	deviazione	standard	e	abbiamo	associato	il	loro	valori	a	specifici	parametri	per	la	
descrizione	degli	errori	in	una	misura.		
I	concetti	di	media	e	di	deviazione	standard	hanno	anche	un	significato	statistico	
intrinsecamente	legato	alla	distribuzione	dei	dati	che	si	sta	analizzando.		
La	distribuzione	dei	dati	è	una	caratteristica	che	descrive	la	probabilità	di	ottenere	quel	dato	
quando	lo	si	estrae	dal	campione	che	stiamo	analizzando.	
	
Supponiamo	di	avere	tre	campioni	ognuno	di	10	palline	aventi	massa	rispettivamente:	
	
Campione	1:	10	palline	con	lo	a	stessa	massa	pari	a	21	g	
Campione	2:	5	palline	con	massa	18	g	e	5	palline	con	massa	24	g	
Campione	3:	1	pallina	18	g,	2	palline	19	g,	3	palline	21	g,	una		22	g,	una	23	g	e	due	24	g	
In	numeri:	
Campione	1	:					21	g	;	21	g	;	21	g	;	21	g	;	21	g	;	21	g	;	21	g	;	21	g	;	21	g	;	21	g	;	
Campione	2	:					18	g	;	18	g	;	18	g	;	18	g	;	18	g	;	24	g	;	24	g	;	24	g	;	24	g	;	24	g	;		
Campione	3	:					18	g	;	19	g	;	19	g	;	21	g	;	21	g	;	21	g	;	22	g	;	23	g	;	24	g	;	24	g	;	
	

media	Campione	1	:			21	g									ds	Campione	1	:			0.0	g	
media	Campione	2	:			21	g									ds	Campione	2	:			1.1	g	
media	Campione	3	:			21	g									ds	Campione	3	:				1.1	g	

	
Le	medie	dei	tre	campioni	sono	uguali	mentre	le	ds	sono	uguali	solamente	per	il	campione	2	e	
3,	per	il	primo	campione	la	ds	è	nulla	in	quanto	le	masse	sono	uguali	tra	loro.	
	
	
Le	distribuzioni	dei	tre	campioni	sono	mostrate	negli	istogrammi	di	figura	6	
	
	

	
Figura	6.	Distribuzione	delle	frequenze	delle	masse	dei	tre	campioni	

	
	
Questi	istogrammi	mettono	in	evidenza	che	i	campioni	sono	decisamente	diversi,	risultano	
diversi	anche	il	campione	2	e	3	che	hanno	gli	stessi	valori	della	media	e	della	ds.	
Quindi	i	due	parametri		(media	e	ds)	non	sono	sufficienti	a	caratterizzare	completamente	il	
campione.	
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17.	LA	DISTRIBUZIONE	NORMALE	E	LA	FUNZIONE	DI	GAUSS	
	
17.1	LA	DISTRIBUZIONE	DEI	DATI	
Nel	trattare	gli	errori	casuali		abbiamo	utilizzato	il	concetto	di	media	aritmetica	ed	il	concetto	
di	deviazione	standard	e	abbiamo	associato	il	loro	valori	a	specifici	parametri	per	la	
descrizione	degli	errori	in	una	misura.		
I	concetti	di	media	e	di	deviazione	standard	hanno	anche	un	significato	statistico	
intrinsecamente	legato	alla	distribuzione	dei	dati	che	si	sta	analizzando.		
La	distribuzione	dei	dati	è	una	caratteristica	che	descrive	la	probabilità	di	ottenere	quel	dato	
quando	lo	si	estrae	dal	campione	che	stiamo	analizzando.	
	
Supponiamo	di	avere	tre	campioni	ognuno	di	10	palline	aventi	massa	rispettivamente:	
	
Campione	1:	10	palline	con	lo	a	stessa	massa	pari	a	21	g	
Campione	2:	5	palline	con	massa	18	g	e	5	palline	con	massa	24	g	
Campione	3:	1	pallina	18	g,	2	palline	19	g,	3	palline	21	g,	una		22	g,	una	23	g	e	due	24	g	
In	numeri:	
Campione	1	:					21	g	;	21	g	;	21	g	;	21	g	;	21	g	;	21	g	;	21	g	;	21	g	;	21	g	;	21	g	;	
Campione	2	:					18	g	;	18	g	;	18	g	;	18	g	;	18	g	;	24	g	;	24	g	;	24	g	;	24	g	;	24	g	;		
Campione	3	:					18	g	;	19	g	;	19	g	;	21	g	;	21	g	;	21	g	;	22	g	;	23	g	;	24	g	;	24	g	;	
	

media	Campione	1	:			21	g									ds	Campione	1	:			0.0	g	
media	Campione	2	:			21	g									ds	Campione	2	:			1.1	g	
media	Campione	3	:			21	g									ds	Campione	3	:				1.1	g	

	
Le	medie	dei	tre	campioni	sono	uguali	mentre	le	ds	sono	uguali	solamente	per	il	campione	2	e	
3,	per	il	primo	campione	la	ds	è	nulla	in	quanto	le	masse	sono	uguali	tra	loro.	
	
	
Le	distribuzioni	dei	tre	campioni	sono	mostrate	negli	istogrammi	di	figura	6	
	
	

	
Figura	6.	Distribuzione	delle	frequenze	delle	masse	dei	tre	campioni	

	
	
Questi	istogrammi	mettono	in	evidenza	che	i	campioni	sono	decisamente	diversi,	risultano	
diversi	anche	il	campione	2	e	3	che	hanno	gli	stessi	valori	della	media	e	della	ds.	
Quindi	i	due	parametri		(media	e	ds)	non	sono	sufficienti	a	caratterizzare	completamente	il	
campione.	
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Figura	7.			Distribuzione	delle	frequenze	relative	o	della	probabilità	con	sui	si	presentano	le	masse	dei	tre	campioni	
	
La	differenza	tra	le	distribuzioni	di	figura	6	e	di	figura	7	sta	solo	nella	scala	numerica	dell’asse	
delle	ordinate	(numero	palline	nel	primo	caso,	frequenza	o	probabilità	nel	secondo	caso)	ma	il	
loro	aspetto	ovvero	la	forma	delle	distribuzioni	sono	sovrapponibili.	
	
17.3	LA	DISTRIBUZIONE	NORMALE	
Quando	il	valore	di	una	grandezza	assume	valori	diversi	e	l’origine	di	queste	differenze	che	
chiameremo	fluttuazioni,	sono	completamente	casuali	allora	la	distribuzione	delle	frequenze	
con	cui	questi	valori	si	presenteranno	ha	una	distribuzione	nota	a	priori.		Se	un	suo	campione	
è	costituito	da	un	numero	di	elementi	N	elevatissimo	allora	la	densità	della	probabilità	con	
cui	si	presenteranno	questi	valori	è	descritta	dalla	funzione	di	Gauss:	
	
																																																											! ! = !

! !! !
!!!

!!!
!

!
																		(1)	

dove:	
!			è	la	media	della	grandezza	del	campione	e	!	è	la	ds	(deviazione	standard	del	campione).	
	
Questa	funzione	ha	alcune	caratteristiche	molto	importanti:	
	

1) Ha	il	massimo	quando	la	variabile	x	assume	un	valore	uguale	alla	media	!	;	
2) È	simmetrica	rispetto	al	massimo	
3) È	sempre	positiva	e		tende	zero	per	valori	di	x	molto	maggiori	e	molto	minori		della	

media.	
4) Presenta	due	flessi	a	destra	e	sinistra	del	massimo	nei	punti		!	- !		e	!	+ !			
5) ! ! !" = 1 !!

!! 		ovvero	l’area	sottesa	dalla	curva	è	adimensionale	e	vale	1.	
6) Al	variare	della	media	la	curva	trasla	sull’asse	delle	x.	
7) Il	valore	della	deviazione	standard	!	determina	la	larghezza	della	curva	

	
Nella	figura	8	viene	riportata	a	titolo	di	esempio	la	densità	di	probabilità	di	un	campione	
gaussiano			di	oggetti	aventi	massa	media	pari	a	8.0	g	e	deviazione	standard	σ	=	1.2	g.	Le	figure	
9	e	10	mostrano	come	si	modifica	la	distribuzione	di	probabilità	gaussiana	al	variare	della	
media	e	della	deviazione	standard.	
E’	necessario	sottolineare	che	il	punto	5)	fornisce	anche	l’informazione	che	il	prodotto	! ! !"	
è	adimensionale	per	cui	se	!"	esprime	una	differenza	di	massa	che	misuriamo	in	[g]	allora	
l’unità	di	misura	della	densità	di	probabilità	! ! 	è	[1/g].		
Quindi		le	dimensioni	dei	valori	della	funzione	densità	di	probabilità		f(x)	saranno	:	
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distribuzione	delle	frequenze	dei	tre	campioni	 distribuzione	delle	frequenze	rela,ve	dei	tre	campioni	

Quale	di	ques,	tre	campioni	ha	la	probabilità	maggiore	di	provenire	da	una	
popolazione	di	palline	la	cui	massa	abbia	una	distribuzione	normale?				

Probabilmente	la	3,	come	lo	possiamo	dimostrare?	



	
	
Figura	13.			Confronto	fra	le	frequenze	dei	campioni	2	e	3		e	delle	frequenze	calcolate	utilizzando	la	distribuzione	di	Gauss	
(tratto	rosso).	La	distribuzione	dei	campioni	non	assomigliano	molto	a	quella	prevista	dalla	distribuzione	Gaussiana,	in	
particolar	modo	quella	del	campione	2.		 
	
	
Chiamiamo		fc1,	fc2,	fc3	………	fcn	le	frequenze	del	campione	e	con	fg1,	fg2,	fg3	………	fgn	le	
frequenze	calcolate	con	la	funzione	di	Gauss.	
Moltiplicando	il	valore	della	frequenze	previste	dalla	funzione	di	Gauss	(fgi)per	il	numero	di	
elementi	del	campione	N	(10	nel	nostro	caso)	otterremo	il	numero	di	elementi	che	il	
campione	dovrebbe	avere	per	ogni	valore	di	massa	ovvero:	
ngi	=	N	.	fgi		
	
Nella	figura.14	viene	riportato	il	confronto	tra	la	distribuzione	dei	campioni	2	e	3	con	quelle	
previste	dalla	distribuzione	di	Gauss.	
	

	
Figura	14.			Confronto	fra	le	distribuzioni	delle	palline	dei	campioni	2	e	3		e	delle	distribuzioni	delle	palline	calcolate	
utilizzando	la	funzione	di	Gauss	(tratto	rosso).	Anche	in	questo	caso	le	distribuzione	non	assomigliano	molto	a	quelle	previste	
dalla	distribuzione	di	Gauss,	in	particolar	modo	quella	del	campione	2.		 
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confronto	tra	la	distribuzione	del	numero	di	palline	dei	campioni	(	nc	)	
	e	quelle	previste	dalla	distribuzione	di	Gauss		(	ng)	

nc	 nc	

ng	

ng	

distribuzione	delle	frequenze	rela,ve	dei	campioni	2	e	3	

CONFRONTO	TRA	LE	DISTRIBUZIONI	DELLE	FREQUENZE	RELATIVE	DEI	
CAMPIONI	2	e	3	CON	QUELLE	FORNITE	DALLA	FUNZIONE	DI	

GAUSS	CON	MEDIA	21	g	e	d.s.	1.1	g	

Il	campione	3	si	sovrappone	di	più		del	campione	2	
COME	POSSIAMO	QUANTIFICARE	QUESTE	DIFFERENZE?	

	
	
Figura	13.			Confronto	fra	le	frequenze	dei	campioni	2	e	3		e	delle	frequenze	calcolate	utilizzando	la	distribuzione	di	Gauss	
(tratto	rosso).	La	distribuzione	dei	campioni	non	assomigliano	molto	a	quella	prevista	dalla	distribuzione	Gaussiana,	in	
particolar	modo	quella	del	campione	2.		 
	
	
Chiamiamo		fc1,	fc2,	fc3	………	fcn	le	frequenze	del	campione	e	con	fg1,	fg2,	fg3	………	fgn	le	
frequenze	calcolate	con	la	funzione	di	Gauss.	
Moltiplicando	il	valore	della	frequenze	previste	dalla	funzione	di	Gauss	(fgi)per	il	numero	di	
elementi	del	campione	N	(10	nel	nostro	caso)	otterremo	il	numero	di	elementi	che	il	
campione	dovrebbe	avere	per	ogni	valore	di	massa	ovvero:	
ngi	=	N	.	fgi		
	
Nella	figura.14	viene	riportato	il	confronto	tra	la	distribuzione	dei	campioni	2	e	3	con	quelle	
previste	dalla	distribuzione	di	Gauss.	
	

	
Figura	14.			Confronto	fra	le	distribuzioni	delle	palline	dei	campioni	2	e	3		e	delle	distribuzioni	delle	palline	calcolate	
utilizzando	la	funzione	di	Gauss	(tratto	rosso).	Anche	in	questo	caso	le	distribuzione	non	assomigliano	molto	a	quelle	previste	
dalla	distribuzione	di	Gauss,	in	particolar	modo	quella	del	campione	2.		 
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confronto	tra	la	distribuzione	del	numero	di	palline	dei	campioni	(	nc	)	
	e	quelle	previste	dalla	distribuzione	di	Gauss		(	ng)	

nc	 nc	

ng	
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distribuzione	delle	frequenze	rela,ve	dei	campioni	2	e	3	

Per	 passare	 dalle	 frequenze	
rela,ve	 allle	 frequenze	 ovvero	 al		
numero	 di	 palline	 a\eso	 in	 ogni	
classe	 è	 sufficiente	 mol,plicare	 la	
frequenza	 rela,va	 per	 il	 numero	
totale	 di	 palline	 del	 campione	 (10	
nel	nostro	caso)	



	
	
La	differenza	tra	il	numero	di	elementi	dei	campione	e	quelli	calcolati	con	la	distribuzione	di	
Gauss	potrebbe	essere	un	indicatore	di	somiglianza	delle	due	distribuzioni,	infatti	se	nc	e	ng	
fossero	tutte	uguali	allora	le	differenze	sarebbero	tutte	nulle.	Ma	come	si	vede	in	figura	15	le	
differenze	ci	sono	positive	quando	nc	>	ng	e	negative	quando	nc<	ng	per	cui	la	somma	delle	
differenze	si	potrebbe	annullare	anche	se	se	le	frequenze	sono	molto	diverse	tra	loro.	In	ogni	
caso	possiamo	già	capire	che	le	differenze	sono	maggiori	nel	caso	del	campione	2.	Quindi	il	
campione	3	segue	meglio	il	profilo	previsto	della	distribuzione	di	Gauss	
	

	
Figura	15.			Confronto	fra	le	differenze	delle	distribuzioni	dei	campioni	e	quelle	calcolate	utilizzando	la	funzione	di	Gauss	le	
differenze	sono	visibilmente	minori	nel	caso	del	campione	3.		 
	
	
Per	rendere	più	significative	queste	differenze	è	stato	introdotto	il	parametro:	
	

!! =  !"! − !"!
!

!"!
	

	
La	figura	16	riporta	il	valore	di	questo	parametro	nel	confronto	dei	nostri	campioni.		
	
La	somma	di	tutti	i	valori	di	!! 	rappresenti	dall’area	delle	barre	degli	istogrammi	di	figura	16	
prende	il	nome	di			χ2		(chi	quadro).	
	

!! =  !"! − !"! !

!"!

!

!!!
	

	
in	questo	caso	n	è	il	numero	delle	classi	per	le	quali	abbiamo	calcolato	il	valore	del	numero	di	
campioni	previsti	dalla	distribuzione	di	Gauss	ovvero	(7)	che	corrisponde	al	numero	di	
rettangoli	grigi	della	figura	16.	
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FACCIAMO	LA	DIFFERENZA	TRA	LE	FREQUENZE	DEL	CAMPIONE	E	
QUELLE	PREVISTE	DALLA	DISTRIBUZIONE	DI	Gauss	

posi,ve	 posi,ve	

nega,ve	 nega,ve	

Sommare	le	differenze	ci	porterebbe	a	valori	nulli	come	nel	
caso	del	calcolo	della	deviazione	standard	per	cui	dobbiamo		
elevare	la	quadrato	le	differenze	introducendo	il	parametro	

	
Figura	15.			Confronto	del	parametro	Ci	fra	distribuzioni	dei	campioni	2	e	3	e	confronto	della	loro	somma	che	rappresenta	il	
χ2	delle	due	distribuzioni	.	Questo	parametro	è	significativamente	minore	per	il	campione	3.	 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
nu	dobbiamo	elevarla	al	quadrato	per	cui	prenderemo	in	considerazione	la	grandezza			(fc	–	
ft)2			
	
	
	
!			è	la	media	della	grandezza	che	origina	il	campione	ovvero:	
	

	
	
e	!	è	la	ds	(deviazione	standard	del	campione)	
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La	differenza	tra	il	numero	di	elementi	dei	campione	e	quelli	calcolati	con	la	distribuzione	di	
Gauss	potrebbe	essere	un	indicatore	di	somiglianza	delle	due	distribuzioni,	infatti	se	nc	e	ng	
fossero	tutte	uguali	allora	le	differenze	sarebbero	tutte	nulle.	Ma	come	si	vede	in	figura	15	le	
differenze	ci	sono	positive	quando	nc	>	ng	e	negative	quando	nc<	ng	per	cui	la	somma	delle	
differenze	si	potrebbe	annullare	anche	se	se	le	frequenze	sono	molto	diverse	tra	loro.	In	ogni	
caso	possiamo	già	capire	che	le	differenze	sono	maggiori	nel	caso	del	campione	2.	Quindi	il	
campione	3	segue	meglio	il	profilo	previsto	della	distribuzione	di	Gauss	
	

	
Figura	15.			Confronto	fra	le	differenze	delle	distribuzioni	dei	campioni	e	quelle	calcolate	utilizzando	la	funzione	di	Gauss	le	
differenze	sono	visibilmente	minori	nel	caso	del	campione	3.		 
	
	
Per	rendere	più	significative	queste	differenze	è	stato	introdotto	il	parametro:	
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La	figura	16	riporta	il	valore	di	questo	parametro	nel	confronto	dei	nostri	campioni.		
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Gauss	potrebbe	essere	un	indicatore	di	somiglianza	delle	due	distribuzioni,	infatti	se	nc	e	ng	
fossero	tutte	uguali	allora	le	differenze	sarebbero	tutte	nulle.	Ma	come	si	vede	in	figura	15	le	
differenze	ci	sono	positive	quando	nc	>	ng	e	negative	quando	nc<	ng	per	cui	la	somma	delle	
differenze	si	potrebbe	annullare	anche	se	se	le	frequenze	sono	molto	diverse	tra	loro.	In	ogni	
caso	possiamo	già	capire	che	le	differenze	sono	maggiori	nel	caso	del	campione	2.	Quindi	il	
campione	3	segue	meglio	il	profilo	previsto	della	distribuzione	di	Gauss	
	

	
Figura	15.			Confronto	fra	le	differenze	delle	distribuzioni	dei	campioni	e	quelle	calcolate	utilizzando	la	funzione	di	Gauss	le	
differenze	sono	visibilmente	minori	nel	caso	del	campione	3.		 
	
	
Per	rendere	più	significative	queste	differenze	è	stato	introdotto	il	parametro:	
	

!! =  !"! − !"!
!

!"!
	

	
La	figura	16	riporta	il	valore	di	questo	parametro	nel	confronto	dei	nostri	campioni.		
	
La	somma	di	tutti	i	calori	di	!! 	ovvero	rappresentata	dall’area	degli	istogrammi	di	figura	16	
prende	il	nome	di			χ2		(chi	quadro).	
	

!! =  !"! − !"! !

!"!

!

!!!
	

	
in	questo	caso	n	è	il	numero	delle	classi	per	le	quali	abbiamo	calcolato	il	valore	del	numero	di	
campioni	previsti	dalla	distribuzione	di	Gauss	ovvero	(7)	che	corrisponde	al	numero	di	
rettangoli	grigi	della	figura	16.	
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Campione	2		

differenza	del	numero	di	campioni	osserva>	(	nc	)	e	quelle	previs>	dalla	
distribuzione	di	Gauss	(	ng	)	

	

	
=	10.84	
		

	
	
La	differenza	tra	il	numero	di	elementi	dei	campione	e	quelli	calcolati	con	la	distribuzione	di	
Gauss	potrebbe	essere	un	indicatore	di	somiglianza	delle	due	distribuzioni,	infatti	se	nc	e	ng	
fossero	tutte	uguali	allora	le	differenze	sarebbero	tutte	nulle.	Ma	come	si	vede	in	figura	15	le	
differenze	ci	sono	positive	quando	nc	>	ng	e	negative	quando	nc<	ng	per	cui	la	somma	delle	
differenze	si	potrebbe	annullare	anche	se	se	le	frequenze	sono	molto	diverse	tra	loro.	In	ogni	
caso	possiamo	già	capire	che	le	differenze	sono	maggiori	nel	caso	del	campione	2.	Quindi	il	
campione	3	segue	meglio	il	profilo	previsto	della	distribuzione	di	Gauss	
	

	
Figura	15.			Confronto	fra	le	differenze	delle	distribuzioni	dei	campioni	e	quelle	calcolate	utilizzando	la	funzione	di	Gauss	le	
differenze	sono	visibilmente	minori	nel	caso	del	campione	3.		 
	
	
Per	rendere	più	significative	queste	differenze	è	stato	introdotto	il	parametro:	
	

!! =  !"! − !"!
!

!"!
	

	
La	figura	16	riporta	il	valore	di	questo	parametro	nel	confronto	dei	nostri	campioni.		
	
La	somma	di	tutti	i	calori	di	!! 	ovvero	rappresentata	dall’area	degli	istogrammi	di	figura	16	
prende	il	nome	di			χ2		(chi	quadro).	
	

!! =  !"! − !"! !

!"!

!

!!!
	

	
in	questo	caso	n	è	il	numero	delle	classi	per	le	quali	abbiamo	calcolato	il	valore	del	numero	di	
campioni	previsti	dalla	distribuzione	di	Gauss	ovvero	(7)	che	corrisponde	al	numero	di	
rettangoli	grigi	della	figura	16.	
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=		1.84					
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Questi	errori	sono	dovuti	al	cambiamento	delle	circostanze	quando	si	ripete	la	misura	di	una	
grandezza,	agiscono	casualmente	una	volta		producendo	un	valore	più	grande	e	
successivamente	un	valore	minore	(variazioni	di	temperatura,	spostamento	del	punto	di	
osservazione	di	un	indice,	variazioni	non	volute	delle	condizioni	di	misura,	...).		
Questi	errori	NON	POSSONO	ESSERE	CORRETTI,	ma	possono	solo	essere	stimati	con	
specifiche	tecniche	di	ANALISI	STATISTICA.	
Questa	tecnica	di	analisi	si	applica	quando	la	misura	della	grandezza	viene	ripetuta	varie	
volte,	sempre	nelle	stesse	condizioni	e	i	risultati	sono	generalmente	diversi	tra	di	loro.	
	
ANALISI	STATISTICA	DEGLI	ERRORI	
	
La	migliore	stima	della	grandezza	cercata,	X,	per	la	quale	le	misura	è	stata	ripetuta	N	volte	è	
la	media	aritmetica	dei	valori	ottenuti.	
		

	
	
Ogni	misura	fatta	avrà	uno	scarto	dalla	media:	
	

	
Lo	scarto	quadratico	medio	o	deviazione	standard	sarà:	
	

	
La	media	e	la	deviazione	standard	ci	forniscono:	
media:		la	miglior	stima	del	valore	cercato	
deviazione	standard:	stima	della	dispersione	dei	dati		misurati	rispetto	alla	media	
	
Nel	caso	della	presenza	di	soli	errori	casuali,		la	deviazione	standard	ci	da	informazioni	sulla		
precisione	della	misura	attraverso	il	coefficiente	di	variazione:	
	
	!" =   !!! 						
	
e	sulla	accuratezza	della	misura	attraverso	l’errore	sulla	media:	
	

	
	
Il	risultato	della	misura	sarà	quindi:	
	

		
	 	

MEDIA ARITMETICA dei risultati delle misure:

x=
 x 1x 2x N 

N

• SCARTO dalla media:  x i=x i−x

• SCARTO  MASSIMO :  x=
 xmax−xmin

2

• SCARTO MEDIO :  x =[ x 1−x  x 2−x  x N−x ]
N

• SCARTO QUADRATICO MEDIO :  x=[  x1−x 2 x 2−x 2 x N−x 2

N−1
]

• ERRORE SULLA MEDIA: e'  la larghezza dell'intervallo entro cui si e'  confidenti che

sia compreso il risultato della misura

•   x=
 x

N
se  la misura viene ripetuta piu' di 20 volte;

  x= x  se la misura viene ripetuta solo poche volte (5 – 10 volte);

• RISULTATO della MISURA  Il risultato della misura verra' dunque espresso come

X=x± x

scegliendo opportunamente l'espressione per il calcolo dell'errore sulla media. 

SIGNIFICATO DELLE GRANDEZZE  STATISTICHE 

Vediamo, con l'aiuto di un esempio, quale sia il significato delle grandezze statistiche

ora introdotte. 

Si effettui la misura della lunghezza di un segmento ripetendo le operazioni di misura

20 volte; un modo conveniente di rappresentare i risultati consiste nel riportarli in una

tabella, come fatto di seguito. 

Nella prima  colonna  e'  indicato  il numero  delle misura,  nella  seconda  colonna  e'

riportato il risultato della misura, nella terza e'  calcolato lo scarto  della misura dal valore

medio, nella quarta, infine, e'  calcolato il quadrato dello scarto, utile per valutare lo scarto

quadratico medio.

MEDIA ARITMETICA dei risultati delle misure:

x=
 x 1x 2x N 

N

• SCARTO dalla media:  x i=x i−x

• SCARTO  MASSIMO :  x=
 xmax−xmin

2

• SCARTO MEDIO :  x =[ x1−x  x 2−x  x N−x ]
N

• SCARTO QUADRATICO MEDIO :  x=[  x1−x 2 x 2−x 2 x N−x 2

N−1
]

• ERRORE SULLA MEDIA: e'  la larghezza dell'intervallo entro cui si e'  confidenti che

sia compreso il risultato della misura

•   x=
 x

N
se  la misura viene ripetuta piu' di 20 volte;

  x= x  se la misura viene ripetuta solo poche volte (5 – 10 volte);

• RISULTATO della MISURA  Il risultato della misura verra' dunque espresso come

X=x± x

scegliendo opportunamente l'espressione per il calcolo dell'errore sulla media. 

SIGNIFICATO DELLE GRANDEZZE  STATISTICHE 

Vediamo, con l'aiuto di un esempio, quale sia il significato delle grandezze statistiche

ora introdotte. 

Si effettui la misura della lunghezza di un segmento ripetendo le operazioni di misura

20 volte; un modo conveniente di rappresentare i risultati consiste nel riportarli in una

tabella, come fatto di seguito. 

Nella prima  colonna  e'  indicato  il numero  delle misura,  nella  seconda  colonna  e'

riportato il risultato della misura, nella terza e'  calcolato lo scarto  della misura dal valore

medio, nella quarta, infine, e'  calcolato il quadrato dello scarto, utile per valutare lo scarto

quadratico medio.

MEDIA ARITMETICA dei risultati delle misure:

x=
 x 1x 2x N 

N

• SCARTO dalla media:  x i=x i−x

• SCARTO  MASSIMO :  x=
 xmax−xmin

2

• SCARTO MEDIO :  x =[ x 1−x  x 2−x  x N−x ]
N

• SCARTO QUADRATICO MEDIO :  x=[  x1−x 2 x 2−x 2 x N−x 2

N−1
]

• ERRORE SULLA MEDIA: e'  la larghezza dell'intervallo entro cui si e'  confidenti che

sia compreso il risultato della misura

•   x=
 x

N
se  la misura viene ripetuta piu' di 20 volte;

  x= x  se la misura viene ripetuta solo poche volte (5 – 10 volte);

• RISULTATO della MISURA  Il risultato della misura verra' dunque espresso come

X=x± x

scegliendo opportunamente l'espressione per il calcolo dell'errore sulla media. 

SIGNIFICATO DELLE GRANDEZZE  STATISTICHE 

Vediamo, con l'aiuto di un esempio, quale sia il significato delle grandezze statistiche

ora introdotte. 

Si effettui la misura della lunghezza di un segmento ripetendo le operazioni di misura

20 volte; un modo conveniente di rappresentare i risultati consiste nel riportarli in una

tabella, come fatto di seguito. 

Nella prima  colonna  e'  indicato  il numero  delle misura,  nella  seconda  colonna  e'

riportato il risultato della misura, nella terza e'  calcolato lo scarto  della misura dal valore

medio, nella quarta, infine, e'  calcolato il quadrato dello scarto, utile per valutare lo scarto

quadratico medio.

MEDIA ARITMETICA dei risultati delle misure:

x=
 x 1x 2x N 

N

• SCARTO dalla media:  x i=x i−x

• SCARTO  MASSIMO :  x=
 xmax−xmin

2

• SCARTO MEDIO :  x =[ x1−x  x 2−x  x N−x ]
N

• SCARTO QUADRATICO MEDIO :  x=[  x1−x 2 x 2−x 2 x N−x 2

N−1
]

• ERRORE SULLA MEDIA: e'  la larghezza dell'intervallo entro cui si e'  confidenti che

sia compreso il risultato della misura

•   x=
 x

N
se  la misura viene ripetuta piu' di 20 volte;

  x= x  se la misura viene ripetuta solo poche volte (5 – 10 volte);

• RISULTATO della MISURA  Il risultato della misura verra' dunque espresso come

X=x± x

scegliendo opportunamente l'espressione per il calcolo dell'errore sulla media. 

SIGNIFICATO DELLE GRANDEZZE  STATISTICHE 

Vediamo, con l'aiuto di un esempio, quale sia il significato delle grandezze statistiche

ora introdotte. 

Si effettui la misura della lunghezza di un segmento ripetendo le operazioni di misura

20 volte; un modo conveniente di rappresentare i risultati consiste nel riportarli in una

tabella, come fatto di seguito. 

Nella prima  colonna  e'  indicato  il numero  delle misura,  nella  seconda  colonna  e'

riportato il risultato della misura, nella terza e'  calcolato lo scarto  della misura dal valore

medio, nella quarta, infine, e'  calcolato il quadrato dello scarto, utile per valutare lo scarto

quadratico medio.

MEDIA ARITMETICA dei risultati delle misure:

x=
 x 1x 2x N 

N

• SCARTO dalla media:  x i=x i−x

• SCARTO  MASSIMO :  x=
 xmax−xmin

2

• SCARTO MEDIO :  x =[ x 1−x  x 2−x  x N−x ]
N

• SCARTO QUADRATICO MEDIO :  x=[  x1−x 2 x 2−x 2 x N−x 2

N−1
]

• ERRORE SULLA MEDIA: e'  la larghezza dell'intervallo entro cui si e'  confidenti che

sia compreso il risultato della misura

•   x=
 x

N
se  la misura viene ripetuta piu' di 20 volte;

  x= x  se la misura viene ripetuta solo poche volte (5 – 10 volte);

• RISULTATO della MISURA  Il risultato della misura verra' dunque espresso come

X=x± x

scegliendo opportunamente l'espressione per il calcolo dell'errore sulla media. 

SIGNIFICATO DELLE GRANDEZZE  STATISTICHE 

Vediamo, con l'aiuto di un esempio, quale sia il significato delle grandezze statistiche

ora introdotte. 

Si effettui la misura della lunghezza di un segmento ripetendo le operazioni di misura

20 volte; un modo conveniente di rappresentare i risultati consiste nel riportarli in una

tabella, come fatto di seguito. 

Nella prima  colonna  e'  indicato  il numero  delle misura,  nella  seconda  colonna  e'

riportato il risultato della misura, nella terza e'  calcolato lo scarto  della misura dal valore

medio, nella quarta, infine, e'  calcolato il quadrato dello scarto, utile per valutare lo scarto

quadratico medio.
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Questi	errori	sono	dovuti	al	cambiamento	delle	circostanze	quando	si	ripete	la	misura	di	una	
grandezza,	agiscono	casualmente	una	volta		producendo	un	valore	più	grande	e	
successivamente	un	valore	minore	(variazioni	di	temperatura,	spostamento	del	punto	di	
osservazione	di	un	indice,	variazioni	non	volute	delle	condizioni	di	misura,	...).		
Questi	errori	NON	POSSONO	ESSERE	CORRETTI,	ma	possono	solo	essere	stimati	con	
specifiche	tecniche	di	ANALISI	STATISTICA.	
Questa	tecnica	di	analisi	si	applica	quando	la	misura	della	grandezza	viene	ripetuta	varie	
volte,	sempre	nelle	stesse	condizioni	e	i	risultati	sono	generalmente	diversi	tra	di	loro.	
	
ANALISI	STATISTICA	DEGLI	ERRORI	
	
La	migliore	stima	della	grandezza	cercata,	X,	per	la	quale	le	misura	è	stata	ripetuta	N	volte	è	
la	media	aritmetica	dei	valori	ottenuti.	
		

	
	
Ogni	misura	fatta	avrà	uno	scarto	dalla	media:	
	

	
Lo	scarto	quadratico	medio	o	deviazione	standard	sarà:	
	

	
La	media	e	la	deviazione	standard	ci	forniscono:	
media:		la	miglior	stima	del	valore	cercato	
deviazione	standard:	stima	della	dispersione	dei	dati		misurati	rispetto	alla	media	
	
Nel	caso	della	presenza	di	soli	errori	casuali,		la	deviazione	standard	ci	da	informazioni	sulla		
precisione	della	misura	attraverso	il	coefficiente	di	variazione:	
	
	!" =   !!! 						
	
e	sulla	accuratezza	della	misura	attraverso	l’errore	sulla	media:	
	

	
	
Il	risultato	della	misura	sarà	quindi:	
	

		
	 	

MEDIA ARITMETICA dei risultati delle misure:

x=
 x 1x 2x N 

N

• SCARTO dalla media:  x i=x i−x

• SCARTO  MASSIMO :  x=
 xmax−xmin

2

• SCARTO MEDIO :  x =[ x 1−x  x 2−x  x N−x ]
N

• SCARTO QUADRATICO MEDIO :  x=[  x1−x 2 x 2−x 2 x N−x 2

N−1
]

• ERRORE SULLA MEDIA: e'  la larghezza dell'intervallo entro cui si e'  confidenti che

sia compreso il risultato della misura

•   x=
 x

N
se  la misura viene ripetuta piu' di 20 volte;

  x= x  se la misura viene ripetuta solo poche volte (5 – 10 volte);

• RISULTATO della MISURA  Il risultato della misura verra' dunque espresso come

X=x± x

scegliendo opportunamente l'espressione per il calcolo dell'errore sulla media. 

SIGNIFICATO DELLE GRANDEZZE  STATISTICHE 

Vediamo, con l'aiuto di un esempio, quale sia il significato delle grandezze statistiche

ora introdotte. 

Si effettui la misura della lunghezza di un segmento ripetendo le operazioni di misura

20 volte; un modo conveniente di rappresentare i risultati consiste nel riportarli in una

tabella, come fatto di seguito. 

Nella prima  colonna  e'  indicato  il numero  delle misura,  nella  seconda  colonna  e'

riportato il risultato della misura, nella terza e'  calcolato lo scarto  della misura dal valore

medio, nella quarta, infine, e'  calcolato il quadrato dello scarto, utile per valutare lo scarto

quadratico medio.

MEDIA ARITMETICA dei risultati delle misure:

x=
 x 1x 2x N 

N

• SCARTO dalla media:  x i=x i−x

• SCARTO  MASSIMO :  x=
 xmax−xmin

2

• SCARTO MEDIO :  x =[ x 1−x  x 2−x  x N−x ]
N

• SCARTO QUADRATICO MEDIO :  x=[  x1−x 2 x 2−x 2 x N−x 2

N−1
]

• ERRORE SULLA MEDIA: e'  la larghezza dell'intervallo entro cui si e'  confidenti che

sia compreso il risultato della misura

•   x=
 x

N
se  la misura viene ripetuta piu' di 20 volte;

  x= x  se la misura viene ripetuta solo poche volte (5 – 10 volte);

• RISULTATO della MISURA  Il risultato della misura verra' dunque espresso come

X=x± x

scegliendo opportunamente l'espressione per il calcolo dell'errore sulla media. 
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Quadrato	della	differenza	del	numero	di	campioni	osserva,		
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numero	di	campioni	previs,	dalla	distribuzione	di	Gauss	
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Figura	15.			Confronto	del	parametro	Ci	fra	distribuzioni	dei	campioni	2	e	3	e	confronto	della	loro	somma	che	rappresenta	il	
χ2	delle	due	distribuzioni	.	Questo	parametro	è	significativamente	minore	per	il	campione	3.	 
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La	differenza	tra	il	numero	di	elementi	dei	campione	e	quelli	calcolati	con	la	distribuzione	di	
Gauss	potrebbe	essere	un	indicatore	di	somiglianza	delle	due	distribuzioni,	infatti	se	nc	e	ng	
fossero	tutte	uguali	allora	le	differenze	sarebbero	tutte	nulle.	Ma	come	si	vede	in	figura	15	le	
differenze	ci	sono	positive	quando	nc	>	ng	e	negative	quando	nc<	ng	per	cui	la	somma	delle	
differenze	si	potrebbe	annullare	anche	se	se	le	frequenze	sono	molto	diverse	tra	loro.	In	ogni	
caso	possiamo	già	capire	che	le	differenze	sono	maggiori	nel	caso	del	campione	2.	Quindi	il	
campione	3	segue	meglio	il	profilo	previsto	della	distribuzione	di	Gauss	
	

	
Figura	15.			Confronto	fra	le	differenze	delle	distribuzioni	dei	campioni	e	quelle	calcolate	utilizzando	la	funzione	di	Gauss	le	
differenze	sono	visibilmente	minori	nel	caso	del	campione	3.		 
	
	
Per	rendere	più	significative	queste	differenze	è	stato	introdotto	il	parametro:	
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La	figura	16	riporta	il	valore	di	questo	parametro	nel	confronto	dei	nostri	campioni.		
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in	questo	caso	n	è	il	numero	delle	classi	per	le	quali	abbiamo	calcolato	il	valore	del	numero	di	
campioni	previsti	dalla	distribuzione	di	Gauss	ovvero	(7)	che	corrisponde	al	numero	di	
rettangoli	grigi	della	figura	16.	
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Questi	errori	sono	dovuti	al	cambiamento	delle	circostanze	quando	si	ripete	la	misura	di	una	
grandezza,	agiscono	casualmente	una	volta		producendo	un	valore	più	grande	e	
successivamente	un	valore	minore	(variazioni	di	temperatura,	spostamento	del	punto	di	
osservazione	di	un	indice,	variazioni	non	volute	delle	condizioni	di	misura,	...).		
Questi	errori	NON	POSSONO	ESSERE	CORRETTI,	ma	possono	solo	essere	stimati	con	
specifiche	tecniche	di	ANALISI	STATISTICA.	
Questa	tecnica	di	analisi	si	applica	quando	la	misura	della	grandezza	viene	ripetuta	varie	
volte,	sempre	nelle	stesse	condizioni	e	i	risultati	sono	generalmente	diversi	tra	di	loro.	
	
ANALISI	STATISTICA	DEGLI	ERRORI	
	
La	migliore	stima	della	grandezza	cercata,	X,	per	la	quale	le	misura	è	stata	ripetuta	N	volte	è	
la	media	aritmetica	dei	valori	ottenuti.	
		

	
	
Ogni	misura	fatta	avrà	uno	scarto	dalla	media:	
	

	
Lo	scarto	quadratico	medio	o	deviazione	standard	sarà:	
	

	
La	media	e	la	deviazione	standard	ci	forniscono:	
media:		la	miglior	stima	del	valore	cercato	
deviazione	standard:	stima	della	dispersione	dei	dati		misurati	rispetto	alla	media	
	
Nel	caso	della	presenza	di	soli	errori	casuali,		la	deviazione	standard	ci	da	informazioni	sulla		
precisione	della	misura	attraverso	il	coefficiente	di	variazione:	
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e	sulla	accuratezza	della	misura	attraverso	l’errore	sulla	media:	
	

	
	
Il	risultato	della	misura	sarà	quindi:	
	

		
	 	

MEDIA ARITMETICA dei risultati delle misure:
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Questi	errori	sono	dovuti	al	cambiamento	delle	circostanze	quando	si	ripete	la	misura	di	una	
grandezza,	agiscono	casualmente	una	volta		producendo	un	valore	più	grande	e	
successivamente	un	valore	minore	(variazioni	di	temperatura,	spostamento	del	punto	di	
osservazione	di	un	indice,	variazioni	non	volute	delle	condizioni	di	misura,	...).		
Questi	errori	NON	POSSONO	ESSERE	CORRETTI,	ma	possono	solo	essere	stimati	con	
specifiche	tecniche	di	ANALISI	STATISTICA.	
Questa	tecnica	di	analisi	si	applica	quando	la	misura	della	grandezza	viene	ripetuta	varie	
volte,	sempre	nelle	stesse	condizioni	e	i	risultati	sono	generalmente	diversi	tra	di	loro.	
	
ANALISI	STATISTICA	DEGLI	ERRORI	
	
La	migliore	stima	della	grandezza	cercata,	X,	per	la	quale	le	misura	è	stata	ripetuta	N	volte	è	
la	media	aritmetica	dei	valori	ottenuti.	
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Lo	scarto	quadratico	medio	o	deviazione	standard	sarà:	
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media:		la	miglior	stima	del	valore	cercato	
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Nel	caso	della	presenza	di	soli	errori	casuali,		la	deviazione	standard	ci	da	informazioni	sulla		
precisione	della	misura	attraverso	il	coefficiente	di	variazione:	
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La	differenza	tra	il	numero	di	elementi	dei	campione	e	quelli	calcolati	con	la	distribuzione	di	
Gauss	potrebbe	essere	un	indicatore	di	somiglianza	delle	due	distribuzioni,	infatti	se	nc	e	ng	
fossero	tutte	uguali	allora	le	differenze	sarebbero	tutte	nulle.	Ma	come	si	vede	in	figura	15	le	
differenze	ci	sono	positive	quando	nc	>	ng	e	negative	quando	nc<	ng	per	cui	la	somma	delle	
differenze	si	potrebbe	annullare	anche	se	se	le	frequenze	sono	molto	diverse	tra	loro.	In	ogni	
caso	possiamo	già	capire	che	le	differenze	sono	maggiori	nel	caso	del	campione	2.	Quindi	il	
campione	3	segue	meglio	il	profilo	previsto	della	distribuzione	di	Gauss	
	

	
Figura	15.			Confronto	fra	le	differenze	delle	distribuzioni	dei	campioni	e	quelle	calcolate	utilizzando	la	funzione	di	Gauss	le	
differenze	sono	visibilmente	minori	nel	caso	del	campione	3.		 
	
	
Per	rendere	più	significative	queste	differenze	è	stato	introdotto	il	parametro:	
	

!! =  !"! − !"!
!

!"!
	

	
La	figura	16	riporta	il	valore	di	questo	parametro	nel	confronto	dei	nostri	campioni.		
	
La	somma	di	tutti	i	valori	di	!! 	rappresenti	dall’area	delle	barre	degli	istogrammi	di	figura	16	
prende	il	nome	di			χ2		(chi	quadro).	
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in	questo	caso	n	è	il	numero	delle	classi	per	le	quali	abbiamo	calcolato	il	valore	del	numero	di	
campioni	previsti	dalla	distribuzione	di	Gauss	ovvero	(7)	che	corrisponde	al	numero	di	
rettangoli	grigi	della	figura	16.	
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Figura	15.			Confronto	del	parametro	Ci	fra	distribuzioni	dei	campioni	2	e	3	e	confronto	della	loro	somma	che	rappresenta	il	
χ2	delle	due	distribuzioni	.	Questo	parametro	è	significativamente	minore	per	il	campione	3.	 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
nu	dobbiamo	elevarla	al	quadrato	per	cui	prenderemo	in	considerazione	la	grandezza			(fc	–	
ft)2			
	
	
	
!			è	la	media	della	grandezza	che	origina	il	campione	ovvero:	
	

	
	
e	!	è	la	ds	(deviazione	standard	del	campione)	
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differenze	sono	visibilmente	minori	nel	caso	del	campione	3.		 
	
	
Per	rendere	più	significative	queste	differenze	è	stato	introdotto	il	parametro:	
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La	figura	16	riporta	il	valore	di	questo	parametro	nel	confronto	dei	nostri	campioni.		
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nel	confronto	dei	campioni	

	
	
La	differenza	tra	il	numero	di	elementi	dei	campione	e	quelli	calcolati	con	la	distribuzione	di	
Gauss	potrebbe	essere	un	indicatore	di	somiglianza	delle	due	distribuzioni,	infatti	se	nc	e	ng	
fossero	tutte	uguali	allora	le	differenze	sarebbero	tutte	nulle.	Ma	come	si	vede	in	figura	15	le	
differenze	ci	sono	positive	quando	nc	>	ng	e	negative	quando	nc<	ng	per	cui	la	somma	delle	
differenze	si	potrebbe	annullare	anche	se	se	le	frequenze	sono	molto	diverse	tra	loro.	In	ogni	
caso	possiamo	già	capire	che	le	differenze	sono	maggiori	nel	caso	del	campione	2.	Quindi	il	
campione	3	segue	meglio	il	profilo	previsto	della	distribuzione	di	Gauss	
	

	
Figura	15.			Confronto	fra	le	differenze	delle	distribuzioni	dei	campioni	e	quelle	calcolate	utilizzando	la	funzione	di	Gauss	le	
differenze	sono	visibilmente	minori	nel	caso	del	campione	3.		 
	
	
Per	rendere	più	significative	queste	differenze	è	stato	introdotto	il	parametro:	
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La	figura	16	riporta	il	valore	di	questo	parametro	nel	confronto	dei	nostri	campioni.		
	
La	somma	di	tutti	i	calori	di	!! 	ovvero	rappresentata	dall’area	degli	istogrammi	di	figura	16	
prende	il	nome	di			χ2		(chi	quadro).	
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in	questo	caso	n	è	il	numero	delle	classi	per	le	quali	abbiamo	calcolato	il	valore	del	numero	di	
campioni	previsti	dalla	distribuzione	di	Gauss	ovvero	(7)	che	corrisponde	al	numero	di	
rettangoli	grigi	della	figura	16.	
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La	differenza	tra	il	numero	di	elementi	dei	campione	e	quelli	calcolati	con	la	distribuzione	di	
Gauss	potrebbe	essere	un	indicatore	di	somiglianza	delle	due	distribuzioni,	infatti	se	nc	e	ng	
fossero	tutte	uguali	allora	le	differenze	sarebbero	tutte	nulle.	Ma	come	si	vede	in	figura	15	le	
differenze	ci	sono	positive	quando	nc	>	ng	e	negative	quando	nc<	ng	per	cui	la	somma	delle	
differenze	si	potrebbe	annullare	anche	se	se	le	frequenze	sono	molto	diverse	tra	loro.	In	ogni	
caso	possiamo	già	capire	che	le	differenze	sono	maggiori	nel	caso	del	campione	2.	Quindi	il	
campione	3	segue	meglio	il	profilo	previsto	della	distribuzione	di	Gauss	
	

	
Figura	15.			Confronto	fra	le	differenze	delle	distribuzioni	dei	campioni	e	quelle	calcolate	utilizzando	la	funzione	di	Gauss	le	
differenze	sono	visibilmente	minori	nel	caso	del	campione	3.		 
	
	
Per	rendere	più	significative	queste	differenze	è	stato	introdotto	il	parametro:	
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La	figura	16	riporta	il	valore	di	questo	parametro	nel	confronto	dei	nostri	campioni.		
	
La	somma	di	tutti	i	calori	di	!! 	ovvero	rappresentata	dall’area	degli	istogrammi	di	figura	16	
prende	il	nome	di			χ2		(chi	quadro).	
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in	questo	caso	n	è	il	numero	delle	classi	per	le	quali	abbiamo	calcolato	il	valore	del	numero	di	
campioni	previsti	dalla	distribuzione	di	Gauss	ovvero	(7)	che	corrisponde	al	numero	di	
rettangoli	grigi	della	figura	16.	
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Questi	errori	sono	dovuti	al	cambiamento	delle	circostanze	quando	si	ripete	la	misura	di	una	
grandezza,	agiscono	casualmente	una	volta		producendo	un	valore	più	grande	e	
successivamente	un	valore	minore	(variazioni	di	temperatura,	spostamento	del	punto	di	
osservazione	di	un	indice,	variazioni	non	volute	delle	condizioni	di	misura,	...).		
Questi	errori	NON	POSSONO	ESSERE	CORRETTI,	ma	possono	solo	essere	stimati	con	
specifiche	tecniche	di	ANALISI	STATISTICA.	
Questa	tecnica	di	analisi	si	applica	quando	la	misura	della	grandezza	viene	ripetuta	varie	
volte,	sempre	nelle	stesse	condizioni	e	i	risultati	sono	generalmente	diversi	tra	di	loro.	
	
ANALISI	STATISTICA	DEGLI	ERRORI	
	
La	migliore	stima	della	grandezza	cercata,	X,	per	la	quale	le	misura	è	stata	ripetuta	N	volte	è	
la	media	aritmetica	dei	valori	ottenuti.	
		

	
	
Ogni	misura	fatta	avrà	uno	scarto	dalla	media:	
	

	
Lo	scarto	quadratico	medio	o	deviazione	standard	sarà:	
	

	
La	media	e	la	deviazione	standard	ci	forniscono:	
media:		la	miglior	stima	del	valore	cercato	
deviazione	standard:	stima	della	dispersione	dei	dati		misurati	rispetto	alla	media	
	
Nel	caso	della	presenza	di	soli	errori	casuali,		la	deviazione	standard	ci	da	informazioni	sulla		
precisione	della	misura	attraverso	il	coefficiente	di	variazione:	
	
	!" =   !!! 						
	
e	sulla	accuratezza	della	misura	attraverso	l’errore	sulla	media:	
	

	
	
Il	risultato	della	misura	sarà	quindi:	
	

		
	 	

MEDIA ARITMETICA dei risultati delle misure:

x=
 x 1x 2x N 

N

• SCARTO dalla media:  x i=x i−x

• SCARTO  MASSIMO :  x=
 xmax−xmin

2

• SCARTO MEDIO :  x =[ x 1−x  x 2−x  x N−x ]
N

• SCARTO QUADRATICO MEDIO :  x=[  x1−x 2 x 2−x 2 x N−x 2

N−1
]

• ERRORE SULLA MEDIA: e'  la larghezza dell'intervallo entro cui si e'  confidenti che

sia compreso il risultato della misura

•   x=
 x

N
se  la misura viene ripetuta piu' di 20 volte;

  x= x  se la misura viene ripetuta solo poche volte (5 – 10 volte);

• RISULTATO della MISURA  Il risultato della misura verra' dunque espresso come

X=x± x

scegliendo opportunamente l'espressione per il calcolo dell'errore sulla media. 

SIGNIFICATO DELLE GRANDEZZE  STATISTICHE 

Vediamo, con l'aiuto di un esempio, quale sia il significato delle grandezze statistiche

ora introdotte. 

Si effettui la misura della lunghezza di un segmento ripetendo le operazioni di misura

20 volte; un modo conveniente di rappresentare i risultati consiste nel riportarli in una

tabella, come fatto di seguito. 

Nella prima  colonna  e'  indicato  il numero  delle misura,  nella  seconda  colonna  e'

riportato il risultato della misura, nella terza e'  calcolato lo scarto  della misura dal valore

medio, nella quarta, infine, e'  calcolato il quadrato dello scarto, utile per valutare lo scarto

quadratico medio.

MEDIA ARITMETICA dei risultati delle misure:

x=
 x 1x 2x N 

N

• SCARTO dalla media:  x i=x i−x

• SCARTO  MASSIMO :  x=
 xmax−xmin

2

• SCARTO MEDIO :  x =[ x 1−x  x 2−x  x N−x ]
N

• SCARTO QUADRATICO MEDIO :  x=[  x1−x 2 x 2−x 2 x N−x 2

N−1
]

• ERRORE SULLA MEDIA: e'  la larghezza dell'intervallo entro cui si e'  confidenti che

sia compreso il risultato della misura

•   x=
 x

N
se  la misura viene ripetuta piu' di 20 volte;

  x= x  se la misura viene ripetuta solo poche volte (5 – 10 volte);

• RISULTATO della MISURA  Il risultato della misura verra' dunque espresso come

X=x± x

scegliendo opportunamente l'espressione per il calcolo dell'errore sulla media. 

SIGNIFICATO DELLE GRANDEZZE  STATISTICHE 

Vediamo, con l'aiuto di un esempio, quale sia il significato delle grandezze statistiche

ora introdotte. 

Si effettui la misura della lunghezza di un segmento ripetendo le operazioni di misura

20 volte; un modo conveniente di rappresentare i risultati consiste nel riportarli in una

tabella, come fatto di seguito. 

Nella prima  colonna  e'  indicato  il numero  delle misura,  nella  seconda  colonna  e'

riportato il risultato della misura, nella terza e'  calcolato lo scarto  della misura dal valore

medio, nella quarta, infine, e'  calcolato il quadrato dello scarto, utile per valutare lo scarto

quadratico medio.

MEDIA ARITMETICA dei risultati delle misure:

x=
 x 1x 2x N 

N

• SCARTO dalla media:  x i=x i−x

• SCARTO  MASSIMO :  x=
 xmax−xmin

2

• SCARTO MEDIO :  x =[ x 1−x  x 2−x  x N−x ]
N

• SCARTO QUADRATICO MEDIO :  x=[  x1−x 2 x 2−x 2 x N−x 2

N−1
]

• ERRORE SULLA MEDIA: e'  la larghezza dell'intervallo entro cui si e'  confidenti che

sia compreso il risultato della misura

•   x=
 x

N
se  la misura viene ripetuta piu' di 20 volte;

  x= x  se la misura viene ripetuta solo poche volte (5 – 10 volte);

• RISULTATO della MISURA  Il risultato della misura verra' dunque espresso come

X=x± x

scegliendo opportunamente l'espressione per il calcolo dell'errore sulla media. 

SIGNIFICATO DELLE GRANDEZZE  STATISTICHE 

Vediamo, con l'aiuto di un esempio, quale sia il significato delle grandezze statistiche

ora introdotte. 

Si effettui la misura della lunghezza di un segmento ripetendo le operazioni di misura

20 volte; un modo conveniente di rappresentare i risultati consiste nel riportarli in una

tabella, come fatto di seguito. 

Nella prima  colonna  e'  indicato  il numero  delle misura,  nella  seconda  colonna  e'

riportato il risultato della misura, nella terza e'  calcolato lo scarto  della misura dal valore

medio, nella quarta, infine, e'  calcolato il quadrato dello scarto, utile per valutare lo scarto

quadratico medio.

MEDIA ARITMETICA dei risultati delle misure:

x=
 x 1x 2x N 

N

• SCARTO dalla media:  x i=x i−x

• SCARTO  MASSIMO :  x=
 xmax−xmin

2

• SCARTO MEDIO :  x =[ x1−x  x 2−x  x N−x ]
N

• SCARTO QUADRATICO MEDIO :  x=[  x1−x 2 x 2−x 2 x N−x 2

N−1
]

• ERRORE SULLA MEDIA: e'  la larghezza dell'intervallo entro cui si e'  confidenti che

sia compreso il risultato della misura

•   x=
 x

N
se  la misura viene ripetuta piu' di 20 volte;

  x= x  se la misura viene ripetuta solo poche volte (5 – 10 volte);

• RISULTATO della MISURA  Il risultato della misura verra' dunque espresso come

X=x± x

scegliendo opportunamente l'espressione per il calcolo dell'errore sulla media. 

SIGNIFICATO DELLE GRANDEZZE  STATISTICHE 

Vediamo, con l'aiuto di un esempio, quale sia il significato delle grandezze statistiche

ora introdotte. 

Si effettui la misura della lunghezza di un segmento ripetendo le operazioni di misura

20 volte; un modo conveniente di rappresentare i risultati consiste nel riportarli in una

tabella, come fatto di seguito. 

Nella prima  colonna  e'  indicato  il numero  delle misura,  nella  seconda  colonna  e'

riportato il risultato della misura, nella terza e'  calcolato lo scarto  della misura dal valore

medio, nella quarta, infine, e'  calcolato il quadrato dello scarto, utile per valutare lo scarto

quadratico medio.

MEDIA ARITMETICA dei risultati delle misure:

x=
 x 1x 2x N 

N

• SCARTO dalla media:  x i=x i−x

• SCARTO  MASSIMO :  x=
 xmax−xmin

2

• SCARTO MEDIO :  x =[ x 1−x  x 2−x  x N−x ]
N

• SCARTO QUADRATICO MEDIO :  x=[  x1−x 2 x 2−x 2 x N−x 2

N−1
]

• ERRORE SULLA MEDIA: e'  la larghezza dell'intervallo entro cui si e'  confidenti che

sia compreso il risultato della misura

•   x=
 x

N
se  la misura viene ripetuta piu' di 20 volte;

  x= x  se la misura viene ripetuta solo poche volte (5 – 10 volte);

• RISULTATO della MISURA  Il risultato della misura verra' dunque espresso come

X=x± x

scegliendo opportunamente l'espressione per il calcolo dell'errore sulla media. 

SIGNIFICATO DELLE GRANDEZZE  STATISTICHE 

Vediamo, con l'aiuto di un esempio, quale sia il significato delle grandezze statistiche

ora introdotte. 

Si effettui la misura della lunghezza di un segmento ripetendo le operazioni di misura

20 volte; un modo conveniente di rappresentare i risultati consiste nel riportarli in una

tabella, come fatto di seguito. 

Nella prima  colonna  e'  indicato  il numero  delle misura,  nella  seconda  colonna  e'

riportato il risultato della misura, nella terza e'  calcolato lo scarto  della misura dal valore

medio, nella quarta, infine, e'  calcolato il quadrato dello scarto, utile per valutare lo scarto

quadratico medio.
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Questi	errori	sono	dovuti	al	cambiamento	delle	circostanze	quando	si	ripete	la	misura	di	una	
grandezza,	agiscono	casualmente	una	volta		producendo	un	valore	più	grande	e	
successivamente	un	valore	minore	(variazioni	di	temperatura,	spostamento	del	punto	di	
osservazione	di	un	indice,	variazioni	non	volute	delle	condizioni	di	misura,	...).		
Questi	errori	NON	POSSONO	ESSERE	CORRETTI,	ma	possono	solo	essere	stimati	con	
specifiche	tecniche	di	ANALISI	STATISTICA.	
Questa	tecnica	di	analisi	si	applica	quando	la	misura	della	grandezza	viene	ripetuta	varie	
volte,	sempre	nelle	stesse	condizioni	e	i	risultati	sono	generalmente	diversi	tra	di	loro.	
	
ANALISI	STATISTICA	DEGLI	ERRORI	
	
La	migliore	stima	della	grandezza	cercata,	X,	per	la	quale	le	misura	è	stata	ripetuta	N	volte	è	
la	media	aritmetica	dei	valori	ottenuti.	
		

	
	
Ogni	misura	fatta	avrà	uno	scarto	dalla	media:	
	

	
Lo	scarto	quadratico	medio	o	deviazione	standard	sarà:	
	

	
La	media	e	la	deviazione	standard	ci	forniscono:	
media:		la	miglior	stima	del	valore	cercato	
deviazione	standard:	stima	della	dispersione	dei	dati		misurati	rispetto	alla	media	
	
Nel	caso	della	presenza	di	soli	errori	casuali,		la	deviazione	standard	ci	da	informazioni	sulla		
precisione	della	misura	attraverso	il	coefficiente	di	variazione:	
	
	!" =   !!! 						
	
e	sulla	accuratezza	della	misura	attraverso	l’errore	sulla	media:	
	

	
	
Il	risultato	della	misura	sarà	quindi:	
	

		
	 	

MEDIA ARITMETICA dei risultati delle misure:

x=
 x 1x 2x N 

N

• SCARTO dalla media:  x i=x i−x

• SCARTO  MASSIMO :  x=
 xmax−xmin

2

• SCARTO MEDIO :  x =[ x 1−x  x 2−x  x N−x ]
N

• SCARTO QUADRATICO MEDIO :  x=[  x1−x 2 x 2−x 2 x N−x 2

N−1
]

• ERRORE SULLA MEDIA: e'  la larghezza dell'intervallo entro cui si e'  confidenti che

sia compreso il risultato della misura

•   x=
 x

N
se  la misura viene ripetuta piu' di 20 volte;

  x= x  se la misura viene ripetuta solo poche volte (5 – 10 volte);

• RISULTATO della MISURA  Il risultato della misura verra' dunque espresso come

X=x± x

scegliendo opportunamente l'espressione per il calcolo dell'errore sulla media. 

SIGNIFICATO DELLE GRANDEZZE  STATISTICHE 

Vediamo, con l'aiuto di un esempio, quale sia il significato delle grandezze statistiche

ora introdotte. 

Si effettui la misura della lunghezza di un segmento ripetendo le operazioni di misura

20 volte; un modo conveniente di rappresentare i risultati consiste nel riportarli in una

tabella, come fatto di seguito. 

Nella prima  colonna  e'  indicato  il numero  delle misura,  nella  seconda  colonna  e'

riportato il risultato della misura, nella terza e'  calcolato lo scarto  della misura dal valore
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Quando	il	valore	del	χ2 è	minore	o	uguale	al	numero	delle	classi	(nel	nostro	caso	7)	l’ipotesi	che	il	
campione	provenga	da	una	popolazione	di	palline	la	cui	massa	abbia	una	distribuzione	normale	può	

essere	acce\ata.	Se	invece	è	maggiore	l’ipotesi	viene	scartata.					


