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LIMITI 

Alcune definizioni preliminari: 

 Intorno completo di un punto   dato un numero reale 𝑥0 si chiama intorno di 𝑥0 un 

qualunque intervallo aperto 𝐼(𝑥0) contenente 𝑥0: 

𝐼(𝑥0) = ]𝑥0 − 𝛿1; 𝑥0 + 𝛿2[ 

con  𝛿1 e 𝛿2numeri reali positivi. 

 

 Intorno circolare di 𝑥0 quando 𝛿1 = 𝛿2 il punto 𝑥0 è il punto medio 

dell’intervallo:   𝐼(𝑥0) = ]𝑥0 − 𝛿; 𝑥0 + 𝛿[ 

 

 Intorno destro di 𝑥0   𝐼𝛿
+(𝑥0) = ]𝑥0; 𝑥0 + 𝛿[ 

 Intorno sinistro di 𝑥0   𝐼𝛿
−(𝑥0) = ]𝑥0 − 𝛿; 𝑥0[ 

Per introdurre il concetto di limite consideriamo un esempio:  

𝑓(𝑥) =
2𝑥2 − 8

𝑥 − 2
               𝑐𝑜𝑛 𝐷 = 𝑅 − {2} 

In questo caso non esiste il valore della funzione f(2) ma si possono attribuire ad x valori 

che si avvicinano sempre di più al punto 2 ottenendo: 

 

Intuitivamente si capisce che attribuendo ad x valori sempre più vicini a 2 la funzione 

assume valori sempre più vicini a 8. 

In matematica, il concetto di limite serve a descrivere l'andamento di una funzione 
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all'avvicinarsi del suo argomento a un dato valore, oppure al crescere illimitato di tale 

argomento. 

 

Esistono essenzialmente 4 tipi di limiti che andremo ad illustrare. 

 

1. Limite finito per x che tende a un’ascissa finita:  
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Mentre si sta facendo tendere x a x0, interessa stabilire a cosa tende (si avvicina) il 

valore corrispondente di y. Se accade che quando x è molto prossimo a x0, l’ordinata 

corrispondente è molto prossima ad un certo valore l (come nel caso d’esempio, in cui 

per x prossimo a 2 f(x) è prossima a 8) allora si scriverà:  

 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑙  

 
Che si legge “ il limite per x che tende a x0 di f(x) è uguale a l ”. 
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Il formalismo matematico traduce questi concetti nel modo seguente: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑙 ↔ ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 | ∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿; 𝑥0 + 𝛿) − {𝑥0}, |𝑓(𝑥) − 𝑙| < 𝜀 

Si dice che il limite per 𝑥 𝑐he tende a 𝑥0 di 𝑓(𝑥) è uguale ad 𝑙 se e solo se 
per ogni 𝜀 > 0, 𝑑ove 𝜀 è un numero piccolo a piacere, esiste un 𝛿 > 0 tale che 

per ogni 𝑥 appartenente all'intervallo (𝑥0 − 𝛿; 𝑥0 + 𝛿), escluso al più 𝑥0, 
la funzione 𝑓(𝑥) appartiene all'intervallo (𝑙 − 𝜀; 𝑙 + 𝜀) 

 
 

 

Limite destro 

lim
𝑥→𝑥0

+
𝑓(𝑥) = 𝑙 ↔ ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 | ∀𝑥 ∈ (𝑥0; 𝑥0 + 𝛿) − {𝑥0}, |𝑓(𝑥) − 𝑙| < 𝜀 

Limite sinistro 

lim
𝑥→𝑥0

−
𝑓(𝑥) = 𝑙 ↔ ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 | ∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿; 𝑥0) − {𝑥0}, |𝑓(𝑥) − 𝑙| < 𝜀 
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2. Limite infinito per x che tende a un’ascissa finita: lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = ±∞  

 
 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = +∞ ↔ ∀𝑀 > 0 ∃𝛿 > 0 | ∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿; 𝑥0 + 𝛿) − {𝑥0}, 𝑓(𝑥) > 𝑀 

 
Si dice che il limite per 𝑥 𝑐he tende a 𝑥0 di 𝑓(𝑥) tende a  +∞ se e solo se 

per ogni 𝑀 > 0, 𝑑ove 𝑀 è un numero grande a piacere, esiste un 𝛿 > 0 tale che 

per ogni 𝑥 appartenente all'intervallo (𝑥0 − 𝛿; 𝑥0 + 𝛿), escluso al più 𝑥0, 
la funzione 𝑓(𝑥) risulta maggiore di M 

 

 

Analogamente si dice: 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = −∞ ↔ ∀𝑀 > 0 ∃𝛿 > 0 | ∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿; 𝑥0 + 𝛿) − {𝑥0}, 𝑓(𝑥) < −𝑀 
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3. Limite finito per x che tende ad infinito: lim
𝑥→±∞

𝑓(𝑥) = 𝑙 
 

 

 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑙 ↔ ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 > 0 | ∀𝑥 ∈ (𝑁; +∞), |𝑓(𝑥) − 𝑙| < 𝜀 

Si dice che il limite per 𝑥 𝑐he tende a + ∞ di 𝑓(𝑥) è uguale a 𝑙 se e solo se 
per ogni 𝜀 > 0, dove 𝜀 è un numero piccolo a piacere, esiste un 𝑁 > 0 tale che 

per ogni 𝑥 appartenente all'intervallo (𝑁; +∞) 
la funzione 𝑓(𝑥) appartiene all'intervallo (𝑙 − 𝜀; 𝑙 + 𝜀) 

 

Analogamente si dice:  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 𝑙 ↔ ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 > 0 | ∀𝑥 ∈ (−∞; −𝑁), |𝑓(𝑥) − 𝑙| < 𝜀 

N 

-N 
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4. Limite infinito per x che tende ad infinito: lim
𝑥→±∞

𝑓(𝑥) = ±∞ 
 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞  

 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ ↔ ∀𝑀 > 0 ∃𝑁 > 0 | ∀𝑥 ∈ (𝑁; +∞), 𝑓(𝑥) > 𝑀 

Si dice che il limite per 𝑥 𝑐he tende a + ∞ di 𝑓(𝑥) è tende a +∞ se e solo se 
per ogni 𝑀 > 0, dove 𝑀 è un numero grande a piacere, esiste un 𝑁 > 0 tale che 

per ogni 𝑥 appartenente all'intervallo (𝑁; +∞) 
la funzione 𝑓(𝑥) appartiene all'intervallo (𝑀; +∞) 

 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = +∞  

  

 
 
 
 
 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = +∞ ↔ ∀𝑀 > 0 ∃𝑁 > 0 | ∀𝑥 ∈ (−∞; −𝑁), 𝑓(𝑥) > 𝑀 

Si dice che il limite per 𝑥 𝑐he tende a − ∞ di 𝑓(𝑥) è tende a +∞ se e solo se 
per ogni 𝑀 > 0, dove 𝑀 è un numero grande a piacere, esiste un 𝑁 > 0 tale che 

per ogni 𝑥 appartenente all'intervallo (−∞; −𝑁) 

la funzione 𝑓(𝑥) appartiene all'intervallo (𝑀; +∞) 
 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = −∞ ↔ ∀𝑀 > 0 ∃𝑁 > 0 | ∀𝑥 ∈ (𝑁; +∞), 𝑓(𝑥) < −𝑀 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞ ↔ ∀𝑀 > 0 ∃𝑁 > 0 | ∀𝑥 ∈ (−∞; −𝑁), 𝑓(𝑥) < −𝑀 

N 

-N 
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Esempi di funzioni che non ammettono limite: 

Una funzione non ammette limite se: 

 esiste il limite destro e limite sinistro della funzione per 𝑥 → 𝑥0 ma sono diversi tra 

loro quindi la funzione non ammette il limite per 𝑥 → 𝑥0 

Esempio: 𝑓(𝑥) = 𝑒
1

𝑥       lim
𝑥→0

𝑒
1

𝑥⁄ =? 

lim
𝑥→0−

𝑒
1

𝑥⁄ = 0                    lim
𝑥→0+

𝑒
1

𝑥⁄ = +∞ 

 

 il limite non esiste 

 

Esempio: 𝑓(𝑥) = sin 𝑥       lim
𝑥→+∞

sin 𝑥 = 𝑛𝑜𝑛 𝑒𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒 

La funzione continua ad oscillare tra +1 e -1 
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Calcolo dei limiti 
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Dimostrazione del limite fondamentale: 

 

lim
𝑥→0

 
sin 𝑥

𝑥
 =  1 

 

Consideriamo il limite destro lim
𝑥→0+

 
sin 𝑥

𝑥
 e il limite sinistro lim

𝑥→0−
 

sin 𝑥

𝑥
 . 

Se  lim
𝑥→0+

 
sin 𝑥

𝑥
 = lim

𝑥→0−
 

sin 𝑥

𝑥
   allora esiste il limite bilaterale. 

 

Se prendiamo il limite sinistro, poiché la funzione seno è una funzione dispari: 

 

lim
𝑥→0−

 
sin 𝑥

𝑥
 = lim

𝑥→0+
 
sin(−𝑥)

−𝑥
 =  lim

𝑥→0+
 
− sin 𝑥

−𝑥
 = lim

𝑥→0+
 
sin 𝑥

𝑥
   

 
 
Quindi limite destro e limite sinistro sono uguali. Posso quindi limitarmi a dimostrare il limite 

destro.  

Dimostriamo questo limite in modo geometrico utilizzando la circonferenza goniometrica 

(r=1) e considerando un angolo x nel primo quadrante: guardando la figura si vede che il 

segmento 𝑃𝐻 è minore dell’arco 𝑃𝐴̂ che è a sua volta minore del segmento 𝑇𝐴. 

 

 

𝑃𝐻 <  𝑃𝐴̂  < 𝑇𝐴 
 
Ma i segmenti 𝑃𝐻 e 𝑇𝐴non sono altro che 

rispettivamente il seno e la tangente dell’angolo 

x mentre l’arco 𝑃𝐴̂ corrisponde all’angolo x 

misurato in radianti 

  𝑥𝑟𝑎𝑑 =
𝑃𝐴̂

𝑂𝑃
   ma 𝑂𝑃 = 1 

 

sin 𝑥 < 𝑥 <  tan 𝑥 

Divido tutto per sin x che nel primo quadrante è positivo: 

sin 𝑥

sin 𝑥
<

𝑥

sin 𝑥
<  

tan 𝑥

sin 𝑥
 

x 

x 

y 

P 

H A 

T 
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1 <
𝑥

sin 𝑥
<  

1

cos 𝑥
 

Faccio i reciproci, cambiando il verso della disequazione: 

cos 𝑥 <
𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥
<  1 

Passo ai limiti: 

lim
𝑥→0

cos 𝑥 < lim
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥
< lim

𝑥→0
 1 

1 < lim
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥
< 1 

Quindi   lim
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥
= 1   poiché compreso tra 1 e 1  
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Significato geometrico della derivata: 

 

Consideriamo una funzione  𝑦 = 𝑓(𝑥)  continua in un intervallo [𝑎, 𝑏] e considero due 

punti P e Q interni all’intervallo [𝑎, 𝑏]. Il punto P ha coordinate (𝑥0; 𝑓(𝑥0)), quelle di Q 

sono (𝑥0 + ℎ; 𝑓(𝑥0 + ℎ)). 

Se considero la retta s passante per P e Q questa è secante alla funzione e il suo 

coefficiente angolare è:  

𝑚𝑠 =  
∆𝑦

∆𝑥
=

𝑓(𝑥0 + ℎ) − 𝑓(𝑥0)

𝑥0 + ℎ−𝑥0
=

𝑓(𝑥0 + ℎ) − 𝑓(𝑥0)

ℎ
 

Quindi il coefficiente angolare della retta secante è il rapporto incrementale della funzione 

𝑓(𝑥) relativo al punto 𝑥0 e all’incremento h. 

Se ora facciamo il limite per h  0 graficamente il punto Q va a coincidere con il punto P e 

la retta secante, passante per P e Q, diventa la retta passante solo per P e quindi tangente 

alla funzione nel punto P. Se faccio il limite per  h  0  del coefficiente angolare della retta 
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secante ottengo quindi il coefficiente angolare della retta tangente alla funzione nel punto P 

nonché la derivata della funzione nel punto P di coordinate (𝑥0; 𝑓(𝑥0)) 

𝑚𝑡𝑔 = lim
ℎ→0

𝑚𝑠𝑒𝑐 = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥0 + ℎ) − 𝑓(𝑥0)

ℎ
= 𝑓′(𝑥0) 

Quindi la derivata di 𝑦 = 𝑓(𝑥)  calcolata nel punto 𝑥0 è il coefficiente angolare della retta 

tangente alla funzione nel punto 𝑥0. 
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D(k)=0 

D(x)=1 

D(x2)=2x 

Dkf(x)=kDf(x) 
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Dimostrazione del calcolo della derivata della funzione f(x) = sin x 

Calcoliamo la derivata attraverso il limite per incremento che tende a zero del rapporto 

incrementale: 

 

lim
ℎ→0

sin(𝑥 + ℎ) − sin 𝑥

ℎ
= 

 
 

Applico la formula di addizione   sin(𝛼 + 𝛽) =  sin 𝛼 cos 𝛽 + sin 𝛽 cos 𝛼 
 
 

= lim
ℎ→0

sin 𝑥 cos ℎ + sin ℎ cos 𝑥 − sin 𝑥

ℎ
=  

 
 

Raccolgo sin x a fattor comune e divido il limite nella somma di due limiti: 

 
 

=  lim
ℎ→0

sin 𝑥(cos ℎ − 1) + sin ℎ cos 𝑥

ℎ
= lim

ℎ→0

sin 𝑥(cos ℎ − 1)

ℎ
+ lim

ℎ→0

sin ℎ cos 𝑥

ℎ
= 

 
 

sin x e cos x posso portarli fuori dal limite poiché non dipendono da h: 

 
 

= sin 𝑥 lim
ℎ→0

cos ℎ − 1

ℎ
+ cos 𝑥  lim

ℎ→0

sin ℎ

ℎ
=  

 

   

                                                                          Limite fondamentale uguale ad 1 

Risolviamo questo limite: 

=  lim
ℎ→0

cos ℎ − 1

ℎ
=  

Moltiplico e divido per  cos ℎ + 1 

=  lim
ℎ→0

(cos ℎ − 1)(cos ℎ + 1)

ℎ(cos ℎ + 1)
=   lim

ℎ→0

cos  2 ℎ − 1

ℎ(cos ℎ + 1)
=    

Per la relazione fondamentale della trigonometria cos ℎ − 1 = −sin ℎ 
2

 
2   
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=  lim
        ℎ→0

 
− sin  2 ℎ

ℎ(cos ℎ + 1)
= lim

ℎ→0
 (

− sin ℎ

ℎ
) ∗ (

sin ℎ

cos ℎ + 1
)  =  

 

Divido il limite come il prodotto di due limiti: 

 

= lim
ℎ→0

 (
− sin ℎ

ℎ
) ∗ lim

ℎ→0
(

sin ℎ

cos ℎ + 1
)  =  0 

Poiché il primo è il limite fondamentale che vale 1 mentre il secondo se si sostituisce h = 0 

si ottiene 0. 

 

Quindi riprendendo il limite del rapporto incrementale: 

= sin 𝑥 lim
ℎ→0

cos ℎ − 1

ℎ
+ cos 𝑥  lim

ℎ→0

sin ℎ

ℎ
= sin 𝑥 ∗ 0 + cos 𝑥 ∗ 1 =  cos 𝑥 

 
 

In modo analogo si può dimostrare la derivata del cos x. 
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DERIVATE DELLE FUNZIONI PIU’ COMUNI 

𝑦 = 𝑓(𝑥) 𝑦′ = 𝑓′(𝑥) 

Funz. costante    

 𝑦 = 𝑘 

 

𝑦′ = 0 

Funz. potenza 

𝑦 = 𝑥𝑛 

In particolare: 

 

𝑦′ = 𝑛𝑥𝑛−1 

𝑦 = 𝑥 𝑦′ = 1 

𝑦 = |𝑥| 𝑦′ =
𝑥

|𝑥|
 

𝑦 = √𝑥
𝑛

 
𝑦′ =

1

𝑛 √𝑥𝑛−1𝑛  

𝑦 =
1

𝑥
 𝑦 = −

1

𝑥2
 

Funz. goniometriche 

𝑦 = sin 𝑥 

 

𝑦′ = cos 𝑥 

𝑦 = cos 𝑥 𝑦′ = −sin 𝑥 

𝑦 = tan 𝑥 
𝑦′ =

1

cos2 𝑥
= 1 + tan2 𝑥 

Funz. logaritmica 

𝑦 = log𝑎 𝑥 

 

𝑦′ =
1

𝑥
log𝑎 𝑒 =

1

𝑥 ln 𝑎
 

𝑦 = ln 𝑥 
𝑦′ =

1

𝑥
 

Funz. esponenziale 

𝑦 = 𝑎𝑥 

 

𝑦′ = 𝑎𝑥 ln 𝑎 

𝑦 = 𝑒𝑥 𝑦′ = 𝑒𝑥 
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Derivata di una somma 

 

Per la derivata di una funzione somma di più funzioni derivabili vale il seguente teorema: 

 La derivata della somma di due (o più) funzioni derivabili esiste ed e uguale alla somma 

delle derivate delle singole funzioni. 

 

   𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) 

con 𝑓(𝑥) e 𝑔(𝑥) funzioni derivabili in x, per il teorema enunciato sarà: 

𝑦′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) + 𝑔′(𝑥) 

 

Derivata di un prodotto 

 

Per la derivata di una funzione prodotto di due funzioni derivabili vale, invece, il teorema: 

 La derivata del prodotto di due funzioni derivabili esiste ed è uguale al prodotto della 

derivata del primo fattore per il secondo più il prodotto del primo fattore per la derivata del 

secondo. 

𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥) ∗ 𝑔(𝑥) 

con 𝑓(𝑥) e 𝑔(𝑥) funzioni derivabili in x, per il teorema enunciato sarà: 

𝑦′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) ∗ 𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥) ∗ 𝑔′(𝑥) 

 

Derivata di un rapporto 

 

Per la derivata di una funzione quoziente di due funzioni derivabili vale il teorema: 

 La derivata del quoziente di due funzioni derivabili esiste ed è uguale al rapporto tra la 

differenza tra il prodotto del denominatore per la derivata del numeratore e il prodotto del 

numeratore per la derivata del denominatore e il quadrato del denominatore.  

 

𝑦(𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 

con 𝑓(𝑥) e 𝑔(𝑥) funzioni derivabili in x, per il teorema enunciato sarà: 

𝑦′(𝑥) =
𝑓′(𝑥) ∗ 𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥) ∗ 𝑔′(𝑥)

[𝑔(𝑥)]2
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Derivata di una funzione di funzione 
 

 Se la funzione 𝑔(𝑥) è derivabile nel punto x e funzione 𝑓 è derivabile nel punto 𝑔(𝑥) 

allora la funzione composta 𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) è derivabile in x e la sua derivata è il 

prodotto delle derivate di 𝑓 rispetto a 𝑔(𝑥) e di 𝑔(𝑥) rispetto ad x. 

𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) 

con 𝑓 funzione derivabile in 𝑔(𝑥) e 𝑔(𝑥) derivabile in x per il teorema enunciato sarà: 

𝑦′(𝑥) = 𝑓′(𝑔(𝑥)) ∗ 𝑔′(𝑥) 

 

 

Questa è forse l'operazione più importante per saper calcolare esattamente la derivata. Per 

fare la derivata di una funzione di funzione prima faccio la derivata della funzione esterna 

senza toccare quella interna e poi moltiplico per la derivata di quella interna. 

 

Vediamo di capire meglio con un esempio: 

∎   𝑦(𝑥) = sin(log 𝑥) 

prima devo fare la derivata della funzione esterna che è sin la cui derivata è cos  

𝑓(𝑔(𝑥)) = sin(log 𝑥) →  𝑓′(𝑔(𝑥)) = cos(log 𝑥) 

Poi devo fare la derivata della funzione interna 𝑔(𝑥) 

𝑔(𝑥) = log 𝑥 → 𝑔′(𝑥) =
1

𝑥
 

La derivata della funzione composta sarà quindi il prodotto di queste due: 

 𝑦(𝑥) = sin(log 𝑥) ⟹  𝑦′(𝑥) = cos(log 𝑥) ∗
1

𝑥
=

cos(log 𝑥)

𝑥
 

 

Altre regole di derivazione ricavabili da queste: 
 

𝑦(𝑥) = [𝑓(𝑥)]𝑛     →    𝑦′(𝑥) = 𝑛[𝑓(𝑥)]𝑛−1 ∗ 𝑓′(𝑥)   

𝑦(𝑥) =
1

𝑓(𝑥)
    →    𝑦′(𝑥) =

−𝑓′(𝑥)

[𝑓(𝑥)]2
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Teorema (derivabilità  continuità)  

Se una funzione 𝑓(𝑥)  è derivabile in un punto 𝑥0  allora è continua in quel punto. 

 

Ipotesi: la funzione è derivabile quindi esiste ed è finito il  

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
= 𝑓′(𝑥0) 

 

Tesi: la funzione è continua: 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) 

 

 

OSSERVAZIONE IMPORTANTE: 

Il teorema non è invertibile: non è detto che se una funzione è continua in un punto 𝑥0  sia 

anche derivabile in quel punto. 

Esempio:  

∎ 𝑦 = √𝑥
3

 è continua in 𝑥0 = 0  ma non è derivabile. Verifichiamolo applicando il limite del 

rapporto incrementale per incremento che tende a 0: 

lim
ℎ→0

√𝑥 + ℎ
3

− √𝑥
3

ℎ
= 

se lo calcoliamo in 𝑥0 = 0  diventa: 

 

= lim
ℎ→0

√ℎ
3

ℎ
= lim

ℎ→0
ℎ1/3 ∙ ℎ−1 = lim

ℎ→0
ℎ−

2
3 = lim

ℎ→0

1

√ℎ23 = +∞ 

Quindi non è derivabile in 𝑥0 = 0  poiché la derivata risulta . 

 

 
Quindi la continuità in un punto è condizione necessaria, ma non sufficiente, per la 

derivabilità in quel punto. 



29 
 

 

 



30 
 

 

 



31 
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Differenziale di una funzione  

Sia 𝑓(𝑥)  una funzione derivabile e quindi continua in un intervallo I e siano  𝑥 𝑒 𝑥 + ∆𝑥   

due punti appartenenti a tale intervallo. 

 

Definiamo il DIFFERENZIALE di una funzione 𝑓(𝑥), relativo al punto 𝑥 e all’incremento 

∆𝑥 , il prodotto della derivata della funzione calcolata in 𝑥 per l’incremento ∆𝑥. 

Il differenziale viene indicato con 𝑑𝑓(𝑥) oppure  𝑑𝑦: 

𝑑𝑓(𝑥) = 𝑓′(𝑥) ∗ ∆𝑥 

 

 

Si osserva che se si considera la funzione 

𝑓(𝑥) = 𝑥 

il differenziale sarà: 

𝑑𝑓(𝑥) = 1 ∗ ∆𝑥 = ∆𝑥 → 𝑑𝑥 = ∆𝑥 

quindi il differenziale della variabile indipendente coincide con l’incremento della variabile 

stessa 

 

Sostituendo quindi nella definizione di differenziale, possiamo scrivere: 

𝑑𝑓(𝑥) = 𝑓′(𝑥) ∗ 𝑑𝑥 

cioè il differenziale di una funzione è uguale al prodotto della sua derivata per il 

differenziale della variabile indipendente. 

 

Da quest’ultima relazione ricavando 𝑓′(𝑥), abbiamo: 

𝑓′(𝑥) =
𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
 

 La derivata prima di una funzione è quindi il rapporto tra il differenziale della funzione e 

quello della variabile indipendente. 
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Significato geometrico del differenziale 

 

Consideriamo il grafico della funzione 𝑦 = 𝑓(𝑥) e la retta tangente alla funzione nel punto 

P di coordinate (𝑥; 𝑓(𝑥)) che forma un angolo  con l’asse delle ascisse. 

 

 

Consideriamo poi sulla retta tangente il punto Q di ascissa  𝑥 + ∆𝑥 e il punto R di 

coordinate (𝑥 + ∆𝑥; 𝑓(𝑥)) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Il triangolo PQR è rettangolo in R e per il teorema dei triangoli rettangoli possiamo scrivere: 

𝑅𝑄 = 𝑃𝑅 tan 𝛼 

Ma 𝑃𝑅 = ∆𝑥 e tan 𝛼 = 𝑓′(𝑥) andando a sostituire otteniamo che: 

𝑅𝑄 = 𝑓′(𝑥) ∙ ∆𝑥 = 𝑑𝑦 

Ciò significa che il differenziale 𝑑𝑦 è la variazione che subisce l’ordinata della retta 

tangente alla curva quando si passa dal punto di ascissa 𝑥 al punto di ascissa 𝑥 + ∆𝑥. 
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Consideriamo il punto S appartenente alla funzione di ascissa 𝑥 + ∆𝑥 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

L’incremento ∆𝑦 della funzione relativo al punto 𝑥 e al punto 𝑥 + ∆𝑥 è la variazione che 

subisce l’ordinata della curva, cioè 𝑅𝑆: 

𝑅𝑆 = 𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥) = ∆𝑦 

Da quanto detto possiamo concludere che sostituire all’incremento ∆𝑦 della funzione il suo 

differenziale significa geometricamente approssimare nell’intorno di 𝑥 la curva con la 

tangente in 𝑥. Il differenziale costituisce quindi un’approssimazione dell’incremento della 

funzione tanto più accettabile tanto più è piccolo ∆𝑥. 
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IL CALCOLO INTEGRALE 

La funzione primitiva 

Sia f(x) una funzione continua in un intervallo 𝐼 𝜖  ℛ. Si dice che la funzione F(x) è una 

primitiva della funzione f(x) se si verifica che: 

𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

 

Ad esempio: 

• la funzione 𝐹(𝑥) =
𝑥2

2
 è una primitiva della funzione 𝑓(𝑥) = 𝑥 in quanto  

𝐹′(𝑥) =
2𝑥

2
= 𝑥 = 𝑓(𝑥) 

 

• la funzione 𝐹(𝑥) = cos 𝑥 è una primitiva della funzione 𝑓(𝑥) = sin 𝑥 in quanto 

𝐹′(𝑥) = sin 𝑥 = 𝑓(𝑥) 

 

Per le funzioni primitive valgono i seguenti teoremi: 

 Se la funzione f(x) ammette in un intervallo 𝐼 𝜖  ℛ come primitiva la funzione F(x), 

allora ne ammette infinite che si ottengono tutte aggiungendo alla F(x) una  

qualunque costante 𝐶 𝜖  ℛ. 

(La dimostrazione è immediata in quanto la derivata di una costante vale sempre zero.) 

 

 

 Per ogni funzione continua in un intervallo 𝐼 𝜖  ℛ esiste sempre almeno una 

primitiva. 
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Integrale indefinito 

Si dice integrale indefinito di una funzione f(x), e si indica con il simbolo   ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 

la totalità delle primitive della f(x) 

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝐶 

 

In questa scrittura f(x) si dice funzione integranda e la variabile x variabile d’integrazione.  

Dalla definizione precedente poiché 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) segue che 𝐷[∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥] = 𝑓(𝑥). 

Questo significa che l’operazione di integrazione è l’opposto della derivazione ma 

l’integrazione indefinita associa ad una funzione una classe di funzioni, che si ottengono 

aggiungendo una costante alla primitiva, mentre la derivazione associa ad ogni funzione 

una sola funzione. 

 

Esempio:   ∫ cos 𝑥 𝑑𝑥 = sin 𝑥 + 𝐶 poiché   𝐷[sin 𝑥 + 𝐶] = cos 𝑥 

 

Una funzione che ammette una primitiva, e quindi infinite primitive, si dice integrabile. 

 

 Teorema: Condizione sufficiente di integrabilità: 

Se una funzione è continua in un intervallo [a,b] allora ammette primitive nello 

stesso intervallo  

 

Proprietà di linearità dell’integrale indefinito: 

 

 ∫[𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 

 ∫ 𝑘 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑘 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

Dimostrazione 

Se deriviamo entrambi i membri otteniamo: 

𝐷 [∫ 𝑘 𝑓(𝑥)𝑑𝑥] = 𝐷 [𝑘 ∫  𝑓(𝑥)𝑑𝑥] = 𝑘 𝐷 [∫  𝑓(𝑥)𝑑𝑥] = 𝑘 𝑓(𝑥) 

𝐷 [𝑘 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥] = 𝑘 𝐷 [∫  𝑓(𝑥)𝑑𝑥] = 𝑘𝑓(𝑥) 

che risultano quindi uguali 
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Integrali immediati 

 

Dalle regole di derivazione otteniamo gli integrali indefiniti fondamentali: 

 

 ∫ 𝑥𝛼𝑑𝑥 =
𝑥𝛼+1

𝛼+1
+ 𝐶  con 𝛼 ≠ −1 

 

                       Infatti 𝐷 [
𝑥𝛼+1

𝛼+1
+ 𝐶] = 1

𝛼+1
(𝛼 + 1)𝑥𝛼+1−1 = 𝑥𝛼 

 

Casi particolari: 

∫ 𝑑𝑥 = 𝑥 + 𝐶   

∫ 𝑥𝑑𝑥 =
𝑥2

2
+ 𝐶   

∫ √𝑥𝑑𝑥 =
2

3
√𝑥3 + 𝐶   

 
 

 ∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = ln|𝑥| + 𝐶   

 

Infatti 𝐷[ln|𝑥| + 𝐶]  =
1

𝑥
  perché: 

se 𝑥 > 0, 𝐷[ln|𝑥|] 𝐷[ln 𝑥] =
1

𝑥
 

se 𝑥 < 0, 𝐷[ln|𝑥|] 𝐷[ln(−𝑥)] =
1

−𝑥
(−1) =

1

𝑥
 

 

 ∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝐶   

 ∫ 𝑎𝑥𝑑𝑥 =
1

ln 𝑎
𝑎𝑥 + 𝐶   

 ∫ sin 𝑥 𝑑𝑥 = −cos 𝑥 + 𝐶   

 ∫ cos 𝑥 𝑑𝑥 = sin 𝑥 + 𝐶   
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Regole di derivazione delle funzioni composte 

Si ricavano dalle regole di derivazione, viene riportata la dimostrazione solo della prima 

come esempio. 

 ∫[ 𝑓(𝑥)]𝛼𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 =
[ 𝑓(𝑥)]𝛼+1

𝛼+1
+ 𝐶    con 𝛼 ≠ −1 

Dimostrazione 

Si deve avere che: 

𝐷 [
[ 𝑓(𝑥)]𝛼+1

𝛼 + 1
+ 𝐶] = [ 𝑓(𝑥)]𝛼𝑓′(𝑥) 

𝐷 [
[ 𝑓(𝑥)]𝛼+1

𝛼 + 1
+ 𝐶] =

1

𝛼 + 1
𝐷[[ 𝑓(𝑥)]𝛼+1 + 𝐶] =

1

𝛼 + 1
(𝛼 + 1)[𝑓(𝑥)]𝛼𝑓′(𝑥) = [𝑓(𝑥)]𝛼𝑓′(𝑥) 

Ricordando  𝐷[[ 𝑓(𝑥)]𝑛] = 𝑛[𝑓(𝑥)]𝑛−1 

 

 ∫
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
𝑑𝑥 = ln|𝑓(𝑥)| + 𝐶 

 

 ∫ 𝑓′(𝑥) sin 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = − cos 𝑓(𝑥) + 𝐶 

 

 

 ∫ 𝑓′(𝑥) cos 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = sin 𝑓(𝑥) + 𝐶 

 

 ∫ 𝑓′(𝑥) e𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = e𝑓(𝑥) + 𝐶 
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Integrale definito 

Si chiama trapezoide una figura piana delimitata del grafico di una funzione 𝑓(𝑥) continua 

in un intervallo chiuso [𝑎; 𝑏], dall’asse delle ascisse e dalle rette parallele di equazioni 𝑥 = 𝑎 

e 𝑥 = 𝑏. 

  

Per calcolare l’area di un trapezoide occorre dividere l’intervallo [𝑎; 𝑏] in un certo numero 𝑛 

di parti uguali di ampiezza ∆𝑥 =
𝑏−𝑎

𝑛
 e consideriamo gli 𝑛 rettangoli aventi ciascuno per 

base  ∆𝑥 e per altezza 𝑚𝑖 (che è il minimo valore assunto dalla funzione 𝑓(𝑥) nell’ i – esimo 

intervallino). Indichiamo con 𝑠𝑛 la somma delle aree di tutti questi 𝑛 rettangoli: 

𝑠𝑛 = 𝑚1ℎ + 𝑚2ℎ + ⋯ + 𝑚𝑛ℎ 

L’area del trapezoide viene così approssimata per difetto da 𝑠𝑛. 

In modo analogo possiamo approssimare per eccesso l’area del trapezoide considerando 

la somma delle aree degli 𝑛 rettangoli aventi ciascuno per base  ∆𝑥 e per altezza 𝑀𝑖 (che è 

il massimo valore assunto dalla funzione 𝑓(𝑥) nell’ i – esimo intervallino). Indichiamo con 𝑆𝑛 

la somma delle aree di tutti questi 𝑛 rettangoli: 

𝑆𝑛 = 𝑀1ℎ + 𝑀2ℎ + ⋯ + 𝑀𝑛ℎ 

Otteniamo così due successioni 𝑠𝑛 e 𝑆𝑛 di aree tali che per ogni l’area 𝑆 del trapezoide 

risulta: 

𝑠𝑛 < 𝑆 < 𝑆𝑛 

 

TEOREMA: se una funzione 𝑓(𝑥) è continua e positiva nell’intervallo [𝑎; 𝑏], i limiti per 𝑛 →

∞ delle successioni 𝑠𝑛e 𝑆𝑛 esistono finiti e sono coincidenti: 

lim
𝑛→∞

𝑠𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 

m1 

M1 
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Nella spiegazione abbiamo considerato una funzione positiva per capire meglio il concetto 

di integrale ma questo procedimento è valido anche se la funzione assume valori positivi e 

negativi all’interno dell’intervallo considerato.   

 

Definizione di integrale definito: 

Data una funzione 𝑓(𝑥) continua nell’intervallo [𝑎; 𝑏], si chiama integrale definito esteso 

all’intervallo [𝑎; 𝑏] il valore comune del limite per 𝑛 → ∞ delle due successioni 𝑠𝑛, per difetto 

e 𝑆𝑛, per eccesso. Tale valore viene indicato con la scrittura: 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

dove 𝑎 viene chiamato estremo inferiore, 𝑏 estremo superiore e 𝑓(𝑥) funzione integranda. 

 

 

N.B. A differenza dell’integrale indefinito, che è una classe di funzioni, l’integrale definito è 

invece un numero (essendo il calcolo di un’area) e non dipende dalla variabile x. 

 

Proprietà dell’integrale definito: 
 

∎ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑎

= 0 

∎  se 𝑎 < 𝑏    ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑏

 

∎ prodotto per una costante  ∫ 𝑘 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝑘 ∫  𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

∎  additività ∫ [𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

+ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

∎ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑐

𝑎

+ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑐

 

∎  confronto tra funzioni  𝑠𝑒   𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥)   → ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
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Teorema della media 
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Geometricamente: 

 

 

 

 

 

f(c) è l’altezza del rettangolo di base (b-a) che ha area equivalente all’area del trapezoide. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

m 

M 

f(c) 
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Teorema fondamentale del calcolo integrale: 

Sia f definita in [𝑎, 𝑏] → ℛ una funzione continua allora la “funzione integrale” definita 

𝐹(𝑥) ≔ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
  è una funzione derivabile in [𝑎, 𝑏] e si ha che,   ∀ 𝑥 ∈ ℛ, 

𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

Dimostrazione: 

Considero due punti 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] e 𝑥 + ℎ ∈ [𝑎, 𝑏], per calcolare 𝐹′(𝑥) devo calcolare il limite 

del rapporto incrementale quando l’incremento tende a zero. Calcolo prima il rapporto 

incrementale che ricordando la definizione data nell’enunciato del teorema di funzione 

integrale 𝐹(𝑥) possiamo scrivere come: 

𝐹(𝑥 + ℎ) − 𝐹(𝑥)

ℎ
=

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥+ℎ

𝑎
− ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

ℎ
= 

Applichiamo la proprietà additiva degli integrali: ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑐

𝑎
+ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑐
 

=
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎
+ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥+ℎ

𝑥
− ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

ℎ
=

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥+ℎ

𝑥

ℎ
 

Applicando il teorema della media  
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑏−𝑎
= 𝑓(𝑐)  con 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏]   possiamo scrivere: 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥+ℎ

𝑥

ℎ
=  𝑓(𝑐ℎ)   dove   𝑐ℎ ∈ [𝑥, 𝑥 + ℎ] 

Quindi abbiamo trovato che  

𝐹(𝑥 + ℎ) − 𝐹(𝑥)

ℎ
= 𝑓(𝑐ℎ) 

Per calcolare 𝐹′(𝑥) dobbiamo fare il limite per h → 0 ma 𝑠𝑒 ℎ → 0 ⇒ 𝑐ℎ → 𝑥  poiché  

𝑐ℎ ∈ [𝑥, 𝑥 + ℎ]. 

𝐹′(𝑥) = lim
ℎ→0

𝐹(𝑥+ℎ)−𝐹(𝑥)

ℎ
= lim

𝑐ℎ→𝑥
𝑓(𝑐ℎ) = 𝑓(𝑥)                 C.V.D. 
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Formula fondamentale del calcolo integrale: 

Sia f definita in [𝑎, 𝑏] → ℛ una funzione continua e F definita in [𝑎, 𝑏] → ℛ una primitiva di f  

in [𝑎, 𝑏]  ovvero 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

allora ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

Per calcolare l’integrale definito ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
 si deve cercare una 𝐹(𝑡) primitiva di 𝑓(𝑡) e si 

deve calcolare la differenza tra i valori da essa assunti nel punto b e nel punto a. 

 

Dimostrazione: 

Nel teorema fondamentale del calcolo integrale abbiamo definito 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
 quindi  

𝐹(𝑎) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑎

𝑎
   e    𝐹(𝑏) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎
 

⇒ 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

− ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑎

𝑎

= 

Per la proprietà additiva degli integrali: 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

− ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑎

𝑎

= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑎

𝑎

+ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

− ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑎

𝑎

= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

C.V.D. 
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Abbiamo visto che, data una funzione f(x) l’area del trapezoide ABCD definito nell’intervallo 

[a,b] è data da ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 

 

 

Vediamo il calcolo dell’area nel caso la funzione sia in parte negativa o due funzioni 

delimitano una superficie chiusa. 

La funzione è in parte negativa: consideriamo la funzione f(x) = x3 e la superficie S del 

trapezoide ABCD compresa fra la funzione e l’asse delle x nell’intervallo [-1;1]. 

 
 

Calcoliamo l’integrale definito esteso da -1 a 1: 

∫ 𝑥3𝑑𝑥 =
1

−1

 [
𝑥4

4
]

−1

1

=
1

4
−

1

4
= 0 

Questo integrale non fornisce la misura dell’area poiché risulta nullo. Risulta quindi 

necessario scomporre la superficie nelle superfici ABO, in cui la funzione è negativa, e 

OCD, in cui la funzione è positiva, e scomporre di conseguenza anche l’integrale.  

Nell’intervallo in cui la funzione è negativa l’area s della superficie compresa tra la funzione 

e l’asse x è quindi data da − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. 

Quindi:  

𝑆 = − ∫ 𝑥3𝑑𝑥
0

−1

+ ∫ 𝑥3𝑑𝑥
1

0

 = − [
𝑥4

4
]

−1

0

+ [
𝑥4

4
]

0

1

= − (−
1

4
) +

1

4
=

1

2
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In generale quindi se vogliamo calcolare l’area nell’intervallo [a,c] nel caso in figura: 

 

sarà:  𝑆 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
− ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑐

𝑏
 

 

Consideriamo ora due funzioni delimitano una superficie chiusa: 

 

L’area della superficie S compresa tra le due funzioni è data dall’area tra la funzione f(x) e 

l’asse x nell’intervallo [a,b] meno quella tra la funzione g(x) e l’asse x nello stesso intervallo, 

se f(x) g(x): 

𝑆 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

− ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 

Esempio:  

 

 

Vogliamo calcolare l’area tra f(x) = 3x + 3 e g(x) = 3x2- 6x + 3. 
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Le due curve si intersecano nei punti di ascissa 0 e 3 quindi l’area della regione compresa 

tra le due curve è l’area tra f(x) e l’asse x (S1) meno l’area tra g(x) e l’asse x (S2). 

 

𝑆1 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
3

0

∫ (3𝑥 + 3)𝑑𝑥
3

0

= [
3

2
𝑥2 + 3𝑥]

0

3

=
27

2
+ 9 =

45

2
 

 

𝑆2 = ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 =
3

0

∫ (3𝑥2 − 6𝑥 + 3)𝑑𝑥
3

0

= [𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥]0
3 = 27 − 27 + 9 = 9 

 

quindi S = S1 - S2 = 27/2. 

 

Oppure molto più semplicemente, applicando le proprietà degli integrali: 

 

𝑆 = ∫ (3𝑥 + 3)𝑑𝑥
3

0

− ∫ (3𝑥2 − 6𝑥 + 3)𝑑𝑥
3

0

= ∫ [3𝑥 + 3 −  (3𝑥2 − 6𝑥 + 3)]𝑑𝑥
3

0

= ∫ (− 3𝑥2 + 9𝑥) 𝑑𝑥
3

0

=  [−𝑥3 +
9

2
𝑥2]

0

3

= −27 +
81

2
=

27

2
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Calcolo dell’integrale di sin2x 

∫ 𝑠𝑖𝑛 2𝑥  𝑑𝑥 =    

Applico la formula di bisezione    sin
𝛽

2
 =  ±√

1−cos 𝛽

2
 

Elevo al quadrato entrambi i membri:  sin 2
𝛽

2
 =

1−cos 𝛽

2
    

Pongo  
𝛽

2
= 𝑥 → 𝛽 = 2𝑥:    sin 2 𝑥 =

1−cos 2𝑥

2
    

 

∫ 𝑠𝑖𝑛 2𝑥  𝑑𝑥 =  ∫
1 − cos 2𝑥

2
 𝑑𝑥 = 

Divido l’integrale nella somma di due integrali: 

=  ∫
1

2
𝑑𝑥 − ∫

cos 2𝑥

2
𝑑𝑥 =  

1

2
𝑥 −

1

2
∫ cos 2𝑥 𝑑𝑥 =   

Integrale di una funzione composta: per calcolare questo integrale devo 

applicare la formula ∫ 𝑓 ′(𝑥) cos 𝑓 (𝑥)  𝑑𝑥 = sin 𝑓 (𝑥) + 𝐶  

Quindi dentro l’integrale devo avere la derivata della funzione 

argomento del coseno. In questo caso 𝑓 (𝑥) = 2𝑥 → 𝑓′ (𝑥) = 2 . 

Quindi moltiplico e divido per 2 l’integrale e ottengo: 

∫ cos 2𝑥 𝑑𝑥 =  
1

2
∫ 2 cos 2𝑥 𝑑𝑥 = 

1

2
sin 2𝑥 + 𝐶 

 

=  
1

2
𝑥 −

1

2
∫ cos 2𝑥 𝑑𝑥 =  

1

2
𝑥 −

1

2
∗

1

2
sin 2𝑥 + 𝐶 =

1

2
𝑥 −

1

4
sin 2𝑥 + 𝐶  

 

⟹ ∫ 𝑠𝑖𝑛 2𝑥  𝑑𝑥 =
𝑥

2
−

sin 2𝑥

4
+ 𝐶 
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Applicazioni in fisica: 

1) Nel calcolo del potenza media in un circuito in corrente alternata è necessario calcolare 

l’integrale del sin  2(𝜔𝑡) 𝑑𝑡  in un periodo ,  è la pulsazione ed è uguale a 2/ 

∫ sin  2(𝜔𝑡)  
𝜏

0
𝑑𝑡 =      

Applico una sostituzione di variabile:      𝑥 = 𝜔𝑡 

𝑑𝑥 = 𝜔 𝑑𝑡 → 𝑑𝑡 =
𝑑𝑥

𝜔
 

 

Calcolo i nuovi estremi di integrazione:  𝑡 = 0 → 𝑥 = 0 

𝑡 = 𝜏 → 𝑥 = 𝜔𝜏 =
2𝜋

𝜏
𝜏 = 2𝜋 

 

=  ∫
sin  2𝑥 

𝜔

2𝜋

0

 𝑑𝑥 =  
1

𝜔
∫ sin  2𝑥 

2𝜋

0

𝑑𝑥 =
1

𝜔
[
𝑥

2
−

sin 2𝑥

4
]

0

2𝜋

= 

 

=
1

𝜔
[(

2𝜋

2
−

sin 2(2𝜋)

4
) − (

0

2
+

sin 0

4
)] =  

𝜋

𝜔
=

𝜋

2𝜋
𝜏

=
𝜏

2
 

 

→ ∫ sin  2(𝜔𝑡)  
𝜏

0

𝑑𝑡 =
𝜏

2
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2) Per calcolare invece l’energia totale racchiusa da un’onda stazionaria è necessario 

calcolare l’integrale del  sin  2(𝑘𝑙) 𝑑𝑙  sulla lunghezza L della fune, k è il numero l’onda ed 

è uguale a 2/. 

∫ sin  2(𝑘𝑙)  
𝐿

0

𝑑𝑙 = ∫ sin  2(
2𝜋

𝜆
𝑙)  

𝐿

0

𝑑𝑙 = 

Applico una sostituzione di variabile:      𝑥 =
2𝜋

𝜆
𝑙 

𝑑𝑥 =
2𝜋

𝜆
 𝑑𝑙 → 𝑑𝑙 =

𝑑𝑥

2𝜋
𝜆

=
𝜆

2𝜋
𝑑𝑥 

Calcolo i nuovi estremi di integrazione:  𝑙 = 0 → 𝑥 = 0 

𝑙 = 𝐿 → 𝑥 =
2𝜋

𝜆
𝐿 =

2𝜋

𝜆
 
𝜆

2
= 𝜋 

Le onde stazionarie su una fune di lunghezza L possono avere solo determinate lunghezze 

d’onda 𝐿 = 𝑛
𝜆

2
 con n (numero intero) 1. Nella sostituzione dell’estremo superiore si è 

considerato il caso con n = 1. 

 

= ∫
𝜆

2𝜋
sin  2𝑥  

𝜋

0

𝑑𝑥 =
𝜆

2𝜋
∫ sin  2𝑥  

𝜋

0

𝑑𝑥 =
𝜆

2𝜋
[
𝑥

2
−

sin 2𝑥

4
]

0

𝜋

= 

 

=
𝜆

2𝜋
[(

𝜋

2
−

sin 2(𝜋)

4
) − (

0

2
+

sin 0

4
)] =  

𝜆

2𝜋
 
𝜋

2
=

𝜆

4
 

 

→ ∫ sin  2(𝑘𝑙)  
𝐿

0

𝑑𝑙 =
𝜆

4
 


