FAC-SIMILE DI COMPITO DI ANALISI 1

PRIMA PARTE
Lo studente scriva solo la risposta direttamente su questo foglio.

La seconda parte verra corretta esclusivamente nel caso che lo studente
risponda correttamente ad almeno 5 domande su 10 della prima parte.
Esercizio 1. Trovare l'insieme S di tutte le soluzioni x € R dell’equazione sinz = cos(2 z)

3 =4
S:{27T+2k7r:keZ}U{g+2kw:keZ}U{OGW—f—WCW:kGZ}

Esercizio 2. Cualcolare il limite della successione

lim sinh (efnrz*") LQ logn =0
n— o0 nZ—1
Esercizio 3. Calcolare il limite sequente
V1 log®x —1
lim ogr + og T 08T =400

r—~+00 6% _ 1

Esercizio 4. Tra le serie sequenti, evidenziare quelle convergenti

> n? =/ 99\" 1 > cos(n logyn) = 1
-1 = — e - -
Sl X)) m(s:) XS > oo

n=2 n=1 n=1 n=6

Esercizio 5. Dire per quali o € R la seguente serie a termini positivi e convergente

oo Qna
> ol jaf <1
n=2 '

Esercizio 6. Trovare una primitiva F su R della funzione x — x arctan x.
22 r 1
F= o> arctanxr — — + 3 arctanx

Esercizio 7. Usando uno sviluppo di Taylor fino all’ordine opportuno, calcolare il limite sequente
4

x . 4 8
1_$4—sm(x)+1—e"” 7

I _
250 1 — cos(z%) 3

Esercizio 8. Si determinino i punti di massimo e minimo della funzione x +— arccos(|2 2% —1|) sullintervallo
[_L 1]

ti di mini {-1,0,1} ti di ] { ! ! }
unts di minimo = {—1,0, unti di massimo =4 ——, ———
Esercizio 9. Dare lo sviluppo di Taylor all’ordine 2 con resto di Peano nel punto xo = 0 per la funzione

x 3 - .
Vit to=1+2+22%+0(?)

2 8

Esercizio 10. Trovare i 2 punti di flesso xo e x1 della funzione x — arctan(z?)

1 L1
ro = — — Tr1 = 5



SECONDA PARTE
Lo studente scriva lo svolgimento di ogni esercizio su un foglio a parte.

In questa parte non verranno ritenute valide risposte corrette, ma prive di giustificazione.

Esercizio 11 (6 punti). Si studi la funzione

x 24+t
— [ log|—=——) dt
! /1 °g<t2+1>

tracciandone un grafico qualitativo quanto pit possibile preciso.

Soluzione. Consideriamo la funzione integrale
v 24+t
F(z) = 1 — | dt
@)= [Cow ()

2
x> f(z) =log <b;2:i)

Osserviamo che la funzione

¢ ben definita e continua se

:E2+:L’>O
x?+1
ovvero se
z(x+1)>0 = r<—-1 e x>0

Di conseguenza, la funzione f ¢ integrabile su tutti gli intervalli della forma
[-L,—1—¢] e [e, L],

perognie >0e L > 0.
La funzione integrale F' & quindi ben definita per = > 0 e per definizione rappresenta l'unica primitiva

su (0, 4+00) della funzione
x +— log <M>
24+1)°
che si annulla in 1.

1. Segno. Osserviamo che per x > 0 si ha

2 +x 22+
1 — >0 <= —>1
Og<x2+1>_ 241~
<~ r>1

Abbiamo quindi®
F(z)>0 per x > 1

F(z) <0 per 0 <z < 1.

2. Limiti. Dobbiamo determinare i limiti

’ >+t
li 1 —— | dt
.’x:ig)lJr 1 08 <t2 + 1) ’

x 24+t
lim log <Jr > dt,
r—400 1

ovvero dobbiamo stabilire se la funzione integranda f & integrabile in senso generalizzato su [0, 1] e [1, 4+00),
rispettivamente. Cominciamo dal primo limite: osserviamo che

- 2+t ! 24t
lim / log 27+ dt = — lim / log (e dt,
z—0t Jq 2 +1 z—0t /. t2+1

1Per z > 1, lintegrando f abbiamo visto essere una funzione positiva. La funzione F rappresenta quindi I’area del sottografico
di f sull’intervallo [1,z] ed & pertanto positiva.



CORREZIONE 3

ed osserviamo che?

2+t

log [ —— ) ~ logt ert— 0.
& <t2 n 1) & P

La funzione ¢t — logt & integrabile su [0,1], quindi dal criterio del confronto asintotico per gli integrali

impropri si ottiene che anche la nostra funzione ¢ integrabile. Abbiamo quindi

. ‘ t?+t
Eo—mliré{r : log <t2+1) dt < +o00.

Per 'altro limite, si osserva che

2+t | 1+t—1 t—1 1 -
—=lo ~ ~ — er Q.
s\ & 2+1) e+ b

L’ultima funzione non ¢ integrabile su [1, 400), quindi di nuovo per il criterio del confronto asintotico si ha
anche . 5
e+t
lim log | =—— | dt = +o0.
av%lJroo/l g(t2+1> -

Esercizio 12 (6 punti). Si dimostrino le formule di duplicazione per il coseno e seno iperbolici, ovvero si
dimostri che (1 punto)

O

1 h2 h2t —1
+ cosh 2t sinh?f — cosh 2t .

2 2
Si caleoli in sequito integrale definito (5 punti)

cosh?t =

e2-1

/ ’ (4+x2)%dx
0

Soluzione. Fare il cambio di variabile x = 2 sinh ¢, 'integrale diventa

3

1 1
2 / (4 + 4 sinh® )2 cosht dz = 16 / cosh® t dt
0 0

1
=16 / (cosh® )2 dt
0

1 2
16 / (1 +cosh2t> &t
0 2

16 /1 1 + cosh? 2t + 2 cosh 2t
4
0

1142 cosh 2t
0 4

inh2¢]" | h 4t
sinh ] +4/ + cos gt
0 0

dt

1
16 dt + 4 / cosh? 2t dt
0

t
—16 |-
6[4+ 4 2

1

t  sinhd4t
:4+4sinh2+4[2+sml }

8 lo

1
=6+4sinh2 + 5 sinh 4.

25 usi il Teorema di de I’Hoépital per calcolare il limite

()

m
t—0+ logt




