FAC-SIMILE DI COMPITO DI ANALISI 1
—CORREZIONE -

PRIMA PARTE
Lo studente scriva solo la risposta direttamente su questo foglio.

La seconda parte verra corretta esclusivamente nel caso che lo studente
risponda correttamente ad almeno 5 domande su 10 della prima parte.

Esercizio 1. Trovare l'insieme S di tutte le soluzioni x € R dell’equazione sin(2z) = sinz
S —
Soluzione. Si ricordi che due angoli «, 8 € R sono tali che sin«a = sin g se e solo se
a=8+2km oppure a=(r—p0)+2km, ke Z.
Usando questa informazione con a« = 2x e 5 = x, si trova
20 =x+2km oppure 20 =(r —x)+2km, ke Z.

Svolgendo i necessari passaggi algebrici, otteniamo quindi

r=2km oppure x:(2k+1)g, kel.
Quindi I'insieme delle soluzioni & dato da
S=1{2knr: keZ}U{(2k+1)g : keZ}.
Questo termina ’esercizio. O

Esercizio 2. Calcolare il limite della successione

2, 2 -2
lim [n (en? —e nZ)} =
n—oo

Soluzione. 11 limite si presenta nella forma identerminata oo -0, ma possiamo riscriverlo nella forma

0/0 come

2
. 2 _2 en? —e n?
lim {nz (en? —e 77)} s
n—oo

Si osservi adesso che

Si ottiene quindi

Questo conclude 'esercizio. O
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Esercizio 3. Calcolare il limite sequente

tan?(log )
m =
a—1cos(e?~t —1) —1

Soluzione. Si usano le equivalenze asintotiche

tan®(log z) = tan®(logz) ~ log? z = log?((z — 1) + 1) ~ (z — 1), per x — 1,
e
cos(e* 1 —1)—1~ —(€x12_ D ~ _ _2 1)2, per x — 1.
Il valore del limite & quindi —2. O

Esercizio 4. Tra le serie sequenti, evidenziare quelle convergenti

i 1o (cos (1)) i ~tog (cos (1)

SO S e (1)

n=1 n=1

Soluzione. Si osservi innanzitutto che
1
0 < cos <) <1, per ogni n > 1,
n

quindi le prime due serie sono a termini positivi. Per trattare le prime due serie, si osserva che
1 1
—log ( cos | — =—log||cos|—]—1]+1
n n
1 1
~—lcos|{—]—1]~—, per n — oo.
n 2n2

Visto che 1/(2n?) & 'n—esimo termine di una serie convergente, per il criterio del confronto asin-
totico si ottiene che la prima serie & convergente.
Dall’equivalenza asintotica precedente, si ottiene anche

1 1
—log [ cos | — ~—, er n — Q.
\/ g< <n>> V2n P

L’ultimo ¢ I'n—esimo termine di una serie divergente (serie armonica), quindi sempre dal criterio
del confronto asintotico si ottiene che la serie di partenza diverge.

Per la terza serie (che ¢ ancora a termini positivi), si puo usare il criterio del rapporto. Infatti,
posto a, = €"/n! vale

+1 |
L Qpal . e n!
lim

= lim =0,
n—oo  Qy n—00 (n + 1)‘ en n—oon + 1

e quindi la serie & convergente (perché ap41/a, — ¢ < 1).
Infine, la quarta serie € a segni alterni e si presta per un’applicazione diretta del criterio di
Leibniz. Utilizzando quest’ultimo, otteniamo che la serie & convergente. O
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Esercizio 5. Dire per quali o > 0 la sequente serie a termini positivi é convergente

i tan(en% —1)
n=1 \/ﬁ

Soluzione. Si osservi innanzitutto che la serie ¢ a termini positivi per n abbastanza, perché per
a>0

1
en® > 1, per ogni n > 1,
e
a T .
en® —1< 5’ definitivamente.
Usando le equivalenze asintotiche
B B 1
tan(en® — 1) ~ en® _1Nﬁ’ per n — oo,

si ottiene per la serie in questione
1
tan(e»® — 1) 1
~ -, per n — oo.
\/ﬁ na+§
L’ultimo & I'n—esimo termine di una serie armonica generalizzata, che converge se e solo se a+1/2 >
1 ovvero per a > 1/2. Dal criterio del confronto asintotico, se ne conclude che la serie iniziale

converge se e solo se o > 1/2. (]

Esercizio 6. Trovare una primitiva F su R della funzione x — sin®(2x).

F =

Soluzione. Si ricordi la formula di bisezione
1-— 4
sin?(27) — Lo cos)
2
Questo implica
1-— 4 in(4
/sm2(2x)dx:/w8<ff>dx: v sin{dz)

2 2 8

con ¢ € R. O

Esercizio 7. Usando uno sviluppo di Taylor fino all’ordine opportuno, calcolare il limite sequente
e
1—1 ¢

730 (cosz — 1)2 arctan?(222)

Soluzione. Si ricordino i seguenti sviluppi di Taylor all’ordine 2, validi per x — 0

1
- =1 2 2
1= +a+2° + o(x),
72
ex:1+x+?—|—0(x2),
2
cosT = 1—;—}—0@2),

arctanz = x + o(x?).
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In particolare si ottiene

8
o (1+at + 25 +0(@®) — (1 + 2%+ = +o(a)
1—at _ 2
(cosx — 1)? arctan?(222) 22 2
<2 + o(m2)> (222 + o(z*))?
8 8
B % + o(z®) - % + o(z®)
1 8
+
<z + 0(:U4)> (4ot o)) o)
In definitiva, si ha
1 4 28
— € — +o(z®)
_ A
lim -z =lim 2 = 1

@—0 (cosw — 1)% arctan?(222) 250 28 + o(28) 2

Esercizio 8. Si determinino

max tan(cosz) = min tan(cosx) =
z€[0,2 7] x€[0,2 7]

Soluzione. La funzione = +— tan(cosz) ¢ continua su [0,2 7], quindi dal Teorema di Weierstrass
sappiamo che ammette massimo e minimo. Studiamo la monotonia della funzione sull’intervallo
considerato: si ha

% tan(cosz) = — (1 + tan?(cos x)) sin z.

Il segno della derivata coincide col segno di — sinz, quindi si ha su [0, 2 7]

d
d—tan(cosa:) >0 = x € [m,2m].
x

In altre parole, la funzione ¢ decrescente su [0, 7] e crescente su [7,27]. Abbiamo quindi che z =7
e il punto di minimo, ovvero

min tan(cosz) = tan(cosm) = — tan(l)l%

z€[0,2 7]

Il massimo invece sara assunto in una delle due estremita dell’intervallo: osservando che
tan(cos0) = tan(cos(27)) = tan(l)”,
si trova che z = 0 e x = 27 sono entrambi punti di massimo (globale) e vale pertanto

t
xén[oazxﬂ] an(cos z) &,\ (i)

Questo conclude 'esercizio. O

Esercizio 9. Dare lo sviluppo di Taylor all’ordine 4 con resto di Peano nel punto xqg = 0 per la
funzione arcoseno

arcsinx =
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Proof. Si osservi innanzitutto che la funzione & dispari, quindi lo sviluppo di Taylor all’ordine 4
avra la forma 5
f(0)

dove per calcolare il termine uno abbiam06 usato I'equivalenza asintotica arcsinz ~ x, per x — 0.
Ci manca da calcolare la derivata terza dell’arcoseno in 0. Si ha
d . 1 d? . €T
T arcsinz = \/17_7, T2 arcsinr = W
d? , 1 32
e arcsinz = \/(1 — + \/(1 - x2)5'
L’ultima derivata calcolata in 0 da il valore 1. Abbiamo quindi ottenuto
23

arcsinz = x + o + o(z%), per z — 0.

Questo conclude 'esercizio. O

arcsinz = x + 3+ o(z?), per x — 0,

Esercizio 10. Trovare i 2 punti di flesso xo e x1 della funzione x +— 1/(1 + z?)
ro — r1 =

Proof. Studiamo gli intervalli di concavita della funzione in questione. Si ha

d 1 2z 1 2 8 62%—2
drl+22 (1+22)2  de?l+22  (1+22)?2 * (1+22)3  (1+a2)3
Il segno della derivata seconda ¢ quindi
KA NN 0 < 322 -1>0
dz? 1+ 22 — -

Si ha quindi

Questo conclude 'esercizio. O



SECONDA PARTE
Lo studente scriva lo svolgimento di ogni esercizio su un foglio a parte.

In questa parte non verranno ritenute valide risposte corrette, ma prive di giustificazione.

Esercizio 11 (6 punti). Si studi la funzione
1
T+ er1 logx
tracciandone un grafico qualitativo quanto piu possibile preciso.

Soluzione. Cominciamo col determinare il dominio della funzione. Deve aversi x > 0 e z # 1,
quindi il dominio sara dato dall’unione dei due intervalli aperti

D =(0,1)U (1, 400).
Inoltre, osserviamo che
1
e>-1 logx >0 = x> 1,

ed & quindi negativa per 0 < z < 1. Calcoliamo adesso i limiti nei punti di accumulazione del
dominio, che non fanno parte del dominio. Si ha

lim eﬁ logx = —o0.
z—0t
Usando il cambio di variabile 1/(x — 1) = ¢ si ha anche
. 1 . ¢ 1 . . 1
lim e*=T logz = lim e log|1+ -] = lim e - =0.
r—1— t——00 t t——oc0
Per il limite da destra, sempre con lo stesso cambio di variabile si ha
1 1
lim e logz = lim e’ log <1 + > = lim — = +o0.
z—1t+ t—+o0 t t

Quindi in corrispondenza di z = 1, abbiamo un asintoto verticale “da destra”. Infine, vale

1
lim ez-1 logx = +oc.
T—r+00

Studiamo adesso gli intervall di monotonia: si ha

%lo %10 1 +¢11 L log x +1
——€r Tr = —er— r—— erx—1 — = ez— - —1.
dx & & (x —1)2 x (x—1)2 =z
Vogliamo sapere per quali x vale
1 1 1
€z£1 _& + — Z 0.
(x—1)2 =z
Osservando che I’esponenziale ¢ sempre positivo, la precedente € equivalente a
log x 1
-2 _ 4+ = >0.
(x —1)2 + x
Sul dominio della funzione, questa disuguaglianza & equivalente a
—1)2 1
(1) =17 > logx ovvero a T—2+—>logzx.
x x

Si osservi che questa disuguaglianza non e risolvibile tramite metodi elementari. Osserviamo in-
nanzitutto che
logz <0 per 0 <z <1,
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7,5

FiGure 1. Il grafico della funzione dell’Esercizio 11

mentre

1 (x—1)
T—24+—-—=——""=—>0,perO0<z <1
x x

Questo vuol dire che per 0 < x < 1 la disuguaglianza (1) & verificata e quindi la funzione che stiamo
studiando e crescente su questo intervallo.

Consideriamo adesso l'intervallo x > 1: usiamo gli strumenti del calcolo differenziale per deter-
minare la disuguaglianza & verificata (1). Si introduca la funzione

1
hz) =2 —2+ — —logz, z € (1,400).
x

Studiamo i suoi intervalli di monotonia: si ha per z > 1

1 1 1 1 1
Wr)=1-—5-=>0 1> 4-=27
2 x 2z 2
<~ 1‘22$—1—1
1++5
<— x> 5

Questo implica che la funzione A ha solo 2 intervall di monotonia: ¢ decrescente su 0 < z <
(14 +/5)/2 e crescente per x > (1 4 +/5)/2. Osservando che

lim h(z) =0,

r—1t
questo implica che h & negativa in un intervallo della forma (1,z¢), per qualche xg, e poi diventa
positiva per x > xg.

Da questa discussione, ne ricaviamo che la funzione iniziale ¢ decrescente sullo stesso intervallo
(1,x0) e crescente per x > xg. Abbiamo quindi che la funzione iniziale ha un minimo locale in
x = x¢ (si osservi che sull’intervallo (1,+00), il punto zy € di minimo globale).

Lo studio del segno della derivata seconda puo essere omesso. [l

Esercizio 12 (6 punti). Si studino gli intervalli di monotonia della funzione (1 punto)

1

H a1 \9°
v (24 cosx)?

e se ne calcoli una primitiva (5 punti).
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Soluzione. Osserviamo che la funzione in questione ¢ definita e derivabile su tutto R. Si tratta
inoltre di una funzione 2 m—periodica. Ci basta quindi studiarne la monotonia sull’intervallo [0, 2 7].

Calcoliamone la derivata
d 1 2 sinx

dz (24 cosz)?  (2+cosz)d’

Quindi sull’intervallo [0,2 7] la funzione & crescente tra [0, ] e decrescente tra [m,2 7).

Passiamo adesso al calcolo di una primitiva della funzione in question. Usiamo il cambio di variabile
x
t = tan —.
Ricordando che con tale cambio di variabile si ha

1—¢2 ) 21t 2

cosr =1 Smr=gTmg, dr=gmes

dt,

otteniamo

1 1 1
/(2+cos:v)2d$:2/ 2 21+t2dt
2+ 173)

14 ¢2

14t2 1 1
=2 | ———dt=2 | ——=dt —4 | ———— dt.
/(3+t2)2 /3+t2 /(3+t2)2

Adesso calcoliamo separatemente gli ultimi due integrali: il primo € del tipo

1
/b—i—(av—ot)2 dz,

con b =3 e a = 0. Abbiamo svolto questo tipo di integrali a lezione (2/11/2016), sappiamo che’

/ 1 p 1 . (t—a>+
— 5 Ar¥ = —= arctan { —— C,
b+ (t—a)? Vb Vb

(2)

quindi

2/ LI P t (t)+
—— = ——= arctan | ——= C.
3+ 2 V3 V3

Per il secondo integrale, usiamo una piccola astuzia: moltiplichiamo e dividiamo per 2¢ ed integri-
amo per parti
1 1 2t
———dt = — ————dt
/(3—1—1&2)2 / 2t (3+12)?

g

1 1 1 1
—-557- [ mat

2t 3+¢2 22 34+ t2

|

Si osservi adesso che
11 111
212 34+1t2 6 |2 342’

IRicordo brevemente che il calcolo di questo integrale si basa sul cambio di variabile
T —a

7

t =
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quindi riprendendo il calcolo precedente
1 1 1 1 1
——sdt=———— — [ — —— dt
/(3+t2)2 2t 3+ t2 /2t23+t2

1 1 1 1 1 1
e o) e ae
1 1 11 1 t
:ﬂm—i—éz—kﬁ—ﬁ arctan(\/§>.
Si osservi che 'ultimo integrale 'avevamo gia calcolato in precedenza. Unendo i risultati, dall’equazione
(2) abbiamo quindi ottenuto

1 1 1
[ arapte=2 [ grpdt—t [ ipp
(24 cosx)? 3+ t2 (34 1t2)2

2 . (t) 2 1 21 2 ¢ <L‘)Jr cR
=—arctan| =) —-—5 — 5 - — —= arctan | —= c, c ,
V3 V3 t3+t>2 3t 3.3 V3

Tornando alla variabile x, si ottiene la primitiva

\)
—

x
tan —
4 2 1
F(x) = ——= arctan 2

3\/3 \/g tang3+tan2§ 3tan§'

Questo conclude 'esercizio. O




