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capitolo
<CALCOLO INTEGRALE

PER FUNZIONI DI

UNA VARIABILE
"



VI. I "hPRobA
bellette

"



VOGLIAMO OCCUPARCI DEL

SEGUENTE PROBLEMA :

CALCOLARE L'AREA DI UNA

Figura PIANA QUALSIASI .

PIÙ PRECISAMENTE
,
DATA

UNA Funzione f : fa, b) →Pt
LIMITATA E POSITIVA

,

VOGLIAMO UN METODOOP-ert.TO



PER CALCOLARE L'AREA

DEL SUO SOTTOGRAFICO
-

OVVERO DELLA Regione DI

piano

Tlfica,#foderi:+EGLI

OEYEFK}



È
"⇒

'

ÌÈÌs⇒
-

è USARE un procedimento



DI APPROSSIMAZIONE DI
-

T' (f; fa , tramite

FIGURE GEOMETRICHE PIÙ
SEMPLICI

,
Ad esempio DEI

RETTANGOLI
-

a

PIÙ PRECISAMENTE
,
PROVIAMO

AD APPROSSIMARE E

1) perdite ,
PRENDENDO



UN' UNIONE DI RETTANGOLI
,
OGNUNO

CONTENUTO NEL SOTTO GRAFICO .

FACCIAMO UN 8057ns :

÷!È÷:÷÷
,



2) pertosse , PRENDENDO
UN' UNIONE DI RETTANGOLI

,

che CONTENGA IL SOTTOGRAFCCO
.

ÈÈ¥i.



SI VEDE FACILMENTE CHE

IN GENERALE QUESTE 2

COSTRUZIONI DANNO UN VALORE

APPROSSIMATO DELL' AREA
.

QUELLO CHE POSSIAMO FARE

PER MIGLIORARE QUESTI

VALORI APPROSSIMATI
,
È

CERCARE DI PRENDERE DEI

RETTANGOLI SEMPRE piu
'
"STRETTI!

IN ALTRE PAROLE
, VORREMMO



usare una SPECIE DI Procedimenti
DI LIMITE

,
in CUI LE BASI

DEI RETTANGOLI DIVENTANO

Infinitesime ed i 2 VALORI

APPROSSIMATA "TENDONO
"

Ad UN VALORE COMUNE
,
CHE

sarà l'area di T (fila, .

QUESTA È L' IDEA CHE STA

ALLA BASE dell' INTEGRATOSI



RIEMANN
-

tesero CONSIDERIAMO LA

FUNZIONE f. (e) ex su [0,1] .
Proviamo Ad USARE IN

MODO
"

ARTIGIANALE
"
l' IDEA

PRECEDENTE
,
PER CALCOLARE

L'AREA DEL SOTTOGRAFLCO



T If; g.D) =fa.g) ERI?
× e-(o,e]

1 o e y Ex }
÷:÷÷÷.
Area 1

2



VEDIAMO SE TROVIAMO QUESTO

RISULTATO TRAMITE Approssimazione
.

Per OGNI MEN' {O} , prendo
LA SUDDIVISIONE |
REGOLARE di [0,1]

ÈDEFINITA DA % - %, i

f- l '

n i 1 itiri per
i -0
,

. . - in OEÉIIZE a
un



L'APPROSSIMAZIONE PER

DIFETTO CORRISPONDENTE È
DATA DA ALTEZZA

h -1
m

h-1
- 1 II.ISdn) -2 - ti-4 un
ieo- F- 0

Base
vi-1

^ [ e 1
.

Hai
= fa

i

=
-

z
-

io th z

VEDI
lezione 1



=L. nh
2

IN MODO simile
,

l' approssimazione

per eccesso È DATA DA

^

"
"IÈ! :

↳
Base

-



÷: : = : ⇒
n

È⇒Ì
E m

mi

=L nei
t h

'

z
VEDI
LEZIONE 1



RICAPITOLANDO
-

[ ( n ) e%I 'Èferro
[ G) = "III) 'Èàesso
E quando vi -300 succede

⇐

ftp.s.CH?ieoSdnt-I
wow !



IN QUESTO CASO PARTICOLARE
,

LA NOSTRA IDEA HA

FUNZIONATO)
\

VEDIAMO SE RIUSCIAMO

A RENDERLA RIGOROSA
,

IN MODO DA POTERLA
USARE IN GENERALE



TI . 2 l'integrale
Dialetto



Definizione sia [a. b) ER
INTERVALLO CHIUSO E LIMITATO

.

UN INSIEME DI PUNTI

{ to, . . _

, tu} E [a. le] si
DICE partizione si fa, lo] so
-

=

VALGONO LE 2 PROPRIETÀ

SEGUENTI . .

1) tictiz PER OGNI ieo
,
- iyn -2



a) t.eu e tu > li

indichiamo con ([a. è])
L' INSIEME DI TUTTE LE

PARTIZIONI DI LA, le]

tn ¥} ¥5¥-1
← ta te

, eil

to
"

of



esempio go.fi?i?i1}
È una PARTIZIONE di fo, 1)

in
0 1731

2 3 /
4

POSSIAMO ADESSO FORMALIZZARE

RIGOROSAMENTE L' IDEA

DELL' approssimazione



Isterilirne sia f : fa, →R

LIMITATA
,
PER OGNI

sito , . . ..tn} a- PCca.li)
81 DEFINISCE ^

÷÷÷÷÷:!i÷÷É÷
i.tira]



CHE SI CHIAMA

SOMMAD.ir/EMANN-NFeROReIfsUB0RdiNAT-AA
PARTIZIONE {fa, a . . , tu}--
ANALOGAMENTE

,
DEFINISCO

Sxltistoi . .tn/--iEti-iititsa?!g#eEezza



CHE SI CHIAMA

seterie

II la

tata, . . . .tn}
Nel caso in cui f SIA

POSITIVA
,
NON È DIFFICILE

vederecnes
-

( f; ftp.i.tn} )
Ed Saffi, sito, .. . , tu} ) rappresentano



Un'approssimazione DELL'AREA

° '

Pcf; Ca, a] )
( LA PRIMA "PER DIFETTO

"

,
LA

seconda
"
PER ECCESSO" ) .

INOLTRE
,
pesa COSTRUZIONE

,

si AVRÀ SERIE

Self; sta .info/f;koixd,
PER OGNI COPPIA di PARTIZIONI



{ so, . .

> tu } , fxo, . . , eterei
,

Definizione sia f : fa, →R
FUNZIONE LIMITATA .

DEFINIAMO

E- supfs.lt/ltq.i,tn3 )) :
{ to, - . - In} e- JCCA,

(
"
LA MIGLIOR APPROSSIMAZIONE
PER DIFETTO" )



E

E. iinffslf; ftp..IS ) :
ftp.ytnfc-JCGED}

(
" la MIGLIOR APPROSSIMAZIONE

PER Eccesso
" )

SI dice che f È RIEMANN
INTEGRABILE su fa, ditte Vale
-



ISIS
IN TAL CASO

,
INDICHIAMO QUESTO

VALORE COMUNE CON IL SIMBOLO

fifksdx
-

E LO CHIAMIAMO integrale
RIEMANN di f su [a, li ]
-



PSI (COMMENTO sul simbolo)

si '

-

Sai "somma"

÷:*! ÷
. ÷:

INFINITESIMA



teorema (condizioni SUFFICIENTI
DI INTEGRABILI TÀ )

sia f : La,b)→ RI una

FUNZIONE limitata
,
AVENTE

ALMENO 1 DELLE PROPRIETÀ
SEGUENTI :

② f È continua su Cab]

② f. È monotona su Ca, b)



ALLORA f È RIEMANN INTEGRABILE

su fa , lo] .

-

-
- n -

- - - -
_

- - - - - n .
-
e

DOBBIAMO PORCI ADESSO

QUESTA DOMANDA : se f:[oylifpt
È RIEMANN INTEGRABILE

,
come

SI CALCOLA CONCRETAMENTE

situate ?



DOBBIAMO USARE LA

DEFINIZIONE OPPURE.. . . .
E

LASCIAMO PER UN ATTIMO in

sospeso QUESTA DOMANDA .

Vediamo PRIMA ALCUNE

proprieDI
RIEMANN .

-

③ siano fig :[a. b)→ A
RIEMANN INTEGRABILI ,

SANO 48GB



Allora 2 ftp.g È ANCORA

RIEMANN INTEGRABILE E vale

fitafcxtpgcxtdx
= afiifceokepfebgcxdx

⑤ se fcxtegcx) per OGNI xefqib)
allora ftp.ydxefaghdx



se f : fa , → Ri È

RIEMANN INTEGRABILE ,
ANCHE Iff è RIEMANN

INTEGRABILE E VALE

Iftrfixtoklefiltaslok
⑤ sia f : fa, b) → A RIEMANN

INTEGRABILE e sta [Gp]f(a, @



ALLORA f È Riemann

INTEGRABILE ANCHE su CT
, P] .

⑤ sia c. c- fa, b) , ALLORA

fabfcxldx =i-i-fifhok.fi#È e



VI. 3
"
"eta

e

DELO
"



In QUESTA SEZIONE
,
CERCHIAMO

DI CAPIRE come si ⑧Accola

fifone
SENZA DOVER RICORRERE ALLA

SUA DEFINIZIONE
.

(proposizione (MEDIA INTEGRALE)↳
SIA fica , lo] →pt UNA FUNZIONE

CONTINUA . ALLORA 7 ZELO ,b]



TALE CHE

FA# falifcxdx
DI .

osserviamo che f : fa , b)→ RI

IN QUANTO CONTINUA
,
AMMETTE

Massimo M - YEAH strass
↳⇒
f
ieri

e minimo in = min



inoltre
, f È RIEMANN

INTEGRABILE con QUANTO

CONTINUA (v . TEOREMA PRECEDENTE)
ABBIAMO

m EFK) E M
, kebab)

PER UNA DELLE PROPRIETÀ DELL'integrale.
SI HA

fin dxefabtkdxefmdx



Ora
,
PER COSTRUZIONE d '

INTEGRALE DI RIEMANN
,
SI

È:) fico ⇒ ce -a)
OVVERO QUINDI

mleiaefetlxldxemlb-a)
DA CUI dividendo per @-a)



È-
- MEDIA✓

integrataovvero faffq.pk è

UN NUMERO COMPRESO TRA IL

MASSIMO di f Ed IL SUO MINIMO .

ORA
,
DAL TEOREMADELVAL.co#



intermedi , OGNI YE M]
FA PARTE DELL' IMMAGINE di f .
Prendendo y=# fiffok
SI CONCLUDE CHE ] # C- [alle]
*⇐

ftp.#fffHdxDk



ARRIVIAMO QUINDI AL

teorema ( FONDAMENTALE del
calcolo INTEGRALE)

sia f : fa, la] → B continua
.

ALLORA LA SUA FUNZIONE INTEGRALE

FH-afiflHH.FI
È DERIVABILE su (o

, b) E
VALE



F effe) , tkela.ir)
"

erate
. . .

. . . .

LA DIMOSTRAZIONE LA VEDIAMO

NELLA PROSSIMA LEZIONE
.

pettinature sia f:(a, b) → RI



LUNA funzione
,
CHIAMIAMO

Premiavate)
OGNI FINZIONE

F : Ca
, b) → A DERIVABILE

E TALE CHE

FÀ ) -_ fa
,
Vrxecqb)

l⇒ IL zeoEFONDAMENTA.lt

DELQlcolOlNTEGM CI



STA QUINDI DICENDO CHE

Fairfield dt
(FUNZIONE INTEGRALE di f)
È una PRIMITIVA DI f.

proposizione SIA H : (o
, b)→ RI

DERIVABILE .
se N'(×) ⇒

PER OGNI + C- (qu) ⇒ tl
È COSTANTE SU la ,b) .



IN PARTICOLARE
,
SE F
, G :(gli-7ft

SONO TALI CHE

F = G'k) , # EHI
ALLORA § < ← A 7. C .

Fate Gatto .

DIM

È N'G) eo per OGNI xela, b)
DAL test DI MONOTONIA
-

ABBIAMO che



H DEVE ESSERE COSTANTE
.

SUPPONIAMO QUINDI CHE

f- e G ABBIANO LA STESSA

DERIVATA
,
ALLORA LA

FUNZIONE DIFFERENZA

HKIEFKI - GE)
HA DERIVATA

HAI EÉK) - GE) -0 Quindi



] ⇐ c- A te .

c- Ha) = FK)- GH)
COME VOLEVAMO NÉ

IcoROLhARl0f@Safi.Co
, b) → B continua

E sta G UNA PRIMITIVA DI f .

ALLORA



-

ftp.k-Glb) -Gio)
⇒
DAL TEOREMA FONDAMENTALE

setolosa che

FA > fifloldt è una

PRIMITIVA DI f.



Anche G È primitiva d ' f
,

QUINDI

Écxhfcx) -4k)
è per La PROPOSIZIONE

PRECEDENTE ] ( E A 7. C .

Frye Getta .

ABBIAMO QUINDI



G (b) - Gia) = EH) - fate
= Fca) - Fca)

= filmdt -fi
=0

= fottiti dt ④


