
ANALISI MATEMATICA A
- Lezione 19-

Lorenzo BRASCO

2 DICEMBRE 2020



topolina (
"

teoremae")
sia f : fa , le] → RI

CONTINUA
,
derivabile su Ca

, b) .
Allora fa, E Ca ,b)
TALE CHE

4)µh=fHfHH-#



DIM
-

RICORDIAMOCI CHE dal TEOREMA

sappiamo Te

se ABBIAMO ANCHE y : fa, →B

CONTINUA su Gli] E DERIVABILE
su Ca

, b) , Allora 3- xo c- (9h)
TALE CHE

giro) - ffelf-fkolcgcet.ge)



in particolare
,

SE PRENDIAMO

8k ) = × , frega,
ED OSSERVIAMO Che

siete 1
,
tx

. gced-gcafb.ae
SI OTTIENE ALLORA CHE 7×06/9?
« fin) - fialette) (b- a)
CHE È PROPRIO (L )
che VOLEVAMO te



|§ ( INTERPRETAZIONE GEOMETRICA
DEL TEOREMA DI LAGRANGE)

÷.fi#::::::::::::.
DA

÷
?" fin) - fla)

RALLELE!
#

= f



lcorott.ae#(IETdnIY
SIA IERI UN INTERVALLO E

sta f :[→pareDERIVABILE
su I

.
Allora

×
"

f. È CRESCENTE SU I

⇒
"

f zo
,

tkaz
"



DIM
-

DIMOSTRO L' implicazione

ftp.otdfcerescenr
L'altra

,
fatela × casa

.

SUPPONIAMO QUINDI DI SAPERE

che f zo , TKEI .

PRENDO Xo
, EI con +0<+1



USO IL TEOREMA DI LAGRANGE
-

SULL' INTERVALLO (To
, XI ]

DA CUI OTTENGO CHE ESISTE

2- E Cto
, Xe) 7-C . 70

tenete.tt!÷÷÷
zflxo)



OVVERO

✓ xocxz ,
si HA ft ) Effy)

ovvero f È CRESCENTE

su I
. Te

(F)② CON LA STESSA

DIMOSTRAZIONE,
SI VEDE FACILMENTE

che f so
,
# e- I ⇒



f È STRETTAMENTE CRESCENTE

su I

② OVVIAMENTE VALE ANCHE

CHE

f È DECRESCENTE SU I

⇒ f Eo
,
KXEI

(see f È derivabile su I,
I INTERVALLO )



③ IN PARTICOLARE
,

f È costante ⇒
f.
'

e) eo , FXEI

(esercizio (
"
la LATTINA OTTIMA

")
DAL LIBRO DI TESTA

es
. 50 , PAG . 244

UNA DITTA PRODUTTRICE D ' UNA

BEVANDA ANALCOLICA DESIDERA

MINIMIZZARE IL COSTO DI



PRODUZIONE DELLE PROPRIE

LATTINE DA 33cL .

LE LATTINE SONO FATTE DI

ALLUMINIO
,
DI FORMA

CILINDRICA E SUPPONIAMO

CHE IL COSTO di PRODUZIONE

SIA DIRETTAMENTE

PROPORZIONALE ALLA QUANTITÀ
D' ALLUMINIO DA IMPIEGARE .

come SARÀ FATTA LA

LATTINA OTTIMA ?



SOL
-

°

Comini IAMO A FORMALIZZARE

IL PROBLEMA .

OGNI LATTINA VIA 2
" VARIABILI " ; • L'ALTEZZA la

R • IL RAGGIO DELLA

⑦ SEZIONE R

| f) h SONO COMPLETAMENTE

libere ? non



PERCHÉ STIAMO PRESCRIVENDO

IL VOLUME ( ricorda
-
-

"

TESTO DICEVA CHE LE LATTINE

Avevano TUNA CAPIENZA DA

⇒ d) .

TALE VOLUME ASSEGNATO

( NDICHIAMOLO CON

V
O



LE R SONO LEGATE

dalla RELAZIONE

VOLUME
DEL
CILINDRO

NOI VOGLIAMO MINIMIZZARE

LA SUPERFICIE TOTALE
DI QUESTO CILINDRO



CHE È DATA DA

S = ZARA + ZITR
?

- -
SUPERFICIE 2
LATERALE TAPPI

RIEPILOGO
-

:

VOGLIO TROVARE IL MINIMO

d' 2-arhtr.IR?
SOTTO IL VINCOLO TI RILEVO



POSSO USARE DA VINCOLO

PER SCRIVERE li IN
FUNZIONE DI R

a=!
SOSTITUENDO NELLA FUNZIONE

"superficie
"

5=279+27%2%+2, È



IN CONCLUSIONE
-

:

VOGLIAMO MINIMIZZARE LA

FUNZIONE#

SCRJ-_2tI-2-nR2@coNR7O.STUdIAMO
ADESSO QUESTO

PROBLEMA CON GLI STRUMENTI
DEL CALCOLO DIFFERENZIALE :



TROVIAMO GLI intervalli

DI MONOTONIA di SCR )
USANDO IL "Test di MONOTONIA

"

-

SERIE -¥, -14nA ÉO
⇒*raffa
⇒ rszvo
, ⇒
RÌF:



OVVERO

I'CR) zo ⇒ Rz Ro

s ti /
-
° Ro

S
'

- t

SCR) È minima per D= Ro



quindi Rif È

IL RAGGIO OTTIMALE DELLA

LATTINA
. PER L'altezza bio

BASTA USARE CHE

Tirolo = Vo
ovvero ho=

tiro
'



PUNTI DI NON DERIVA BILICI
-

DIUNAFUNZIONEABBIAMOVISTO CHE ESISTONO

FUNZIONI DEFINITE E continue

su DER
,
ma DERIVABILI

SOLTANTO SU D
'

fa D ,
(ovvero D È
CONTENUTO
STRETTAMENTE)



ESEMPIO : E) afa
È DEFINITA E CONTINUA su &

,

MA NOI È DERIVABILE IN FO

② fk) = arosinx
È DEFINITA E CONTINUA

su [ 1,1]
,
MA NOI

È DERIVABILE IN +=L

E + = - 1



ldefinizconefs.la f : [→ DX

CONTINUA su I
,
con I. ER

INTERVALLO
.
SIA XOE I ,

EE SUPPONIAMO CHE f SIA
DERIVABILE in Il { xo } .
② se ¥¥f esiste Finito

,

III; f
ESISTE finito

,
MA

I 2 LIMITI NOI



COINCIDONO
,
SI DICE CHE

XOÈ puntano

② se lim ftp.xoo
×-7×0

OPPURE line of = -00
,

Xtxo
SI dice CHE XO Èpodtot-TANGENTEV-ERTCA.ee



③ se f e- no

e Lizzie = -00

SI DICE CHE Xo È UN di

cuspide 1

ESEMPI② fa) > IN ¥
HA UN PONTO ANGOLOSO

IN ROGO



② flx) =# Ha un punto

A TAOGENTE VERTICALE in

XEO
,
INFATTI

f =¥» per * FO

è fiele.ee#a



③ fa) =TE
1

÷:{÷:



RIPRENDIAMO UN LIMITE

CHE NON SAPEVAMO fare

(v . lezione 15) ovvero

±÷ ??
AVEVAMO VISTO CHE USANDO

SIRX = × -104) Arrivavano
(per ×-70 )

A



×- sinx

È
.

= fa
.

⇒
X2

=L: È
% Zoo

quindi si
'

xeocx) II°
NON ERA SUFFICIENTE



IL NOSTRO LIMITE È DELLA

FORMA

= to)

gergo)
DOVE

cfceyexasnx (
"aII'⇒)

guai ( III:o)



RicordaTEOREMADICAUCHIESISTE
IX. ⇐ (of)
fTALE CHE

g (fh-fioD-ftedcgh.gg
Ovvero

fa)- fio) =f
s'Ho)



ABBIAMO ALLORA
,
TORNANDO

AL NOSTRO LIMITE
,
CHE

7 ↳ ⇐ CON te .

e¥÷,
RICORDA
-

=
£ - costo

• fine x-sine -

• g
= è 2×0



OVVERO

¥7 ¥; roseo
^ Izzo

← I

÷:

÷0 To X ×-0,

PER costruzione

+
•
-70 21"Io

line
= o !!⑤ Xo -70 2 Ho



IN conclusione

line = o

×-70

QUESTO VUOL DIRE CHE

X-sine eo (è) per ×-20
ovvero , RIORDINANDO

fsnxex-ocxypear.si#



osservate prima di FARE
- QUESTO LIMITE

,
lo

SAPEVO

snx=xeoG)PeRx-
Adesso ho scoperto CHE

sincerartene



PROVIAMO A FARE UN

ALTRO LIMITE SIMILE

asinilini -
X-70 +3

PROVIAMO AD USARE LA

stessa IDEA DI PRIMA
,

OVVERO IL TEOREMA
DI Cauchy
-

-



CHIAMO

fkkx-s.mx CITY:o)
gk) = è ( anni'gco)⇒
ALLORA

È
.

È

⇐ cn bing.ae?YtgcoJ
×

x.→097J
=



= lim1-cosx.to-70 3×5

÷ E
QUINDI

¥7
.

=L ovvero



×- s'nx ~ ¥ PER × -70

RISCRIVIAMO QUESTA Informazione

COME UN' IDENTITÀ ASINTOTICA :

×-s' nx
→ f- ovvero

= f- +04) pezzo



MOLTIPLICANDO TUTTO PER

×
'

,
SI HA

×-snx = + foca) per
-

⇒o

a- 043)
OVVERO

,
RIORDINANDO I

:I×⇒e!



L'ULTIMA FORMULA SI

CHIAMA

FORMULA di TAYLOR
-

pERA7A
in XEO ALL' ORDINE 3
-

CHE È un caso

PARTICOLARE DI. . . .



I. 6 nàÉI



DERIVATE successive
-

SUPPONIAMO CHE f : [→ DI

N IERI INTERVALLO )
SIA DERIVABILE su I

.

ABBIAMO QUINDI

f
'

:[ → RI (derivata)
se ¥

' È A SUA VOLTA

DERIVABILE
,
OVVERO se



ESISTE finito I

lini fkoxh ) -feo)
h-70 a- ,

ttxoet

Possiamo DEFINIRE LA

DERIVATA9econdtdlf-COM.gs
LA DERIVATA DI f

'

,
CHE

INDICHIAMO COL SIMBOLO

f "G) oppure 0%74)



IN MODO RICORSIVO
,
posso

DEFINIRE LA DERIVATA

TERZA
,
la DERIVATA

QUARTA E cosi
'

na

Notazione useremo uno DEI
2 SIMBOLI

f.
("¥) oppure d'f.

⇒⇒
DERIVATA 4- Esima
- che # )



tesero@ fa) >è
DERIVABILE SU R

,
con

DERIVATA

f = @
×

QUINDI ESSA È A SUA VOLTA

DERIVABILE E

f = è



SI VEDE QUINDI CHE

fa ) =è può essere

DERIVATA INFINITE VOLTE

e- Ìh=è,k



② fate sinx
È DERIVABILE SU &

f.
'

4) = cosi

a sua volta
, f
'

È DERIVABILE

su R e

f.
"

G) e ¥+7 = - snx

A SUA VOLTA
, f
" È DERIVABILE



E vale

f-
"

(e) e - cosa
CHE A SUA VOLTA È derivabile

ef
" '

= snx = fk)
. .
. . e si riparte /

6

L'%)=f'G) = cose



f.
" '

(e) =p
"

G)= -snx
e così via

-

-
- - -

-
-
- -

-

TA - DANI
°



Teorete ( Formula di TAYLOR)
sia ne # Io } , sia f : ISR
DERIVABILE h VOLTE su I

( I È INTERVALLO) . SIA
Xo E I g.

Allora vale la

SEGUENTE IDENTITÀ
ASINTOTICA :



in verde
,
si TRATTA DI

UN POLINOMIO DI GRADO h

(
"
POLINOMIO DI TAYLOR g , f D'

ORDINE M
, CENTRATO IN Fo

" )



L' IDENTITÀ ASINTOTICA PRECEDENTE

SI CHIAMA

FORMULA DI TAYLOR DI f
Ì
Yo
,
con RESTO di PEANO
-

DIM ( PARZIALE)-

• CASO 4=1 IN tal caso,
- LA FORMULA DI



TAYLOR DIVENTA

tua!.li??a-eo5xo(cx-xo) ) MIA
»

ovvero ( o ! -1, 1 ! -1)

fH=fHtfHEx÷|
→ ( E-xD ) PIENO



quindi LA FORMULA PER

IL CASO 4=1 L'ABBIAMO

GIÀ DIMOSTRATA NEL

TEOREMA
"
DERIVATA VS

.

TANGENTE
"

• CASO h >2 : in TAL CASO ,

DOVÉ DIMOSTRARE CHE

fkkEHYY-k.at#oCe-eoI)
noto se × -7×0



OVVERO

fa) fkot-fkda.co)
Ìt" e-e.IN#d7
PER ×-7×0

PER DIMOSTRARLO
,
PARTO DALLA

FORMULA PER le =p



fcx) afta) -if G-xD
+ oca» ))

E SCRIVO

fkl.fi#o)-f'E-f-o)
(x-xD

?

Devo dimostrare CHE

QUESTO RAPPORTO tende a f{



PER FARE QUESTO
,
uso il

TEOREM-dlcauchi-CONFKJ-fkt.fr)- f E-xo)

( quindi F eo)
GK) = f- xD? ( Quindi

Gkoteo )
ED ABBIAMO QUINDI



fktf affidano)±:#a)a
=
lim a) ÈI
× -704kt -GLÌ
⑦¥ÉÈ÷÷÷!
CAUCHY

=p
"


