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¢ le due equazioni differenziall QE1 UL puosyes ==

ik Esempio numerico. Si analizzi il sistema a due gdl di figura. ricavandone dapprima i modi di vi-
| brare mediante |'equazione caratteristica. studiandone quindi le vibrazioni libere per determinate
. condizioni iniziali, e ricavandone infine pulsazioni proprie e forme modali mediante la matrice di-
‘ namica. I dati numerici siano: my= 9 kg, m»= 1 kg, k= 24 N/m, k=3 N/m.

1. Equazioni del moto e modi di vibrare.

Le equazioni del moto sono:

9%, +27x,— 3%, = 0
1%, —3x +3x%,= 0.
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. L’equazione caratteristica €:

[ l27-9w> -3

| 1= 0
-3 3—w

" le cui radici sono:

. (JJ'Z’l = 23 wil =4

Pertanto le pulsazioni naturali del sistema sono:

w, = 2 rad/s, w,=2 rad/s,

" ¢ i corrispondenti modi di vibrare —come spesso vengono dette le forme modali —, normalizzati
con I’ampiezza della vibrazione della massa n posta uguale a 1 (v. § 4.2) sono:
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2. Vibrazioni libere.
i Le equazioni del moto libero generale del sistema sono:
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(0= 4 sin(V2 1+a,)— 4, sin(2t+a,)

%, (1) =34, sin(V2 1+0,)+34, sin(2r+a,)

i Se le condizioni iniziali sono:

x(0)=3m, x(00=0 x(0)=ux,0)=0,
le costanti A, 4;. @), @ siricavano imponendo che sia:
A sinq, — A, sina, =3
A sina, + 4,sina, =0
\/EAI cosa, —2A4,cosa, =0
x/Z_A, cosay, +24,cosa, =0

i Sommando membro a membro le ultime due, ¢ ponendo A4, = 0, si ricava &, = ©/2. Sostituendo

nell’ultima, si ottiene @, = w/2. Sostituendo infine questi valori nelle prime due, si ha:
A—A4,=3
A+ 4,=0

da cui infine si ricava:

[ 4=15
A, =—15.

Pertanto, le equazioni del moto libero sono:
o ()= O.S[COS(ﬁr) + cos(2t)]
%, ()= LS[cos(\E [)—cos(2r)]

3. Autovalori e autovettori.
Le matrici di massa e di rigidezza del sistema sono:

9 0 27 -3
M — ’ = 5
0 1 -3 3
per cui risulta:
. 3 —1/3
A=MK-= ;
-3 3
Gli autovalori di A sono:
=25 A =4,

: per cui le pulsazioni naturali sono:

w, = \/5 rad/s, w, =2 rad/s,
cioé le stesse trovate prima. [ corrispondenti autovettori sono:
1

(I)l = (I)2 = s

e sono naturalmente gli stessi trovati prima.



Esempio: vibrazioni libere di un sistema a 3 gdl

Consideriamo il sistema rappresentato nella figura 1.

I valori dei parametri concentrati presenti sono:

m =15 kg

m, =30 kg

m, =20 kg

k, =7500 N/m

k, =10000 N/m

k; =12000 N/m
k, k, = 5000 N/m

k; =8000 N/m

Fig. 1

Misuriamo gli spostamenti x, (7), x,(t) e x,(¢) delle masse a partire dalle rispettive posizioni di
equilibrio statico. Le matrici massa e rigidezza sono:

m 0 0] [15 0 0
[M]=|0 m, o|=[0 30 0
0 0 m| [0 0 20
k +k, +k, —k, =k, 25500 -10000  -8000
[K]=| -k  k+k+k, -k |=[-10000 27000 -12000|.
—k; —k, k, +k; 8000 -12000 20000

L’inversa della matrice massa é:

06667 0 0
[MI'=] o 03333 o0
0 0 0.5000

e quindi la matrice dinamica A=[M][K] risulta essere:




1.7000 -0.6667 -0.5333
[4]=[MT"[K]=|-03333 0.9000 -0.4000 |x10*
-0.4000 -0.6000 1.0000

11 determinante della matrice [4—AI] ha I’andamento mostrato nella figura 2.
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Fig. 2

e si annulla per i valori 4, =0.1727x10%, 1, =1.4414x10* e 4, =1:9858x10*. A tale risultato si pud
giungere utilizzando opportuni strumenti di calcolo numerico, come, ad esempio, quelli forniti
nell’ambiente MATLAB®, dove & disponibile la funzione eig che fornisce gli autovalori e gli
autovettori di una matrice. In questo caso si ottiene:
01727 0 0 |
[D]=| o0 19858 0 [x10* (matrice diagonale degli autovalor)

0 0 14414]
03237 07489 0.0312] [@:D}p& (6 {cp;g]
[c()]: [7N]=|-03001 01521 -03975 (atrice degli autovettor)

04395 02113 0.5121
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Le forme modali corrispondenti agli autovalori sbno rappresentate nella ﬁgura 3.
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Fig. 3

Verifichiamo, ora, I’ortogonalita degli autovettori. Eseguendo i calcoli, si ottiene:

{7, }T' [M]{VNz}-: -2.4980x10™
("N, ) [M]{PN,}=1.1102x10"

(VY [M]{Z ) =5.5511x10™

(PN} [K]{PN,} =-1.1369x10™
(PN, [K YN, } = 2.7285x10™
{W'}r [K]{Ws} =-1.1369¢x10™

Ovviamente, il risultato del calcolo non ¢é esattamente uguale a zero a causa della troncatura dei

valori numerici.




Calcolo delle frequenze naturali di un rotore con tre masse volaniche.

Si consideri un rotore con tre masse volaniche, come quello rappresentato in figura.

Siano dati i momenti di inerzia polari dei tre volani e le rigidezze torsionali dei tratti di albero che uniscono
1 tre volani:
J, =0.015 kg m* J, =0.030 kg m’ J,=0.020 kg m*

k, =5000 N m /rad k, =7000 N m/rad

Dapprima adottiamo un sistema di riferimento fisso, misurando le rotazioni delle masse a partire da una
medesima direzione di riferimento. In questo caso, le matrici massa e rigidezza sono date. da:

[/, 0 0] Joo1s0 o0 ©
[M]=[0 J, O |= 0 00300 0
0 0 J 0 0 0.0200

ke -k 0] [5000  -5000 0
|K]=|-k k+k, -k, |={-5000 12000 -7000
0 -k Kk 0 7000 7000

Risolvendo il problema di autovalori ed autovettori si ottiene:

74322 0 0 137.2081 0 0
[D]= 0 3.4011 0 [x10° (rad/s)’ ossia [F]= 0 928175 0 |Hz)
0 0 0.0000 0 0 0.0000

Le forme modali sono rappresentate nella figura seguente:

e 2 3

Forme modali




\\ ¥ ¥ 7
1
~ la -
\\\ ayy }021 LBI -
g -
\\‘ ’—’//
FZ = ll
X K3 P
~ 1 ? //
\\ la |a32 //
~ 112 a | -
my ) ms ~ 22 _
1 e ——— ———

AN PYCR FYORN $90 |51

AN

N RV AR A ST : s
4 I 4 4 4 \\ | al3 | a a33._//
l i 23 P

(a) (b)

‘URE 6.9

Given: Beam carrying three masses, Fig. 6.9(a).
Find: Flexibility matrix, [a].
Approach: Use the definition of a; along with beam deflection formula.

Solution: Let x;, x,, and x; denote the total transverse deflection of the masses my, m,, and

mg, respectively. From the known formula for the deflection of a pinned-pinned beam [6.2], -

the influence coefficients a,; (j = 1, 2, 3) can be found by applying a unit load at the location -

of m; and zero load at the locations of m, and m5 (see Fig. 6.9b): ~ ;

9 P 11 2 7P

_ 9B _ur - 1 1
TSR Er 2 T 68Er 913 T 68 EI (E.1)

Similarly, by applying a unit load at the locations of m, and m; separately (with zero load
at other locations), we obtain

pmap = ML _ap e
2! 127 768 EI’ 22 7 48 Er 2 7 768 EI ’
and
7 B 11 2 9 3

= = ————— = T e——— —— o ————— -3
LT 43 T aegEr 2T 3 T ggEr 9% T gegEr B

Thus the flexibility matrix of the system is given by

s [9 17

[a]l = 11 16 11 A (E.4)
T68FEl 7 11 9 u




Esercitazioni

Esercitazione MODIFICHE STRUTTURALI

In figura & rappresentato un sistema a 3 gdl.
Noti i valori delle masse e delle rigidezze, calcolare:

K,
1) le 3 pulsazioni naturali del sistema (in rad/s)
2) le 3 forme modali (eseguire la normalizzazione in my
modo che la prima componente sia unitaria)
Kk
- Inoltre, introdotte nel sistema le modifiche strutturali 2
indicate nel seguito, calcolare il nuovo valore della seconda m
pulsazione propria del sistema impiegando il quoziente di £
Rayleigh.
ka
m3z
Dati:
m=1+u/10 [kg] Modifiche strutturali:
k=1-v/10 [N/m]
Am; =0.4 m
m;=2m Ak2 =0.7k
m,; =3 m
m;=2m
k1 =4k
k2 =3k
k;=5k h

I dati sono espressi in funzione delle ultime due cifre, u e v, del numero di matricola
(numero di matricola = #####uv).
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