FONDAHEMT [ Ml
GRADI DI LIBERTA ' FL‘ F’-‘ ]'_XL.

. . Y . . : ) . . ky ) ks ke
Il minimo numero di coordinate indipendenti richiesto per determinare univocamente la posizione di tutti m;
4

Parte 3 — Fondamenti di MdV

m L]
gli elementi di un sistema ad ogni istante di tempo, definisce il numero di gradi di liberta del sistema,

Indieato con n il numero di gdl di un generico sistema & sempre possibile definire un set di cosiddette
coordinate generallzzate, usualmente indicate con
numero uguale a quello dei gd! del sistema.

(a)
g (k=12,...,n), ossia di coordinate indipendenti in o

0y
/ A
SISTEMI CONTINUI E DISCRET! e =
Un gran numero di sistemi meccanici pud essere descritto impiegando un numero finito di gdl; ¢id accade 4 I IR AT | I
. quando sono presenti elementi dotati di elevata elasticiti e scarsa massa e, al contempo, elementi di —

notevole massa ed elevata rigidezza. Quando,
massa” ¢ presenta membri deformabili,
sua configurazione deformata.

Sistemi avent] un numero di gdl finito sono detti discre
numero infinito di gradi di libertd sono detti continui,

Spesso, i sistemi continui sono approssimati come discreti; in tal modo & pilt semplice ottenere la

.soluzione del problema dinamico. Sebbene trattare un sistema come continuo dia risultat] esatti, i metodi

di analisi per { sistemi continui sono limitati ad una tipologia di sistemi molto ridotta, come ad esempio

% , .
. o . ) o . ig. 3.3~ d d t " i ibrations", S.S. , P

travi a sezione uniforme, piastre sottili, membrane, etc. Di conseguenza, la maggior parte dei sistemi Fig. 3.3~ Three degree of freedom systems ("Mechanical vibrations”, $.5. Rao P- 1)
viene studiata impiegando modelli discreti. In generale, risultati pid accurati sono ottenibili aumentando il

al contrario, il sistema ha un numero infinito di "punti di

()
& necessatio un numero infinito di coordinate per specificare la

ti 0 a parametri concentrati, mentre quelli con un

(b)

numero di gdl, 9‘
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Fig. 3.4 — An infinite number of dof system: a cantilever beam ("Mechanical vibrations", S.S. Rao, p. 16)

ELEMENTI ELASTICI s
Diversi sono { modelli impiegati per i membri dotati di e

sistema meccanico. Tali membri non si con
di massa.

levata elasticitd rispetto agli altri elementi del
siderano dissipare energia & solitamente sono considerati privi
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. , ) ) R Molle lineari
(as)psrlif; :;:;::{m (b) Spring- mass system - () Torsional system Se la molla funziona nel campo elastico entro il limite di proporzionalitd, la forza che si sviluppa quando

. la molla si deforma & proporzionale alla deformazione stessa. La costante di proporzionalitd ¢ detta
Fig. 3.1 - Single-degree of freedom (SDOF) systems ("Mechanical vibrations”, $.8. Rao, p. 14) rigidezza ed il suo inverso & chiamato cedevolezza.

Forza (F) )(1 x2
/7
) ’ --l-—» —f-—-»
”“ F=kx X =Xy ~X|
Il lavoro compiuto per deformare una molla di rigidcm‘ k,
viene immagazzinato come energia potenziale V:
@ , ®) 1
’ Dleformazione (x) Vel x?
Fig. 32 -~ Two degree of freedom systems ("Mechanical vibrations", S.8. Rao, p- 14) 2
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Parte 3 ~ Fondamenti di Mdv

Anche altri elementi elastici, quali ad esempio travi, si comportano come molle.

Per esempio si consider] la frave incastrata di figura, avente all’estremo libero una massa concentrata m e
si assuma per semplicita che la massa della trave sia trascurabile nei confronti della massa m,

PR 3
La freccia statica all’estremo libero vale: 8, = Z,TII

dove W=mg ¢ il peso della massa m, E ¢ il modulo di Young del materiale, / & il momento di inerzia di
sezione ¢ / ¢ la lunghezza della trave.

Di conseguenza la costante elastica (la rigidezza) della trave vale: W 3E

e
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(a) Actual system (b) Single degree of

frecdom model
Fig. 3.5~ Cantilever with end mass ("Mechanical vibrations", 8.8, Rao, p. 23)

Molle non lineari

Gli elementi elastici seguono un comportamento lineare solo entro certi limiti della deformazione. Oltre

certi valori di deformazione, la tensione eccede il limite di proporzionalits del materiale o |a relazione tra

fora e deformazione diviene non lineare,

In molte applicazioni pratiche si assume che le deformazioni siano
molle come aventi comportamento lineare.

In 2ltri casi, anche se 1a molla & non lineare,
linearizzaziohe:

Sia F un carico statico agente su una molla non lineare causandone una deformazione x*, Se la forza F
viene incrementata di una quantitd AF, 1a molla si deforma ulteriormente di una quantits Ax, La nuova

forza F+AF pud essere espressa in serie di Taylor (vedi Appendice 1) attomo alla posizione di equilibrio
statico:

2 n
F+AF=F(x‘+Ax)=F(x')+£’ W+ 2L gy JLAEL
dx|,. x|, !

piccole & pertanto si considerano le

si approssima ad una molla lineare mediante un processo di

nl dx" "
Forza (F) 4 Forza (F)
’/ F+AF ,/
’ 4 K
F(x*)
7 7
Deformazione (x)
Deformazlone'(x) X OXAX
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Per piccoli valori di Ax
ottenendo:

F4AF = F(x*+Ax) = F(x”)+£—‘ (Ax)

¢ poiché F= F(x*), si pud esprimere AFcome: AF =k Ax

, 1 termini contenenti derivate di ordine elevato possono essere trascurati

d
dove k & la rigidezza linearizzata della molla in corrispondenza della deformazione x*: k= EF
o
Molle in serie

Wa kg,
k
Lot " %
keq kl k2 - kn 1_. ¥
ks Wk
. &
b 3 .
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@ ()
Molle in parallelo
2 pr7y77; L k8, k8, '
ky ky
keq=k1+k2+,,, +k, ! k £ k A
s
w w

(a) ®) (c)

ELEMENTI SM ORZANTI

In molti sistemi meccanici, I'energia di vibrazione ¢ gradualmente convertita in energia termica o energia

acustica, A causa della riduzione di energia, la risposta vibratoria del sisterna subisce un graduale
decremento. Tale meccanismo prende il nome di smorzamento delle vibrazioni,

Sebbene la quantitd di energia convertita in calore 0 suono sia relativamente piccola, considerare lo

smorzamento ¢ di fandamentale importanza per una adeguata previsione del comportamento vibratorio
del sistema, '

Solitamente si assume che un elemento smorzante sia privo di massa ed elasticita,

La forza che esercita uno smorzatore esiste solo in presenza di velocita relativa tra | due estremi dello
smorzatore stesso,

E' piuttosto difficile determinare le cause d smorzamento nei sistemi meccanici; solitamente lo
smorzamento viene modellato come una combinazione de seguenti: ’

Smorzamento viscoso
E' quello usato pid frequentemente nello studio delle vibrazioni,

Dinamica delle Macchine e dei Sistemi Meccanici -



Parte 3~ Fondamenti di Mav

Quando un sistema meccanico i muove in un flujdo, la resistenza che il fluido offre a movimento dei
. COp! causa dissipazione di energia. L'ammontare di questa energia dipende da molti fattort qualf ad
esempio le dimensioni e la forma dei corpi, la viscosita del fluido, 1a velocita dei corpi.

Nello smorzamento dj tipo viscoso, la forza ¢ proporzionale alla velocita relativa dej corpi ¢ la costante dj
proporzionaliti dipende dalla viscosita del fluido edalla geometria def corpi,

Surface area of plate = A

du v
Fetd=py—d=py-q=
'udy ﬂh cv

T\\

¢ ‘_\'Iind'c'f. ’

— Pistan !

Vi Viscous N \’is\:.:\m
Nuid flwie

\\f\\\\\\\\ NN

I
|
:
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(4) {b)

Attrito Coulombiano (attrito secco)
La forza ¢ costante in ampiezza ma ha verso opposto a quello della velocita relativa tra | corpi.

[T/ =fN
=-sign (V) /T/

Smortamento Isteretico (smorzamento strutturale)

Quando un corpo i deforma, I'energia di deformazione & assorbita e dissipata dal materiale. Tale effetto &
dovuto all"attrito nello scorrimento tra le fibre intemne del materiale all’atto della deformazione,

Quando un €Orpo soggetto a questo tipo di fenomeno & sottoposto alternativamente a trazione e

compressions o, nello specifico, vibra, la relazione tra tensione o deformazione & del tipo rappresentato in
figura, L'enprgia dissipata ad ogni ciclo vale:
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Streigs (foree)

Hysteresis
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L.oading

Unloading

\
Moto armonrIco

In fig. 3.6 & rappresentato un meccanismo mediante ]
semplice ('accelerazione & proporzionale allo sposta;

Slotted rod

— Strain
(displacement)

(1)

>
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Stress (o)
4

Energy
expended (A B1)

Energy
recovered (ICD)

Struin (€}

(b)
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Fig. 3.6 - Meccanismo per moto armonico "
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Parte 3 ~ Fondamenti di Mdv

xs4sinot con @ pulsazione del moto armonico.
Si ha inoltre :

2
gi-:‘:-mAcosax Q='x‘=-w’Asinwtn-w2x
dt dr?

Rappresentdazione vettoriale

Un moto armonico pud anche essere rappresentato mediante un vettore OP, di ampiezza A, rotante con

velocith angolare w. Con riferimento alla fig. 3.7, le proiezioni di questo vettore lungo le due direzioni x e
y fomiscono:

yRAsinwe, x=A4coswt

One cycle of motion

PR

Fig. 3.7 ~ Proiezioni di un vettore rotante ("Mcchaniéal vibrations", §.S. Rao, p, 47)
Rappresentazione con numeri complessi
Si pud ricorrere anche alla rappresentazione mediante numeri complessi. Infatti, ogni vettore X nel piano
Xy pud essere rappresentato con il numero complesso:

X=a+ib =~ . doveaebsono Hépettivamcnte lapartereale e la parte immaginaria,
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Se si indica con A I'ampiezza del vettore X ¢ con 6 il suo argomento (I'angolo compreso tra il vettore e
['asse x), X pud essere espresso come:
5 ab
X=AdcosO+iAdsing con: A=~a*+b? | f=tan™ =
a

Introducendo le relazioni di Eulero,
si ha anche: T
X=AdcosO+iAdsinf=4¢°

¥ (Imaginary)

Usando la  rappresentazione con
numeri complessi, il vettore rotante di

fig. 3.7 pud essere scritto come; L T X=a+ib=Ae"

|
X =A4e it {

8 !

4 > x (Real)
dove @ & anche detta Srequenza 0 a
circolare di rotazione ed & espressa in
rad/s,

Derivando rispetto'y] tempo si ha:

B o2 (4 e st = 10x

dt di
a*xX _d¥y d
— ey ar *—10)/48“" =__sz I(u=__wlx
dt2 dIZ( € ) dt( ) €
Im
&
T
- “.’Y - . . . . (1)
X = e « e e e PN
. m ? by . o~y
| o\ 7K
2 ot \\ ' / .\j
Re o} £ —

3 :‘\ o ,/ 27
.\,f(,) \< ;

?a—mzy Y —. - -

Fig. 3.8 - Spostamento, velocits e accelerazione come vettori rotanti
("Mechanical vibrations", 8.8, Rao, p. 50)

da cui si vede che 'operazions di derivazione si traduce nel moltiplicare il vettore per i, od anche nel
moltiplicare I'ampiezza del vettors per @ e ruotarlo in avanti di 90 gradi (vedi fig. 3.8).

Lavoro compiuto in moti armonict

Un importante concetto in molte applicazioni & quello del lavoro compiuto da una forza, che varia
armonicamente con una certa pulsazione, per uno moto armonico avente la stessa pulsazione. ’

Sia data la forza P = Py sin (wt + ) agente su un corpo dotato di legge di moto x = x, sin wr.

Il avoro compiuto dalla forza in un periodo 2/ vale:

in/w in/w

dx , 1% dx .
W= £ Pdx = { Podi== £ P—d(wn)=Fyz, { sin(et + @) coswr d (wr) =

Dinamica delle Macchine e dei Sistemi Meccanici ? o



Parte 3~ Fondamenti di Mdy

b
it j COSUN[sin¥ $05 ¢ 1603 rsing] d(0x) =

in in
= Pyx, cos@ fsincutcosax d(wt) + Byx,sing J’cas2 wt d(ax)
0 o

1l primo integrale & nullo mentre il secondo vale n per cui in definitiva si ha: W =nB,x,singp

OTTAVA
Quando il massimo valore di una banda di frequenza & il doppio del minimo, tale banda & detta banda

d'ottava, Ad esempio, ciascuna banda 75 ~ 150 Hz, 150 - 300 Hz, ¢ 300 ~ 600 Hz, ¢ una banda d’ottava,

In ciascun caso, il massimo ed il minimo valore della frequenza, che hanno un rapporto pari a 2:1, si dice
che differiscono di un'otrava,

DECIBEL

Le vare quantiti che si incontrano nel cam
spostamento, velocitd, accelerazione, pressione,
dB (decibel). In origine il decibel & stato definito o

po delle vibrazioni e del rumore, come ad esempio,
potenza, sono spesso rappresentate usando la notazione
on riferimento a potenze elettriche come:

dB=10 log{-;—) dove Py & un valore di riferimento.
(]

Poiché la potenza elettrica & proporzionale al
espresso come:

2
dB =10 10;{-)"-] =20 1og(i]
X X,

Naturalmente il dB & usato anche
accelerazioni, pressioni, ...).

quadrato della tensione (Y), i] decibel pud anche essere

dove X, & un valore di riferimento.

per esprimere il rapporto tra altre quantita (spostamenti, velocita,
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APPENDICE A1 ~ Serfe df Taylor

1l teorema di Taylor afferma che una funzione

pud essere rappresentata in prossimitd di un puntox = xp,
dall’espansione:

2 x
S(x) =f(XO)+(%)x-x,(x_x°)+_21—!(%j,,x (x~x4)? +...+£—![%1" (x=xo)* +..+R,

dove il termine R, & dato da; R, = L

n!

2"
[T{—J (x=x,)"  con b compreso tra x; e x.
x xmb

Il rsultato ¢ valido se la funzione ammette derivate continue fino all’ordine n. Se R, tende a zero,
I'espansione & detta serie di Taylor della funzione f(x) attorno a x = Xo. Se xp = 0, la serie & anche detta

serie di McLaurin,
Esempio
sinx=x x’+x5_x7+
T TR
P xt oyt
CosSx=]mimd iy |
2t 41 6!
P T
e’=1+x+i—+£~+x—-+‘.. dove x; = 0,
203 4

§i noti che se x & piccolo le prime due danno luo
$eno e coseno:

sinx= x e cosx= |,

g0 a due approssimazioni largamente usate delle funzioni

2 3 a4 s
e® =1+i9—9——i9—+§-—-+i-9—+...;
2 34 5!

6* 6! o> ¢’
separando la parte reale da quella immaginaria: e’ -—-[1 +——2—|+ T + J+ 1(9 BT +-5—'+ }

Inoltre se nella terza si considera x = / B, si, ottiene:

si ottengono le identitd di Eulero:

e'” =cosf +ising
e”'? =cosf~isin@ (avendo sostituito 8 con — 8).

Dinamica delie Macchine e dei Sistemi Meecanici 3-10



-APPENDICE A2 ~ Espressiont trigonometriche utili
cos(mat + @) = cosmwr cos p - sin maxtsin g

sin{mwt +¢) = sin max cos @ +cosmwtsing

sin nawtsin moyt = }écos(n - m)wt —}écos(n +mwt

. sinnuwtcosmax = %sin(n +m)wt + }ésin(n - m)wt
cos® at =}é(l+c052wl)

sin®wt = 1/ (1~ cos20r)

ve'encoseﬁﬂ’sine

€% =cos6 - isin®

Dinamica delle Macchine ¢ del Sistemi Meccanici
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APPENDICE A3 - Rigidezze e equivalenti

o F. . 1, Cantilever
g < K o 3EI
7 - K=y
é . where ’
f ! I bha
— L — a2

2 S:mply mpportad

: EI

l N o ) . - -
| 3. Bothcndsﬁxedorclam a
g Ku 192E pe
;R
-
Vv
| v.
— L= =
' i 4, Cantilever with ir{ncd.'cnd
4 | V N 177 it
7 Ka==1
7
% .
4
Z

~ -
e

3~AQ
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Parte 3~ Fondamenti di Mdv

‘ ' 1. Round rod
.

; ' « ™ 33T
'_—'ﬁo : where

. G = modulus inv shear

AAANNNNNNNONY

1244

16 b b
-3--336 1-

3. Coﬂed spring in torsion (round

wire)’
4
Ka=gz DN
- where -

E = Young s modulus
N = number of coils

4 Squarc wxrc coxled spnng

Kea™ 15.5m
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APPENDICE A4 - Moment! df inerzia di massa

1. Solid disk

pzD 3k
" 44 2
_p#Dk_MD
G el
- prDPhI R DY R p2
% 16"-'[? 3 M[Ti"‘ 16
2. Tube

pmh(D? ~ 4%)
/  Me P

plrh(D‘ - d‘) M(D’ + d3)
Je= 32 £
2
Ok GOt Sty

= M[‘i* 11)61 de]

‘ 3. Rectangular solid
M= pLbk

prh

o= B (LR 4 2 4 12r%)

’/
_,}. ‘M[Tz'frf“’]

pLbA(L? + A?)
B T R

g

N/
\\]\ '
an
LIRN

N

Je=

- ML+ A%

12

N
N
_E—
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MOLLE D! FLESSIONE A LAMINA E A BALESTRA
Classificazione
4 F
P, /jj l": 6.1 Molla a lamlna - Lamina di sezions b-h co-
= 4 } stante, sollecitata da una forza F a una distan-
S - t ‘_,, za | dallincastro.
[ =4
J HR 4P Ebh?
= 1] — —
e t [ =FEm k=%
7 /21
° | 6.2 Molla a lamina trlangolare - Lamina di spes-
5 //l/L 1 , sore costante a pianta triangolare. ll caso @&
o —{
< ° teorico.
z o T p ,
- o 1 6 Ebh
= f ST f = =
il <l F e =%y
i
-
Ve F
<< -
77 ¥
//] i ] 6.3 Molfa a lamina traperoidale - Lamina d! spes-
£ - . e
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o i
5 4cB Eb,h?
a ' f=F-——F dove Cm > ;x= 1D
L@ &+ . 3 Eb,h by 4cpP
s ! 24—
f b,
]
i
X
6.4 Molla a balestra, Incastrata - La lamina di
ot spessore coslante & suddivisa in strisce di lar-
p j ) ghezza b; su quella centrale vengono sovrap-
ot Fac poste Je altre accostandole simmetricamente.
o« 7[11 g Questo pacco di lamine cosl sagomale corri-
«© /L } sponde alla lamina originaria, ma Fimpiego ne
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Egquivalent masses

S -

m; my

ly=————ey

Equivalent springs

KO—L

—D—»

)—

ANNS
ANNNNNY

Mass ( M) attached at end of
spring of mass m

- Cantilever beam of mass m

carrying an end mass M

Simply supported beam of
mass m carrying a mass
M at the middle

Coupled translational and
rotational masses

Masses on a hinged bar

Rod under axial load
(7 = length, A = cross sectional area)

Tapered rod under axial load
(D, d = end diameters)

Helical spring under axial load
(d = wire diameter, D = mean coil
diameter, n = number of active turns)

Fixed-fixed beam with load at the middle

Cantilever beam with end load
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Eguivalent viscous dampers
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Fluid, viscosity p

Simply supported beam with load
at the middle

Springs in series

Springs in parallel

Hollow shaft under torsion
(1 = length, D = outer diameter,
d = inner diameter)

Relative motion between parallel
surfaces
(A = area of smaller plate)

Dashpot (axial motion of a
piston in a cylinder)

Torsional damper

Dry friction (Coulomb damping)
( fN = friction force,

w = frequency, X = amplitude
of vibration)
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