1.3. Considerazioni applicative

L'uso di scale logaritmiche per I'asse delle ampiezze dei componenti di

una vibrazione ¢& utile per la diagnosi dei difetti perché:

* le variazioni relative sono pitl visibili:

* ad una variazione di n dB alla sorgente corrispondera una variazione di
n dB in tutti i punti di misura, indipendentemente dal percorso di tra-
smissione del segnale e dal livello del segnale;

© tutti i criteri di valutazione della vibrazione considerano che uguali va-
riazioni su scala logaritmica abbiano uguale rilevanza.

L'uso di scale logaritmiche per I’asse delle frequenze & utile per la dia-
gnosi dei difetti perché:

¢ si riesce a visualizzare un ampio intervallo di frequenze (3 decadi),
quindi difetti aventi frequenze molto diverse;

¢ la compensazione di velocita si riduce ad una semplice traslazione la-
terale dello spettro. Se varia la velocita dell'organo rotante, varia la fre-
quenza; poiché a prodotti 0 quozienti corrispondono, in scala logaritmi-
ca, somme o differenze, ad una certa variazione percentuale di velocita
corrispondera una certa traslazione laterale dello spettro.

L'analisi a larghezza di banda costante si effettua con una scala delle
frequenze lineare, fornisce un’uguale risoluzione su tutto 1’asse delle fre-
quenze (quindi una migliore risoluzione alle alte frequenze rispetto
all’analisi ad ampiezza di banda percentuale costante), rende pil facile
I"identificazione di famiglie di armoniche e di bande laterali. Il suo limite
¢ il fatto che il campo di frequenze analizzato & ristretto (tipicamente una
decade e mezza).

L'analisi a larghezza di banda percentuale costante si effettua con una
scala delle frequenze logaritmica. Grazie ad essa copre un ampio campo
di frequenze (tipicamente 3 o 4 decadi) ed & quindi utile per la rilevazione
dei difetti, perché & necessario poter analizzare contemporaneamente fre-
quenze molto diverse. Nel caso dell’analisi delle risposte dinamiche di
una struttura, la larghezza di banda dei picchi di risonanza & legata allo

; : ; : 1
smorzamento; pil precisamente il fattore di smorzamento & E dove

Q ¢ il fattore di qualita, essendo —Q— = la larghezza di banda relativa

A
Jn

di un picco di risonanza. Dove lo smorzamento & costante, le risonanze
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avranno una Q costante; sarebbe quindi meglio usare un’analisi a Q co-
stante. L'analisi a larghezza di banda percentuale costante & un’analisi a 0
costante. Poiché perd in genere questa tematica & affrontata su analizzatori
FFT si deve necessariamente giungere ad un compromesso: analisi a lar-
ghezza di banda costante su scala logaritmica delle frequenze.

1.4. La rappresentazione logaritmica dei moti armonici

L;l rappresentazione dello spostamento, della velocita, dell’accelerazio-
ne, in funzione della frequenza, per moti sinusoidali, in un diagramma lo-
garitmico su entrambi gli assi, & di grande utilita ed & usata spesso ad es.
per esprimere le specificazioni, ossia le limitazioni operative, degli inter-
v;\lli di funzionamento di trasduttori di vibrazioni o di eccitatori dj vibra-
zioni. Se x = x_ sin 27ft, derivando sj ottengono i valori di picco della ve-
locita e dell’accelerazione:

v, = 27rfxp a,= 4w2ﬂxp = 27rfvp

m‘Qhumdl V, Pud essere espresso con le due seguenti espressioni logarit-
iche:

In Vv, =1n2nf+ In x, In v,=ln a,—In2nf

La prima, che corrisponde al caso in cuj si fissa lo spostamento e
dunqge una retta con pendenza +1 nel piano velocita-frequenza in scala
logar.ltmlca Su entrambi gli assi. La seconda, che corrisponde al caso in
cui si fissa ’accelerazione a, ¢ dunque una retta con pendenza -1 nello
sFesso piano. Il nomogramma della fig. 3 permette di ricavare valori cor-
r%spondenti dello spostamento, della velocita, dell’accelerazione in moti
sinusoidali di frequenza nota.

2. | segnali e I’analisi deij segnali

2.1. Analisi del segnale. Descrittori per l'analisi del se-
gnale nel dominio del tempo

Si considerino inizialmente funzion; sinusoidal.

Sl = Xp sin (2mff)
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# Detti T = 1/f il periodo e f la frequenza, il valore medio nel periodo &
/nullo. x, & il valore di picco. | -

/' 1 valore medio assoluto x,, € il valore medio della semjonda positiva
l: del ciclo:
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2 T
: 1
XpSin(2mft)dt = T of

T

] I
2 P M) = — Of X,Sin8d6 = 0,64x,

& 1 1]
Xm = onf

—p 1l Yalore efficace Xpus © 1a radice quadrata della media, in un ciclo, dei
valori al quadrato: ;

Tain 2 12 [z i ' 12
XRMS=[T Of[xpsfn(277ﬁ)]2dl] =[70 2 [Xpsm(Zm‘t)]zd(Zﬂﬁ)J =
1 2 : 12 '
=[2—Mf (x,,smﬂ)ldBJ =5 =07l

%
od anche Xpps = O,71xp =0,71 - \g = it ] Lx, .

’
N

Il valore picco-picco X, &

X —
pp 2xp

Il fattore di cresta e

X A
F = 4 = \/2
c
RMS

Il fattore di forma F - e:

o
FI=%=1,11

m

La fig. 4 mostra le grandezze indicate.
In generale, passando a considerare segnali generici, non necessaria-

mente sinusoidali, i descrittori che si usano per ’analisi deij segmenti di
storie temporali acquisite sono:

° il massimo valore;
° il minimo valore;

° il valore estremo;
°* la media;

° il valore RMS;

; . lvalore estremo
* il fattore di cresta —_—

valore RMS
° i momenti statistici dij ordine superiore (varianza, skewness, Kurtosis).
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Si distinguono momenti statistici intorno all’origine e momenti statistici
intorno alla media (momenti centrali). :

Per un insieme finito di N numeri reali {x,}, I'n-esimo momento intorno
all’origine & dato da

Il momento di ordine 1 intorno all’origine & la media ¥ = By

L’n-esimo momento centrale € dato da
N
N 3

/‘Ln= ('xi_f)n

Il momento centrale di ordine 2 & la varianza o2. La radice quadrata <
della varianza & la deviazione standard o

2.1 & )2
=—3 (x.—-%
o o g(‘

Per segnali aventi valor medio nullo la varianza ¢ uguale al valor medio
dei quadrati e la deviazione standard & il valore RMS.

Per poter effettuare validi confronti fra differenti insiemi di valori & piu
conveniente se i momenti statistici di ordine superiore sono normalizzati
mediante I’appropriata potenza della deviazione standard.

M=

’ = ;= x)n

1
Non

Il momento centrale di ordine 3, normalizzato, si chiama skewness o
fattore di asimmetria (in francese vrillage) ed & una misura di asimme-
tria (v. fig. 5)
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skewness P (x)

positiva

negativa

gaussiana

v

Fig. 5

1 N
—= skewness = My =——3 (x —

x)3

Se I'insieme di numeri ha una distribuzione gaussiana la skewness ¢ ze-

ro; si noti perd che anche altre distribuzioni casualj possono avere skew-
ness nulla,

Una skewness zero implica che i valori, specialmente quelli-pid lontap;
dal valore medio, siano ugualmente distribuiti suj due lati.

Il momento centrate Al ordine 4, normalizzato, si chiama kurtosis o
fattore di appiattimento (in francese €largissement) ed & una misura di
appiattimento nella distribuzione (v. fig. 6).

1 N
kurtosis = 41, = o 2 (x, - x)
Ry e i=]

In altre parole, se Ia maggior parte dei numeri hanno valori vicini alla
media e solo pochi se ne discostano, la curva di distribuzione mostra un
picco elevato intorno alla media e cade a zero rapidamente tutt’attorno da
entrambi i lati. In questo caso la kurtosis ha un valore basso e la curva di
distribuzione & detta leptokurtica.

Se invece il valore della kurtosis & elevato, Ia curva di distribuzione &
allargata ed & detta platokurtica. Una curva di distribuzione gaussiana ha

una kurtosis il cui valore & 3. La tab. 3 riporta alcuni valori tipici di kur-
tosis.
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piccolo numero di valori elevati diviene

sere utile per la rivelazione dell’insorgere di difetti fin dal loro stadio ini-
ziale.

Si definisce funzione di autocorrelazione R,(7) di un segnale x(t) il -
valore atteso del prodotto x(z) x(t + T)

kurtosis

leptocurtica Pl i :
oy . ~ « P atocurtica
PR et - e ™~ S X
-
Fig. 6
Tab. 3

Segnale Kurtosis T

Seno 1)
Onda quadra 1
Onda triangolare 1743
Casuale 3

quto >3

Poiché la kurtosis usa la quarta potenza di ogni valore, I’effetto di un
gia significativo. Questo puo es-

i
1 0
Rol™) = Blx(t)x(t + 1) = lim — [ x(t)x(r + 7)ai
A Ty—eo TO 0
Si definisce funzione di mutua correlazione RX}_(T) di x(2) e y(1) -

S
Ry(0) = Bl + m) = lim 5 [ x4 vy

Per T = 0 si ha:

R, (7 =0) = E[x(1))

430

Fig. 7

cioe il valore assunto dalla funzione di autocorrelazione per T =0 & il va-
lore quadratico medio.

—>» Per un processo stazionario R, (7) deve dipendere solo dal tempo di se-

parazione 7 e non dal tempo assoluto t e quindi:

R.(T) = E[x(t)x(t + 7)] = Elx(t-m)x(t +1-1)] = Elx(t - T)x(1)] = Elx(1)x(z - =R (-1)

ciog R _(7) & una funzione pari di T (fig. 7): I )= R (-7).
Per una migliore comprensione della fig. 7 si ricordi che:

.
Blleli= 7 fx(t)dt = Txp(x)dx
0

—o0

p(x) = densita di probabilita
p(x) dx = frazione del tempo totale per la quale la x(2) € compresa fra x e

1 1
x+dx=7(dtl+dtz+dt3+...)=72dt

o = deviazione standard di x
02 = varianza di x = E[(x - E[x])?]

Quindi:

0% = E[(x - E[x])?] = E[x2 - 2xE[x] + (E[x])?] = E[x?] - 2E[x]E[x] + (E[x])2

ossia:

02 = E[x?] - (E[x])?
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varianza = (deviazione standard)? = valore quadratico medio — (valor medio)?

Se si usa la notazione E[x] =msiha

E [x2] = 02 + m2

Nel caso particolare di distribuzione di

Stana, il valor medio e la varianza
dalla

probabilita normale, ciod gaus-
sono legati alla densita dj probabilita

(x = m)?
1 e-' 20

p(x) =
270

Sempre per un processo stazionario:
R(™) = Elx(t)y(t + 7)) = Elx(t - r)y(z + 7 - ] = Elx(t = 1)y(1)] = Ely(t)x(t - 7)] = R, (-1)
ed analogamente
R, (1) =R (-7)

ma in generale R (T)e RJ,X('T) non sono uguali e, a differenza dell’autocor-
relazione,non sono neppure funzioni pari di 7 (fig. 8).

~Cy Oy + mymy,

Fig. 8
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2.2. Elementi di analisj del segnale nel dominio delle fre-
quenze

2.2.1. La serie di Fourier

Si consideri una funzione periodica di periodo 7. Se sono soddisfatte

opportune condizioni, una funzione periodica pud essere espressa come
somma di seni e coseni.

Oltre alla periodicita, per I'esistenza della serie di Fourier devono esse-
re soddisfatte le seguenti condizioni (condizioni dj Dirichlet):

K1) se la funzione presenta discontin
in ciascun periodo;
la funzione deve contenere un numero fini
ciascun periodo;

@) la funzione deve essere integrabile in valore
cioe:

uitd il loro numero deve essere finito
to di massimi e minimi in

assoluto in ogni periodo,

¥
[ x(e)idt < oo
0

Esistono delle funzioni per le quali non esiste la serie dj Fourier; tutta-
via nei casi pratici di_sistemi reali se la funzione & periodica

le condiziopi
di Dirichlet sono sempre verificate. .~

La serie di Fourter-a-coefficienti realj o:

F

frequenze =f =
i=]

_ G4 = 27t o 2t
x(t)-TfE[aicos T + bsin = J

e
o
2 7T t
a,=— | x(t)cos dt (S ROMTE DR
i
2
g ae
bA=T_fo(t)5m dr T i

w0

Mediante le formule di Eulero, i seni ed i
si come esponenziali complessi.

Si ha quindi la serie di Fourier a coefficienti complessi:
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e =
=l
--blq———T—-»}q———T—-—)k—-—T—H-q-
Fig. 9 W
x(t):i x(k)e>™F
fEEL

i 7 :
(0= — [* ™™t 4 k=012 00
X)_T_ZX)e 7 =aile e

Se ad esempio si considera 1’onda quadra della fig. 9, essa soddisfa le
condizioni di Dirichlet. I suo valor medio & nullo, percid:

“—12% d—lg dr = 0
2 T T Ly = [P =
7\

a

2

Gli integrali che danno i coefficienti dei termini in seno nel caso in esa-
me sono nulli, percid la serie contiene solo i coseni:

( ——4A i —1 3wt —] Sw.t —1 7wt )
t) = Coswyt — —cos3w,t + —cosSw t — —cosTw.t + ...
i T “o 3 R AR i

Se la precedente onda quadra & approssimata con un numero finito di
termini nello sviluppo in serie, & ovvio che la ricostruzione dell’onda
non ¢ perfetta (fig. 10). All’aumentare del numero di termini considerati
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1", 2% e 3" armonica

Fig. 10

La somma delle prime 3 armoniche

le oscillazioni intorno alla forma d’onda teorica decadono pil rapidamente
ed hanno frequenza pil elevata; Gibbs ha perd dimostrato che la sovrae-

longazione massima & costante e pari all’8,95% della discontinuita origi-
nale del segnale. La sovraelongazione rimane costante a tale valore e non
sparisce neppure considerando infiniti terminj (fig. 11). I fenomeno di

‘Gibbs consiste dunque nel fatto che, quando_es

istono_discontinuita nella _

st

forma d’onda originaria, la setie di Fourier fornisce la forma originale i
tutti i punti eccettuate le discontinuitd. Ad ogni discontinuita vi & sempre

una sovraelongazione; essa vale 1'8,95%
nuita.
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dell’ampiezza della disconti-




x(t)

0,0895 A:f
A

o,osssA‘l‘ B s e e
LA

571 1l

Sviluppi in serie di Fourier di alcune forme d’onda comuni sono ri-
portati nella fig. 12,

i A e
h k

T '

4A 1 1 1
X(t) = g (cos%t— T3 0083wyt + "5 0085wyt = —cosTwyt + )

7

X

B

fete]

-t

2 1 1
X(t) = A[k gy (sin k m cosw,t + ?sin 2k mcos2wyt + o sinn k COSNw,t + )J
k=t/T

Fig. 12
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R

A T 2 2 2 2
X(t) = c (1 *+ 7 COSw,t+ 3 C0s2uwyt - 5 Cosdwyt + 35 906wyt~ .. w(~1)n2w

2
/77: CosSnwyt ...

n pari

T 3

p2A[ .2 2 2
X(t) = 1+ cos2wot—gcos4wot+ *5 Cosbw,t- ... + (=1)(m2)+1 PR oSNyt ..

n pari

A o

f < 8A 1 1
X(t) = T | Coswyt + g Cos3wt + o5 COSSwyt + ...
i § —>

- .'PA
- ” ! e

£ AR

2A ! s 1
X(t) = i (smwor— T SIMw,t + T

) 1)
Sin3wyt — T4 Sindwyt + )

g2l Segue
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2.2.2. La trasformata di Fourier

Una funzione non periodica x(#) viene trattata come periodica con pe-
riodo infinito.

I~

T X(k) = [2x()e?™F ar

g N

La frequenza delle armoniche & kT e Ia loro spaziatura & 1/7. Per T — oo
la frequenza tende a divenire una funzione continua:

f=1lim i
Tizeat ETF
Definendo:
X(f) = ;12 TX(k)
si ha:

X()= [ xre s
detta trasformata diretta di Fourier della x(z) od anche spettro della x(z).
Essa & anche detta trasformata integrale di Fourier ed esprime il segnale
nel dominio delle frequenze a partire da quello nel dominio del tempo.

X(f) esiste se AN

& Uy "«\ g & Iy
f x(2)ldt < oo condizione di Dirichlet

Per ricavare la trasformata inversa si moltiplichi e divida per T la serie
di Fourier a coefficienti complessi:

- 1
Xt) =3, TX(k)™F—
k=—co

B ae g
ol e )

s
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) = TX(ﬂeﬂ”f'df trasformata inversa di Fourier

Essa esprime il segnale nel dominio del tempo, a partire da quello nel
dominio delle frequenze.

Ovviamente, se invece della frequenza si considera la pulsazione w:
X(w) = Tx(t)eﬁ‘/w’a’t

—oo

1 Jwrt
()= E; _I X(w)e' dw

La trasformata di Fourier & una funzione compiessa, rappresentabile in

forma polare (modulo e fase) o in forma rettangolare complessa (parte
reale e parte immaginaria)

X(f) = Tx(t)e‘f”f’d: = Re(f) + j Im(f)

——

La fig. 13 riporta ad esempio la trasformata di Fourier dj un segnale
rettangolare che ha inizio al tempo t = (.

A
0 t
; T
PARTE REALE | PARTE IMMAGINARIA
o AT,
4T, 2T, 2/T,  4/7, “4/T, -2/T, YT, 41,
LIS SNt e o | | ANl dn §
NI NS EINTA, R L
3T, VT[T, 3T, s .”T‘W
0DULO
" AT, FASE

RN %«w

\\\\' 2/T, 41,

A AN Nl
T, T, 1/T. 3T, 3, T\ A\ A R
-4/T,-2/T, 2T, 41, -4/T, -2/T, AVAVAY
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Fig. 14

Per definizione una funzione del tempo ¢ detta:

funzione pari (o simmetrica) se x(t) = x(-t)
funzione dispari (o antisimmetrica) se x(z) = —x(~—t)

In altri termini, la forma d’onda corrispondente ai tempi negativi si ot-
tiene per le funzioni pari mediante un ribaltamento intorno all’asse delle
ordinate, per le funzioni dispari con un ribaltamento attorno all’asse delle
ascisse (cioé dei tempi), seguito da un ribaltamento attorno all’asse delle
ordinate (fig. 14).

Considerando le funzioni nel dominio del tempo come pari o dispari o
come somma di parti pari o dispari, si possono predire alcune caratteristi-
che delle forme d’onda nel dominio delle frequenze. Una qualunque fun-
zione x(t) pud essere scomposta in una parte pari x,(t) ed in una parte di-
spari x (). Infatti:

)= x/](t) + x,(t)
x(—t) = xp(—t) +x(-t) = xp(t) ey ()
1

1
(1) = = [x(2) + x(-t)] Xft) = = [x(t) - ()]

La fig. 15 mostra la trasformata di Fourier di una funzione dispari del
tempo. La parte reale (cioé la parte cosinusoidale) & zero, la parte imma-
ginaria (ciot la parte sinusoidale) & diversa da zero ed & una funzione di-
spari della frequenza; la fase vale sempre +77/2.
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—m A
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'To/ 2 » l,a/zf
Rkl t
To/ 2
A
PARTE REALE
PARTE IMMAGINARIA
|
T, 3L
N 2T, 4,
) f ! . ! ; —f—4 — R f
-3/T, “1/T,
“4/T,-2/T,
MODULO
AT, FASE

3T, “1/T,
4/T,-2/T,

1/T,  3/1,
2/T,  4/T1,

- 90° p———

Fig. 15

La fig. 16 mostra la trasformata di Fourier di una funzione pari del
tempo. La fase vale Sempre +77, la parte immaginaria & quindi sempre nul-
la, la parte reale & una funzione pari della frequenza.
! Funzioni dispari nel dominio del tempo si trasformano in funzioni
dispari ed immaginarie nel dominio delle frequenze, funzioni pari nel

dominio del tempo si trasformano in funzionj pari e reali nel dominio
| delle frequenze.

4
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A
| t
T/ 2 To/2
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MODULO
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=37, “1/T,
-180°

Fig. 16

Se invece di usare la notazione polare si usa quella rettangolare si pos-
sono agevolmente trovare le trasformate di funzioni come somme di fun-
zioni pari x,(t) e dispari x () del tempo, come indicato nella fig. 17.

Procedendo analiticamente, se x(1) = xp(t) ey ()

X() = [x0e™dr = (e (1) + x,00)] [cos2nfs — jsin2mfilde =

= [xtcos2nfids + [xft)cos2mfids — j x(tsin2mfidt - j [ x(t)sin2mid
e ricordando che:

° lintegrale di una funzione dispari (cio& antisimmetrica) & zero

° il prodotto di due funzioni pari (cioé simmetriche) o di due funzioni di-
spari (cioé antisimmetriche) & pari (cioé simmetrico)

* il prodotto di una funzione dispari (cioé antisimmetrica) e di una funzio-
ne pari (cioé simmetrica) & dispari (cio& antisimmetrica)

* il'seno & una funzione dispari (cio& antisimmetrica)

¢ il coseno & una funzione pari (cioe, simmetrica)

il secondo e il terzo integrale si annullano e quindi:
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o t) PARI Re Ion

AT,/2 :
0,5A !

Tz | 1.2 Bl ) e rer ’ f

X4 (t) DISPARI

+ fm
AT,/2
0,5A |
L t f —“/\/\' ey
R /\/ i

=x(t) =
0,5A Be m

A}LATO/Z
t oy o ey e

To/2

Il iy

X(f) = fxp(t)cos%ftdt—j Txd(t)sinzm‘tdz

—o0

Se'poi X(t) & pari allora x,=0, xp(t) = x(t) e quindi la trasformata di
Fourier di una funzione pari &

X() = _pr(t)cosantdt
Ad es. la funzione di autocorrelazione & una funzione pari.
Si vogliano ora determinare le trasformate del seno e del coseno.
L’impulso di Dirac 6([—10) [tale notazione indica il valore della funzione
all tempo 7 quando 1'impulso & applicato al tempo 1,] € un impulso di am-
piezza tendente a infinito, durata tendente a Zero, area unitaria. Quando
utilizzato all’interno di un integrale esso assume il ruolo di un operatore

chfe valuta la funzione integranda per uno specifico valore della variabile.
Infatti:
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3

Tx( t)8(t - tp)dt = x(t,)

—o0

Analogamente accade nel dominio delle frequenze; se la funzione ¢

I’esponenziale si ha:

[ sf - fydp = 27

—oco

ma il primo membro & anche la trasformata inversa di Fourier di §(f - iA
e quindi:

GO~ f) = ™' = cos2afyt + jsin2mf,z
Analogamente:
88+ fo) = §18lf - (- f)l = €™ = cos2mfyy - Jsin2mft
La trasformata inversa della somma & percio:

{?—'[S(f—-fo) + 6(f + f)] = cos2mfyt +jsin2mfyt + cos2mfyt ~ Jsin2afyt = 2 cos2mfyt

e quindi

j’ (- f) + 8(F- 1)

> szﬁdf= cos2fyt

e percio la trasformata di Fourier di cos2ft & la somma delle due funzio-

1
ni delta 5(f - f;)) e 8(f + o) ciascuna moltiplicata per —2—:

6(f—f0)+5(f+f0)
2

& cos2mfyt =

Si noti che si tratta di una funzione reale (conformemente al fatto che il
coseno ¢ una funzione pari). Essa & riportata nella fig. 18.
Procedendo in modo analogo si ricava:

& - fo) = 8(f - fy)

Sysin2fit =
14) 777ro 2
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Re[X(f)]
1/2 12
-fo o fo
Fig. 18
x(t)
1
& ¢
-T/2 T/2
Re X(f)
1 f
|
/T, /T,
2/T,
Fig. 19

Si noti che si tratta di una funzion
mente al fatto che il seno & una funzi
Si voglia calcolare 1a trasform

€ puramente immaginaria (conforme-
one dispari).

ata della funzione rettangolare (o

i ; i z
uniforme o boxcar function), talora indicata con rect KA s essa e (fig. 19):
0

I
u(t) =1 per—705,<£

u(t)=0  altrove
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: % Ly
Su(t)] = #rect(—y—t‘o—ﬂ =Uf) = _Iu(t)e_ﬂ"f'dt = fTZ u(t)e ™7 dr =

0y
1 lo 1 2m T s To
=P o (e’ o e
~Jj27f T, —J27f
2
2 jstu2mfd
oo 2 sinﬂﬁ'o
G - j2f o
sin £ T, : ; :
od anche, chiamando since(f 1) = T (un’espresssione del tipo
T Ly

sin x

¢ detta sinc kernel)

Slu(t)] = Tysine(f T,)

Il suo massimo si ha per f = 0 e pud essere trovato con la regola di
L’Hospital:

i
sinfT, . ?(ﬂnﬂﬂ}’) . 7T, cosmfT,
lim ® =lim #limhe—ter & o 1
-0 7f -0 d () /-0 T
af

La funzione si annulla la prima volta per

cioe per

1
frr—
TO

La larghezza del lobo centrale & dunque 2/7,; cid mostra che ’interval-

lo nel dominio delle frequenze & inversamente proporzionale alla durata
del dominio nel tempo.
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A AT,
4T, -2/T, 2/T, 4/1,
a) ¢ b0 ik, Flisc
-T/2 T/2 i =

3/7, - 1/70{ /7, 3/,

2A
h=1/2 AT,
“4/T, -2/7, 2/T, 4/T,
b) b Ny f f F—K— §
_]’1/2 T1/2 \/ ’ \/‘

“3/To =4/To 9/T, 3/T,
Fig. 20

Pili in generale si pud considerare ]a fig. 20.
La fig. 20a mostra che un’espansione dej tempi comporta un’alterazio-

ne sia in ampiezza sia in frequenza nel dominio delle frequenze. con cre-
scita delle ampiezze e contrazione delle frequenze,

L’opposto accade per una contrazione dei tempi.

La fig. 20b mostra che un’espansione delle frequenze comporta un’alte-
razione sia in ampiezza sia in durata del dominio del tempo, con crescita
delle ampiezze e contrazione della durata temporale.

L’opposto accade Per una contrazione delle frequenze.

Si voglia ora calcolare 1a trasformata di una convoluzione. Si indichj
con * il simbolo della convoluzione:

oo

1) *3t) = [ x(u)y(c - wau

—oo

X(H) * Y = fX(u)Y(f— u)du

Siha:

Slx(t) * y(1)] = X(HY(p)
Blx(1) - y(1)] = X(p)*y(p)
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x(t) MODULO DI X f) FASE DI X (f)

+180°

ﬂ A M/\ALA |
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ih t : f f
T, 0 3
T -180°
A i L1800
l 0 t /\/\/\/ s SV
-T2 | 12 0 °
+-180°
|

Fig. 21

cioe la trasformata della convoluzione & il prodotto delle trasformate
e la trasformata del prodotto ¢ la convoluzione delle trasformate. La
prima relazione sara utile ad esempio per ricavare la risposta di un siste-
ma lineare a partire dalla risposta all'impulso, la seconda ad esempio
quando si applichera una qualche forma di finestratura ad un segnale tem-
porale.

Se si effettua una traslazione temporale di un segnale (fig. 21), essa ov-
viamente incide solo sulla fase e non sull’ampiezza e sull’andamento in
funzione della frequenza della trasformata.

La traslazione temporale della funzione permette di trarre vantaggio
dalla simmetria della stessa.

Blxt - 1)) = TX(I ~ t)e 2 gy

—o0

Ponendo 7=1¢ - f, si ha:

Flx(t — )] = f x(T)e'jzm"’”)dT = ¢ 72 r x(De PTGy = 92, X(f)

—o0 —c0

ciog un ritardo nel dominio del tempo corrisponde a moltiplicare per un
esponenziale complesso nel dominio delle frequenze, ciog, come si & det-
to, ad una variazione della fase.
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Se invece si effettua una traslazione nel dominio delle frequenze, intro-
dotta una nuova variabile ¢=f-fsiha

dz = df
FrOXG -1 = [ X7 fpe™af= | xppgorm ooming,
= [ X(2)e ™z = P

Anal(;;amente:

FHXY ~ /1) =F1 X(f+£) = &2 xqy)

SUX(C- 1) + X(F+£)] = (eﬂ”f"' + e ) = cos,’;m’ot x(t)

X
3"’[ V-5 ;X(f+f0) J = cos2mfytx(t)

E questo il caso di una modulazione di ampiezza.
Se allo spettro X(f) di una funzione re
zione positiva ed una negativa nel domi
questo produce una modulazione de] se
tangolare con frequenza pari alla traslazi

ttangolare applichiamo una trasla-
nio delle frequenze e sommiamo,
gnale costante della funzione ret-
one f applicata (fig. 22).

x(t) X(f)
: ease o
X(t) cos 2mf ¢ K(f-f)

pne o il

y \Je

Fig. 22
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Analogamente si pud osservare quanto segue. Se una funzione x(1) vie-
ne rilevata solo per un intervallo dj tempo finito T,, questo equivale ad
applicarle una funzione rettangolare u(t) ciot a considerare i] prodotto;

xf(t) = x(1) u(t).

Al prodotto delle funzioni nel dominio del tempo corrisponde la convo-
luzione delle traformate nel dominio delle frequenze:

) -7
Bl =x(n = [ Xmuir-man= [ xen) —%m -

sin 7,

= _Z XF-m Tdﬁ

dove ¢ sfruttata la proprieta commutativa delle convoluzioni:

ry(T)x(t - 7ndt= Ty(z - x(7)dT

Se in particolare la x(t) & una cosinusoide di ampiezza unitaria e fre-
quenza f; si ha:

1
X(f) = [0 =fp) + 8(F + f)]

€ quindi la trasformata di Fourier di una funzione coseno acquisita per un
tempo finito T, &:

5 . 1 sinm(f — q)T, &
By = [ =15~ + 87+ ) 7 e

—oo

poiché come si & visto la funzione delta all'interno di un integrale dj con-
voluzione agisce come un operatore che valuta I’altra funzione per il valo-
re associato della variabile:

<A simr(f—j%)To 1 sin(f+f0)T0

2 (f - fp) 2 (f + 1)

sinvr(f—fO)To +LT sirz(/"+f0)T0
oL 2.0 e
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W 2 S A A £

Re X(f)
)[1/2 Ei/z

2 g
= #o ﬁo

Re X()

r/2

0 §
Y f,

Fig. 23

Si
Le funzioni I Sono centrate attorno a +f, ed il lobo principale

ha ampiezza T, e larghezza 2/T,. Se T, & abbastanza grande, la larghezza
di tale lobo e dei lobj adiacenti significativi & sufficientemente piccola

perché si possa trascurare I’effetto della sovrapposizione delle due funzio-
LS
ni

in corrispondenza dei massimi dei lobi centrali. Poiché nel no-

L]

i : ’ I
Stro caso nell’espressione della trasformata vi era anche il fattore > i

potra ritenere che ’ampiezza dei massimi della trasformata valga T,/2
(fig. 23).

Tale figura rappresenta dunque la trasformata di una cosinusoide di am-
piezza unitaria e frequenza f,, troncata con una acquisizione dal tempo
=T/2 al tempo Ty2.

Quanto sopra esposto ¢ ulteriormente illustrato nella fig. 24, che si rife-

risce a una cosinusoide dj ampiezza A acquisita attraverso una finestra dj
osservazione rettangolare da -T2 a +17/2.

E interessante ancora notare che se la trasformata della funzione rettan-
golare u(r) viene divisa per due e scritta come somma delle due meta:
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A/2 A/2 X(f)

w(f) X(#)
A
A o G
" ol 0 f
' o /¢\ / 1T |17
\\/ \J/‘\/T\/ /}/ L 0 | 4k
Fig. 25
TO
1
la finestra temporale. La potenza in un intervallo di frequenze si ¢ sparsﬂ
(leakage = dispersione, perdita) nelle regioni di frequenza adiacenti, con !
0 t :f AR i . g0 G . ) N . i
T2 /2 1) alterazioni quindi dj ampiezze e frequenze. L'entiti de] leakage dipende i
o o

dalla forma della funzione della finestra temporale, detta anche funzione |
di pesatura w(z) (weighting function), della quale si fa la convoluzione i
con il segnale (fig. 25).

Le tabb. 4 ¢ 5 raccolgono alcune utili trasformate di Fourier, E interes-
sante notare che curve a campana nel dominio del tempo danno luogo a
curve a campana nel dominio delle frequenze.

A ﬂ
f\ / /] t  acannliing e ; ; noa : ; P
Si noti che Iintegrale di Fourier di una funzione di campionamento for- 1

o\/ .
-T./ Z\/ T,/2 7 nisce a sua volta una funzione dj campionamento, ciog, un altro andamen.
Fio. 24 to a pettine.

Per quanto riguarda i simboli si ricorda che si indica:
fo=1/At la frequenza dj campionamento

AT /2

1 sinfT, 1 sinfT, comb Vinfinita serie di impulsi 3, 8¢/ — kAy)
c o T _— T — Ar =Y
(’F[xj[t]] 2 0 W—f&)) 2 0 Tﬂ(f+f6) k

rep, x(H] 1la ripetizione di x(f) ogni /, unitd come definito dalla convo-
: luzione x(f) * comb B
si vede che la moltiplicazione del segnale della funzione rettangolare per
una cosinusoide ha prodotto la traslazione rispettivamente di 1f, della cur-
va a lobi della funzione rettangolare. A tali traslazion; nel dominio delle

, Al 2.2.3. La trasformata discreta di Fourier (DFT, Discrete Fourier
frequenze corrisponde, come si & detto, una modulazmne. nel dominio del Transf orm)
tempo ed infatti xf( t) = u(t) x(t) & I'espressione della funzione rettangolare
modulata in ampiezza dalla cosinusoide. 5 j " Se i segnali, ancorché analogici in origine, sono acquisiti e processati
E molto importante osservare un altro fenomeno: I"applicazione di una i b

2 ; forma digitale, si presentano sotto forma dj sequenze finite di valori
finestra temporale al segnale, cioe il troncamento temporale di una acqui-

sizione, ha prodotto il fenomeno del leakage. ; e dal convertitore analogico-digi
Con riferimento alla precedente fig. 24, relativa ad una finestra rettan- f :

golare, la trasformata di Fourier della cosinusoide .(costlt'mta da due im- !

pulsi) non coincide esattamente con la trasformata di Fourier della cosinu- i

soide troncata, che si & allargata su lobi per effetto della convoluzione con -
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Tab. 4 - Relazioni funzionali

Funzione

[ Trasformata di Fourier

s

x(t)
FX)

| X exp(rfiof
¥
ax(t) + by(t)
X y(1)

oo

| Xt - nor

—c0

x(t) y(t)
X(t) y(t)

X(t=t)
x(t)eF™!

(d/ dt)x(t)
- 2rtx(1)

I x(7)dr

J! x(7)dr

x(t) ! (2wt + % x(0)é(t)

Qsinc(tQ)

rect (t/Q)
comb,,

comb, x(t)
rep,{x(t)]
rep,{comb, x(t)]
X (1)

r X2(f)dt = T IX(f)12df

X(0)
SIX]

T X(t) exp(— R=ft)af

Y(f)
ax(f) + bY(f)
X(HY()

XY

X0y

[ X)Wt = mpein

X(h )
x(f= 1)

REX(f)
(d/ dhX(f)

X(f) 1 () + % X(0)é(f)

1
— X(f) purché X(0) = 0
Jw

f
[ Xhar

—o0

rect (f/Q)

Qsinc(fQ)

f, comb,

f, rep, [X(9]

(fJT) comb,,; X(f)
(1/T) comb,,, rep,s[X(f)]
D)

(relazione di Parseval)
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Tab. 5 - Trasformate di Fourier di specifiche funzioni

x(t) X(1)
1
cos2f,t 2—[8(f— ) + 8(F= )]
1
sin2ft —[8(f~ £) — 8(f = 1)]
2j
1
cos (27f f)x(t) E_—[X(f+ ) + X(f— £)]
J
1-To<teT, . ;
X(f) 5 { 0 altrimenti m
7f
rect(tT) T,sinc(fT)
T,Sinc(tT,) rect(fT,)
" ¢ { 110 1 500 +
X(t) = ut) = e :
) W 01<0 2 R_wf
1
?8(!)—- 1/(j2rt) u(f)
8(t) X(f) = 1 per ogni f
X(t) = 1 per ogni t (1)
exp (Rmfyt 8(f - 1f,)
5t~ ) g Rl
) e —(27fa)? )
ex A eXP | ——-—r=—
" < 2a2 ; 2
2sin2 7Bt 1 -Bgi<B
S s x(f) = {
27t 0 altrimenti

La DFT ¢ periodica con periodo N, essendo N il numero di punti, ciog
di valori acquisiti. Il suo calcolo comporta N2 moltiplicazioni di numeri
complessi. Se si adotta un numero di campioni pari ad una potenza di 2,
cioe N=2% si pud utilizzare un algoritmo (FFT) che comporta solo N
log,N moltiplicazioni. Ad es. per N = 1024 (ciog k=10), le moltiplicazioni
sono 1024-10 anziché 1024-1024, cioe il tempo ¢ circa 1/100 di quello ne-
cessario per una DFT. All’aumentare del numero N di campioni (128,
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512, 1024, 2048) a parita di fre
luzione in frequenza.

Le operazioni di finestratura e di campionamento dei segnali possono
essere visti come prodotti di funzioni temporali (fig. 26).

La DFT ¢ calcolata da una funzione temporale usando N campioni presi ai
tempi ¢ = 0, Az, 24z, ..., (N =1) At, dove At & Iintervallo di campionamento.

quenza di campionamento aumenta la riso-
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Per la serie di Fourier si aveva:
X(k) 1 jz- ()-/Z#kld
= e 072 T at
£on

essendo x(z) una funzione periodica di periodo 7.

La DFT opera solo su una piccola parte del segnale temporale e la trat-
ta come parte di un segnale periodico.

t->nAt dr—At x(t) = x(n) n=0,12,...(N-1)

1 N=1 g nadL
S x(n)e”*™ i Ar

s i
X(k) = — | x(1)@*™F dp—>—_
(== Jx() A &,

Restringendo & ad essere un

0 degli interi 0,1,2,... (N-1) si ha la tra-
sformata discreta di Fourier:

:.h
i N —j2mk 2 I:
| X(k)=—3 x(n)e™% I} k=0,1,2,..(N-1)
| N n=0 i

i
I valori corrispondenti dj frequenza sono

7 k
L
Analogamente:
AY=3 R O
k=—oo
e la trasformata discreta inversa di Fourier é:
N 27k I
x(n) =3 X(k)*™x n=0,1,2,...(N~1)
k=0

Altri autori definiscono la DFT e I'inversa ricavandole, anziché, dalla
serie di Fourier, a partire dall’integrale di Fourier (cioé come campiona-
mento di una funzione continua), considerando pero il segnale periodico
con periodo pari alla finestra di osservazione, sostituendo quindi ad f, va-
lori discreti i = K/N At sostituendo ad x; valori discreti x(n), sostituendo




N-1 p n
X(kAf) = At'S, x(n)e?*™ %
n=0

TP S X
i a8 NAt n=0 ! .

Tali definizioni differiscono da quelle precedenti solo per un fattore di
scala dato dal coefficiente che & davanti alle sommatorie (e per le unita dj
misura).

Si noti che la dimensione della trasformata integrale di Fourier & quel-
la del segnale moltiplicata per il tempo; & quindi una densita di distribu-
zione, espressa in unita ingegneristiche moltiplicate per un tempo, cioe di-
vise per la frequenza: EU/Hz (avendo indicato con EU le Engineering
Units). Invece le dimensioni della serie di Fourier sono quelle del segnale
X(t), cioe le unita di misura sono EU. Le dimensioni della trasformata di-
screta di Fourier dipendono da come essa & stata definita: se la definizio-
ne ¢ quella usuale ricavata dalla serie di Fourier le unita di misura sono
EU, se la definizione & quella ricavata dalla trasformata continua di Fou-
rier le unita di misura sono EU/Hz.

La fig. 27 mostra la derivazione della DFT dalla trasformata integrale
di Fourier: al campionamento e alla finestratura nel dominio del tempo
corrispondono due successive operazioni di convoluzione nel dominio
delle frequenze, al campionamento nel dominio delle frequenze corrispon-
de una convoluzione nel dominio del tempo che da luogo alla periodicita
del segnale temporale campionato.

I coefficienti della DFT sono tali che:

X(N - k) = X*(k)
dove * indica complesso coniugato.

Infatti:

L J 1 A= p n
WO =) = = = x(n)e“fz”“"""%z P x(n)e'-"“” L
N n=0 N n=0

4o e partn | 2k 2L
=— 3 x(n)(cos2mm — jsin2m)e*™ N = — D xn)d Tn=
N n=0 N n=0
ol At
= [T y. 4 x(n)e"zwkﬁ] = X*(k)
n=0
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0 “f5/2 0 f2
t oAt f
‘T2 0 1/2 T
m ML W ¢

KR :nmmrlrmmn;f

5 T 0 Re=1/T

0
/ \ T=NAt
= Af
ﬁn&Mt § ks
0 )

percid N/2 degli N valori trovati con una DFT si ottengono dai precedenti
N/2, ciog, non corrispondono ad un reale contenuto de] segnale originario
in corrispondenza della frequenza JAIN=k).

Fig. 27
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M

e S R e

N :
e corrispondono

all'intervallo di frequenze da zero 4]l frequenza di Nyquist £ = e

N
(folding frequency:; v. dopo) e che quelli nell’intervallo o + N corrispon-

dono alle frequenze negative.

Si mostrera fra Poco che i k nell’intervallo 0 +

% : W k NI2
Infatti la frequenza corrispondente a k = R = i\t dEr
it
Ml s

Se si valutano gli X(k) e gli x(n) per valori dell’indice esterni all’inter-
vallo 0 + N - 1 si riscontra la proprieta periodica della DFT (circolarita)
cioe, la ripetizione dej coefficienti ad intervalli di N (fig. 28).

Infatti per i intero:

15 Ed] PR Nt N
a0 e preat 6 i e
n=0 n=0

TR _mkh } Ty i ey 2
== 2 xn)e PN (cos2rin =Jsin2min) = — 3 oV X(k)
n=0 n=0

Nella fig. 28 N=

16 e la frequenza dj Nyquist corrisponde a k = N/2 = §.
Analogamente:

X(n + iN) = Xx(n)

Fig. 28
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pari a f = 2F (f. = frequenza di campionamento = sampling rate, F =
frequenza di ripiegamento = Folding frequency = ¥ requenza di Nyqui-
st) e sinusoidi di frequenza che differiscono fra loro cgqﬁ = @o di multj-
pli interi di 2F) sono viste come identiche fra loro nel campicnamento.

Se si valutano gli X(k) per indici negativi si ha: -

][ ! n
X(p)=— 3 x(n)e??™ "%
N 0

n=f

Y X y ki
e moltiplicando per ¢72™ N, che vale 1, I’espressione diviene:
p p p
et i e e A )
ot T i P e R G o A P X(N - p)
N n=0 N n=0

cioe il generico X(N-p), che corrisponde alla frequenza

Y A
, € uguale

a X(-p), che corrisponde alla frequenza negativa — -%— come si era anti-

cipato.

¥2.2.4, Laliasing

Si forniranno inizialmente alcune consid
guire la trattazione teorica dettagliata. Il fenomeno dell’aliasing & il risul-

quenza € maggiore dj

€sSa appare come una frequenza pidl bassa,

: : . : 1
La fig. 29 mostra un esempio: la frequenza dj campionamento ef,=—

t
=120 Hz. ; I
F = fold; S———=—f = 60H
Jolding Jrequency o 3 9 %
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Fig. 29

Un componente del segnale a 100 Hz, cioé 40 Hz al dj sopra della F,
appare come un segnale a 20 Hz, cioé 40 Hz al di sotto della F, ciog come
riflesso specularmente rispetto alla frequenza F.

Prima di svolgere la trattazione teorica completa (che indichi anche co-
sa accade per segnali di frequenza maggiore di f) si esamini I’esempio
della fig. 30 per comprendere 1'aspetto fisico del fenomeno.

Se ad esempio la sinusoide di fig. 30 & campionata con 9 campiona-
menti al secondo, cio con Jf. =9 Hz, ma compie 8 oscillazioni in un se-
condo, cioé ha f= 8 Hz, il segnale campionato appare come una sinusoide
con frequenza 1 Hz (fig. 30a). Si ha: '

J. = frequenza di campionamento = 9 Hz
F = folding frequency = frequenza di Nyquist =f/2 = 4,5 Hz
f = frequenza del segnale = 8 Hz :

Il segnale ha una frequenza che & situata f—~ F =8 - 4,5 = 3,5 Hz al di
sopra della frequenza di Nyquist ed & quindi visto come un segnale 3,5 Hz
al di sotto di questa, cio con una frequenza 4,5 - 3,5 = | Hz.

Per analizzare piu in dettaglio il fenomeno dell’aliasing occorre innan-

zittutto ricordare il teorema del campionamento di Shannon: "’]

se x(t) ¢ definita per —oo < f < oo
se X(f), trasformata di Fourier di x(t), esiste

se X(f) & a banda limitata, cios XAl =0 per |ﬂ>fsup |

allora se la frequenza di campionamentofs ¢ tale che f > 2fSLlp la x(2) pud
essere ricostruita in modo univoco dalla Sequenza campionata x(i), con di-
scordanze, se ve ne sono, in punti isolati,
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In altri termini occorre campionare a frequenza almeno doppia della7
pitt alta frequenza del segnale, cioe, la pin alta frequenza del segnale |
deve essere minore o uguale alla frequenza di Nyquist (folding fre-
quency) F = /2. |

Esaminiamo ora cosa accade se & presente una frequenza superiore alla
frequenza di Nyquist.

Si consideri la sinusoide:

x(z) = sin?2, TTfot

con

dove

La frequenza Jy € dunque A volte 1a frequenza F, essendo A un coeffi-
ciente maggiore di 1, in generale composto da una parte intera i e da una
parte decimale d (<1):

1

f0=AF:(z+d)F=(i+d) 5k
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. i i+d
sm277fot = sin2ar Yy ndt = Sinm(i+d)n = sinrin COSTrdn + cosrinsinrdn =

= Cosminsinirdn

poiché sin 7 in = 0 per tutti gli n; Iintero ; pud essere pari o dispari.
Se i ¢ pari cos min=1
€ quindi:

x(n) = sin 7 dn

Se i ¢ dispari COS 7 in = (=])n
infatti cos 7r in vale —] per n dispari e +1 per pari e quindi

xX(n) = (=1)" sinardn
Se i ¢ pari dunque:

At

2
x(n) = sindn = Sin——rdn— = sindr
2 At

g ndt = sinﬂfonAt

avendo chiamato

la frequenza che effettivamente appare dal segnale campionato,

Cosi ad ésempio segnali avent frequenza 2,25 F, 4,25 F, 6,25 F, ecc.
appaiono tutti come segnali di frequenza 0,25 F.
Se i ¢ dispari

X(n) = (=1)" sinadn = cosTmsinardn =
ed aggiungendo un termine nullo (perché sinsm = 0)
= cosTnsinTdn - sinmm cosmdn =
=~ (- cosmmsindn + SinTmn cosdn) =
= =sin (mn ~ mdn) = =sinmn (1 - d) =

i (1 At— n2 7t "nAr
——smz'n'n - At—sm 'nfon
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avendo chiamato

i L TN
o e

la frequenza che effettivamente appare nel segnale campionato.

Cosi ad esempio segnali aventi frequenza LIS 305 R 50 EcE!
appaiono tutti come segnali aventi frequenza 0,25 F. Infatt; F-d.F=
F-075F=025F.

In conclusione i risultati generali ottenuti possono essere sintetizzati co-

tene per riflessioni, alternativamente attorno all’estremo F, 3F, 5F ed
attorno all’estremo 0, 2F, 4F, ...

Un altro modo che talora ¢ usato per esprimere gli importanti contenutj
della fig. 31 & dato dalla fig. 32.

Per non incorrere nej problemi di aliasing occorre rimuovere dal
segnale analogico di ingresso tutti j componenti di frequenza superio-
re alla frequenza dj Nyquist, ciog, filtrare i segnale prima dell’acquisi-
zione con un filtro passa-basso. Un filtro anti-aliasing & dunque un filtro




F
frequenza

osservata

2F
frequenza effettiva o

Fig. 32

rapporto fra ampiezze, I’ottava & un metodo conveniente per esprimere il
rapporto fra frequenze. Un’ottava corrisponde a un intervallo dj frequenze
il cui rapporto & pari a due. Idealmente si vorrebbe che la transizione dj
un filtro fosse uno spigolo vivo, in realtd & una curva di pendenza cre-
scente. Per ottenere una discesa della curva del filtro pid rapida possibile,
il “roll-off’ generalmente comincia all’interno della banda passante desi-
derata, che in genere & specificata come scostamenti dj -3dB (ciog 0,707
volte I’ingresso).

Con riferimento alla fig. 33, relativa a tre filtri con la stessa attenuazio-
ne finale di 24 dB/ottava, il filtro dj Butterworth ha Ia risposta pid piatta
all’interno della banda Passante, che paga con un lento roll-off iniziale, I
filtro di Chebyshev ha il roll-off iniziale pin ripido, che paga con oscilla-
zioni nella banda passante. Tutti 1 filtri, inoltre, introducono sempre un’
alterazione della fase. 1 filtro di Bessell & quello che ha i cambiamento
di fase piu lineare. Si noti che, pur avendo le tre curve 1a stessa pendenza
finale (andamenti paralleli per frequenze sufficientemente alte), confron-
tando i valori corrispondenti alla prima ottava a destra della frequenza di
taglio si riscontra una differenza di ben 25 dB fra le attenuazioni de] filtro
di Bessell e di quello di Chebysheyv.

7 "Poiché, dunque, i filtri sono inevitabilmente meno che perfetti ed han-

466

0
s oy S 0 s .
A \ﬁ\tro di Bessell :la fase migliore
o // N
attenuazione di 3 dB \ \_ ;
dB l’ ! \
filtro di Butterworth X/‘}\NQ \
Ia risposta pii piatt
; a nlspos a pllll ;lna a \ \ \
-30 , ' , I N \
filtro di Chebyshev \ )
il rolloff iniziale maggiore B
R 0 v \\ -
attenuazione finale dei filtri: . E\
-50 24 dB/ottava \L}.\ !
i
Y 0 (Y 1 i \\i
0,3 0,5 0,7 0,2 1§ 3 4
frequenza p
Fig. 33
2.2.5. Il leakage o R 418 J e 4 -

mostrato come il troncamento tem-
. Si vuol esaminare ora come il cam-

Parlando di segnali continui si & gi

Hporale di un segnale produca leakag

i pionamento incide su] leakage.

"~ La fig. 34 mostra in a) un caso in cuj il leakage non appare, in b) un
£as0 in cui esso & invece evidente,

- II campionamento nel dominio delle frequenze produce il cosiddetto
“effetto palizzata” (picket-fence effect). Se si pensa alla DFT come otte-
nuta per campionamento dell’integrale di Fourier, si comprende come i]
campionamento, a seconda dj come posiziona le osservazionij rispetto allo
Spettro continuo, pud nel caso pid favorevole rilevare solo il massimo de]
lobo centrale e gli zeri degli altri lobj e quindi non rilevare i leakage pre-
sente nella fig. 35; nel caso pil sfavorevole pud far perdere il massimo
del lobo centrale, evidenziandone i fianchi e rilevare i massimi dei lobj la-
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terali. Il primo caso si manifesta quando la finestra temporale di osserva-
zione contiene esattamente un numero intero di periodi, il secondo caso si
manifesta quando la finestra dj osservazione contiene un numero intero di
periodi pid un ulteriore semiperiodo. Nel caso generale la finestra di os-

alla finestra di osservazione. I] campionamento nel tempo corrisponde a]
prodotto della funzione per un treno di impuls;.
Siccome la trasformata di un treno di impulsi distanti temporalmente di
1
At & un treno di impulsi distanti — pe] campo delle frequenze e a] pro-
t
dotto di funzioni nel dominio del tempo corrisponde la convoluzione ne]
dominio delle frequenze, e siccome gli intervallj o sono tali che nell’in-
t
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o ! ‘
tervallo definito da +F = + e (frequenza dj Nyquist) si risente solo

"impulso centrale (quello per f = 0), la trasformata & ancora la curva a Jo-
bi punteggiata. Quando si passa alla DFT, tale curva viene vista con ’ef-

fetto palizzata e Je frequenze che vVengono viste sono f, = VA cioe i pun-
t
_ e 1 2
t1 campionati hanno ascisse 0, NA: A -+ € distano fra loro di 1/T.
NA:" NA:

I lobi laterali distano fra loro dj -—1~ = .

NA:
il massimo e gli zeri del lobo principale. La posizione del massimo de] lo-
bo principale & data da il

:,—,-_’.Se 0 ¢ multiplo intero di T cioe, se T, = mT (m intero) si ha ;— =

¢ tale & pure Ja distanza fra

1 1
m T =m el Percid i campionament; in frequenza cascano in corri-
k i : :
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At=0,625 SO S

Fig. 36

spondenza del massimo del lobo principale e quindi anche in corrispon-
denza dello zero di tutti i lobi.

Se invece 7, non & un multiplo intero di 7 si ha uno sfasamento fra pic-
Cco e zeri e campionamenti, come indicato nella fig. 37, che, a parita di 70

ha un T minore rispetto alla fig. 36 (si ha mezza cosinusoide in piu nella
finestra temporale).
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Il fatto che per T, multiplo esatto di 7 si ottengano esattamente solo gli
impulsi come nel caso della serie di Fourier non deve stupire, perché la
periodicita supposta dalla DFT fa si che in realta si stia esaminando un se-
gnale cosinusoidale che prosegue senza discontinuiti anche fuori dalla fi-
nestra di campionamento (fig. 38a). Se invece T, non & un multiplo esatto
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di 7, la DFT analizza il se
verso dall’originario.
Si esaminino ora i rimedi per il leakage.

# Un primo metodo potrebbe essere quello di scartare la parte finale di
un’ acquisizione effettuata, mantenendo solo i punti relativi a un numero
finito di cicli (fig. 39a). La difficolti na
FFT prevede uno specifico numero dj
algoritmo basato sulle potenze di 2 pug
daidieeeilich 2"punti.
Una soluzione alternativa,
quella di mantenere il nume
(512 nella fig. 39b), ed inte
mero finito di cicli con un n

la fig. 39b), ad esempio, con

gnale periodico indicato nella fig. 38b, che & di-

Per quanto pit complessa, potrebbe essere
ro di punti, quello previsto dall’algoritmo
rpolare I’andamento corrispondente a un nu-
umero di punti diverso (512 anziché, 410 nel
un’ interpolazione lineare.
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5! SCARTANO DE! PUNTI 2)

punti

SEGNALE ORIGINARIO x(t) b)

punti
0 409 511

SI INTERPOLA

POSIZIONAMENTO DELLA FINESTRA TEMPORALE

1N MODO CHE It PRIMO E L'ULTIMO DATO
ABBIANO LO STESSO VALORE
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¥ Si pPuo posizionare la finestra temporale in modo che i dat inizino e
terminino allo stesso livello (fig. 40); I’eliminazione dj tale discontinuity

Puo non eliminare interamene j] leakage, ma certo giova a ridurlo,
Per ridurre le discontinuita agli estremi della finestra e ridurre il leaka-

da quella rettangolare, tali da attenuare le parti iniziale e finale della ac-
quisizione temporale (fig. 41).

Le finestre temporali definiscono I'ampiezza nell’intervallo 0<i<T,), al
di fuori del quale 'ampiezza & nulla, La finestra di Hanning ¢ del tipo co-
a 1
seno al quadrato, poiché cos? (T = = (1 + cosa). Infatti, se si Sposta

I’origine dei tempi nell’istante 7 = T2 per definire I'intervallo di tempo
fra -T2 e Ty/2 anziché fra 0 e T, e se si chiama 7 il nuovo tempo, si ha:

T, T,
—=s 72 =17+ —
2 2 2
T
277(7'+—°)
2 L 27r7'+ ) 27T
cos DR e e b e il = - Cc0§s ——
0 T T, T,
da cui

. 1 —cos i DO 1 + cos s = Cc0s2 :
2 Fol R A o

La finestra di Hamming & un coseno a] quadrato con piedistallo, cioe
rialzato. La

piezza del segnale; in altri casi, come nel caso di analisi a banda larga, non
¢ importante avere una stima dj elevata qualita dell’ampiezza di ogni linea
spettrale, ma piuttosto ottenere una buona stima dell’energia del segnale.
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Se si confronta ad esempio una finestra rettangolare ed una di Hanning
(fig. 42), non solo il pilt alto lobo laterale & pil basso di circa 20 dB nella
finestra di Hanning. ma anche la pendenza di attenuazione dei lobi laterali
¢ molto maggiore.

E interessante confrontare I’effetto di una finestra rettangolare e di una
finestra di Hanning quando vengano applicate ad una sinusoide (fig. 43).

La fig. 43a corrisponde ad una durata dell’acquisizione pari ad un mul-
tiplo intero del periodo: non si rileva leakage.

La fig. 43b corrisponde a un numero dispari di semiperiodi; il segnale
inizia e termina allo stesso livello ma la durata dell’acquisizione non & un
multiplo intero del periodo: compare il leakage, che peraltro & molto mi-
nore con la finestra di Hanning.

Si noti anche la presenza di un componente DC, ciog, a frequenza zero,
per effetto di un valor medio non nullo. Le ampiezze alle alte frequenze
sono basse.
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La fig. 43c corrisponde allo stesso segnale della fig. 43b, ma con fase
differente; si ha un numero dispari di semiperiodi, ma anche la massima
discontinuita agli estremi, che sono a livelli differenti (uno massimo, 1’al-
tro minimo). Il leakage ¢ ancora molto minore con la finestra di Hanning.
Non si ha componente DC, essendo il valor medio nullo. La discontinuita
agli estremi produce un elevato contenuto di alte frequenze.

“Se si analizza in continuita una sinusoide senza alcuna sincronizzazione
fra il segnale e le successive acquisizioni, con una finestra rettangolare un
analizzatore di Fourier fornisce una spettro che fluttua fra le situazioni li-
miti delle figg. 43b e 43c.

La finestra di Hanning pud peraltro essere dannosa se il segnale analiz-
zato ¢ un transitorio, in quanto applica differenti pesature al transitorio
stesso all’interno della finestra temporale. Nella fig. 44a il segnale transi-
torio & posizionato all’inizio della finestra temporale ed & fortemente alte-
rato dalla finestra di Hanning rispetto a quello della fig. 44b, in cui il se-

477




Segnale Temporale Finestra Rettangolare  Finestra di Hanning

y g
| | |
1 1 1
a) i AR
" W
1 ' 1
g
b) . A0 e
# | 1 1
- ' 1 '
i s e
<) e
{44 T g
Tempo Frequenza Frequenza
Fig. 43

gnale transitorio & posizionato al centro della finestra. Nella fig. 44b la
forma d’onda data dalla finestra di Hanning, che & abbastanza piatta nella
zona centrale, ¢ simile a quella data dalla finestra rettangolare; il valore
piu elevato & dovuto al fatto che spesso si adotta un valore 2 per I’ampiez-
za di picco della finestra dj Hanning, ciog, al suo centro. =
In sintesi: la finestra di Hanning Si_usa per lunghi segnal; continui, la
finestra rettangolare per corti transitori. .
Si usano finestre esponenziali (decrescenti) per transitori in cui la magt—“
gior parte dell’informazione importante & concentrata nella parte iniziale
del record temporale (e si vuole ad esempio neutralizzare il rumore di
\fondo che si fa sentire nella parte finale dell’acquisizione quando il segna-
le principale tende a zero). Piu specificamente si faccia ad esempio riferi-
mento a prove mediante martello strumentato (ad es. per analisi modale):
il segnale d’ingresso ¢ il segnale impulsivo della forza misurata da un ac-
celerometro e costituita dalle combinazione di sinusoidi la cuj ampiezza
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decade nel tempo. Se la struttura & POco smorzata o se la durata dell’ac-
quisizione & relativamente breve, la risposta non & ancora andata a zero al
termine della finestra dj misura, con conseguenti discontinuita e leakage.
Moltiplicando la risposta per una funzione esponenziale, si porta pratica-
mente a zero la risposta alla fine dell’acquisizione: cio equivale ad ag-
giungere una quantita nora di Smorzamento al sistema. Se al contrario la
struttura ¢ molto smorzata, nuovamente una finestra esponenziale puo es-
sere utile; in sua assenza il segnale, dopo essere andato a zero relativa-
mente presto, sarebbe corrotto per i tempi successivi dal rumore dj digita-

l lizzazione presente intorno allo zero.

Per quanto riguarda il segnale di eccitazione, poiché I"impulso & di bre-
ve durata, ogni rumore durante il resto de] tempo di acquisizione della
forza ¢ indesiderabile. Applicare una finestra che sia unitaria durante 1'im-
pulso e vada poi a zero, mantenendovisi fino alla fine dell’acquisizione,
fornisce una soluzione a tale problema di rumore. La fig. 45 mostra anda-
menti tipici dell’eccitazione impulsiva e della risposta ad essa e le corri-
spondenti finestre della forza (normalmente chiamata force window) ed
esponenziale.
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Sintetizzando si puo dire che la scelta della finestra dipende sia dall’&fl‘ !

scopo dell’analisi sia da] tipo di segnale. Pin ampio ¢ il lobo centrale, |, ‘\l : l"‘ ‘
peggiore ¢ la risoluzione in frequenza, perché diventa pid difficile distin- m

con segnali periodici o nel caso dj impulsi o transitori in cuj la funzione &

PEr sua natura nulla all’inizio ed alla fine del periodo di acquisizione. La

finestra di Hanning & quella pili usata per scopi generali, ma ha una bassa

attitudine a distinguere fra frequenze vicine dj ampiezza simile e quindi HA /H
non ¢ adatta per misure accurate di piccoli segnali, La finestra di Ham-

ming differisce dalla precedente nell’altezza dej lobi laterali e per una mi-

nore pendenza di decadimento dej lobi laterali. La finestrq di Kaiser-Bes- :

sel & adatta a distinguere segnali costituiti da toni multipli di livelli molto A
differenti; pud causare pit leakage di una finestra di Hanning quando usa-
ta per un segnale aleatorio. La finestra flat-top & utile per misure precise
di ampiezza di segnali con una singola frequenza (tonj puri). La finestrqg
per la forza si usa per le prove di impatto, definendo la percentuale del
blocksize durante Ia quale essa deve avere valore unitario. La finestrg
eSponenziale si applica a segnali transitori per farli decadere entro il tem-

480 481




Segnale con rumore Modulo FFT

-~
3
]
.
¢
.
v
]
'
o ]
.
1
'
1
'
'
'
.
.
R SR
'
‘
i
'
T
‘.
'
'
'
T PN N
O
e

ol e S R 84
‘K / ’V\/\:”‘\ﬂv’\/\v/\’\_[ﬁ’l\!
Modulo FFT
: | i
beconneans depdoiinas <]
'. ......... 4'; .......... J. - -
Frequenza

Fig. 47

2.2.6. Le medie

Nelle applicazioni di processamento del segnale vi & spesso una signifi-
cativa quantita di rumore presente nelle misure. La tecnica statistica stan-
dard per migliorare la stima di un valore consiste nell’effettuare delle me-
die. Le medie possono essere fatte nel dominio del tempo o nel dominio
delle frequenze. Quando il segnale & ripetitivo ed il rumore & casuale, se &
disponibile un segnale di sincronizzazione (segnale di trigger) per unifi-
care I'istante di inizio dei vari records, ciog¢ delle varie storie temporali

(time histories) che devono essere mediate, le medie si possono effettuare-

nel dominio del tempo (la procedura ¢ comunemente chiamata linear ave-
raging). Poiché il rumore della misura tenge_ﬂa_;i_cssm;eugaggg}g € ad avere
valor medio nullo, i contribito del rumore alla media @ ridotto; inoltre la
natura ripetitiva del segnale di interesse rinforza il suo contributo alla me-
dia (fig. 46). Gli effetti sono tanto pid marcati quanto maggiore ¢ il nume-

ro di medie.
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, i effettua invece soltan-
{0 una media fra i corrispondenti componenti dello spettro (procedura co-
munemente chiamata 1 RMS _averaging o Power averaging) determinando
"ampiezza media dello spettro e ignorando le differenze di fase che pos-
$0no esistere fra gl spettri.
Fin qui si sono considerate acquisizionj del se
tuamente esclusivi , come indicato nella fig. 48a.

Poiché, gli attuali analizzatori sono in grado di calcolare la DFT i un
tempo brevissimo, inferjore al ciclo dj ca

gnale con campioni mu-

mpionamento, si puo iniziare una
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T divido in n record per effettuare Je medie), nel caso dj processamento se-
; quenziale &:

Tempo di

racfolta dei T, = bAt n

dati

dove:

b =numero di punti acquisiti per record (blocksize)
At = intervallo dj campionamento
mentre nel caso dj Processamento con Sovrapposizione ¢&:

Senza sovrapposizione

S
Qo i e T = bAL {1+ [1 = (100)] (n_1))

dove:
e P = percentuale dj Sovrapposizione.
Errore relativo Si potrebbe dimostrare che gli andamenti de] tempo di raccolta dej dati

Fig. 49

nuova valutazione della DFT appena finita la precedente, utilizzando di

volta in volta gli ultimi N valori acquisiti, anche se alcuni dj essj sono gia

stati usati nella trasformata precedente (fig. 48b). 11 risultato dj queste me-

die con sovrapposizioni (overlap averaging) sono spettri pili avviati rispet-

to a quelli che si otterrebbero usando solo una volta ogni dato campionato.
Le motivazioni per effettuare medie con sovrapposizione sono:

cui elevata ampiezza potrebbe comprimere ]a Visualizzazione delle altre
componenti frequenzialj aventi ampiezze minori.

s b Se si esaminano glj effetti della conversi ico-digi il ru-
* fare miglior uso di un insieme di dati gia acquisiti, effettuando un nume- g one analogico-digitale, i] ry

ro maggiore di medie;

* ridurre il tempo richiesto per acquisire un nuovo insieme di dati, mante- gfaf’te idonee procedu‘r\e di progetto; tuttavia vi sona due principalj cause
nendo il livello richiesto di significativita statistica: oAby CEC 500 piu legate al processo che all’hardware: esse sono j]
* considerando la presenza di una finestra di pesatura (ad es. di Han- —= “time Jitter” e il rumore dj quantizzazione. 11 time jitrer s manifesta ad
ning), fare, mediante una elevata sovrapposizione (ad es. 50%), un m| esemplg quaqdo una forma d’onda analogica attiva up trigger che abilitg |
glior uso dei dati permettendo a tutti i valori (eccettuati i primi e gli ulti- porta di acquisizione, Per vari motivi, fra cuj Ia presenza di rumore ne| se-
mi punti del record complessivo dei dati) di partecipare in modo uguale gnale analogico ]’istante in cui si raggiunge il livello di trigger puo essere
alla determinazione delle medie finali. leggermente differente in successive finestre della Stessa forma d’onda (up
analogo problema, pero legato all’hardware anziché, al processo, potrebbe
In genere non si va oltre il 75% dj sovrapposizione perché la correla- essere dovuto a instability pe] clock del convertitore). Le ampiezze dj va.
zione fra gli spettri contigui diviene talmente elevata da impedire ulterjori riazione dovute al time Jitter sono legate alla pendenza dx/dr de] segnale in
incrementi della significativita della media. prossimit3 dell’istante dj trigger; se talj variazioni dj pendenza sono dovy-
La durata totale di acquisizione T, corrispondente al complesso degli n [€ a rumore e, come ¢ ragionevole, tale rumore ha valor medio nullo, effet-
record necessari ad effettuare 7 medie (ciog a quello che successivamente tuare delle medie attenua gli effetti del time Jitter (fig. 50).
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SEGHALE COM JITTER

SEGNALE CON JITTER
CAMPIONATO E DIGITALIZZATO

] i r ' [ !

A |

IL RISULTATO DELLE MEDIE

ANNmAN

Fig. 50

Passando ad esaminare I’errore di quantizzazione, esso in linea di
principio & inerente alla lunghezza finita della parola del convertitore A/D
€ non ¢ di tipo aleatorio. Ad esempio, considerando la digitalizzazione di
due funzioni temporali a rampa (fig. 51), mentre la rampa superiore non
viene alterata dal campionamento, quella inferiore, come accade in gene-
rale, ¢ soggetta a lievi errori rispetto all’andamento tratteggiato per effetto
dei fatto che i livelli assumibili dall’uscita del convertitore sono in nume-
ro finito, ancorché elevato. 11 segnale analogico, intrinsecamente continuo,
viene codificato digitalmente con numeri binari di NV bit e quindi quantiz-
zato su 2V livelli,

La fig. 51 & ovviamente solo indicativa nelle scale, per motivi di chia-
rézza, in quanto in realti un tipico convertitore A/D potrebbe avere ad
esempio 512 punti nella finestra temporale (ascisse) ed avere una parola a
10 bit, cio¢ tale da poter esprimere 210 = 1024 livelli digitali (ordinate).
La quantizzazione introduce un errore additivo inversamente proporziona-
le al numero di bit usati per la codifica. Ovviamente un convertitore a 16
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bit & pil costoso, ma causa un errore di quantizzazione inferiore rispetto
ad uno a 10 bit, purché, ovviamente, se ne faccia un uso corretto, ciog si
regoli correttamente il guadagno del preamplificatore de] segnale che & a
monte del convertitore, in modo che fornisca un segnale sufficientemente
intenso da utilizzare gran parte dei bit disponibil (anziché lasciarli inuti-
lizzati dopo averlj pagati!). Nella pratica, in alcuni casi, pud rivelarsi
ugualmente utile effettuare delle medie. Se ad esempio si & contempora-
neamente in presenza dij jitter, se il jitter & casuale (random) anche I’errore
di quantizzazione tende a divenire un rumore dj quantizzazione con un ca-
rattere casuale (come sj comprende pensando di attribuire un jitter casuale
alla rampa precedentemente considerata). Il successo delle tecniche di me-
dia & perd legato a due condizioni: 1) che vi sia abbastanza rumore addj-
zionale (rumore o jitter) da iniettare una qualche aleatoriets nell’errore dj
quantizzazione e portare il livello totale di rumore a] di sopra di 2 0 3 |i-
velli digitali; 2) che la media del segnale sia fatta con un mezzo di calcolo
avente una maggiore risoluzione (minor errore di quantizzazione) rispetto
al convertitore A/D (ad esempio un minicomputer con parola a 16 bit per
mediare i dati di un convertitore A/D con parola a 10 bit).
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2.2.7. Le tecniche Z00m

Un altro problema che Pud presentars;j nell’esecuzione di una DFT puo
essere quello di ypg insufficiente risoluzione jp frequenza (3 esempio

nell’esame di vibrazion; di strutture Poco smorzate e quingj dotate di pjc-
chi molto stretti nella funzione g; risposta in frequenza), Specialmente
nell’estremo dj bassa frequenza dell’intervallo g; frequenze (in cy; la di-
Stanza fra linee Spettrali rappresentg un valore percentyale maggiore dejla
frequenza in esame),

tervallo dj frequenze d; interesse; esga consiste nej concentrare le Jinee
Spettrali (256, o 400, ecc.) in una Stretta banda faifs €/ ax inVece che fra

€ Jrnax- Vi S0N0 varj modi per farlo; uno di questj ¢ basato sy] produrre un
aliasing controllato. Con riferimento alla fig. 52, ¢ Si vuole Zoomare
nell’intervallo compreso tra h ol & applica un filtro Passa-banda come

indicato nejlg fig. 52b, sj campiona i] segnale d’ ingresso cop frequenza

DFT fra zero Bl
Cosi i componenti dj frequenza, Inizialmente presenti fra i E J, risulte-
ranno spostati Specularmente fra () A =) (fig. 53) ma la DTF avry una
Mmaggiore risoluzjone in quanto Jo Stesso numero dj linee spettrajj & pre-
Sente nell’intervallo 0+, - J| che & minore dell’intervalo originario 0.
Un altro modo per effettuare ung DFT zoom consiste nello Spostare Je

b) :

Fig. 52
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X(t) = A sin wt

il prodotto Per cos w ¢ fornisce

2.2.8. Le densit3 Spettrali dj potenza, qj energia, ﬂ’autospettro

* Si faccia riferimento ad Un segnale continug e si definisca S.. (f) la tra-
sformata dj Fourier della funzione g;j autocorrelazione

S (f) = fRu( e Wity
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Rum = [ 5, (e s

Por = 0 R.\',\' (r= O) 7 f S.\‘.\'(f)df

—co

ma essendo

R(T=0)=E[x2] & wed- .f/./af{/lg’(.(:—&
si ha

=[5 ar

da cui si vede che S.. (f) & una densita dj distribuzione [il valore medio

dei quadrati dei valori della funzione x(1) & I’area sottesa al grafico della .

S, (D] e prende quindi il nome di densita spettrale dj potenza (PSD =
Power Spectral Density o AutoPower Spectral Density); si esprime in

(EU?Hz). E la densita dj distribuzione della media dej quadratj della x.
I grafici della PSD in funzione della frequenza vengono chiamati spettri

di potenza.

La PSD pud essere espressa in funzione della trasformata di Fourier del
segnale x (7).

Si pud dimostrare che, dato un segnale casuale ed estratto up record
temporale k-esimo X,(?) di durata finita 7T dal record globale, si ha

1 1
= i ——— 2 | i _ ks 2
Questo consegue dalla relazione di Parseval:

energia totale = fxi’-( 1)dt = T IX(f)12df

—c0

da cui

energia totale i e
= = l X2(1)dt = = | 1X(7)rdf

—o0

potenza totale =

e da quest’ultimo integrale si vede che
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X))
r i

= densita di potenzq = S

Le operazioni di limite e dj valore atteso derivano dal fatto che il se-
gnale ¢ casuale,

L’approssimazione che ¢ una stima della PSD &

Si usano ciog M insiemi dj dati e si valuta i “periodogramma” associa-
to con ciascuno di essi.
Nel caso della rasformata discretq dj Fourier, se si prende come defi-

nizione di X quella ricavata dalla trasformata continua valgono le stesse
formule:

i Ui 4 T |
Su(rAf) =—3 — X (rdf2 = —_ S (rdne s
e (74) M E, T Aalrd) M z;l Nar )

4T el AL S| xtmenmy [
= — —_— /i »
n=0 & n)e g M m=1 NAt n=0 o n)e i

m=1 NAt
Se invece si usa la definizione ricavata dalla serie dj Fourier, che diffe-
risce per un fattore 1/) al posto del coefficiente Az, occorrery un fattore

correttivo NAz = T davanti alle X ricavate dalla serie per avere le X ricava-
te dalla trasformata continua

S.rap=—§ L |y, 1 S, stmemi |
b . _Mm=l NAZ N n=0xne ¢4 %

1 M 1 A=l el g i
37 &,V 5 e =50 d muin

n=0 n=1
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isioni sioni dell’autospettro S0n0 EU2 cipe
X¥0) X(i) = XG)R ¢ 1 potenza associata al]’;-es

mo valore di frequenza.
la trasformata integrale ha dimension;j

EUMz=EU s e quindi le dimensjon; dell’a

Nel caso dj segnali continur,

EUzg
utospettro sono E{/2 2 e

Hz
potenza tempo o 5 :
= ? = densita spettraje di energia = ESp - Energy
z
Spectral Density. Dividendo per il tempo 7T sj ottiene, come sj & visto, la
EU2s2

EU?
= EU2% = o Moltiplicando |5 PSD per I’ampiezza
Z

dell’intervallo in frequenza (cio¢ dividendo ancora per i] tempo) si otten-
EU2H;

= EU?, cio si ottiene la potenza de] segnale.

s I —n

Analogamente g4 S.(f) si definisce S, la trasformata dj Fourier de]-
la funzione di mutyg correlazione, :

S.\',\'(f) = f R,\'_\'(T) e—jz ”ﬁdT

Analogamente ancora:

1

La S,,(f) & chiamata d
(cross spectraj density).

Dalle propriets dj simmetria de]le funzionj dj

ensita spettrale mutua (o incrociata) di potenza

Sx",(-f) = S{v*(f) T va(f)
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¥ Si esamini ora Ia risposta di un sistema lineare.
- fig 54, detta h(t) la risposta all’impulso, si ha:

Le funzioni a8 Sx), sono definite nell’intervallo (=eo,+20) € sono quindi
dette bilaterali. Puo essere comodo definire delle density spettrali di poten-
G (fle G,.(f) monolaterali, cios non nulle solo per frequenze positive

25.(f) f>0
G.\'x(f) = S,\-xm f= 0
0 i)
251 >0
G*\(ﬂ S.n'm f= 0
& f<0

complesse., Ny
La parte reale C.(f) e la parte immaginaria Q..(f) della G _(f) si chia-

Mano rispettivamente funzione g densita spettrale in coincidenza (o cg-

Spettro) e funzione di densitd spettrale in quadratura (o quad-spec-
trum)

G"'.\'(f) = C\'.\v(f‘) 50, Ql‘:‘.(_f)

‘_\,-rs~2.2_9. La risposta dej sistemi lineari

Y1) = h(t)*x(1)
Y(f) = H(f) X(f)

In pratica, tuttavia, si usano metodi alternativi per misurare H(f), per
ridurre il rumore non correlato, mediante medie.

Se si moltiplica per X*(f) si ha:

X*(f) Y(f)=H(f)X*(f)X(f)

ossia
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(1) = 20052 & _& . CL)( :
s4) {(AﬁA,) cos(z ke )+(Ak—Ai)ZSan(?LI+%‘>J‘COSQ(%J[+—<§—"'——d/)

1 - cos2a

5 1 +cos2a
Sin-~o =

coslq =
2 2

I +cos(wt + )

S¥(p) = [(Ak + Ai)7 i (Ak B A’,)ZI - COS(a)dt + qu) J ’

2 2
1+ cos(wt + © =2¢)
2
A AP A+ A (A, ~A) (4, -A)
= + cos(wpt+ @)+ —0 = L h TE
2 ‘ 5

1 +cos(wt+ ¢ —

: COS(w([[ + (P(I)] ( : QD: le) =
2

_ [ AL+ A+ 2AA + A2 +A-24A, A2 +A2+ 24 A, - A2 - A2+ 244,

2 # 2

I+cos(wt+ ¢ —
- cos(w,t + %)J (@rz %720 .

, , 1+ -
= [(47 + 4D + 24,4 cos(af + ¢,)] — ot F €= 20)_
2

AZ+ A2

AL A7
=————+AAcos(wt + ®,) +

cos(a)st +o-2¢) +

2
+ AkAl.cos(wdt + @ )cos(w,t + ®,—2Y)
=(k+i)0.) w, =(k—i)a)
A2 + A2 D
20 = A AZ+ A2

+ AAcos[(k - Dwpt + @] +

- cos[(k + z)a) t+ o = 2] + AAA cos[(k - Dwpt + @

+ o -2 ACOS[(k + D 1 +
k=1+1
A%+ A2 A2 + A2
Sz(t)=—é~—+AAcos[wt+<p/]+ k2 !

- cos[(2i + Do,

I+ ¢ = 2¢y] + AAcos(w,t + 2
+ ¢~ 2] ! 1COSLwpt + @ leos[(2i + 1wt +
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La pulsazione del segnale modulante, che fornisce la pulsazione Wy,
del difetto, puo essere determinata con una trasformazione di Fourier
applicata all’inviluppo del segnale portante.

L'inviluppo di un segnale puo essere ottenuto per via analogica median-
te raddrizzamento del segnale (elevazione al quadrato) e filtraggio passa-
basso del segnale raddrizzato. Frequentemente I’inviluppo & oftenuto per

altro via, cioé mediante trasformata di Hilbert.
2.4.3. La trasformata di Hilbert e I'inviluppo di un segnale

Si definisce trasformata di Hilbert (1) = ¥ [x(¢)] di una funzione
temporale x(f) I’espressione

1 1 x(7)
O =% [x(D] = —x(t)’r fm dr
w t—T
dove * indica convoluzione.
La trasformata inversa di Hilbert ¢
1 L1 X
x(1) = # -1 [X(®)] = —X(1)*— = — [~ ——dr
T 1 w -

Le trasformate di Hilbert godono di alcune importanti proprieta, verifi-
cabili per sostituzione.

Indicando con X(f) la trasformata di Fourier di x()

FIHD)] = - jX(P £>0
F[xn)] =0 f=0
F[x()] = + jX() f<0

ossia F[X(1)] = — jX(Hsgn(f)

Infatti
B 1 N 1 3 . 1
——x(t) = F| x(t)*—

[ } = — jsgn(f)

539




Ricordando che 1a trasformata di Fourier di una convolu

zione ¢ il pro-
dotto delle trasformate di Fourier, si ha: g

FLX0] = X(P[~jsgn(n] = JX(Nsgn(f)

La x(t) e la sua trasformata
(=00, 00 ): [ x(DF(1)dst = 0,

Inoltre se si effettua due volte la trasfo
zioni piuttosto generali si ha:

di Hilbert sono ortogonali nell’intervallo

rmazione di Hilbert, sotto condi-

(1) = —x(2)

La trasformata di Hilbert € un utile mezzo per ricavare I’

X inviluppo
una forma d’onda. Infatti s; pud dimostrare che Pinviluppo

¢ dato da

di

eny x(t) = \x2(1) + 32 ®
Se si definisce segnale analitico X ,(#) ’espressione

X,(8) = x(2) + j%(2)

Pinviluppo ¢ il modulo del segnale analitico

xX(8) + jx(1)l = VX)) + 22 (6) = eny x(1)

Per verificare che 1a precedente definizione di inviluppo soddisfi il no-
Stro concetto intuitivo dj inviluppo esaminiamo il caso semplice in cuj

x(t) = A(t)coswot
Xt)= [A(t)cosmoz] = A(t)sinwot

Infatti
1
@[A(z‘)coswoz} = @[A(Z)COSZW‘OI] = —2—[A(f+f0) +AFF-£)]
1
FIEO] =~ sgn(p) 7 [AF+1) + Alf=F]=
21 1

=~ 77 AT+ 1) + A(F~ £)lsgn(p = % [AT+ 1) + A= £)Isen(p)
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FUFXON = %) = 9"{%’”(}‘) 511- [AG+f) + A(f—fo)]] =
1

=g@+§{Av+ﬁ>—AG—&H}=AUNMZWN=AUﬁMw&
7)

env x(t) = lx, (D1 = 1x(2) + j%@) = IA(t)coswot +jA(t)sincuotl =

= A1)yt + A2Dsiray = VA1) (costgt + sinwt) = A()

che & proprio cio che si intende con inviluppo.
La proprieta che lega le trasformate di Hilbert alle trasformate di

Fourier facilita le procedure di calcolo, Se la si applica al segnale analiti-
co si ha:

Flx, (0] = X, () = Flx(z) + j%(0)] = X(P) + JI=jXsgn(H] = X(P[1 + sgn(p)]

Xa(f) = ZX(f) f> 0
=X()  f=0
=0 f<0

X(t) = Im{F-'[X (]}

1ali_relazioni permettono un immediato calcolo della trasformata _di
Hilbert e dell’inviluppo.

3. Le caratteristiche dello stato di salute delle macchine,

il monitoraggio delle macchine ed i criteri di giudizio
delia vibrazione

3.1. Le caratteristiche dello stato di salute delle macchine

La temperatura & prevalentemente un indicatore della condizione di
funzionamento della macchina, cios del carico sotto cui essa sta lavoran-
do; tuttavia essa in molti casi puo essere anche un indicatore dello stato dj
salute della stessa.

Infatti la temperatura di parete di un carter di un riduttore a ingranaggi
pud segnalare difetti di lubrificazione (mancanza o tipo inadeguato di
olio) o, in condizioni estreme, il suo stato meccanico, la temperatura della
carcassa di una pompa pud segnalare cavitazione o danneggiamento degli
anelli di usura, la temperatura di un cuscinetto a rotolamento pud indicare
difetti di lubrificazione o, in condizioni estreme, il suo stato meccanico,
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