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V

+

Forze agenti sul profilo alare

𝐿, 𝐷,𝑀 = 𝑓 geometria profilo, 𝛼, 𝜆,𝑀𝑎, 𝑅𝑒, 𝑉, 𝑆

C.P.
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Forze agenti sul profilo alare

𝜆 =
𝑏2

𝑆
=

𝑏2

0
𝑏
𝑐 d𝑏

Allungamento (aspect ratio)

Nel caso di ala rettangolare (c = cost.): 𝜆 =
𝑏2

𝑐 ∙ 𝑏
=
𝑏

𝑐
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V

+

Forze agenti sul profilo alare

𝐿, 𝐷,𝑀 = 𝑓 geometria profilo, 𝛼, 𝜆,𝑀𝑎, 𝑅𝑒, 𝑉, 𝑆

𝐿 = 𝐶𝐿 𝜌
𝑉
2

2
𝑆 𝐷 = 𝐶𝐷 𝜌

𝑉
2

2
𝑆 𝑀 = 𝐶𝑀 𝜌

𝑉
2

2
𝑆𝑐
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V

+

Forze agenti sul profilo alare

𝐶𝐿 , 𝐶𝐷 , 𝐶𝑀 , = 𝑓 geometria profilo, 𝛼, 𝜆,𝑀𝑎, 𝑅𝑒

𝐿 = 𝐶𝐿 𝜌
𝑉
2

2
𝑆 𝐷 = 𝐶𝐷 𝜌

𝑉
2

2
𝑆 𝑀 = 𝐶𝑀 𝜌

𝑉
2

2
𝑆𝑐
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V

+

Forze agenti su profilo di ala rettangolare (λ = b/c)

di lunghezza unitaria (S = c  1)

𝐿 = 𝐶𝐿 𝜌
𝑉
2

2
𝑐 𝐷 = 𝐶𝐷 𝜌

𝑉
2

2
𝑐 𝑀 = 𝐶𝑀 𝜌

𝑉
2

2
𝑐2

𝐶𝐿 , 𝐶𝐷 , 𝐶𝑀 , = 𝑓 geometria profilo, 𝛼, 𝜆,𝑀𝑎, 𝑅𝑒
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Forze agenti sul profilo alare
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Forze agenti sul profilo alare
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Localizzazione del Centro di Pressione

b’c/4

b

C.P.

𝑀𝐶.𝑃. = 0 = 𝑀 + 𝐿 𝑏 = 𝐶𝑀 𝜌
𝑉
2

2
𝑐2 + 𝐶𝐿 𝜌

𝑉
2

2
𝑐 𝑏 =

= 𝑀𝑐/4 + 𝐿 𝑏′ = 𝐶𝑀𝑐/4
𝜌
𝑉
2

2
𝑐2 + 𝐶𝐿 𝜌

𝑉
2

2
𝑐 𝑏′
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𝑀 + 𝐿 𝑏 = 𝐶𝑀 𝜌
𝑉
2

2
𝑐2 + 𝐶𝐿 𝜌

𝑉
2

2
𝑐 𝑏 = 0 → 𝑏 = −

𝐶𝑀
𝐶𝐿

𝑐

𝑀𝑐/4 + 𝐿 𝑏′ = 𝐶𝑀𝑐/4
𝜌
𝑉
2

2
𝑐2 + 𝐶𝐿 𝜌

𝑉
2

2
𝑐 𝑏′ = 0 → 𝑏′ = −

𝐶𝑀𝑐/4

𝐶𝐿
𝑐

Localizzazione del Centro di Pressione

b’c/4

b

C.P.
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𝑀𝑐/4 = 𝑀 + 𝐿 𝑏 − 𝐿 𝑏′ = 𝑀 + 𝐿 𝑐/4

𝐶𝑀𝑐/4
𝜌
𝑉
2

2
𝑐2 = 𝐶𝑀 𝜌

𝑉
2

2
𝑐2 + 𝐶𝐿 𝜌

𝑉
2

2
𝑐
𝑐

4
→ 𝐶𝑀𝑐/4

= 𝐶𝑀 +
𝐶𝐿
4

Localizzazione del Centro di Pressione

b’c/4

b

C.P.



Prof. P. R. Spina     “Fluidodinamica delle macchine”, Laurea Magistrale in Ingegneria Meccanica

Influenza dell’allungamento λ

𝜆 ↓ → 𝐶𝐿 = cost. ቊ
𝐶𝐷 ↑
𝛼 ↑
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Influenza della geometria della linea media
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Influenza della distribuzione di spessori
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Influenza della forma del naso
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Distribuzione di pressione sui profili

V

+
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Distribuzione di pressione sui profili (fluido non viscoso τ = 0)

𝐑 = ර

profilo

−𝑝 𝐧 𝑑𝑆 = න

LE
ventre

TE

𝑝 𝐧 𝑑𝑆 − න

LE
dorso

TE

𝑝 𝐧 𝑑𝑆
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𝑁 = න

LE
ventre

TE

𝑝 𝑐𝑜𝑠𝜗 𝑑𝑆 − න

LE
dorso

TE

𝑝 𝑐𝑜𝑠𝜗 𝑑𝑆

𝑐𝑜𝑠𝜗 𝑑𝑆 = 1 ∙ 𝑑𝑥𝑐

Distribuzione di pressione sui profili (fluido non viscoso τ = 0)



Prof. P. R. Spina     “Fluidodinamica delle macchine”, Laurea Magistrale in Ingegneria Meccanica

𝑁 = න

LE
ventre

TE

𝑝 𝑑𝑥𝑐 − න

LE
dorso

TE

𝑝 𝑑𝑥𝑐 = න

LE

TE

∆𝑝 𝑑𝑥𝑐

Distribuzione di pressione sui profili (fluido non viscoso τ = 0)
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V

𝑁 = න

LE
ventre

TE

𝑝 𝑑𝑥𝑐 − න

LE
dorso

TE

𝑝 𝑑𝑥𝑐 = න

LE

TE

∆𝑝 𝑑𝑥𝑐

Distribuzione di pressione sui profili (fluido non viscoso τ = 0)

𝑑𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝛼 𝑑𝑥𝑐

Per α piccoli (< ⁓15 °)

𝑑𝑥 ≈ 𝑑𝑥𝑐
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V

𝑁 = න

LE

TE

∆𝑝 𝑑𝑥𝑐 = න

LE

TE

∆𝑝
𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠𝛼
≈ න

LE

TE

∆𝑝 𝑑𝑥 = 𝐿

Distribuzione di pressione sui profili (fluido non viscoso τ = 0)

𝑑𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝛼 𝑑𝑥𝑐

Per α piccoli (< ⁓15 °)

𝑑𝑥 ≈ 𝑑𝑥𝑐
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Distribuzione di pressione sui profili

𝑐𝑝 = 𝑦 =
𝑝 − 𝑝∞

𝜌
𝑉∞
2

2
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Effetto della comprimibilità sulle prestazioni dei profili

𝑝0∞ = 𝑝∞ + 𝜌
𝑉∞
2

2
= 𝑝0 = 𝑝 + 𝜌

𝑉2

2
→ 𝑝0∞−𝑝 = 𝜌

𝑉2

2

Fluido incomprimibile non viscoso

Fluido comprimibile non viscoso

𝑝0∞ = 𝑝0 = 𝑝 1 +
𝛾 − 1

2
𝑀2

𝛾
𝛾−1

𝑝0∞ − 𝑝 = 𝑝 1 +
𝛾 − 1

2
𝑀2

𝛾
𝛾−1

− 1 , 𝑝 = 𝜌𝑅𝑇
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Fluido comprimibile non viscoso

𝑝0∞ − 𝑝 = 𝜌𝑅𝑇 1 +
𝛾 − 1

2
𝑀2

𝛾
𝛾−1

− 1 =

=
𝜌

𝛾

𝑉2

2
2
𝛾𝑅𝑇

𝑉2
1 +

𝛾 − 1

2
𝑀2

𝛾
𝛾−1

− 1 =

= 𝜌
𝑉2

2

2

𝛾

1

𝑀2
1 +

𝛾 − 1

2
𝑀2

𝛾
𝛾−1

− 1

Effetto della comprimibilità sulle prestazioni dei profili

>1

per M < 1 (flusso subsonico)
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Effetto della comprimibilità sulle prestazioni dei profili

𝑝0∞ − 𝑝 inc = 𝜌
𝑉2

2

Fluido incomprimibile non viscoso

Fluido comprimibile non viscoso

𝑝0∞ − 𝑝 c = 𝜌
𝑉2

2

2

𝛾

1

𝑀2
1 +

𝛾 − 1

2
𝑀2

𝛾
𝛾−1

− 1

>1

per M < 1 (flusso subsonico)
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Effetto della comprimibilità sulle prestazioni dei profili

𝑝0∞ − 𝑝 c > 𝑝0∞ − 𝑝 inc → 𝑝 c < 𝑝 inc

A parità di V risulta quindi che:

𝑝 c = 𝑝0∞ − 𝜌
𝑉2

2

2

𝛾

1

𝑀2
1 +

𝛾 − 1

2
𝑀2

𝛾
𝛾−1

− 1

>1

per M < 1 (flusso subsonico)

𝑝 inc = 𝑝0∞ − 𝜌
𝑉2

2
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Effetto della comprimibilità sulle prestazioni dei profili

𝑝0∞ − 𝑝 c > 𝑝0∞ − 𝑝 inc → 𝑝 c < 𝑝 inc

A parità di V risulta quindi che:

V

𝑝∞ − 𝑝

𝜌
𝑉∞
2

2

𝑝 − 𝑝∞

𝜌
𝑉∞
2

2
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Effetto della comprimibilità sulle prestazioni dei profili

Regola di Prandtl – Glauert (M  Mcr):

V

𝑝∞ − 𝑝

𝜌
𝑉∞
2

2

𝑝 − 𝑝∞

𝜌
𝑉∞
2

2

𝐶𝐿 =
𝐶𝐿 𝑀∞=0

1 −𝑀∞
2
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Al crescere di M aumentano le velocità sul profilo fino a quando, 

per M = Mcr, in un punto del dorso del profilo viene raggiunta la 

velocità del suono.

Mcr = f (geometria profilo, α)

Effetto della comprimibilità sulle prestazioni dei profili
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Effetto della comprimibilità sulle prestazioni dei profili
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Effetto della comprimibilità sulle prestazioni dei profili
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Profili per flussi supersonici

Per M > 1:

𝐶𝐿 =
4 𝛼

𝑀∞
2 − 1
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Correzione delle prestazioni al variare dell’allungamento λ

𝜆 ↓ → 𝐶𝐿 = cost. ቊ
𝐶𝐷 ↑
𝛼 ↑
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I vortici che trasportano il 

fluido dal ventre al dorso si 

prolungano dietro l’ala in 

due vortici controrotanti che 

generano una velocità 

indotta w

Correzione delle prestazioni al variare dell’allungamento λ

𝑤

𝑉∞
=
𝐷𝑖
𝐿
= 𝑡𝑔𝜑

𝛼′ = 𝛼 − 𝜑
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Ipotizzando una distribuzione ellittica della portanza per unità di 

lunghezza, risulta che:

Correzione delle prestazioni al variare dell’allungamento λ

𝐷𝑖 = 𝐿
𝑤

𝑉∞
=

𝐿2

𝜋𝑏2𝜌
𝑉∞
2

2

= 𝐶𝐿𝜌
𝑉∞
2

2
𝑆
𝐶𝐿𝜌

𝑉∞
2

2
𝑆

𝜋𝑏2𝜌
𝑉∞
2

2

=
𝐶𝐿
2𝑆

𝜋𝑏2
𝜌
𝑉∞
2

2
𝑆

𝑤 =
𝐿

𝜋𝑏2𝜌
𝑉∞
2

𝐶𝐷𝑖 =
𝐶𝐿
2

𝜋𝜆
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La resistenza globale di un profilo è la somma della resistenza 

indotta e della resistenza di profilo (somma della resistenza 

superficiale e della resistenza di forma) dovuta alla viscosità del 

fluido

Correzione delle prestazioni al variare dell’allungamento λ

𝐶𝐷 = 𝐶𝐷𝑖 + 𝐶𝐷𝑝 =
𝐶𝐿
2

𝜋𝜆
+ 𝐶𝐷𝑝

Presi due profili uguali su ali di diverso allungamento, il coefficiente 

di resistenza di profilo risulta praticamente indipendente da λ

𝐶𝐷𝑝 = 𝐶𝐷1 −
𝐶𝐿
2

𝜋𝜆1
= 𝐶𝐷2 −

𝐶𝐿
2

𝜋𝜆2
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Correzione delle prestazioni al variare dell’allungamento λ

𝐶𝐷2 = 𝐶𝐷1 +
𝐶𝐿
2

𝜋

1

𝜆2
−

1

𝜆1

𝑤

𝑉∞
= 𝑡𝑔𝜑 ≈ 𝜑

𝜑 ≈
1

𝑉∞

𝐿

𝜋𝑏2𝜌
𝑉∞
2

=

=
𝐶𝐿𝜌

𝑉∞
2

2
𝑆

𝜋𝑏2𝜌
𝑉∞
2

2

=
𝐶𝐿
𝜋𝜆
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Due profili uguali su ali di diverso allungamento presentano la stessa 

portanza se presentano uguali valori dell’angolo α’

Correzione delle prestazioni al variare dell’allungamento λ

𝛼′ = 𝛼1 − 𝜑 1 = 𝛼1 −
𝐶𝐿
𝜋𝜆1

= 𝛼2 − 𝜑 2 = 𝛼2 −
𝐶𝐿
𝜋𝜆2

𝛼2 = 𝛼1 +
𝐶𝐿
𝜋

1

𝜆2
−

1

𝜆1
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Ogni galleria del vento ha le sue relazioni più adatte per effettuare la 

correzione delle prestazioni in funzione di λ

Correzione delle prestazioni al variare dell’allungamento λ

𝐶𝐿2 = 𝐶𝐿1

𝐶𝐷2 = 𝐶𝐷1 +
𝐶𝐿
2

0.96 𝜋

1

𝜆2
−

1

𝜆1

𝛼2 = 𝛼1 +
𝐶𝐿

0.96 𝜋

1

𝜆2
−

1

𝜆1

Molto utilizzate sono le relazioni di Prandtl-Betz
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𝐶𝐿∞ = 𝐶𝐿𝜆

𝐶𝐷∞ = 𝐶𝐷𝜆 −
𝐶𝐿
2

0.96 𝜋 𝜆

𝛼∞ = 𝛼𝜆 −
𝐶𝐿

0.96 𝜋 𝜆

Per ala con λ = 

Correzione delle prestazioni al variare dell’allungamento λ

Per i profili NACA generalmente le prestazioni sono rilevate su ali 

con λ = 6 e la relazione proposta per correggere i risultati per ali con 

λ =  è la seguente:

𝑑𝐶𝐿
𝑑𝛼

𝜆=∞

=
1

0.96

𝑑𝐶𝐿
𝑑𝛼

𝜆=6

λ = 

λ = 6
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Profili NACA (National Advisory Committee for Aeronautics)

Equazione della distribuzione di spessori di profili NACA a 4 cifre

𝑦𝑡 =

𝑠max
𝑐

0.20
0.2969 𝑥 − 0.1260 𝑥 − 0.3516 𝑥2 + 0.2843 𝑥3 − 0.1015 𝑥4
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Profili NACA a 4 cifre – Distribuzione spessori
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Profili NACA a 4 cifre – Linee medie
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α0

CL

α

(CL)α = 0

Correzione delle prestazioni al variare di (smax/c)

Il tratto rettilineo della curva CL = f (α) 

può essere espresso con la relazione:

𝐶𝐿 = 𝑚
𝑠max

𝑐 1
+ 𝑛 𝛼

con:

𝑚 =
𝑐

𝑠max 1

𝐶𝐿 𝛼=0

𝑛 = −
1

𝛼0
𝑚

𝑠max

𝑐 1
= −

𝐶𝐿 𝛼=0

𝛼0
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CL

α

(CL)α = 0

α0

Correzione delle prestazioni al variare di (smax/c)

Per un diverso valore di (smax/c)2, il 

tratto rettilineo della curva CL = f (α) 

può essere espresso con la relazione:

𝐶𝐿 = 𝑚
𝑠max

𝑐 2
+ 𝑛 𝛼

con:

𝑚 =
𝑐

𝑠max 1

𝐶𝐿 𝛼=0

𝑛 = −
1

𝛼0
𝑚

𝑠max

𝑐 1
= −

𝐶𝐿 𝛼=0

𝛼0

𝑠max

𝑐
↑

𝑠max

𝑐
↓
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t

t

Vy1

Vx2

Vy2

Vx1

F

Relazione di Kutta - Joukowsky

Flusso:

• stazionario

• incomprimibile

• non viscoso

• irrotazionale

• ad energia totale 

costante

Schiera formata da un 

numero infinito di pale 

di lunghezza infinita

F = - F': forza esercitata dal fluido

F'          : forza esercitata sul fluido

x

y
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t

t

Vy1

Vx2

Vy2

Vx1

F

Relazione di Kutta - Joukowsky

Bilancio di massa:

21

222111

    xx

xx

VtVt

VAVA





=

=

xxx VVV ==



21

F = - F': forza esercitata dal fluido

F'          : forza esercitata sul fluido

x

y
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t

t

Vy1

Vx2

Vy2

Vx1

F

Relazione di Kutta - Joukowsky

Bilancio della quantità di moto 

in direzione x:

( )

( ) 0           

 

2
1

2
2

21
''

=-=

=-+=

xx

xx

VVt

pptFF



( )21
'  pptFF xx -=-=

F = - F': forza esercitata dal fluido

F'          : forza esercitata sul fluido

x

y
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t

t

Vy1

Vx2

Vy2

Vx1

F

Relazione di Kutta - Joukowsky

Bilancio della quantità di moto 

in direzione y:

( )12
''    yyxyy VVtVFF -== 

( )12
'    yyxyy VVtVFF --=-= 

F = - F': forza esercitata dal fluido

F'          : forza esercitata sul fluido

x

y
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t

t

Vy1

Vx2

Vy2

Vx1

F

Relazione di Kutta - Joukowsky

Bilancio dell'energia:

( )( )1212

2
1

2
2

21

2
2

2
22

2
1

2
11

 
2

             

2

22

yyyy

yy

yxyx

VVVV

VV
pp

VVpVVp

+-=

=
-

=-

+
+=

+
+







x

y
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t

t

Vy1

Vx2

Vy2

Vx1

F

Relazione di Kutta - Joukowsky

( )12  yy VVt --=

Circolazione del vettore 

V lungo la linea chiusa 

tratteggiata:

x

y
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t

t

Vy1

Vx2

Vy2

Vx1

F

Relazione di Kutta - Joukowsky

Le componenti della 

forza F lungo x e y

assumono la forma:

( )

( )( )

( )
2

      

  
2

     

 

12

1212

21

yy

yyyy

x

VV

VVVVt

pptF

+
-=

+-=

=-=





( )

x

yyxy

V

VVtVF

=

=--=

 

   12





x

y
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t

t

Vy1

Vx2

Vy2

Vx1

F

Relazione di Kutta - Joukowsky

Facendo tendere il passo t

all'infinito, la circolazione Γ

attorno al profilo mantiene 

comunque un valore finito 

diverso da zero:





==

==

yyy

xxx

VVV

VVV

12

12

Il profilo tende quindi al 

profilo isolato dove:

( )

12

12

per 

  

yy

yy

VVt

VVt

→→

--=

== VVV 12

x

y
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Relazione di Kutta - Joukowsky

Per profilo isolato, facendo coincidere la direzione di V∞ con la 

direzione x,  risulta:

( )
( )

0
2

  
12

21 =
+

-=-=
yy

x

VV
pptF 


 === Vc

V
CLF Ly  

2
 

2



( )  == VVV xx    ,   0 ,V




=

Vc
CL

 

2
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Campi potenziali di velocità

Flusso uniforme con velocità parallela all'asse x (in coordinate 

cartesiane ortogonali):

xV  0=

0

0

0

=



=

=



=

=



=

z
V

y
V

V
x

V

z

y

x



Prof. P. R. Spina     “Fluidodinamica delle macchine”, Laurea Magistrale in Ingegneria Meccanica

Campi potenziali di velocità

Sorgente e pozzo (in coordinate polari o cilindriche):

rm ln  =

La sola componente di velocità diversa da zero è Vr:

r

m

r
Vr =




=

(m > 0) (m < 0)
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Campi potenziali di velocità

Dipolo o doppietta: è un campo di velocità costituito da una sorgente e 

un pozzo di intensità uguali (e contrarie) posti a distanza 2a.

0→a
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Sovrapposizione di campi potenziali di velocità 2D

Sovrapposizione di un flusso uniforme e di una sorgente:

linea di corrente

V

punto di ristagno
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Sovrapposizione di campi potenziali di velocità 2D

Sovrapposizione di un flusso uniforme e di una sorgente:

La linea di corrente passante per il punto di ristagno può essere 

considerata come un contorno solido impermeabile (in quanto la 

velocità vi è punto per punto tangente)

La singolarità (sorgente) si trova all’interno di tale linea di corrente

linea di corrente

V

punto di ristagno
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Sovrapposizione di campi potenziali di velocità 2D

Sovrapposizione di un flusso uniforme e di un dipolo (o doppietta):

V

punti di ristagno
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Sovrapposizione di campi potenziali di velocità 2D

Sovrapposizione di un flusso uniforme e di un dipolo (o doppietta):

punti di ristagno

V

0→a
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Sovrapposizione di campi potenziali di velocità 2D

Sovrapposizione di un flusso uniforme e di un dipolo (o doppietta):

V
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Sovrapposizione di campi potenziali di velocità 2D

Sovrapposizione di un vortice ad un flusso uniforme e un dipolo:


V

𝐿 = 𝜌 Γ𝑉∞ = 𝐶𝐿 𝜌
𝑉∞
2

2
𝑐
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Trasformazione conforme di Joukowski

profilo circolare con centro nell’origine

 = 𝑧 +
𝑎2

𝑧

Trasformazione conforme che 

permette di passare dal piano 

complesso z = x + i y  al piano 

complesso  =  + iη
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Trasformazione conforme di Joukowski

profilo circolare con centro nell’origine

 = 𝑧 +
𝑎2

𝑧

4a

a

Trasformazione conforme che 

permette di passare dal piano 

complesso z = x + i y  al piano 

complesso  =  + iη



Prof. P. R. Spina     “Fluidodinamica delle macchine”, Laurea Magistrale in Ingegneria Meccanica

V
α

Trasformazione conforme di Joukowski

profilo circolare con centro nell’origine

𝐿 = 𝜌 Γ𝑉∞ = 𝐶𝐿 𝜌
𝑉∞
2

2
𝑐

𝐶𝐿 = 2𝜋 𝑠𝑒𝑛𝛼
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Trasformazione conforme di Joukowski

profilo circolare con centro decentrato sull’asse x

 = 𝑧 +
𝑎2

𝑧
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αV

Trasformazione conforme di Joukowski

profilo circolare con centro decentrato sull’asse x

𝐿 = 𝜌 Γ𝑉∞ = 𝐶𝐿 𝜌
𝑉∞
2

2
𝑐

𝐶𝐿 = 2𝜋 1 +
𝜀

𝑎
𝑠𝑒𝑛𝛼
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Trasformazione conforme di Joukowski

profilo circolare con centro decentrato

β

a + ε

 = 𝑧 +
𝑎2

𝑧
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Trasformazione conforme di Joukowski

profilo circolare con centro decentrato

 = 𝑧 +
𝑎2

𝑧β

a + ε
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Trasformazione conforme di Joukowski

profilo circolare con centro decentrato

𝐶𝐿 = 2𝜋 1 +
𝜀

𝑎
𝑠𝑒𝑛 𝛼 + 𝛽

 = 𝑧 +
𝑎2

𝑧β

a + ε

𝛽 = −𝛼0
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Trasformazione conforme di Joukowski

𝐶𝐿 = 2𝜋 1 +
𝜀

𝑎
𝑠𝑒𝑛 𝛼 + 𝛽

Per angoli d’attacco α piccoli, considerando che β = - α0, risulta:

𝐶𝐿 = 2𝜋 1 +
𝜀

𝑎
𝛼 − 𝛼0 = 2𝜋 1 +

𝜀

𝑎
𝑖
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Teoria aerodinamica dei profili sottili

La linea media del profilo viene sostituita da una distribuzione di 

vortici che induce una circolazione 

 = න

0

𝑐

𝛾 𝑑𝑥 = න

0

𝑐

𝑉𝑢 − 𝑉𝑙 𝑑𝑥
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Teoria aerodinamica dei profili sottili

La componente lungo y della velocità indotta nel generico punto P 

dal vortice infinitesimo posizionato in x vale: 

𝑑𝑣𝑥P =
𝛾 𝑑𝑥

2𝜋 𝑥 − 𝑥P
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Teoria aerodinamica dei profili sottili

L’intera linea di vortici indurrà pertanto globalmente nel punto P la 

componente di velocità v lungo y

𝑣𝑥P = න

0

𝑐
𝛾 𝑑𝑥

2𝜋 𝑥 − 𝑥P
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Teoria aerodinamica dei profili sottili

Dato che la componente di velocità u lungo x della velocità indotta 

è trascurabile, la velocità risultante V tra la velocità indisturbata V

e la velocità indotta v deve essere in ogni punto tangente alla linea 

media 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑉∞ 𝑠𝑒𝑛 𝛼 + 𝑣

𝑉∞ 𝑐𝑜𝑠 𝛼
= 𝑡𝑔𝛼 +

𝑣

𝑉∞ 𝑐𝑜𝑠 𝛼
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Teoria aerodinamica dei profili sottili

Per angoli d’attacco α piccoli

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑉∞ 𝑠𝑒𝑛 𝛼 + 𝑣

𝑉∞ 𝑐𝑜𝑠 𝛼
= 𝑡𝑔𝛼 +

𝑣

𝑉∞ 𝑐𝑜𝑠 𝛼
≈ 𝛼 +

𝑣

𝑉∞
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Teoria aerodinamica dei profili sottili

L’equazione integrale (1) lega la circolazione  per unità di 

lunghezza alla componente v lungo y della velocità indotta nel 

punto P dalla linea di vortici

L’equazione (2) lega a sua volta la componente v lungo y della 

velocità indotta nel punto P dalla linea di vortici alla pendenza della 

linea media in P (dy/dx)P , all’angolo d’attacco α e alla velocità V∞

𝑣𝑥P = න

0

𝑐
𝛾 𝑑𝑥

2𝜋 𝑥 − 𝑥P
1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝛼 +

𝑣

𝑉∞
2
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Teoria aerodinamica dei profili sottili

Combinando le equazioni (1) e (2) è possibile legare la distribuzione 

di vortici  = f (x) alla geometria della linea media dy/dx, all’angolo 

d’attacco α e alla velocità V∞

𝑑𝑦

𝑑𝑥
P

= 𝛼 +
𝑣

𝑉∞
= 𝛼 +

1

𝑉∞
න

0

𝑐
𝛾 𝑑𝑥

2𝜋 𝑥 − 𝑥P

Dati geometria della linea media, α e V∞ è possibile determinare la 

circolazione intorno al profilo sottile e la corrispondente portanza

𝐿 = 𝐶𝐿 𝜌
𝑉∞
2

2
𝑐 = 𝜌 Γ𝑉∞ = 𝜌 𝑉∞න

0

𝑐

𝛾 𝑑𝑥
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Dati geometria della linea media, α e V∞ è possibile determinare la 

circolazione intorno al profilo sottile e la corrispondente portanza

Teoria aerodinamica dei profili sottili

𝐿 = 𝐶𝐿 𝜌
𝑉∞
2

2
𝑐 = 𝜌 Γ𝑉∞ = 𝜌 𝑉∞න

0

𝑐

𝛾 𝑑𝑥

il coefficiente di portanza, l’angolo di portanza nulla e il coefficiente 

di momento

𝐶𝐿 =
2Γ

𝑐𝑉∞
= 2𝜋 𝛼 − 𝛼0 = 2𝜋 𝑖

𝛼0 ° ≈ −
𝑦𝑐 𝑚𝑎𝑥

𝑐
100

𝐶𝑀𝑐/4
≈ −2.5

𝑦𝑐 𝑚𝑎𝑥

𝑐
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Sovrapposizione degli effetti aerodinamici

Con un’accuratezza accettabile dal punto di vista ingegneristico, si 

può assumere che la distribuzione di velocità attorno ad un profilo 

possa essere determinata come somma di tre contributi 

𝑐𝑝
0 =

𝑝0 − 𝑝

𝜌
𝑉∞
2

2

=
𝑉

𝑉∞

2

=
𝑣

𝑉∞
±
∆𝑣

𝑉∞
±
∆𝑣𝑎
𝑉∞

2

𝑝0 = 𝑝 + 𝜌
𝑉2

2
= 𝑝0∞ = 𝑝∞ + 𝜌

𝑉∞
2

2
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Sovrapposizione degli effetti aerodinamici

𝑐𝑝
0 =

𝑝0 − 𝑝

𝜌
𝑉∞
2

2

=
𝑉

𝑉∞

2

=
𝑣

𝑉∞
±
∆𝑣

𝑉∞
±
∆𝑣𝑎
𝑉∞

2

contributo distribuzione di spessori (distribuzione di velocità sul 

profilo simmetrico con stessa distribuzione di spessori, investito con 

angolo d’attacco nullo)

𝑣

𝑉∞

∆𝑣

𝑉∞

∆𝑣𝑎
𝑉∞

contributo linea media (distribuzione di velocità sul profilo sottile 

coincidente con la linea media, investito con angolo d’attacco ideale)

contributo angolo d’attacco (distribuzione di velocità che determina 

un coefficiente di portanza aggiuntivo       )𝐶𝐿0
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Sovrapposizione degli effetti aerodinamici

𝐶𝐿0 = 1



Prof. P. R. Spina     “Fluidodinamica delle macchine”, Laurea Magistrale in Ingegneria Meccanica

Sovrapposizione degli effetti aerodinamici

𝐶𝐿0
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Sovrapposizione degli effetti aerodinamici

∆𝑐𝑝
0=

𝑣

𝑉∞
+
∆𝑣

𝑉∞
+ 𝑓 𝛼

∆𝑣𝑎
𝑉∞

2

−
𝑣

𝑉∞
−
∆𝑣

𝑉∞
− 𝑓 𝛼

∆𝑣𝑎
𝑉∞

2

=

=
𝑉d
𝑉∞

2

−
𝑉v
𝑉∞

2

𝐶𝐿 =
𝐿

𝜌
𝑉∞
2

2
𝑐

= න

0

𝑐
𝑝v − 𝑝d

𝜌
𝑉∞
2

2
𝑐

𝑑𝑥 =න

0

𝑐
𝑝v − 𝑝d −𝑝0 + 𝑝0

𝜌
𝑉∞
2

2
𝑐

𝑑𝑥 =

=
1

𝑐
න

0

𝑐

𝑐𝑝d
0 − 𝑐𝑝v

0 𝑑𝑥 =
1

𝑐
න

0

𝑐
𝑉d
𝑉∞

2

−
𝑉v
𝑉∞

2

𝑑𝑥
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Sovrapposizione degli effetti aerodinamici

𝑓 𝛼 =
𝐶𝐿 − 𝐶𝐿𝑖
𝐶𝐿0

=
𝑘 𝛼 − 𝛼0 − 𝑘 𝛼𝑖 − 𝛼0

𝑘∆𝛼
=
𝛼 − 𝛼𝑖
∆𝛼

𝛼 =
𝐶𝐿 − 𝐶𝐿𝑖
𝐶𝐿0

∆𝛼 + 𝛼𝑖 , 𝐶𝐿=
𝛼 − 𝛼𝑖

∆𝛼
𝐶𝐿0 + 𝐶𝐿𝑖

𝐶𝐿𝑖 =
1

𝑐
න

0

𝑐
𝑣

𝑉∞
+
∆𝑣

𝑉∞

2

−
𝑣

𝑉∞
−
∆𝑣

𝑉∞

2

𝑑𝑥

𝑘 =
𝐶𝐿𝑖

𝛼𝑖 − 𝛼0

𝛼0 ° ≈ −
𝑦𝑐 𝑚𝑎𝑥

𝑐
100

→ ∆𝛼 =
𝐶𝐿0
𝑘

α0

CL

α

(CL)α = 0

αi

CL

α

CLi f(α)  α

f(α) CL0
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Sovrapposizione degli effetti aerodinamici

𝑓 𝛼 =
𝐶𝐿 − 𝐶𝐿𝑖
𝐶𝐿0

=
𝑘 𝛼 − 𝛼0 − 𝑘 𝛼𝑖 − 𝛼0

𝑘∆𝛼
=
𝛼 − 𝛼𝑖
∆𝛼

𝐶𝐿𝑖 =
1

𝑐
න

0

𝑐
𝑣

𝑉∞
+
∆𝑣

𝑉∞

2

−
𝑣

𝑉∞
−
∆𝑣

𝑉∞

2

𝑑𝑥

∆𝛼 ≈
𝐶𝐿0
2𝜋

𝛼 =
𝐶𝐿 − 𝐶𝐿𝑖
𝐶𝐿0

∆𝛼 + 𝛼𝑖 , 𝐶𝐿=
𝛼 − 𝛼𝑖

∆𝛼
𝐶𝐿0 + 𝐶𝐿𝑖

α0

CL

α

(CL)α = 0

αi

CL

α

CLi f(α)  α

f(α) CL0
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t

t

Vy1

Vx2

Vy2

Vx1

F

Coefficiente di portanza di un profilo in schiera

Flusso:

• stazionario

• incomprimibile

• non viscoso

• irrotazionale

• ad energia totale 

costante

Schiera formata da un 

numero infinito di pale 

di lunghezza infinita

F = - F': forza esercitata dal fluido

F'          : forza esercitata sul fluido

x

y
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t

t

Vy1

Vx2

Vy2

Vx1

F

Bilancio di massa:

21

222111

    xx

xx

VtVt

VAVA





=

=

xxx VVV ==



21

F = - F': forza esercitata dal fluido

F'          : forza esercitata sul fluido

x

y

Coefficiente di portanza di un profilo in schiera



Prof. P. R. Spina     “Fluidodinamica delle macchine”, Laurea Magistrale in Ingegneria Meccanica

t

t

Vy1

Vx2

Vy2

Vx1

F

Bilancio della quantità di moto 

in direzione x:

( )

( ) 0           

 

2
1

2
2

21
''

=-=

=-+=

xx

xx

VVt

pptFF



( )21
'  pptFF xx -=-=

F = - F': forza esercitata dal fluido

F'          : forza esercitata sul fluido

x

y

Coefficiente di portanza di un profilo in schiera
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t

t

Vy1

Vx2

Vy2

Vx1

F

Bilancio della quantità di moto 

in direzione y:

( )12
''    yyxyy VVtVFF -== 

( )12
'    yyxyy VVtVFF --=-= 

F = - F': forza esercitata dal fluido

F'          : forza esercitata sul fluido

x

y

Coefficiente di portanza di un profilo in schiera
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t

t

Vy1

Vx2

Vy2

Vx1

F

Bilancio dell'energia:

( )( )1212

2
1

2
2

21

2
2

2
22

2
1

2
11

 
2

             

2

22

yyyy

yy

yxyx

VVVV

VV
pp

VVpVVp

+-=

=
-

=-

+
+=

+
+







x

y

Coefficiente di portanza di un profilo in schiera
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t

t

Vy1

Vx2

Vy2

Vx1

F

( )12  yy VVt --=

Circolazione del vettore 

V lungo la linea chiusa 

tratteggiata:

x

y

Coefficiente di portanza di un profilo in schiera
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t

t

Vy1

Vx2

Vy2

Vx1

F

Le componenti della 

forza F lungo x e y

assumono la forma:

( )

( )( )

( )
2

      

  
2

     

 

21

1212

21

yy

yyyy

x

VV

VVVVt

pptF

+
-=

+-=

=-=





( )

x

yyxy

V

VVtVF

=

=--=

 

   12





x

y

Coefficiente di portanza di un profilo in schiera
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t

t

Vy1

Vx2

Vy2

Vx1

F

Nel caso di fluido non 

viscoso la forza risultante F

coincide con la portanza L:

( )

=

=























 +
+=

=+=

V

VV
V

FFL

yy

x

xy

    

2
    

2

212

22





x

y

Coefficiente di portanza di un profilo in schiera

Con V∞ si è indicata la velocità 

fittizia media tra le velocità di 

ingresso e uscita della schiera
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La circolazione può essere scritta come:


 == Vc

V
CL Ls  

2
 

2



c

t

V

V
C

y

Ls 


=
 

 2 

Coefficiente di portanza di un profilo in schiera

Γ = 𝑡 Δ𝑉𝑦

Il coefficiente di portanza del profilo in schiera risulta:
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Coefficiente di portanza di un profilo in schiera

𝐶𝐿𝑠 = 2
Δ𝑉𝑢
𝑉∞

𝑡

𝑐
= 2

𝑉𝑢2 − 𝑉𝑢1
𝑉∞

𝑡

𝑐

Schiera accelerante
x , a

y , u
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Coefficiente di portanza di un profilo in schiera

Schiera accelerante

𝐶𝐿𝑠 = 2
Δ𝑉𝑢
𝑉∞

𝑡

𝑐
= 2

𝑉𝑢2 − 𝑉𝑢1
𝑉∞

𝑡

𝑐

𝐶𝐿𝑠 = 2
𝑉𝑎 𝑐𝑜𝑡𝑔 𝛼2 − 𝑐𝑜𝑡𝑔 𝛼1

𝑉𝑎
𝑠𝑒𝑛 𝛼∞

𝑡

𝑐
=

= 2
𝑡

𝑐
𝑐𝑜𝑡𝑔 𝛼2 − 𝑐𝑜𝑡𝑔 𝛼1 𝑠𝑒𝑛 𝛼∞
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Coefficiente di portanza di un profilo in schiera

Schiera accelerante

𝑉𝑎 𝑐𝑜𝑡𝑔 𝛼∞ =
𝑉𝑢2 + 𝑉𝑢1

2
=

=
𝑉𝑎 𝑐𝑜𝑡𝑔 𝛼2 + 𝑐𝑜𝑡𝑔 𝛼1

2

𝑐𝑜𝑡𝑔 𝛼∞ =
𝑐𝑜𝑡𝑔 𝛼2 + 𝑐𝑜𝑡𝑔 𝛼1

2
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𝐶𝐿𝑠 = 2
𝑉𝑎 𝑐𝑜𝑡𝑔 𝛼1 − 𝑐𝑜𝑡𝑔 𝛼2

𝑉𝑎
𝑠𝑒𝑛 𝛼∞

𝑡

𝑐
=

= 2
𝑡

𝑐
𝑐𝑜𝑡𝑔 𝛼1 − 𝑐𝑜𝑡𝑔 𝛼2 𝑠𝑒𝑛 𝛼∞

Coefficiente di portanza di un profilo in schiera

Schiera decelerante

𝐶𝐿𝑠 = 2
Δ𝑉𝑢
𝑉∞

𝑡

𝑐
= 2

𝑉𝑢1 − 𝑉𝑢2
𝑉∞

𝑡

𝑐
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Coefficiente di portanza di un profilo in schiera

Per schiere rotoriche le relazioni sono le stesse, dove le velocità 

sono le velocità relative W e gli angoli sono gli angoli β tra le 

direzioni delle velocità relative W e la direzione periferica

Ad esempio, per schiera rotorica decelerante (macchina operatrice)
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Coefficiente di portanza di un profilo in schiera

Ad esempio, per schiera rotorica decelerante (macchina operatrice)

𝐶𝐿𝑠 = 2
Δ𝑊𝑢

𝑊∞

𝑡

𝑐
= 2

𝑊𝑢1 −𝑊𝑢2

𝑊∞

𝑡

𝑐
= 2

𝑊𝑎 𝑐𝑜𝑡𝑔 𝛽1 − 𝑐𝑜𝑡𝑔 𝛽2
𝑊𝑎

𝑠𝑒𝑛 𝛽∞

𝑡

𝑐
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Coefficiente di portanza di un profilo in schiera

Ad esempio, per schiera rotorica decelerante (macchina operatrice)

𝐶𝐿𝑠 = 2
𝑡

𝑐
𝑐𝑜𝑡𝑔 𝛽1 − 𝑐𝑜𝑡𝑔 𝛽2 𝑠𝑒𝑛 𝛽∞
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Coefficiente di portanza di un profilo in schiera

Ad esempio, per schiera rotorica decelerante (macchina operatrice)

𝑐𝑜𝑡𝑔 𝛽∞ =
𝑐𝑜𝑡𝑔𝛽2 + 𝑐𝑜𝑡𝑔𝛽1

2
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Coefficiente di portanza di un profilo in schiera

influenza della resistenza aerodinamica D

𝐹𝑢= 𝐿 𝑠𝑒𝑛 𝛽∞ ± 𝐷 𝑐𝑜𝑠 𝛽∞ = 𝜌𝑊𝑎𝑡 ∆ 𝑊𝑢

𝐹𝑎= 𝐿 𝑐𝑜𝑠 𝛽∞ ∓ 𝐷 𝑠𝑒𝑛 𝛽∞ = 𝑡 𝑝1− 𝑝2

Schiera accelerante

Schiera decelerante
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𝐹𝑢= 𝜌𝑊𝑎𝑡 ∆ 𝑊𝑢= 𝜌𝑊∞ 𝑠𝑒𝑛 𝛽∞ 𝑡 ∆ 𝑊𝑢=

= 𝐶𝐿𝑠 𝜌
𝑊∞

2

2
𝑐 𝑠𝑒𝑛 𝛽∞ ± 𝐶𝐷𝑠 𝜌

𝑊∞
2

2
𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝛽∞

Coefficiente di portanza di un profilo in schiera

influenza della resistenza aerodinamica D

Schiera accelerante

Schiera decelerante
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Coefficiente di portanza di un profilo in schiera

influenza della resistenza aerodinamica D

2
Δ𝑊𝑢

𝑊∞

𝑡

𝑐
= 𝐶𝐿𝑠 ± 𝐶𝐷𝑠 𝑐𝑜𝑡𝑔 𝛽∞

Schiera accelerante

Schiera decelerante



Prof. P. R. Spina     “Fluidodinamica delle macchine”, Laurea Magistrale in Ingegneria Meccanica

Coefficiente di portanza di un profilo in schiera

influenza della resistenza aerodinamica D

𝐹𝑢 𝐷 𝑟

𝐹𝑢 𝑟
=
𝑀𝐷

𝑀
=
𝐿 𝑠𝑒𝑛 𝛽∞ ± 𝐷 𝑐𝑜𝑠 𝛽∞

𝐿 𝑠𝑒𝑛 𝛽∞
= 1 ±

𝐶𝐷𝑠
𝐶𝐿𝑠

𝑐𝑜𝑡𝑔 𝛽∞

𝐹𝑎 𝐷

𝐹𝑎
=

∆𝑝 𝐷

∆𝑝
=
𝐿 𝑐𝑜𝑠 𝛽∞ ∓ 𝐷 𝑠𝑒𝑛 𝛽∞

𝐿 𝑐𝑜𝑠 𝛽∞
= 1 ∓

𝐶𝐷𝑠
𝐶𝐿𝑠

𝑡𝑔 𝛽∞

Schiera accelerante

Schiera decelerante
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Effetto schiera

𝐶𝐿𝑠 = 2
Δ𝑉𝑢
𝑉∞

𝑡

𝑐
= 𝐾𝐶𝐿

Per profilo sottile: 𝐾 =
𝐶𝐿𝑠
𝐶𝐿

=
2
Δ𝑉𝑢
𝑉∞

𝑡
𝑐

2 𝜋 𝑠𝑒𝑛 𝑖
=

Δ𝑉𝑢
𝑉∞ 𝜋 𝑠𝑒𝑛 𝑖

𝑡

𝑐

profilo schiera decelerante profilo schiera acceleranteprofilo isolato



Prof. P. R. Spina     “Fluidodinamica delle macchine”, Laurea Magistrale in Ingegneria Meccanica

Effetto schiera

𝐾 =
𝐶𝐿𝑠
𝐶𝐿

=
Δ𝑉𝑢

𝑉∞ 𝜋 𝑠𝑒𝑛 𝑖

𝑡

𝑐

𝐾 =
𝐶𝐿𝑠
𝐶𝐿

= 𝑓
𝑡

𝑐
, 𝛽



Prof. P. R. Spina     “Fluidodinamica delle macchine”, Laurea Magistrale in Ingegneria Meccanica

Effetto schiera

𝛽 = 𝛽∞ + 𝑖 = 𝛽∞ + 𝛼 + 𝛼0

𝛽𝑐 = 𝛽∞ + 𝛼 = 𝛽 − 𝛼0

Schiera decelerante

Schiera accelerante

𝛽 = 𝛽∞ − 𝑖 = 𝛽∞ − 𝛼 − 𝛼0

𝛽𝑐 = 𝛽∞ − 𝛼 = 𝛽 + 𝛼0
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Coefficiente d’effetto schiera di Weinig
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Schiera con profili che non si ricoprono (t > c cos βc) 

Individuazione della direzione di portanza nulla

t

come direzione di portanza nulla del profilo in schiera 

si può assumere quella del profilo isolato 
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Individuazione della direzione di portanza nulla

Schiera con profili che si ricoprono (t < c cos βc) 

t
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t

A

B

M

Individuazione della direzione di portanza nulla

Schiera con profili che si ricoprono (t < c cos βc) 

BM = MA

come direzione di portanza nulla del profilo in schiera 

si può assumere la retta passante per i punti MA


