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Flusso monodimensionale, stazionario, 

comprimibile di un gas perfetto in un 

condotto
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Flusso monodimensionale di un gas perfetto in un condotto
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Flusso monodimensionale di un gas perfetto in un condotto
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Bilancio di massa:

𝜌 + d𝜌 𝑉 + d𝑉 𝐴 + d𝐴 − 𝜌𝑉𝐴 = 0

Sviluppando i prodotti, trascurando 

gli infinitesimi di ordine superiore al 

primo, si ottiene:

𝑉𝐴 d𝜌 + 𝜌𝐴 d𝑉 + 𝜌𝑉 d𝐴 = 0 1

Dividendo membro a membro per ρVA si ottiene:

d𝜌

𝜌
+
d𝑉

𝑉
+
d𝐴

𝐴
= 0 1 ′

Flusso monodimensionale di un gas perfetto in un condotto

p, T, ρ

A,V

p + dp, T + dT,

ρ + dρ

A + dA,V + dV

x

dl

dAw

p + dp/2
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Dall’eq. di stato dei gas perfetti:

𝑝 = 𝜌 𝑅 𝑇

che differenziata fornisce:

d𝑝 = 𝑅𝑇 d𝜌 + 𝜌𝑅 d𝑇

Dividendo membro a membro per p=ρRT si ottiene:

d𝑝

𝑝
=
d𝜌

𝜌
+
d𝑇

𝑇
→

d𝜌

𝜌
=
d𝑝

𝑝
−
d𝑇

𝑇

che sostituita in (1)’ fornisce:
d𝑉

𝑉
+
d𝐴

𝐴
+
d𝑝

𝑝
−
d𝑇

𝑇
= 0 1 ′′

Flusso monodimensionale di un gas perfetto in un condotto

p, T, ρ

A,V

p + dp, T + dT,

ρ + dρ

A + dA,V + dV

x

dl

dAw

p + dp/2
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Bilancio della quantità di moto:

𝜌 + d𝜌 𝐴 + d𝐴 𝑉 + d𝑉 2 − 𝜌𝐴𝑉2 =

=𝐹

𝐹 = 𝑝𝐴 − 𝑝 + d𝑝 𝐴 + d𝐴 + 𝑝 +
d𝑝

2
d𝐴𝑤 𝑠𝑒𝑛𝜗 − 𝜏 d𝐴𝑤 𝑐𝑜𝑠𝜗

Flusso monodimensionale di un gas perfetto in un condotto

p, T, ρ

A,V

p + dp, T + dT,

ρ + dρ

A + dA,V + dV

x

dl

dAw

p + dp/2
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Flusso monodimensionale di un gas perfetto in un condotto

p, T, ρ

A,V

p + dp, T + dT, ρ + dρ

A + dA,V + dV

x

dl

dAw

p + dp/2

d𝐴𝑤 𝑠𝑒𝑛𝜗 = d𝐴

d𝐴𝑤 𝑐𝑜𝑠𝜗 =
4𝐴 d𝑙

𝐷ℎ
= d𝑆

dS

dA

ϑ
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Bilancio della quantità di moto:

𝜌 + d𝜌 𝐴 + d𝐴 𝑉 + d𝑉 2 − 𝜌𝐴𝑉2 =

=𝐹

𝐹 = 𝑝𝐴 − 𝑝 + d𝑝 𝐴 + d𝐴 + 𝑝 +
d𝑝

2
d𝐴𝑤 𝑠𝑒𝑛𝜗 − 𝜏 d𝐴𝑤 𝑐𝑜𝑠𝜗

𝜌 + d𝜌 𝐴 + d𝐴 𝑉 + d𝑉 2 − 𝜌𝐴𝑉2 =

= 𝑝𝐴 − 𝑝 + d𝑝 𝐴 + d𝐴 + 𝑝 +
d𝑝

2
d𝐴 − 𝜏 d𝑆

Flusso monodimensionale di un gas perfetto in un condotto

p, T, ρ

A,V

p + dp, T + dT,

ρ + dρ

A + dA,V + dV

x

dl

dAw

p + dp/2
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Bilancio della quantità di moto:

𝜌 + d𝜌 𝐴 + d𝐴 𝑉 + d𝑉 2 − 𝜌𝐴𝑉2 =
= 𝑝𝐴 − 𝑝 + d𝑝 𝐴 + d𝐴 +

+ 𝑝 +
d𝑝

2
d𝐴 − 𝜏 d𝑆

Sviluppando i prodotti, trascurando 

gli infinitesimi di ordine superiore al primo, si ottiene:

𝑉 𝑉𝐴 d𝜌 + 𝜌𝑉 d𝐴 + 2𝜌𝐴𝑉 d𝑉 + 𝐴d𝑝 + 𝜏 d𝑆 = 0

Da (1) risulta VA dρ+ρV dA=−ρA dV , che sostituita fornisce:

𝜌𝐴𝑉 d𝑉 + 𝐴d𝑝 + 𝜏 d𝑆 = 0 2

Flusso monodimensionale di un gas perfetto in un condotto

p, T, ρ

A,V

p + dp, T + dT,

ρ + dρ

A + dA,V + dV

x

dl

dAw

p + dp/2
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Dividendo membro a membro la (2) 

per A p, si ottiene:

d𝑝

𝑝
= −𝛾𝑀2

d𝑉

𝑉
−
𝛾 𝜏 d𝑆

𝜌𝑐2𝐴
2 ′

d𝑝

𝑝
= −

𝑉 d𝑉

Τ𝑝 𝜌
−
𝜏 d𝑆

𝐴𝑝

= −𝛾
𝑉2

Τ𝛾𝑝 𝜌

d𝑉

𝑉
−
𝛾

𝜌

𝜏 d𝑆

𝐴 Τ𝛾𝑝 𝜌

Flusso monodimensionale di un gas perfetto in un condotto

p, T, ρ

A,V

p + dp, T + dT,

ρ + dρ

A + dA,V + dV

x

dl

dAw

p + dp/2
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Bilancio dell’energia:

𝑐𝑝 d𝑇 + 𝑉 d𝑉 = 𝑐𝑝 d𝑇0 = d𝑞 3

Dividendo membro a membro per

cp T, si ottiene:

d𝑇

𝑇
=

d𝑞

𝑐𝑝𝑇
− 𝛾 − 1 𝑀2

d𝑉

𝑉
3 ′

d𝑇

𝑇
=

d𝑞

𝑐𝑝𝑇
−
𝑉 𝑑𝑉

𝑐𝑝𝑇
=

=
d𝑞

𝑐𝑝𝑇
− 𝛾 − 1

𝑉2

𝛾𝑅𝑇

d𝑉

𝑉

Flusso monodimensionale di un gas perfetto in un condotto

p, T, ρ

A,V

p + dp, T + dT,

ρ + dρ

A + dA,V + dV

x

dl

dAw

p + dp/2
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Combinando le relazioni (1)’’, (2)’ e (3)’

𝑀2−1
d𝑉

𝑉
=

d𝐴

𝐴
−

d𝑞

𝑐𝑝𝑇
−
𝛾 𝜏 d𝑆

𝜌𝑐2𝐴

d𝑉

𝑉
+
d𝐴

𝐴
+
d𝑝

𝑝
−
d𝑇

𝑇
= 0 1 ′′

d𝑝

𝑝
= −𝛾𝑀2

d𝑉

𝑉
−
𝛾 𝜏 d𝑆

𝜌𝑐2𝐴
2 ′

d𝑇

𝑇
=

d𝑞

𝑐𝑝𝑇
− 𝛾 − 1 𝑀2

d𝑉

𝑉
3 ′

si ottiene:

Flusso monodimensionale di un gas perfetto in un condotto
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Moto subsonico (M < 1)

𝑀2−1
d𝑉

𝑉
=

d𝐴

𝐴
−

d𝑞

𝑐𝑝𝑇
−
𝛾 𝜏 d𝑆

𝜌𝑐2𝐴

d𝐴 > 0 → d𝑉 < 0
d𝐴 < 0 → d𝑉 > 0
d𝑞 > 0 → d𝑉 > 0
d𝑞 < 0 → d𝑉 < 0

La presenza dell’attrito (τ > 0) fa accelerare un flusso subsonico

Flusso monodimensionale di un gas perfetto in un condotto
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Moto supersonico (M > 1)

𝑀2−1
d𝑉

𝑉
=

d𝐴

𝐴
−

d𝑞

𝑐𝑝𝑇
−
𝛾 𝜏 d𝑆

𝜌𝑐2𝐴

d𝐴 > 0 → d𝑉 > 0
d𝐴 < 0 → d𝑉 < 0
d𝑞 > 0 → d𝑉 < 0
d𝑞 < 0 → d𝑉 > 0

La presenza dell’attrito (τ > 0) fa decelerare un flusso supersonico

Flusso monodimensionale di un gas perfetto in un condotto
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Condizioni soniche (M = 1)

𝑀2−1
d𝑉

𝑉
=

d𝐴

𝐴
−

d𝑞

𝑐𝑝𝑇
−
𝛾 𝜏 d𝑆

𝜌𝑐2𝐴

• dA = 0: il condotto e convergente-divergente

• Il condotto è ad area costante e al gas viene fornita una quantità 

q sufficiente da far accelerare un moto subsonico oppure 

decelerare un moto supersonico fino a M = 1 

• Il condotto è ad area costante e gli attriti sono tali (ovvero la 

lunghezza del condotto è tale) da far accelerare un moto 

subsonico oppure decelerare un moto supersonico fino a M = 1 

Flusso monodimensionale di un gas perfetto in un condotto
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Flusso isentropico, monodimensionale, 

stazionario, comprimibile di un gas 

perfetto in un condotto di area variabile
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V0

p0

T0

Flusso isentropico, monodimensionale, di un gas perfetto 

in un condotto di area variabile
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Flusso isentropico, monodimensionale, di un gas perfetto 

in un condotto di area variabile

La velocità massica ha la seguente espressione:

V
RT

T

T

p

p

p
V

RT

p
V

A

M 0

0

0

0

 === 




























−

−
=

−








1

0

0 1  
1

2

p

p
TRV







 −−











=








=

1

0

1

00

p

p

p

p

T

T



Prof. P. R. Spina     “Fluidodinamica delle macchine”, Laurea Magistrale in Ingegneria Meccanica

Flusso isentropico, monodimensionale, di un gas perfetto 

in un condotto di area variabile
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Flusso isentropico, monodimensionale, di un gas perfetto 

in un condotto di area variabile
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Flusso isentropico, monodimensionale, di un gas perfetto 

in un condotto di area variabile
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Flusso isentropico, monodimensionale, di un gas perfetto 

in un condotto di area variabile
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Flusso isentropico, monodimensionale, di un gas perfetto 

in un condotto di area variabile: condizioni critiche
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Flusso isentropico, monodimensionale, di un gas perfetto 

in un condotto di area variabile: condizioni critiche
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Flusso isentropico, monodimensionale, di un gas perfetto 

in un condotto di area variabile: condizioni critiche
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Flusso isentropico, monodimensionale, di un gas perfetto 

in un condotto di area variabile
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Comportamento di un condotto convergente al variare 

delle condizioni a valle

V0 = 0

p0 = const.

T0 = const.

p/p0
p*/p0

(unchoked)

(choked)
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Comportamento di un condotto convergente al variare 

delle condizioni a valle

p/p0
p*/p0

(unchoked)

(choked)

p*/p0

p*/p0

pB/p0pB/p0

pe/p0
T0
p0
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Comportamento di un condotto convergente-divergente al 

variare delle condizioni a valle

V0 = 0

p0 = const.

T0 = const.

p/p0
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Comportamento di un condotto convergente-divergente al 

variare delle condizioni a valle

p/p0

V0 = 0

p0 = const.

T0 = const.

p*/p0 p*/p0

pe/p0 pTH/p0

pB/p0pB/p0pB/p0

T0

p0

p*/p0

overexpanded flow (6, 7)

underexpanded flow (9)
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Comportamento di un condotto convergente-divergente al 

variare delle condizioni a valle

p/p0

V0 = 0

p0 = const.

T0 = const.

p*/p0 p*/p0

pe/p0 pTH/p0

pB/p0pB/p0pB/p0

T0

p0

p*/p0
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Comportamento di un condotto convergente-divergente al 

variare delle condizioni a valle

p/p0

V0 = 0

p0 = const.

T0 = const.

p*/p0 p*/p0

pe/p0 pTH/p0
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Flusso adiabatico irreversibile, 

monodimensionale, stazionario, 

comprimibile di un gas perfetto

in un condotto di area variabile
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Flusso adiabatico irreversibile, monodimensionale, di un 

gas perfetto in un condotto di area variabile
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Il rapporto delle pressioni 

sonico nel caso adiabatico 

irreversibile è sempre 

minore del rapporto delle 

pressioni sonico isentropico



Prof. P. R. Spina     “Fluidodinamica delle macchine”, Laurea Magistrale in Ingegneria Meccanica

Flusso adiabatico irreversibile, monodimensionale, di un 

gas perfetto in un condotto di area variabile

























−

−
+

−
=

=


























 −
+

−






 −
+

−
=

=









−=

−

n

n

p

p
M

p

MT

T
MRT

T

T
TcV

1

i

2
i

i

i

2
ii

2
ii

i0

i0p

2

1
1  

1

 2
   

2

1
1

1 
2

1
1 

1

 2
   

1 2

















Prof. P. R. Spina     “Fluidodinamica delle macchine”, Laurea Magistrale in Ingegneria Meccanica

Flusso adiabatico irreversibile, monodimensionale, di un 
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La velocità massica ha la seguente espressione:
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Flusso adiabatico irreversibile di un gas perfetto in un 

condotto di area variabile: condizioni critiche
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Dato che n <  γ, il rapporto delle pressioni critico nel caso 

adiabatico irreversibile è sempre maggiore

del rapporto delle pressioni critico isentropico

Flusso adiabatico irreversibile di un gas perfetto in un 

condotto di area variabile: condizioni critiche
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Flusso adiabatico irreversibile di un gas perfetto in un 

condotto di area variabile: condizioni soniche
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Il rapporto delle pressioni 

sonico nel caso adiabatico 

irreversibile è sempre 

minore del rapporto delle 

pressioni sonico isentropico
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Flusso adiabatico irreversibile, monodimensionale, di un 

gas perfetto in un condotto di area variabile
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Ugello di spinta a geometria variabile
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Ugello di spinta a geometria variabile
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Ugello di turbina

Schiera di turbina con 

numero di Mach all'uscita 

Mu = 1.15
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Comportamento di due ugelli fissi in serie

(completa dissipazione dell'energia cinetica tra i due ugelli)
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Comportamento di due ugelli fissi in serie

(completa dissipazione dell'energia cinetica tra i due ugelli)
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Ṁ

p/p010 p2/p01 1p3/p01

I ugello

II ugello 

Comportamento di due ugelli fissi in serie

(completa dissipazione dell'energia cinetica tra i due ugelli)

I ugello in blocco per primo

Nel caso sia il I ugello ad andare in blocco per primo, questo 

fissa la portata massima elaborabile dai due ugelli in serie

 cr_II2I             MpM 
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Ṁ

p/p010 p2/p01 1p3/p01

I ugello

II ugello 

II ugello in blocco per primo

Comportamento di due ugelli fissi in serie

(completa dissipazione dell'energia cinetica tra i due ugelli)

Nel caso sia il II ugello ad andare in blocco per primo, questo 

fissa la portata massima elaborabile dai due ugelli in serie e il 

I ugello non andrà mai in blocco

 cr_II2I             MpM 
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Stadio di turbina come serie di due ugelli,

uno fisso e uno mobile
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Ṁ

0 p/p01 p2/p01 1p02r/p01p3/p01

I ugello

(fisso - statore)

II ugello (mobile - rotore)

Comportamento di due ugelli in serie,

uno fisso e uno mobile
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Ṁ

0 p/p01 p2/p01 1p02r/p01p3/p01

I ugello

(fisso - statore)

II ugello (mobile - rotore)

Comportamento di due ugelli in serie,

uno fisso e uno mobile

I ugello in blocco per primo
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Ṁ

0 p/p01 p2/p01 1p02r/p01p3/p01

I ugello

(fisso - statore)

II ugello (mobile - rotore)

Comportamento di due ugelli in serie,

uno fisso e uno mobile

I ugello in blocco per primo
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La portata massima elaborabile dallo stadio è fissata dallo statore 

e risulta indipendente da N
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Ṁ

0 p/p01 p2/p01 1p02r/p01p3/p01

I ugello

(fisso - statore)II ugello (mobile - rotore)

Comportamento di due ugelli in serie,

uno fisso e uno mobile

II ugello in blocco per primo
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Ṁ

0 p/p01 p2/p01 1p02r/p01p3/p01

I ugello

(fisso - statore)II ugello (mobile - rotore)

Comportamento di due ugelli in serie,

uno fisso e uno mobile

II ugello in blocco per primo
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Ṁ

0 p/p01 p2/p01 1p02r/p01p3/p01

I ugello

(fisso - statore)II ugello (mobile - rotore)

Comportamento di due ugelli in serie,

uno fisso e uno mobile

II ugello in blocco per primo
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Ṁ

0 p/p01 p2/p01 1p02r/p01p3/p01

I ugello

(fisso - statore)II ugello (mobile - rotore)

Comportamento di due ugelli in serie,

uno fisso e uno mobile

II ugello in blocco per primo
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La portata massima elaborabile dallo stadio è fissata dal rotore 

e risulta dipendere da N (se N cresce la portata massima cala)
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