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Equazioni del moto
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Approccio euleriano
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Equazione di bilancio di massa
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ρ𝑉𝑛 𝑑𝐴V V
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Equazione di bilancio di massa

In condizioni stazionarie:
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𝐴𝑖𝑛

ρ𝑉𝑛 𝑑𝐴 − න
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Equazione di bilancio della quantità di moto

𝐅 =
𝜕

𝜕𝑡
න

𝑐.𝑣.

ρ𝐕 𝑑 + න

𝑐.𝑠.

ρ𝐕 𝐕 ⋅ 𝐧 𝑑𝐴V
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Equazione di bilancio della quantità di moto

𝐅 = න

𝑐.𝑠.

ρ𝐕 𝐕 ⋅ 𝐧 𝑑𝐴

𝐅 =
𝜕

𝜕𝑡
න

𝑐.𝑣.

ρ𝐕 𝑑 + න

𝑐.𝑠.

ρ𝐕 𝐕 ⋅ 𝐧 𝑑𝐴V

In condizioni stazionarie:
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Equazione di bilancio della quantità di moto

in direzione x

𝐹𝑥 =
𝜕

𝜕𝑡
න

𝑐.𝑣.

ρ𝑉𝑥 𝑑 + න

𝐴𝑜𝑢𝑡

ρ𝑉𝑥 𝑉𝑛 𝑑𝐴 − න

𝐴𝑖𝑛

ρ𝑉𝑥 𝑉𝑛 𝑑𝐴V
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Equazione di bilancio della quantità di moto

in direzione x

𝐹𝑥 = න

𝐴𝑜𝑢𝑡

ρ𝑉𝑥 𝑉𝑛 𝑑𝐴 − න

𝐴𝑖𝑛

ρ𝑉𝑥 𝑉𝑛 𝑑𝐴

𝐹𝑥 =
𝜕

𝜕𝑡
න

𝑐.𝑣.

ρ𝑉𝑥 𝑑 + න

𝐴𝑜𝑢𝑡

ρ𝑉𝑥 𝑉𝑛 𝑑𝐴 − න

𝐴𝑖𝑛

ρ𝑉𝑥 𝑉𝑛 𝑑𝐴V

In condizioni stazionarie:
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dn

Equazione di bilancio dell'energia

(I principio della termodinamica per un sistema aperto)
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dn

Equazione di bilancio dell'energia

(I principio della termodinamica per un sistema aperto)
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dn

Equazione di bilancio dell'energia

(I principio della termodinamica per un sistema aperto)
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dn

Equazione di bilancio dell'energia

(I principio della termodinamica per un sistema aperto)
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dn

Equazione di bilancio dell'energia

(I principio della termodinamica per un sistema aperto)
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dn

Equazione di bilancio dell'energia

(I principio della termodinamica per un sistema aperto)
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Equazione di bilancio dell'energia in condizioni stazionarie

(c. s. coincide con la superficie interna del dispositivo)
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Equazione di bilancio dell'energia in condizioni stazionarie

(c. s. coincide con la superficie interna del dispositivo)
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Equazione di bilancio dell'energia in condizioni stazionarie

(c. s. coincide con la superficie interna del dispositivo)
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Equazione di bilancio dell'energia in condizioni stazionarie

(c. s. coincide con la superficie interna del dispositivo)

Forma differenziale entalpica: 𝑑ℎ + 𝑉𝑑𝑉 + 𝑔𝑑𝑧 = 𝑑𝑞 − 𝑑𝑙

ricordando che:

ℎ = 𝑢 + 𝑝𝑣 → 𝑑ℎ = 𝑑𝑢 + 𝑝𝑑𝑣 + 𝑣𝑑𝑝

𝑑𝑢 = 𝑑𝑞 − 𝑝𝑑𝑣 + 𝑑𝑅
𝑑𝑢 + 𝑝𝑑𝑣 = 𝑑𝑞 + 𝑑𝑅 = 𝑑𝑞𝑟𝑒𝑣 + 𝑑𝑞𝑖𝑟𝑟𝑒𝑣 =

= 𝑇𝑑𝑠𝑟𝑒𝑣 + 𝑇𝑑𝑠𝑖𝑟𝑟𝑒𝑣 = 𝑇𝑑𝑠

risulta: 𝑑ℎ = 𝑑𝑞 + 𝑑𝑅 + 𝑣𝑑𝑝
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Equazione di bilancio dell'energia in condizioni stazionarie

(c. s. coincide con la superficie interna del dispositivo)

si ottiene la forma meccanica:

𝑉𝑑𝑉 + 𝑔𝑑𝑧 + 𝑣𝑑𝑝 + 𝑑𝑅 + 𝑑𝑙 = 0

𝑑ℎ = 𝑑𝑞 + 𝑑𝑅 + 𝑣𝑑𝑝

ricordando che:

Forma differenziale entalpica: 𝑑ℎ + 𝑉𝑑𝑉 + 𝑔𝑑𝑧 = 𝑑𝑞 − 𝑑𝑙
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Significato fisico di

"flusso irrotazionale"
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Circolazione

( )  =+==
CC yxCz dl VdyVdxV dl  cos   tV

t
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Circolazione
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Circolazione
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Rotazione (2 dimensioni)
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La rotazione del fluido nel punto "O" è 

la velocità angolare media delle due 

"curve fluide" infinitesime dx e dy, tra 

loro perpendicolari all'istante t = 0
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Rotazione (3 dimensioni)
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In coordinate cartesiane ortogonali:
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Flusso rotazionale
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Flusso rotazionale

Flusso viscoso

xV

tempo t tempo t + dt

0V 
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Esempio di flusso irrotazionale: vortice libero

B
cost.  
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KrVrV

VVV r
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Esempio di flusso irrotazionale: vortice libero

cost.  
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La circolazione intorno a ciascun elemento 

non contenente l'origine è zero
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Esempio di flusso irrotazionale: vortice libero
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non contenente l'origine è zero
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Esempio di flusso irrotazionale: vortice libero
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Il flusso a vortice libero è ovunque irrotazionale eccetto per una 

singolarità nell'origine, dove la rotazionalità assume valore infinito 

La circolazione su ciascuna 

linea chiusa contenente 

l'origine è diversa da zero
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Flusso irrotazionale

0V =

è condizione necessaria affinché il campo vettoriale V sia conservativo
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Flusso irrotazionale

0V =

(funzione scalare potenziale di velocità) tale per cui:   =  V

In coordinate cartesiane ortogonali:
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è condizione necessaria affinché il campo vettoriale V sia conservativo
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Flusso irrotazionale

0V =

Vortice libero (coordinate cilindriche):
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(funzione scalare potenziale di velocità) tale per cui:   =  V

è condizione necessaria affinché il campo vettoriale V sia conservativo
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Vm

Funzione potenziale di velocità
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Vm

Funzione potenziale di velocità
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Vm

Funzione potenziale di velocità
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Equilibrio in direzione radiale

(flusso non viscoso)
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Equilibrio in direzione radiale
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Equilibrio in direzione radiale
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Sviluppando i prodotti, trascurando gli infinitesimi di ordine 
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dz

z

Vz

Vr

V

Vs

Equilibrio in direzione radiale

Nel caso in cui il moto del fluido si sviluppi su superfici di corrente 

cilindriche coassiali con l'asse z (Vr = 0, αs = 0, rs →) risulta:
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Tds
dpV

ddR
dpV

ddh
V
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Equazione di bilancio dell'energia in condizioni stazionarie

TdsTdsTdsdqdq

dRdq
dp

dhvdpdhpdvdu

irrevrevirrevrev =+=+=

=+=−=−=+

               



Nell'ipotesi in cui:   dq = 0   ,   dl = 0   ,   g dz = 0  

dldqdzg
V

ddh −=+












+  

2

2

risulta:
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Tds
dpV
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Equazione di bilancio dell'energia in condizioni stazionarie

Nel caso in cui il moto del fluido si sviluppi su superfici di corrente 

cilindriche coassiali con l'asse z (Vr = 0, V = [0 , V , Vz]
T) risulta:
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Tds
dpV
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Equazione di bilancio dell'energia in condizioni stazionarie

Nel caso in cui il moto del fluido si sviluppi su superfici di corrente 

cilindriche coassiali con l'asse z (Vr = 0, V = [0 , V , Vz]
T) risulta:
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Equilibrio in 

direzione radiale
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dr
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Equazione energetica del vortice

Per flussi non viscosi subsonici (assenza di onde d'urto), si può 

assumere che T ds/dr = 0, e quindi: 

( )
 Vr

dr

d

r

V

dr

dV
V

dr

dh z
z   0 +=
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Condizione di vortice libero

a) Nell'ipotesi di flusso ad energia totale costante lungo r (dh0/dr = 0) 

risulta:

( )
 Vr

dr

d

r

V

dr

dV
V

dr

dh z
z   0 +=

( ) 0  =+ 
 Vr

dr

d

r

V

dr

dV
V z

z

( ) 0 = 
 Vr

dr

d

r

V

b) Nell'ipotesi che anche Vz sia costante lungo r (dVz/dr = 0) risulta :

cost. =Vr
Condizione di 

vortice libero


