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Pendolo inverso — sistema didattico
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Pendolo inverso — ... con applicazioni reali
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Pendolo inverso con carrello - Modello

| | | | | | | | 11000 an

pag. 4

u(t)

La posizione dell’asta rispetto al carrello € individuata da 3 mentre x
individua la posizione del carrello.

L'azione di controllo & esercitata tramite la forza lineare u(t) applicata al
carrello.

Lo studio di tale sistema “didattico” € utile per le analogie con molte altre
applicazioni di controllo di vario genere (es. i sistemi guida missili, il

controllo di gru, il Segway® ecc.).
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Pendolo inverso con carrello - Modello
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Il sistema € composto da due sottosistemi: I'asta e il carrello.

L'asta e vincolata al carrello tramite una cerniera che vincola il movimento
alla rotazione attorno all’asse della cerniera (perpendicolare a xy).

Il carrello pud muoversi solo lungo l'asse x per I'azione di una forza u(t).
L'asta e il carrello interagiscono tramite una forza Fdi reazione, diretta
lungo l'asta, che pud essere scomposta in una componente verticale Ve
una componente orizzontale H.

Ipotesi semplificative: no attriti nella cerniera e fra carrello e piano
di scorrimento, masse concentrate nei baricentri, inerzia dell’asta

trascurabile.

Il modello del sistema si pud ottenere facendo bilanci di forza e coppia
sia per |'asta che per il carrello.
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Pendolo inverso con carrello - Modello
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N.B. Forze di reazione uguali ed opposte a causa del vincolo
dato dalla cerniera

QO v O %
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Pendolo inverso con carrello - Modello
| | | | | | [ ] [ ] | C 110000

Dinamica dell’asta

Dal bilancio delle forze sulla massa m (la massa dell’asta & supposta
trascurabile), si ottiene che:

m&'a:f’—|—m§

Tenendo conto che l'accelerazione di gravita e diretta nel senso

negativo dell’asse y e che H e V sono, rispettivamente, le componenti
lungo I'asse x e lungo l'asse y della forza F, il bilancio di forze puo
essere scritto come una coppia di equazioni che descrivono il
comportamento dell’asta lungo 'asse x e lungo |'asse v:

j—;(erLsinﬁ) =H
j—;(l,cosﬁ) =V —mg
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Pendolo inverso con carrello - Modello
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Il bilancio delle coppie ci da la seguente equazione:
JO =VLsin®— HLcos¥
Che, trascurando J, diventa: VL sin®Y = HLcos¥

La dinamica dell’asta, pertanto, € rappresentata dalle seguenti equazioni:

4

m;—;(x—kl,sinﬁ) =H

\ mj—;(Lcosﬁ) =V —mg

_ VLsin® = HLcos®
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Pendolo inverso con carrello - Modello
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Dinamica del carrello

La dinamica del carrello si ottiene semplicemente da:
—
— —
Ma. =u+ F4r

Siccome il carrello pud muoversi solo lungo |'asse x (le forze agenti
sono H e u), I'equazione che descrive la dinamica del carrello e:

Mi=u—H
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Pendolo inverso con carrello - Modello
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Svolgendo i calcoli, dalle equazioni dinamiche dell’asta, si trova che:

V(t) = mg — mLYsin® — mLY? cos ®
H(t) = mi+ mLYcosd — mLY? sin® -

sostituendo le espressioni di V(t) e di H(t) nel bilancio di coppia e nella
dinamica del carrello, si puo compattare il modello come segue:

( (M4 m)E -+ mLYcos® — mLY sin® = u(r)

mxcos®+ mLY — mgsind = 0

\
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Pendolo inverso con carrello - Modello
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Oppure, esprimendo le equazioni nella forma piu consueta per modelli
nello spazio degli stati:

( mLO? sin9—mg sin®cosO+u

M4-m sin? 9

X =

G — —mL3* sin®cos O+ (M+-m)gsind—ucosd
\ o (M+msin®®)L

che, ponendo

diventauna X — f(X? M) come segue...
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Pendolo inverso con carrello - Modello
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X1 =X»

min sinx3—mg sinx3 cCosx3+u
M+m sin2x3

.1573 — X4

—mlx?sinxzcosxs+(M-+m)gsinx;—ucosxs
4 8
(M+m sin? x3)L

X4 =
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Pendolo inverso con carrello — Controllo LQ
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I punti di equilibrio sono tutti i vettori % = [xg 00 0]"
con x4 qualunque, oppure: x, = [x;0 +T O]T

p —

che corrispondono ovviamente al pendolo sulla verticale verso |'alto
(instabile) o verso il basso (stabile).

Si puo notare che le approssimazioni lineari in queste due tipologie di
punti non dipendono da x,, inoltre sia nell’'equilibrio stabile che in quello
instabile il valore di equilibrio dell'ingresso € w,= 0

Questo significa che il problema di controllo lineare e relativamente piu
semplice che in altri tipi di problemi, nei quali le approssimazioni lineari
potrebbero essere differenti a seconda del punto di equilibrio e,
soprattutto, richiedere diverse condizioni "nominali” per l'ingresso.
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Pendolo inverso con carrello — Controllo LQ
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Considerando i punti di equilibrio Xp = [xd 00 O]T
con X4 qualunque, possiamo ottenere:

X:Ax—l—Bu

of

Con linearizzazione approssimata: x =~ x |[x_0u 0] X + au‘{x:()’u:o]u

Oppure, considerando che:
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Pendolo inverso con carrello — Controllo LQ
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Otteniamo: (o

X3 — X4
A4 = (Mnjf)gx — WL
Percio:
/0 1 0 0 0
A— 0 O —"ﬁ O\ B— ( %
10 O 0 1 o 0
M 1
\0 o Lo 0/ —m/
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Pendolo inverso con carrello — Controllo LQ
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Cerchiamo: u(t) = —Kx(r)

+ 0
tale da minimizzare: J = f (XTQX—|— uRu)dr
0

Se la coppia (A,B) e stabilizzabile, la soluzione al progetto LQ e:

K =R !'B’S
nella quale S € la soluzione della Equazione Algebrica di Riccati (ARE):

A'S+SA+Q—-SBR'B'S=0
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Pendolo inverso con carrello — Controllo LQ
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®» Schema di controllo con set-point diverso dall’origine

u,

x(t) = Ax(t) +Bult)

- C —

_X\-

Y- X

-
-

il W
/

®» Schema di controllo conu, = 0, x, = [x4,0,0,0]
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Pendolo inverso con carrello — Controllo LQ in Matlab
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Dato un modello Simulink con il solo sistema da controllare e nodi di I/O:

Pendolo Inverso

all'interno del quale le condizioni iniziali dello stato siano modificabili, &
possibile usare la funzione

[A,B,C,D] = linmod(‘nome modello sim’,..)

per ottenere le matrici A, B, C e D dell'approssimazione lineare.
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Pendolo inverso con carrello — Controllo LQ in Matlab
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Date le matrici A e B (C si suppone sempre lidentita, cioe lo stato
completamente misurabile, e D = 0) dell'approssimazione lineare in un
determinato punto di lavoro, e possibile progettare un controllore ottimo
con la funzione:

[K,S,E] = lfﬁ]l" (A,B,Q,R,N)
nella quale le matrici Q, R e N determinano la funzione costo:
] = f (xT0x + u"Ru + 2xTNu)dt
0

K & la matrice dei guadagni della retroazione dello stato, S € la soluzione
dell'equazione di Riccati ed E ¢ il vettore degli autovalori del sistema in
anello chiuso.
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Pendolo inverso con carrello — Controllo LQ in Matlab
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xp Kruvec T . ; > -
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> d
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Pe\wdulum
Disturbo esterno J-m
(treno di impulsi)
%1 :
ﬂ : | *&2 1 N.B.i blocchi f(u)
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| w o 1] w2 | funzioninon lineari
u * xDot 1
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Pendolo inverso con carrello — Controllo Sliding Mode
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Passo I - cancellazione parziale delle nonlinearita:
Applicando la legge di controllo:

u-: (M + msin’ X3)v— (mLxﬁ sinxy — mg sinxs COSX3)

si semplifica (tramite feedback) il modello (ancora non lineare) a:

. (’ -
(X1 =X \ X1 =X
. mLxﬁ sinxz—mg sinx3 cosxz+u .
2= M+msin® xa A2 =V
\ <
X3 = X4 X3 = X4
Y = —mlx3sinx; cosxs+(M+m)gsinxs—ucosxs . 2sinx3—VvCosxs
L 4= (M+msin®x3)L \ A4 = L




Pendolo inverso con carrello — Controllo Sliding Mode
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Passo II — Feedback Linearization (approssimata):
N.B. La linearizzazione completa input-state non e possibile!
Perd, se consideriamo come uscita del sistema la seguente

1+ sinx3
COS X3
si puo ottenere il sequente cambiamento di variabili (y = ®1(x) =z1)

(= Pa(x) = 22)

y = h(x) :xl—l—Lln<

2 1 3
— ( — )Lxﬁ+( f —2g) x4 —2xqtanxszv (= Dy(x) = z4)
COS~ X3 COS X3 COS~ X3 ~ ~ o
trascurato!

W =Ax)+ax)y =2

€ Uiy
@b Q
LI S
§ 3
§ :
pag. 22 wt :
e 5
L IEb <
‘ORE ER




Pendolo inverso con carrello — Controllo Sliding Mode
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Per completezza, le funzioni che compaiono nell’'ultima equazione sono:

filx) = Sec£x3) (g2 tan(xs) + 9ng42 sec(x3) tan(xz) + 507 x/ sec(x3)2 tan(xz)+

+g (3Lxs +2gcos(x3)) sin(xz)tan(xz)” + L7 x4* tan(x3)3)

scc(x3) (—g — 3Lxys” sce(x3) + (—3Lxy” — 2 g cos(x3)) sin(xz) tan(xz))
L

g1(x) =
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Pendolo inverso con carrello — Controllo Sliding Mode
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Passo III — progetto Sliding Mode Control

N.B. L'uscita sulla quale fare il tracking & quella definita in precedenza:

e=y—yy; (comunque yz;=0)

3
S(X,t) = (% + ?L) e
€+ 30+ 30 e+ Ae
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Pendolo inverso con carrello — Controllo Sliding Mode
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INFINE, poiche:

§ = e 130 43026+ A3

= Y43V 30+ A0y
= fi(x)+g1(x)v+ 30V 4+ 30%5+ 1y
= b(x)+a(x)v
Dalla precedente si puo verificare che la legge di controllo:
b
V= agg - Ksign (s)

porta il sistema in Sliding Mode sulla superficie s(x,t) con opportuno K
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