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Tecniche di controllo 

multivariabile

Controllo Ottimo
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Controllo Ottimo - Bibliografia

Bibliografia:

M. Tibaldi, Progetto di sistemi di controllo, Pitagora editrice,

Bologna,1995

Ringraziamenti: queste dispense sono state preparate utilizzando

materiale (testo e figure) gentilmente fornito dall’Ing. Luigi Biagiotti

e dal Prof. Roberto Zanasi dell’Università di Modena e Reggio

Emilia e dagli Ing. Marcello Bonfè e Silvio Simani dell’Università di

Ferrara



pag. 3

Controllo con stabilizzazione
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Controllo con stabilizzazione
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Controllo con stabilizzazione (esempio: Etichettatrice)

Sistema robotico costituito da un attuatore lineare

Regolazione automatica della posizione dello stelo

Obiettivo: mantenere una forza di spinta desiderata nel punto di
contatto tra il robot ed una superficie esterna
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Controllo con stabilizzazione - Modello

Modello del circuito elettrico del motore in corrente continua (circuito

RL)

Modello dato dal bilancio delle forze agenti sullo stelo dell’attuatore

La tensione applicata al motore è proporzionale all’errore di posizione

La forza di contatto è proporzionale alla differenza tra la posizione

dello stelo e la posizione della superficie di contatto

• 𝐿𝑎, 𝑅𝑎, 𝑘𝑚 parametri del motore

• 𝑚, 𝑏 parametri fisici

• 𝑘1, 𝑘2 costanti di proporzionalità

• 𝑥𝑖 = 𝑢 posizione comandata

• 𝑓 = 𝑦 forza applicata

• 𝐼𝑎 = 𝑥1 corrente nel circuito

del motore

• 𝑥𝑟 = 𝑥2 posizione dello stelo

• ሶ𝑥𝑟 = 𝑥3 velocità dello stelo

• 𝑥𝑤 = 0 posizione superficie
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Controllo con stabilizzazione - Modello

𝐿𝑎 ሶ𝐼𝑎 + 𝑅𝑎𝐼𝑎 + 𝑘𝑚 ሶ𝑥𝑟 = 𝑘1(𝑥𝑖 − 𝑥𝑟)
𝑚 ሷ𝑥𝑟 + 𝑏 ሶ𝑥𝑟 + 𝑓 = 𝑘𝑚𝐼𝑎
𝑓 = 𝑘2 𝑥𝑟 − 𝑥𝑤 = 𝑘2𝑥𝑟

ቊ
ሶ𝒙(𝑡) = 𝑨𝒙(𝑡) + 𝑩𝑢(𝑡)
𝑦(𝑡) = 𝑪𝒙(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡)

𝐴 =
−𝑅𝑎/𝐿𝑎 −𝑘1/𝐿𝑎 −𝐾𝑚/𝐿𝑎

0 0 1
𝑘𝑚/𝑚 −𝑘2/𝑚 −𝑏/𝑚

𝐶 = 0 𝑘2 0

𝐵 =
𝑘1/𝐿𝑎
0
0

𝐷 = 0

Dalle equazioni al modello LTI
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Controllo con stabilizzazione - Modello

𝐴 =
−2 −20 −2
0 0 1
1 −5 −1

𝐶 = 0 2 0

𝐵 =
20
0
0

𝐷 = 0

𝑅𝑎 = 0.4 𝐿𝑎 = 0.2
𝑘𝑚 = 0.4 𝑘1 = 4
𝑚 = 0.4 𝑏 = 0.4
𝑘2 = 2 𝑥𝑤 = 0

Parametri numerici

Matrici numeriche
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Controllo con stabilizzazione - Analisi

Analisi di stabilità:

autovalori di A: det 𝜆𝐼 − 𝐴 = 0

𝜆 = [−3.15, 0.079 + 3.08𝑖, 0.079 − 3.08𝑖]

Sistema instabile

Analisi di raggiungibilità e controllabilità

Matrice di raggiungibilità 𝑃 = 𝐵 𝐴𝐵 𝐴2𝐵

Rango: rank(P)=3

Sistema completamente raggiungibile e controllabile
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Controllo con stabilizzazione - Controllo

Controllo con retroazione dello stato

ቊ
ሶ𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡)
𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡)

𝐻 = [ℎ1 ℎ2 ℎ3]

+
𝑢 𝑥𝑣

ቊ
ሶ𝑥(𝑡) = (𝐴 + 𝐵𝐻)𝑥(𝑡) + 𝐵𝑣(𝑡)
𝑦(𝑡) = (𝐶 + 𝐷𝐻)𝑥(𝑡) + 𝐷𝑣(𝑡)
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Controllo con stabilizzazione - Controllo

Matrice del sistema controllato

𝐴 + 𝐵𝐻 =
20ℎ1 − 2 20ℎ2 − 20 20ℎ3 − 2

0 0 1
1 −5 −1

det 𝜆𝐼 − 𝐴 − 𝐵𝐻
= 𝜆3 + 3 − 20ℎ1 𝜆2 + 9 − 20ℎ1 − 20ℎ3 𝜆 + 30 − 20ℎ2 − 100ℎ1

È sempre possibile trovare ℎ1, ℎ2, ℎ3 che risolve l’equazione

in corrispondenza di un qualsiasi 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 desiderato.
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Controllo con stabilizzazione - Controllo

Confronto fra possibili

soluzioni

𝜆𝐴 = −1,−2,−3

𝜆𝐵 = −2,−3,−4

𝜆𝐶 = −3,−4,−5

Risposta al gradino

Autovalori più negativi implicano un minor tempo di

assestamento MA la risposta si attenua
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Controllo Ottimo – Formulazione del problema

Obiettivo: determinare i segnali di controllo tali per cui il

sistema controllato:

Soddisfi determinati vincoli fisici

Minimizzi (o massimizzi) un criterio scelto per

misurarne le performance

Controller
𝑢

𝑥

𝑣
System

𝑦

Trovare 𝒖∗(𝑡) che porti il sistema dallo stato iniziale 𝒙0 allo

stato finale 𝒙𝑓 rispettando certi vincoli su 𝒙 𝑡 e 𝒖 𝑡

minimizzando l’indice di costo 𝐽(𝒙 𝒕 , 𝒖 𝒕 , 𝒕)
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Controllo Ottimo - Specifiche

Occorre definire:

Il modello del sistema dinamico da controllare (plant)

Un indice di comportamento J (criterio di ottimalità o funzione

costo) che tenga conto delle specifiche desiderate e delle

esigenze del progettista (spesso in contraddizione fra loro)

Condizioni al contorno e vincoli fisici sulle variabili di stato e

controllo
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Problema di ottimizzazione

Un metodo sistematico per risolvere il problema di ottimizzazione

di una funzione con vincoli di uguaglianza è basato sui

moltiplicatori di Lagrange

Problema di ottimizzazione: Data la funzione (multivariabile) 𝑓 𝒛 ,

trovare 𝒛∗ che minimizza (o massimizza) 𝑓 imponendo il vincolo

𝒈 𝒛 = 0

Sotto opportune ipotesi l’ottimizzazione di 𝑓 con vincolo 𝑔 = 0,

corrisponde all’ottimizzazione della funzione aumentata detta

Lagrangiana:

𝐿 𝒛, 𝝀 = 𝑓 𝒛 + 𝝀𝑇𝒈(𝒛)
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Moltiplicatori di Lagrange

La soluzione consiste nel trovare 𝑧∗, 𝜆∗ che annullano tutte le

derivate parziali di 𝐿 (stazionarietà della Lagrangiana)

Gli elementi del vettore 𝜆 sono detti moltiplicatori di Lagrange. Il loro

numero coincide con il numero dei vincoli 𝑣

La dimensione del problema aumenta (richiede di ricavare 𝜆∗ oltre

che 𝑧∗)

𝐿 𝑧, 𝜆 = 𝑓 𝑧 + 𝜆𝑇𝑔(𝑧) 𝜆 =

𝜆1
𝜆2
…
𝜆𝑣
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Moltiplicatori di Lagrange - esempio

𝐽 𝑥, 𝑢 =
1

2
(
𝑥2

𝑎2
+
𝑢2

𝑏2
)

Indice di comportamento:

𝑎, 𝑏 > 0

𝑔 𝑥, 𝑢 = 𝑥 +𝑚𝑢 − 𝑐

Vincolo 𝑔 = 0 :
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Moltiplicatori di Lagrange - esempio

𝐿 𝑧, 𝜆 = 𝐽 𝑧 + 𝜆𝑔(𝑧)

Lagrangiana:

𝑧 = 𝑥 𝑢 𝑇

Moltiplicatore di Lagrange 

Stazionarietà della lagrangiana:

𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 0

𝜕𝐿

𝜕𝑢
= 0

𝜕𝐿

𝜕𝜆
= 0

𝑥

𝑎2
+ 𝜆 = 0

𝑢

𝑏2
+ 𝜆𝑚 = 0

𝑥 +𝑚𝑢 − 𝑐 = 0

𝐿 𝑧, 𝜆 =
1

2

𝑥2

𝑎2
+
𝑢2

𝑏2
+ 𝜆(𝑥 +𝑚𝑢 − 𝑐)
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Moltiplicatori di Lagrange - esempio

Soluzione del problema di ottimizzazione:

𝑢∗ =
𝑏2𝑚𝑐

𝑎2 +𝑚2𝑏2

𝑥∗ =
𝑎2𝑐

𝑎2 +𝑚2𝑏2

𝜆∗ = −
𝑐

𝑎2 +𝑚2𝑏2

𝑥∗, 𝑢∗ minimizzano 𝐽 rispettando il vincolo 𝑔 = 0

𝜆∗ è detta sensibilità del 
costo associato alla 
soluzione ottima 
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Moltiplicatori di Lagrange - esempio

Interpretazione grafica (con 𝑎 = 𝑏 = 1)

𝑔 = 0

𝑥

𝑢

𝐽∗

𝑥∗

𝑢∗

• 𝐽 rappresenta il raggio 
di una circonferenza 
centrata nell’origine

• il vincolo 𝑔 = 0 è una 
retta

• La circonferenza di 
raggio minore che 
interseca il vincolo è 
quella tangente ad 
esso

• 𝑥∗, 𝑢∗ è il punto di 
tangenza
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Controllo ottimo – Indici di comportamento

Esempi di definizione dell’indice di comportamento
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Controllo ottimo – Indici di comportamento

Esempi di definizione dell’indice di comportamento
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Controllo ottimo – Indici di comportamento

Esempi di definizione dell’indice di comportamento
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Considerazioni sull’indice di comportamento
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Cenni Storici sul Calcolo delle Variazioni
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Cenni Storici sul Calcolo delle Variazioni

Condizione necessaria affinché la funzione (scalare) 𝑥∗(𝑡)
corrisponda al minimo (o massimo) di un funzionale del

tipo:

𝐽 𝑥 𝑡 = 𝑡0
𝑡𝑓 𝑓0 𝑥 𝑡 , ሶ𝑥 𝑡 , 𝑡 𝑑𝑡

è che essa soddisfi l’equazione detta di Eulero-Lagrange:

𝜕𝑓0
𝜕𝑥

−
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑓0
𝜕 ሶ𝑥

= 0

Tale equazione si applica solitamente allo studio di sistemi

meccanici in quanto definisce le equazioni del moto di un sistema

conservativo per il quale il funzionale di interesse viene detto

anche in questo caso funzione Lagrangiana ed è definito come la

differenza tra energia cinetica e potenziale
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Cenni Storici sul Calcolo delle Variazioni
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Controllo Ottimo di un Sistema Dinamico - 1

𝒙 ∈ ℝ𝑛, 𝒖 ∈ ℝ𝑚
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Controllo Ottimo di un Sistema Dinamico - 2

𝐻 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 , 𝝀 𝑡 , 𝑡 ≔ 𝑓0 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 , 𝑡 + 𝝀𝑇 𝑡 𝒇(𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 , 𝑡)
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Controllo Ottimo di un Sistema Dinamico - 3
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Controllo Ottimo di un Sistema Dinamico - 4
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Procedura per la Soluzione di un Problema di Controllo Ottimo - 1
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Procedura per la Soluzione di un Problema di Controllo Ottimo - 2
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Procedura per la Soluzione di un Problema di Controllo Ottimo - 3
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Esempio – Controllo Ottimo Senza Vincoli Finali

Esempio di controllo ottimo senza vincoli finali
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Esempio - 2
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Esempio - 3
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Esempio - 4
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Esempio - 5
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Esempio – Controllo Ottimo con Vincoli Finali

Esempio di controllo ottimo con vincoli finali
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Esempio - 2
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Esempio - Controllo Ottimo con Vincoli Finali Parziali

Esempio di controllo ottimo con vincoli finali parziali
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Esempio - 2

3

2
𝑡 − 3



pag. 44

Esempio - 3
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Controllo Ottimo LQ
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Controllo Ottimo LQ casi studio

PROBLEMA x(t) Note

Regolazione 𝒙 𝑡 = 𝒙𝑎(𝑡) L’obbiettivo è mantenere lo stato 𝒙𝑎 vicino 

allo zero (punto d’equilibrio). Una situazione 

di questo tipo può insorgere quando 

l’impianto è soggetto a disturbi indesiderati 

che ne perturbano lo stato di equilibrio.

Tracking 𝒙 𝑡 =
𝒙𝑎 𝑡 − 𝒙𝑑(𝑡)

L’obbiettivo è che lo stato 𝒙𝑎 del sistema 

segua l’andamento desiderato 𝒙𝑑 col minor 

errore possibile. Questa situazione insorge 

ad esempio nei problemi di motion control 

(inseguimento di un profilo di posizione o 

velocità)

PROBLEMA tf

Tempo finito 𝑡𝑓 < +∞

Tempo Infinito 𝑡𝑓 = +∞
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Controllo Ottimo LQ – Osservazioni 1 
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Controllo Ottimo LQ – Osservazioni 2 



pag. 49

Controllo Ottimo LQ – Osservazioni 3 

𝑹 𝑡 = 𝑚 𝑡𝑓 − 𝑡0
−1

1

𝑢1 𝑡 𝑀
2

0 0

⋮ ⋱ ⋮

0 0
1

𝑢𝑚 𝑡 𝑀
2
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Controllo Ottimo LQ – Soluzione 
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Controllo Ottimo LQ – Soluzione  
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Controllo Ottimo LQ – Considerazioni sulla robustezza 

Il modello matematico creato per descrivere il comportamento

dinamico del sistema è approssimato (approssimazione dei

parametri, disturbi esterni non modellati, condizioni iniziali non note

esattamente)

La realizzazione in catena aperta 𝑢∗ = 𝑢∗(𝑡) fornisce un controllore

poco robusto (robustezza = insensibilità alle variazioni dei parametri

e disturbi)

Per aumentare la robustezza del controllore è opportuno realizzare la

legge di controllo ottima in retroazione:

𝑢∗ = 𝑢∗ 𝑡 = 𝑢∗ 𝑥 𝑡 , 𝑡
Occorre quindi esprimere la legge di controllo ottima in funzione

dello stato (misurabile) piuttosto che in funzione del tempo

Non si cerca una differente legge di controllo ma una sua diversa

realizzazione: la legge di controllo ottima 𝑢∗ , se esiste, è unica
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Controllo Ottimo LQ – Realizzazione in Retroazione 

Il principio di ottimalità di Bellman mette in evidenza che la

realizzazione del controllo ottimo in retroazione è possibile:

Se la legge di controllo 𝑢∗(𝑡), definita in [𝑡0, 𝑡𝑓], è ottima rispetto ad

un dato problema con condizioni iniziali (𝑥0, 𝑡0) e ad essa è

associato l’andamento 𝑥∗ 𝑡 , allora la stessa legge di controllo è

ottima in [𝜏, 𝑡𝑓], relativamente allo stesso problema con condizioni

iniziali (𝑥(𝜏), 𝜏) per ogni 𝜏 ∈ [𝑡0, 𝑡𝑓].

Segue che se 𝑢∗ 𝑡 è la legge di controllo ottima in 𝑡0, 𝑡𝑓 , essa si

può esprimere in ogni istante 𝑡 come funzione di 𝑥∗(𝑡), cioè 𝑢∗ 𝑡 =
𝑢∗ 𝑥∗ 𝑡 , 𝑡 ∀ 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡𝑓]
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Controllo Ottimo LQ – Realizzazione in Retroazione 
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Controllo Ottimo LQ – Realizzazione in Retroazione  
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Controllo Ottimo LQ – Realizzazione in Retroazione  
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Controllo Ottimo LQ – Realizzazione in Retroazione  

Ricavato 𝑺 𝑡 dalla risoluzione dell’equazione differenziale di Riccati è

possibile esprimere il controllo ottimo in funzione di 𝑥 𝑡 :

𝒖∗ 𝑡 = −𝑹−1 𝑡 𝑩𝑇 𝑡 𝑺 𝑡 𝒙 𝑡 = −𝑲 𝑡 𝒙(𝑡)

Dove 𝑲 𝑡 = 𝑹−1 𝑡 𝑩𝑇 𝑡 𝑺 𝑡 è chiamato guadagno di Kalman

Lo schema a blocchi che descrive tale realizzazione in retroazione è:

Si noti che l’equazione differenziale di

Riccati presenta la condizione al

contorno definita all’istante finale. 𝑺 𝑡
deve pertanto essere calcolata per

integrazione all’indietro, di conseguenza

non è possibile calcolare 𝑲 𝑡 in tempo

reale, ma è necessario calcolarne a priori

l’andamento
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Controllo Ottimo LQ – Realizzazione in Retroazione  
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Controllo Ottimo LQ in Tempo Infinito
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Controllo Ottimo LQ in Tempo Infinito – Soluzione

lim
𝑡→∞

𝑺 𝑡 = 𝑺𝑓 = 0
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Controllo Ottimo LQ in Tempo Infinito – Caso stazionario
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Controllo Ottimo LQ in Tempo Infinito – Osservazioni
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Controllo Ottimo LQ in Tempo Infinito – Schema a blocchi
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Controllo Ottimo LQ in Tempo Infinito – Progetto

𝑹 = 𝑚−1

1

𝑢1 𝑡 𝑀
2

0 0

⋮ ⋱ ⋮

0 0
1

𝑢𝑚 𝑡 𝑀
2

𝑸 = 𝑛−1

1

𝑥1 𝑡 𝑀
2

0 0

⋮ ⋱ ⋮

0 0
1

𝑥𝑛 𝑡 𝑀
2
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Controllo Ottimo LQ in Tempo Infinito – J Alternativo
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Controllo Ottimo LQ in Tempo Infinito – J Alternativo

𝑸′
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Controllo Ottimo LQ T.I. con Set-Point Diverso dall’Origine

Q = QT ≥ 0,𝑄 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 , R = RT > 0, 𝑅 ∈ 𝑅𝑚×𝑚
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Controllo Ottimo LQ T.I. con Set-Point Diverso dall’Origine – 2

s
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Controllo Ottimo LQ T.I. con Set-Point Diverso dall’Origine – 3
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Controllo Ottimo LQ T.I. con Set-Point Diverso dall’Origine – 4
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Controllo Ottimo LQ T.I. con Set-Point Diverso dall’Origine – 5
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Controllo Ottimo LQ T.I. con Set-Point Diverso dall’Origine – 6 

𝑝 = 𝑚
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Controllo Ottimo LQ T.I. con Set-Point Diverso dall’Origine – 7

• 𝑝 > 𝑚 vi sono più uscite che ingressi. E’ possibile determinare 𝒖𝑝𝑠
solo per particolari valori di 𝒚𝑝 in generale non esiste soluzione.

• 𝑝 < 𝑚 vi sono più ingressi che uscite. Possono esistere più vettori 
𝒖𝑝𝑠 corrispondenti ad un dato 𝒚𝑝. In questo caso è opportuno 
aggiungere componenti al vettore 𝒚(𝑡)
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Controllo Ottimo Tempo-Continuo e Tempo-Discreto
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Controllo Ottimo Tempo-Continuo e Tempo-Discreto – 2
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Principio del minimo di Pontryagin

In presenza di vincoli sull’ingresso non è detto che il minimo

dell’Hamiltoniana corrisponda alla condizione di stazionarietà
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Controllo Bang-Bang – Formulazione del problema 

Si consideri un sistema dinamico lineare (almeno) rispetto

all’ingresso:

ሶ𝒙 𝑡 = 𝒇 𝒙, 𝑡 + 𝑩 𝒙, 𝑡 𝒖(𝑡)

Si consideri un indice di costo costituito da una funzione integranda

lineare (almeno) rispetto all’ingresso

𝐽 = න
𝑡0

𝑡𝑓

𝑓0 𝒙, 𝑡 + 𝒉𝑇 𝒙, 𝑡 𝒖 𝑡 𝑑𝑡

Si consideri una regione ammissibile per l’ingresso 𝒖 ∈ 𝑈 con

vincoli del tipo

𝑢𝑖𝑚 ≤ 𝑢𝑖(𝑡) ≤ 𝑢𝑖𝑀 con 𝑖 = 1,… ,𝑚 𝑡 𝜖 [𝑡0, 𝑡𝑓]
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Controllo Bang-Bang – Soluzione 

La funzione Hamiltoniana risulta lineare rispetto all’ingresso:

Tale legge di controllo

essendo compatibile con il principio del minimo di Pontryagin, è

ottima rispetto all’indice di costo 𝐽

è detta bang-bang perché l’ingresso assume solo valori estremi

𝑢𝑖
∗ 𝑡 = ൞

𝑢𝑖𝑀 se 𝒉𝑇 𝒙, 𝑡 + 𝝀𝑇 𝑡 𝑩 𝒙, 𝑡 𝑖 < 0

𝑢𝑖𝑚 se 𝒉𝑇 𝒙, 𝑡 + 𝝀𝑇 𝑡 𝑩 𝒙, 𝑡 𝑖 > 0

indefinito se 𝒉𝑇 𝒙, 𝑡 + 𝝀𝑇 𝑡 𝑩 𝒙, 𝑡 𝑖 = 0

𝐻 𝒙, 𝒖, 𝝀, 𝑡 = 𝑓0 𝒙, 𝑡 + 𝒉𝑇 𝒙, 𝑡 𝒖 𝑡 + 𝝀(𝑡)𝑇 𝒇 𝒙, 𝑡 + 𝑩 𝒙, 𝑡 𝒖(𝑡)
= 𝑓0 𝒙, 𝑡 + 𝝀(𝑡)𝑇𝒇 𝒙, 𝑡 + 𝒉𝑇 𝒙, 𝑡 + 𝝀(𝑡)𝑇𝑩 𝒙, 𝑡 𝒖(𝑡)

Pertanto, considerando i vincoli sull’ingresso, sarà minimizzata da:
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𝑢𝑖
∗ 𝑡 = ൞

𝑢𝑖𝑀 se 𝒉𝑇 𝒙, 𝑡 + 𝝀𝑇 𝑡 𝑩 𝒙, 𝑡 𝑖 < 0

𝑢𝑖𝑚 se 𝒉𝑇 𝒙, 𝑡 + 𝝀𝑇 𝑡 𝑩 𝒙, 𝑡 𝑖 > 0

indefinito se 𝒉𝑇 𝒙, 𝑡 + 𝝀𝑇 𝑡 𝑩 𝒙, 𝑡 𝑖 = 0

𝒉𝑇 𝒙, 𝑡 + 𝝀𝑇 𝑡 𝑩 𝒙, 𝑡 𝑖

𝑢𝑖 𝑡

𝑢𝑖𝑀

𝑢𝑖𝑚

𝑡𝑡0 𝑡𝑓
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Controllo Bang-Bang – Ingresso normalizzato 
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Controllo Bang-Bang: Esempio
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Controllo Bang-Bang: Esempio
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Controllo Bang-Bang: Esempio
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Controllo Bang-Bang: Esempio
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Controllo Bang-Bang: Esempio
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Controllo Bang-Bang: Esempio
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Controllo Bang-Bang: Esempio



pag. 88

Controllo Bang-Bang: Esempio
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Controllo Bang-Bang: Esempio
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Controllo Bang-Bang: Esempio
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Controllo LQG
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Cenno sul Controllo LQG – 2


