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6. ILMETODO DELLE CONGRUENZE LINEARI PER
GENERARE SEQUENZE DI NUMERI CASUALI
(Lehmer, 1949)

I generatori di numeri casuali pitt frequentemente utilizzati non sono altro che delle

vatianti dello schema seguente, introdotto da D. H. Lehmer nel 1949.

Scegliamo quattro numeri magict:
e m , il modulo con 0 <m
e a,il moltiplicatore con 0<a<m
e ¢, linctementocon 0<c<m
® X, il valore iniziale con 0<x, <m
Indichiamo poi con 4 il sistema completo di testi modulo m, cio¢ 4= {ol[i}[2]....[m ~1]}

e definiamo l'applicazione

f:A4—> 4
x> f(x)=ax+c(modm)

Considetiamo poi la successione di elementi di A definita iterativamente come segue, cioe

L x, € 4 0)
Xp = f(x,) = ax, +c(modm) :

Questa sequenza & detta “sequenza delle congruenze lineari”. Per esempio, se prendiamo
m=10,x, =a=c="7 otteniamo la sequenza 7,6,9,0,7,6,9,0, ..., che ha periodo 4.

Vedremo in seguito i principi che si devono seguite per scegliere appropriatamente i
numeti. In particolare I'esempio sopra desctitto mostra che la sequenza ha un loop, cio¢
¢’¢ un ciclo di numeri che viene ripetuto all’infinito. Come risulta dal Lemma seguente, se

f:A—> A4 e A &un insieme finito, questa proprietd & comune a tutte le sequenze aventi la

forma generale x,,, = f(x,).

Lemma

Sia 4 un insieme finito e sia f: 4 — 4
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La successione ricorsiva
Xo = X
xn+] = f(xn)

¢ ciclica, con eventuale antipetiodo.

X, € A 1)

[ Dimostrazione

E Pet dimostrare questo fatto chiamiamo 4 il minimo intero >1tale che esiste un
? Jcon 0< j<h-1 percui

Xp =f(xh—l):xj 2)
Tale % esiste certamente petché la catena

| ' X5

X, # X,
X, # Xy, X,

X3 7 Xy,X15X,

X)y # X, X 50Xy

termina dopo al piu |A| passt (con ‘AI indico il numeri di elementi di 4). Da
questo punto in poi i valoti si tipetono, cioé -

Xhat :f(xh)zf(xj)zxjH

Xy = S (X)) = f(xm) =X
Xpar = f(xh+r—l) = f(xj+r—]) = xj+r

Dunque il petiodo ¢ T=h—-j e r=s(modT)= x, =x,.

(Se h=1siha j=0, cioéx, =x,, T =1e la successione & costante). O

Chiaramente dato che si cerca un algotitmo pet la generazione di numeri casuali, si
desidera una sequenza con un periodo relativamente lungo.
Il caso speciale ¢ =0 merita una menzione specifica in quanto la generazione dei numeri ¢

leggermente 'piﬁ tapida quando ¢=0 rispetto a quando ¢ # 0. Vedremo in seguito che la
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restrizione ¢=0 riduce la lunghezza del periodo della sequenza, anche se & semptre

possibile rendere questo periodo ragionevolmente lungo. Il lavoro originatio di Lehmer
" prevedeva un metodo di genetazione con ¢ =0, anche se egli stesso menzionava ¢ #0

come una possibilita. L’idea di scegliere ¢ #0 per ottenere cicli di lunghezza pit lunga &

dovuta a Thomson e, indipendentemente, a Rotenberg.

I termini metodo delle congruenge moltiplicativo € metodo delle congruenge misto sono usati da molti

autori per indicate il metodo delle congtuenze lineati tispettivamente con ¢=0e con

c#0.

Le lettere m, a, ce x, sono usate in questo capitolo nel senso desctitto sopta.

Vogliamo ora dimostrate che per la sequenza x, definita ricotsivamente dalla 0) si puo
facilmente trovare un’espressione esplicita. Dimostriamo che

x,=a"x,+c(@® +a' +a’ +..+a" ") (modm) Yn=>1. 3)
Ragioniamo pet induzione.

Per n=1 la 3)¢ vera in quanto diviene x; =ax,+c(modm) che coincide con la 0) per
n=0, cioé x, = f(x,) = ax, + c(modm), pet la definizione 0).

Supponiamo ora vera la 3) per n=k e dimostriamo che allora vale anche per k+1. S

| ha infatti

] X = F(5) =

| =ax, +c= 4)
= a[a"xo +ec(1+ a+...+a"")]+c =
=a"'x,+c(l+a+a* +..+a"*)(modm)

che ¢ la 3) con n=k+1. Cio provala 3) Vn2>1. _ O

Una generalizzazione di 3) ¢

g —1

-*‘ Xk Ea"JC,,wL ¢ (modn) conk=20enz0

a-1
che esptime I'n+ k -esimo tetmine ditettamente in funzione dell’n-esimo termine (il caso

speciale n=0 in questa equazione ¢ quello dimostrato sopra).
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Un caso particolarmente importante ¢ il caso x, =0 e ¢=1. La 3) diviene

x, =a’ +a +a*+..+a" " (modm) , n>1 5)

Successioni da scartare

. Osserviamo che le scelte a=0e a=1sono, ovviamente, da scartare. Infatti la ptima potta

alla successione costante x, =c, Vn21, e la seconda a x, =x, +nc, Vn 21, che non sono

sequenze casuali. Per questi motivi suppotremo a=2.
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6.1. . Scelta del modulo m e del moltiplicatote a nel caso x, =0 e c=1.
Esaminiamo ora il problema della scelta del modulo m e del moltiplicatore a a esso
collegato. Per semplificate la trattazione sceglieremo sempre x, =0 e c¢=1. In tal modo

x, =l+a+a’ +..+a"" (modm)

6.1.1. I CASO: m= p ptimo dispatri, cioé¢ p>2.

Dato che, come abbiamo detto, x, =0 e ¢=1, la sequenza da considerare ¢ la 5), cio¢

n
x,=a’+d' +a’+..+a"" =) a"'(modp), n21 6)
k=1

Dalla 6) segue moltiplicando membro a membro pet a, che
ax, =a' +a’ +..+a" (mod p) 7)
E sottraendo 6) da 7) si ha
(a-1x,=a" —1(mod p) , 8)
Dato che 1<a< p il coefficiente (a—1) € invertibile mod p e dalla 8) segue
x, =(a"-1)(a-1)"(mod p), Vn=1. 9)
Osserviamo che
x,=x,(modp) & (a"-D@-1)"=@" -Da-1)"'(modp) <
< ad"=d"(modp) & 10)
< n=m(modo,(a))
dove con o,(a) abbiamo indicato 'ordine di amod p.
Quindi la sequenza definita da 9) per n>0 & periodica mod(o,(a))e i cicli di lunghezza
massima si ottetranno con le radici primitive.
Siccome o0,(a)< p-1 Va, la 9) non tappresenta per n= 1,2,...,0,(a) l'intero sistema
completo di resti mod p, cioé¢ 0,1,2,..., p—1, neanche se a ¢ una radice primitiva (in

questo caso c’é sempte una sola eccezione). Infatti se 1<b< p—1siha

x,=(a"~(a-1)"=bmodp) < a"=b(a-1)+I(modp) 1




e quest’ultima congruenza, se a ¢ radice primitiva, ha sempre una sola soluzione, a meno
che non sia b(a-1)+1=0(modp) <& b=—(a- )™ (mod p) 12)
Dunque I'elemento —(a—1)"" & l'unica eccezione, cioé & lunico non rappresentabile nella
sequenza x, data dalla 9).

Osserviamo che se il ptimo pha 2 come tadice ptimitiva e si sceglie a=2, la 9) diviene
x, =2" —1(mod p) 13)

e l'unico elemento del sistema completo di resti modp non rapptesentato &

-1=p-1(mod p).

6.1.1.1. Esempi numerici
Prendiamo il modulo m= p ptimo con p=11. Cerchiamo una radice ptimitiva modulo
11: proviamo con 2. Dato che gli ordini dividono @(11)=10=2-5, e2’=-1(modll),
evidentemente 2 ¢ radice primitiva modulo 11.
%, =0

X, =2x, +1 (mod11)’

n+l =

Se consideriamo ora la sequenza { in base a quanto visto in teotia,

questa sequenza deve essere petiodica di periodo 10 e deve rappresentare il sistema
completo di resti modulo 11 con la sola eccezione di x*=-(2-1)"' (modp) cioé
x*=-1 (modl1).

Verifichiamolo:

x,=0

X =2x,+1=2-0+1=1 (modl11)

x,=2x+1=2-1+1=3 (modll)

Xy =2%x,+1=2-1+1=7 (modl1l)

X, =2%,+1=2-7+1=4 (modl1)

X;=2x,+1=2-4+1=9 (mddll)

X =2%, +1 E 2:9+1=8 (modl1)

x,=2x,+1=2-8+1=6 (modll)

Xy =2x,+1=2.6+1=2 (modl1)
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Xo=2x,+1=2.2+1=5 (mod11)

X)p=2%,+1=2-5+1=11=0 (modl11)

Come si puo notate la sequenza € periodica di periodo 10 e I'unico elemento del sistema

completo di resto modulo 11, cio‘e"/\i, 2,3,4,5,6,7,8,9, 10 non rappresentato ¢ 10 (in
0

accordo con la teotia). /

Presentiamo ora un altro esempio numerico.
Prendiamo sempte m=p=11. Dato che 8=2" ¢ (3,0(1 1))=(3,10)=1, anche 8 & radice

X, =0
primitiva modulo 11. Ora la sequenza & {
X, =8x, +1 (mod11)

In base a quanto visto ptima in teotia, la successione deve essere ancora periodica di
petiodo 10 e deve rapptesentate il sistema completo di resti modulo 11, con la sola
eccezione di x*=-—(8-1)"=-7" (modll). Dobbiamo allora calcolare I'inverso
moltiplicativo di 7 modulo 11, cioé dobbiamo tisolvere la congruenza 7x=1 (modll).
Applicando I'algoritmo euclideo si ha:

1=MCD(11,7) e, in patticolate, ~3-7+2-11=1 per cui —=3-7=-21=1 (modl1l) cio¢ -3 &
inverso moltiplicativo di 7 modulo 11.
Quindi l'unico elemento del sistema completo di testi non rappresentato sara
x*¥=-7"=-(-3)=3 (modll).
Verifichiamolo:

Xy =0

x, =8x, +1=1 (modl1)

x, =8x,+1=9 (mod11)

x; =8x, +1=7 (mod11)

x, =8x;+1=2 (modl1)

x; =8x, +1=6 (modll)

X =8x;+1=5 (modll)

x, =8x, +1=8 (mod11)
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x; =8x, +1=10 (mod11)

X, =8x; +1=4 (modl11)

X, =8xy +1=0 (mod11)

Come si puo vedere, la seque;lza ¢ periodica di periodo 10 e I'unico elemento del sistema

completo di resti modulo 11 che non ¢ rappresentato € proptio il 3, in accordo con la

teotia.
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