Equazione di equilibrio in grandi
spostamenti

(Gambarotta, Nunziante, Tralli, Scienza delle
costruzioni)

Una generalizzazione dell’'equazione della linea
elastica della trave inflessa al caso in cui
gli spostamenti non siano piccoli, ma finiti,
e necessaria nel caso in cui l'equilibrio della
trave sia qualitativamente caratterizzato dalla
presenza di spostamenti che non sono trascurabili.

o

-
JH Se lo spostamento v(z) non &
v VL H piccolo, il momento flettente
Ny nella generica sezione di ascissa

<=, z vale

M(z) =H x (v(z) — f)+V X (2 — h),
mentre, nelle ipotesi di piccol
h spostamenti, 1 momento

indeformata e vale
M(z) =V x (z — h)

Sl calcola sulla struttura



Equazione di equilibrio in grandi
spostamenti

Quando l'ipotesi di piccoli spostamenti non e’
piu” valida, l|'equazione di equilibrio va scritta in
configurazione variata

si tratta di nonlinearita’ geometrica

L' analisi matriciale consente di studiare anche Ia
nonlinearita’ geometrica

e si tratta di un problema non lineare =, la soluzione
del problema non puo’ essere ottenuta esplicitamente,
occorre usare metodi iterativi

e affronteremo il problema generalizzato agli autovalori

e Prima vedremo i sistemi a deformabilita distribuita,
poi i sistemi a deformabilita concentrata



Sistemi a deformabilita continua

Equazione di equilibrio
(equazione della linea
elastica) per trave in

0
h"@_h_q___: e configurazione variata
\(: id'l.'
H+dH
0+

Ipotesi sulla trave

e rigidezza flessionale EJ costante

e sforzo normale F' costante

e con Yy = —w"” (legame linearizzato curvatura-

spostamento, conservazione delle sezioni piane)

si ha

EJw” — Fu" = q(z)
compare il contributo aggiuntivo Fw" (contributo dello
sforzo normale (di trazione).
Si osservi che, se F' = —P (compressione), allora I'eq.
di equilibrio si scrive EJw"™ + Pw" = q(x)



Formulazione variazionale debole del problema

Data I'equazione differenziale di equilibrio
EJw™ — Fuw" = q(x) in V' + condizioni al contorno

Vogliamo ottenere la formulazione variazionale debole; sia v un campo di spostamento
cinematicamente ammissibile che soddisfa le condizioni al contorno essenziali:

l l
/ (Ewav — Fw”v) dr = / qudr YV v ammissibile
0 0




/

integrando per parti, ricordando che M = —EJw”, T = —EJuw", ¢ = —w
l . l l
— / EJw v dx + [EJw"v]} —I—/ Fuw'v' dx — [Fw'v]l = / qudx
0 0 0
l l !
/ EJw"v" dz — [EJw"')) + [EJw"v], —I—/ Fuw'v' dx — [Fw'v]l = / qvdx
0 0 0

l l l
/ EJw"v" dx —|—/ Fw'v' dx = [Me)y + [Tv]h + [Fw'v]h —|—/ qudx
0 0 0



Principio dei lavori virtuali

l l
a(w,v) ::/ EJw”’v”da:Jr/ Fw'v' dz
0 0
l
[(v) := [M @], + [Tv], + [Fw'v];, +/ qudx
0

FLV:
a(w,v) =1l(v) V vammissibile
Cerchiamo la soluzione con il metodo degli elementi finiti

Sia N il numero dei gradi di liberta nodali, ed NE il
numero degli elementi finiti in cui suddivido la trave

N N
wh =) @)U V=) ¢i(x)Vi

Supponiamo che la trave sia soggetta solo al carico F
e che il lavoro esterno al bordo x = 0,1 si annulli,
e.g. assumendo: ¢q(x) = 0, M(0) = M(l) = 0,
v(0) =v(l) =0



Sostituendo la forma approssimata degli spostamenti
e tenendo conto della discretizzazione del dominio

[ N N
L, — / EJS @)U; S ¢l (x)V; dat
0 i=1 j=1
[ N N
+/ FS @)U S ¢ (@)Vide =0 v V
0 =1 j=1

dove ()" = d?()/dz?. Ovvero, possiamo scrivere

N N
Lyi= Y  UKgi(x)Vi+ Y FUKgi(z)V; YV,

1,7=1 1,7=1

dove

[ [
Kpy; = / EJ¢!(2)¢ () dz, Kgy; = / 8(2)8(2) da

dove: Kpg rappresenta la matrice di rigidezza elastica
della trave di E-B, K¢ indica la matrice di rigidezza
geometrica



Il principio dei lavori virtuali puo’ essere scritto in
forma matriciale come:

U'KgV + FU'KgV =0 VYV V ammissibile
OVVEro
(U'Kg+ FU'Kg)V=0VV & U'Kg+ FU'Kg=0
Abbiamo cosi ottenuto l|'equazione di equilibrio della
trave in grandi spostamenti (Kgp + FKg)U =0
KU —-PKgU =0 seF =—-P <0,
KpU+PKgU =0 seF =+P >0.

In analogia a quanto visto per gli elementi trave,
le matrici di rigidezza Kr e Kg si ottengono per
assemblaggio delle matrici di rigidezza elementari:

NE NE
Kp= N\ Kgx, Ko=)\ Kas
k=1 k=1

dove l'operatore /\ indica assemblaggio ed inoltre i
generici componenti delle matrici divengono:

azk
Kgij = [, 5 EJ¢i (z)pj(z) dx
Ksz f d:lj’



Le Equazioni
(Kp+ FKg)U =0

rappresentano le equazioni di equilibrio in configurazione
variata, quando gli spostamenti non sono piccoli ed
occorre tenere conto del lavoro flessionale dello sforzo
normale F' per effetto della deformazione della trave

Affinche’ il sistema di equazioni di equilibrio ammetta
soluzione diversa dalla banale (U = 0), occorre che

det(Kg + FKg) =0 (1)

Il problema (1) rappresenta un problema agli
autovalori generalizzato . | valori di F' che soddisfano
I'equazione (1) sono gli autovalori del sistema e
rappresentano i carichi critici del sistema; gli autovettori
U corrispondenti rappresentano le deformate critiche
associate ai carichi critici. Il valore piu’ piccolo
dell’autovalore F' per cui il sistema ammette soluzione
diversa dalla banale €' il primo carico critico .



Strutture a deformabilita’ concentrata

i)

M Percorso di cauilibe A T
Percor:o di equilibrio ¢} Primio ¢ secondo modo critico

Figura 7.42  Anahsi hnearizzata per un sistema a due gradi di liberta.
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EPT risulta
1
11(61,602) = k(6 + (62— 62)?)
—PI((1 — cosBy) + (1 — cosby))

Approssimiamo fino ai termini del Il ordine

L (g2 : 01 | 03
IT%(01,02) = §k(61 + (02 — 01) ) — Pl(? + ?)

) 1 2k — Pl —k \ (6

ros=bn (5 )6 )

stazionarieta’

oTT*

ag]*:%—k_PlO 6’1:0
ol” —k  k 0o | 0o 0
005
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2k — Pl —k
K':( —k k—Pl)

K =Kg - PKg

2% —k [ 0
KE'_<—k k) KG'_<O z)

e K: matrice di rigidezza della struttura, matrice
Hessiana della EPT

dove

e Kp:matrice di rigidezza elastica, matrice Hessiana
della Energia elastica

e K: matrice geometrica,matrice Hessiana del lavoro
del 1l ordine dei carichi esterni

o))

Le equazioni di stazionarieta’ costituiscono un
sistema omogeneo in 2 incognite, che ammette soluzione
diversa dalla banale (#; = 03 = 0) sse

det K =0, = det(Kgp— PKg)=0
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[l carico critico rappresenta il piu’ piccolo degli autovalori
del polinomio caratteristico

e' il piu’ piccolo valore del carico per cui il sistema
delle equazioni di equilibrio ammette soluzione diversa da
quella banale, ovvero per cui sono possibili configurazioni
diverse da quella rettilinea

Il carico critico rappresenta il piu’ piccolo
degli autovalori del problema. Gli autovettori
corrispondenti a tali autovalori vengono anche
denominati deformate critiche o modi critici

det K = det(Kg — PKg) = P> —3kIP+k*=0

e gli autovalori sono:

Po=@3-)y Pr=@+V)y

| corrispondenti modi critici sono:
(01  [0.618 (01  (—1.618
Ve = Oy 1 UIT = 0y 1
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Figura 7.43

Anatisi Inearizzata per un sistema a due gradi di liberta,
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Gli spostamenti verticali di C e D valgono

[ sin (91 l@l [ sin (92 l92
~ — Vp = ~ —
3 3 3 3

Vo —

e rotazioni relative sono

Ac =0, — ctgg(vD — ve)

%2(91—(92,

3(vp — vo)

ADZHQ_Ctg ~ 205 — 64

Lo spostamento orizzontale del punto di applicazione del
carico P risulta:

:l((l —costh) + (1 —cos(f2 —01)) + (1 — costh)) ~

9 0, —0:)% 62
2 (02 1)+2

l
3( i 2 2)

L EPT del sistema si scrive come:

1
I1(01,02) = §/<(A% +AD) = Po
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La forma quadratica approssimata e’

1
I1*(61, 65) :§k(59% + 505 — 86,05)

z
— P(67 + 63 — 6:0)

Le condizioni di stazionarieta’ rispetto a 6; e 65 sono:

o* Pl
B)- (el 00

ovvero, ponendo

5k —4k 21 L
_ _ [ 3 3
Kp = (—4/<: 5k ) Ke = (—i +§z>
Ammette soluzioni diversa dalla banale sse

P21 4kPI
9 3

det(Kp — PKg) = 3( +3k*) =0

Autovalori: P. = 3k/l ~~ deformata simmetrica, Pj;
9k /1 ~~ deformata antisimmetrica
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Osservazioni

Sia nel caso di sistemi a deformabilita’ distribuita
che concentrata, si deve risolvere un problema
generalizzato agli autovalori

Nel caso di sistemi a deformabilita’ concentrata
abbiamo proceduto per via energetica: stazionarieta’
della energia potenziale EPT

Nel caso di sistemi a deformabilita’ distribuita,
abbiamo utilizzato un approccio variazionale di tipo
integrale basato sulla formulazione del PLV

La matrice di rigidezza K diventa:
Kg+|P|Kg seP >0,
Kg —|P|Kg se P <.

La soluzione esatta dell’equazione differenziale di
equilibrio EJw™ + Pw” = 0 €' del tipo (« = P/EJ)

w(z) = Cysinax 4+ Cy cos ax + Csx + Cy
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Osservazioni

I PLV e piu’ generale dell’approccio energetico
via EPT. In elasticita’ lineare, il PLV e |'approccio
energetico via EPT sono equivalenti. In elasticita’ non
lineare come nel caso di grandi spostamenti, tali approcci
non sono equivalenti.

Il problema della non linearita’ geometrica andrebbe

affrontato in forma piu’ generale scrivendo I'energia di

1
deformazione U = 3 2 dx dy dz dove la deformazione

. V. . . .
non viene valutata mediante il tensore di deformazione
di elasticita’ lineare ma attraverso altre misure di
deformazione

. : . _ln—lg
e engineering strain: eg = —”lo
, : 1213
o Green's strain: eg = 25!
0
_ : 12 —12
e Almansi strain: €4 = 50
n

con [y lunghezza iniziale ed [,, lunghezza corrente
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Matrice K dell’elemento asta

Si consideri un'asta con sezione trasversale A,
modulo di Young FE, deformabile solo assiale, avente
lunghezza [. Sotto |'azione del carico P di trazione, a
partire dalla configurazione di riferimento AB , l'asta
raggiunge la posizione A’B’. Gli spostamenti nodali
in direzione x ed y siano rispettivamente (U;,Us) e
(Uz2,Us).

Equilibrio dell’asta in configurazione deformata A’B’

Fiy =—Pcosa, Fo = —Psin«a
Fs=Pcosa, Fy = Psin«a
dove
sinoz—U4lU2, COS&Z%(ZO+U3—U1)%1

V'=1+2k~1
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PA’%‘ e

Sostituendo sin «, cos a nelle equazioni di equilibrio si
ha:

=-P, F=-p¥™

[
F3=P, F,=pPH2

Osserviamo che anche per spostamenti relativamente
grandi la quantita EA@ = P, si pud supporre
costante; si sostituisca tale relazione nelle equazioni
di equilibrio alla traslazione relative ai gradi di liberta
1,3, Iy = —EAS5 | [y = pABTO
Pertanto le equazioni di equilibrio diventano:

U3—U1) P _PU4—U2

[ [

Us — U, Us— Us

F,= P
. 0 l

Fr=—-FA

F35=—FA

ovvero, scritto in forma matriciale si ha:

Fi 1 0 -1 o0 0O 0 0 © Uy
| (EA[f0 o o0 ol P|lO 1 0 -1 Us
Fsl —\ 7 |-1 0o 1 o0 710 o o o Us
Fy 0O 0 0 © 0 —-1 0 1 Uy

In forma compatta:
Fert — (KE —|—PKg)U
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dove Fert = (Fy Fy Fy Fy) U= (U Uy Us Uy
La matrice di rigidezza elastica &

1 0 —-1 0
0O 0 0 0

_ EA
Kp =5 -1 0 1 0
0 0 0 0

e la matrice geometrica approssimata Kg dell’asta
diventa !

0 0 0 O
0 1 0 -1

_ 1
Ke=110 0o 0o o
0 —1 0 1

Lla matrice geometrica sopra indicata si puo anche ottenere assumendo che
gli spostamenti varino linearmente lungo I'asta, ovvero siano interpolati
attraverso le funzioni di interpolazione degli elementi finiti Lagrangiani

lineari, owvvero, in coordinate intrinseche ¢ € [—1,1]: <Zx) -
Yy
U1
% 0 12i£ 0 Us
Uy
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K approssimata dell’elemento trave

18]
U, 5

o a

¢

U U, B U
4
3 Uﬁ

(Przemieniecki, “Theory of matrix structural ‘analysis")

! )

0 6/5
Fe 1|0 /10 2/1512
GTirlo o0 0 0

0 —6/5 —1/10 0 6/5
\0 /10 —12/30 0 —I/10 2/151%)

Se si assume che la trave sia snella, ovvero che
le dimensioni trasversali siano piccole rispetto alla
lunghezza dell’elemento, e che P ~ FA(us — u1)/I,
si ottiene una matrice K5 ulteriormente semplificata
detta string stiffness

(000000\
0 1 00 —1 0
0 0 00 0 O
e _ 1
Ke=710 0 00 0 o
0 -1 0 0 1
\0 0 00 0 0
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Un esempio di analisi di stabilita’
(buckling)

1

a EJ = costante,
s v A:area
2 elementi trave

¢
0 12 Sym
0

(.2 _ BJ 6l  41° . Al*
E 3| =9 0 0 ) R |
0 —12 —6I 0 12

\ o0 e 2% 0o -6 42
(0 \

0 6/5 Sym
.2 _ _P 0 1/10 212 /15
G ~"7]lo o 0 0
0 —-6/5 —1/10 0 6/5
\0 /10 —I*/30 0 -—l/10 2I1°/15)
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Assumiamo un moltiplicatore di carico di buckling A ed un carico unitario P* =1

tali che

P=XP" P"=1

Dopo avere assemblato ed avere imposto le condizioni al contorno

Kg— ) Kg =

( 0 0
—¢ qu 0 0
2\ 14 DA
0 0 4% — ?? —06l +1?A?
0 0 —6l+ iofizf 24 — =SoNi
2
\ 0 0 224 LAl 0

o

2 1 A4
20° + 5557

2 _ AA_l‘*)
SZ 15 EJ
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Si risolve il pb generalizzato agli autovalori

det(Kp — AKg) =0 =

A2

3 2
— 22 84p—14.4=0 d = —
3 Op” + 3.84u ove [t 77

La piu’ piccola radice del polinomio caratteristico e’

EJ

Osservazioni:

e |l valore esatto €' (Ip = 0.699 x 2[)

2] EJ
L — 55,0475
2 z

)\ex —

e il valore calcolato assumendo come matrice di
rigidezza quella approssimata e con 2 elementi trave
introduce un errore del 2.6%

e raffittendo la mesh |'errore si riduce
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Trave appoggiata:Carichi critici e deformate

I1 modo critico

|——e/3—

111 modo critico

Figura 7.45 Modi critici di un asta semplicemente appoggiata.

critiche
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Metodi non lineari per la soluzione di
problemi in grandi spostamenti

e L'utilizzo della matrice geometrica K studiata nel
corso e’ limitato al solo calcolo del carico di buckling,
ovvero per la determinazione del carico critico

e per seguire la curva carico-spostamento (risposta
strutturale) oltre il carico critico, occorre utilizzare
un metodo iterativo basato sulla linearizzazione della
equazione di equilibrio. In tal caso, si lavora con una
matrice di rigidezza tangente K; del tipo:

Kt:KE+PKg—|—KD

dove:

— Kpg indica la matrice di rigidezza elastica, che
dipende solo dalla geometria iniziale

— K¢ la matrice di rigidezza geometrica, detta anche
initial stress matrix

— Kp viene chiamata initial displacement o initial
slope matrix
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Problemi malcondizionati

Ki

.
@

— — —
U] uz us3

sia K1 = 0.1, K9 = 100000

Ky — K4 0 0.1 —0.1 0
K=|-K; K +Ks —-Ky| =1]-01 100000.1 —100000

0 — Ko Ko 0 —100000 100000

condizioni al contorno: u; =0

s, — (100000.1  —100000
LL =\ 100000 100000

autovalori: A1 = 200000.05, A2 ~ 0.05= matrice

malcondizionata \
mamn (2)

cond =
A77’7,61,513'

se cond~ 1 = la matrice di rigidezza e' ben condizionata
se cond~ 0 la matrice di rigidezza e’ mal condizionata
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