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chimica docimastica, 25/30, : "L'esame [...] fu bellissimo,

fu un vero trionfo, e non posso riferire il meschino esito che : L

alla malignitd de’ professori, che avrebbero dovuto essere o :

pitl coscienziosi o meno lunatici”. .
...da una lettera del 1868 N

continua nell'ultima pagina

alle allieve e agli allievi del corso

Avevo iniziato a raccogliere questi appunti, mentre prestavo servizio presso I'Universita
di Trieste, con lintento di stendere una lista dettagliata degli argomenti facenti parte del )
corso che mi fosse d’aiuto per la sua organizzazione. Di anno in anno questo indice & .

stato esteso e approfondito fino a raggiungere le dimensioni, ma non la completezza, di un
testo. Come prassi abituale, anche questa versione (a.a. 1999-2000) & cambiata rispetto a
quella passata (a.a. 1998-99) : il contenuto, ampliato in modo limitato, & ristrutturato e ;
suddiviso in ventitre capitoli. Per la prima volta il testo & corredato da numerose figure, : ,
realizzate mediante macro-istruzioni operanti in ambiente PSTRICKS. L’inserimento delle

figure ha anche consentito di aggiungere numerosi esempi significativi per illustrare i con- : .
cetti teorici. Le figure mancanti, per cui sono stati lasciati degli appositi spazi, possono o \ '
essere tracciate, prendendo spunto da quelle tracciate sulla lavagna. .
Gli appunti sono messi a disposizione delle allieve e degli allievi con il consiglio di non
considerarli come un testo esauriente. Essi hanno lo scopo di evitare la necessitd di pren-
dere appunti frenetici con carta&penna e di dedicare una maggiore attenzione ai ragiona-
menti concettuali. Inoltre confido che I'incompletezza, i punti oscuri e gli inevitabili errori _
suggeriscano alle allieve e agli allievi pill attenti, come negli anni passati, osservazioni e
critiche, che saranno ben accette. ;

Saranno disponibili anche appunti contenenti lo svolgimento dettagliato degli esercizi as-
segnati nelle prove scritte degli esami degli ultimi tre anni, insieme ad altri esercizi di .
interesse : essi dovrebbero consentire un’auto-verifica diretta della preparazione teorica e '

pratica. .
Auguro a tutti buon studio e di superare I'esame di profitto con successo, benché le in- - =/
formazioni ricevute dai colleghi che li hanno preceduti possano indurre ad un certo pes-
simismo.

Dipartimento di Elettronica e Informazione,
Campus Leonardo, Politecnico di Milano.

Milano, Marzo 2000 . , /

Amedeo Premoli
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"PREMESSA

Aggiornamento del corso: Lo sviluppo tumultuoso in questi decenni delle discipline elettriche
(o & meglio dire elettroniche oppure elettromegnetiche 7) ha costretto alla revisione di un corso di
base come questo, che ha ormai acquisito i connotati tipici di un corso propedeutico e svolge un
ruolo analogo a quello del corso di Meccanica Razionale nell’ambito delle discipline meccaniche.
Nell’esaminarne i contenuti occorre tener presente che esso & stato progettato per i Corsi di
Laurea del Settore dell'Ingegneria dell'Informazione e che quindi :

1. Campi elettromagnetici : Lo studio dei campi elettromagnetici & divenuto cosi importante
che & oggetto di un apposito corso. Questo rende ridondante lo studio dei campi quasi-
stazionari, facente parte un tempo del corso di Elettrotecnica. D’altra parte i principi dei
campi stazionari (Elettrostatica, Magnetostatica, Fenomeni ElettroMeccanici, .. .) ven-
gono sviluppati nel corso di Fisica II.

9. Macchine elettriche : 1 principi di macchine elettriche fanno parte di questo corso limitata-

mente alle macchine statiche (trasformatori reali). -

Circuiti @ paremetri concentrati : L’analisi dei circuiti a parametri concentrati, le cui
applicazioni sono molto importanti per molte discipline elettriche / elettroniche, richiede
un maggior approfondimento che per il passato, anticipando nozioni la cui conoscenza
risulta necessaria gid in corsi del terz’anno. -

had

Propedeuticita al corso : I seguenti cinque corsi del v&B.o biennio di studi della Facolta di
Ingegneria sono di fatto, benché non formalmente, propedeutici a questo corso. Qui di seguito
elenchiamo gli argomenti di interesse contenuti in questi corsi :

1. Analisi I : Introduzione alla Teoria degli Insiemi. Numeri reali. Funzioni reali: espo-
nenziale, logaritmo, seno, coseno, tangente e loro inverse, polinomi. Numeri complessi.
11 concetto di limite, derivata e integrale. Funzioni continue e derivabili. Differenziali.
Massimi e minimi di una funzione. Sviluppi in serie di una funzione.

9. Geometria : Vettori, spazi e sottospazi vettoriali. Applicazioni lineari, matrici e sistemi
Jineari. Determinante, matrice inversa di una matrice quadrata. Rango di una matrice.
Autovalori, autovettori, diagonalizzazione e triangolarizzazione di una matrice quadrata.
Matrici di JORDAN. Prodotto scalare tra vettori. Forme quadratiche. Geometria analitica
nel piano. Rette curve piane, coniche. Geometria analitica nello spazio : rette, curve,
superfici.- Quadriche.

3. Analisi IT : Funzioni di pit variabili, limiti, continuitd, derivate parziali e direzionali,
sviluppi in serie, formula di TAYLOR, Serie di FOURIER.

Campi vettoriali, campi irrotazionali e conservativi, potenziale, forme differenziali lineari.
Teorema di STOKES e Teorema della divergenza.

Funzioni di variabile complessa : logaritmo, esponenziale, formula di EULERO.

Funzioni implicite di una o pilt variabili : Teorema di DINL

Equazioni differenziali e sistemi di equazioni differenziali. Riduzione di un’equazione dif-
ferenziale di ordine qualsiasi a un sistema di prim’ordine. Forme differenziali localmente e
globalmente esatte.

4. Fisica I: Misure di grandezze. Analisi dimensionale. Lavoro, energia ed energia potensziale.
Campi conservativi. Principio di conservazione dell’energia. Sistemi dinamici. Equilibrio,
stabilita e oscillazioni libere e forzate. Risonanza.
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5. Fisica IT : Carica elettrica, campo elettrico, legge di Coulomb, potenziale elettrostatico.
Condensatore : capacita ed energia immagazzinata. Legge di' GAUSS nei dielettrici, il vet-
‘tore dell'induzione elettrica. Densit di energia del campo elettrico. Tensione elettrica.
Densita di corrente, conducibilit e resistivita. Corrente elettrica, resistore, resistenza.
Legge di OuM. Leggi di KIRGHHOFF. Legge di JOULE.
Campo magnetico, solenoide. Legge di FARADAY-NEUMANN-LENZ. Induttore, induttanza,
fusso concatenato. Energia immagazzinata in un induttore. Autoinduzione e mutua in-
" duzione. Ciclo di isteresi, magneti permanenti.
Legge di FARADAY e di LENZ. Corrente di spostamento, legge di AMPERE-MAXWELL ed
Equazioni di MAXWELL. »

Campi e circuiti: E sempre aperto un dibattito e un confronto riguardante I'insegnamento
dei campi elettrici e magnetici e i circuiti elettrici nelle Facolta di Ingegneria. I campi studiano
i dispositivi e gli apparati assumendo un modello dei fenomeni fisici derivato dalle Equazioni di
MAXWELL, in cui le variabili descrittive sono vettori e/o scalari, detti campi vettoriali o scalari,
definiti in ogni punto dello spazio fisico (modello distribuito).

Al contrario, i circuiti assumono un modello dei fenomeni fisici derivato dalle due Leggi di KircH-
HOFF in cui le variabili descrittive (tensioni e correnti elettriche) sono definite solamente in alcuni
punti, detti terminali, dello spazio fisico (modello concentrato).

Viene spontanea la domanda : quali relazioni esistono tra i due modelli 7

La risposta dipende da diversi punti di vista : [ ]

Punto di vista storico : Le due Leggi di KIRCHHOFF sono state formulate prima delle
BEquazioni di MAXWELL. Queste sono state ottenute dalle Leggi di KIRCHHOFF e da altre leggi
riguardanti i campi elettrici e magnetici quasi-stazionari gia note in precedenza e riassumono e
riunificano tutto quello che si sapeva sui fenomeni elettrici e magnetici, che apparivano all’inizio
del diciannovesimo secolo come fenomeni fisici indipendenti. Inoltre le equazioni di MAXWELL

_ contengono la descrizione di fenomeni elettro-magnetici a quel tempo scarsamente conosciuti, per

esempio la propagazione delle onde elettromagnetiche. ]

Punto di vista didattico : Le Equazioni di MAXWELL sono piil generali e pitt difficili da inter-
pretare delle Leggi di KIRCHHOFF. Esse richiedono la conoscenza delle equazioni differenziali alle
derivate parziali, mentre il modello circuitale richiede la conoscenza delle equazioni algebriche e/o
differenziali ordinarie. Quando le variabili descrittive del fenomeno non variano troppo rapida-
mente rispetto al tempo, le Equazioni di MAXWELL possono essere approssimate con un modello
circuitale (concentrato), meno ostico da comprendere e da trattare matematicamente. L

Punto di vista professionale : La soluzione transitoria di un modello distribuito anche se
lineare & molto pit difficile della soluzione transitoria di un modello circuitale. La soluzione di
un modello distribuito nonlineare & in molti casi impossibile o comunque molto difficile. Questo
spinge D'ingegnere ad usare un modello circuitale anche quando esso & piuttosto carente. In
particolare, nei problemi di progetto, il modello circuitale, qualora possa essere usato, permette di

. giungere a soluzioni molto pit semplici, mentre le Equazioni di MAXWELL raramente consentono

di giungere a procedure semplici per la progettazione.

Spesso anche la sola analisi con modelli distribuiti richiede elevate risorse di calcolo. Queste
considerazioni fanno pensare che al giorno d’oggi i modelli circuitali siano indispensabili per la
formazione professionale di qualsiasi ingegnere elettrico, elettronico, informatico, biomedico, delle
telecomunicazioni, ..., mentre il modello campistico (microonde, antenne, propagazione,...) &
indispensabile ad una larga minoranza che si dedica alle linee di trasmissione, alla propagazione,

alle guide d’onda, antenne, macchine elettriche, ... ™
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Circuiti o reti ?: Come nella lingua inglese, anche nella lingua italiana si usano due termini
per indicare lo stesso oggetto : “circuito (circuit)”, con P'eventuale aggiunta dell'aggettivo “elet-
trico (electric)” o “elettronico (electronic)”, ovvero “rete (network)”, con P'eventuale aggiunta
-dell’aggettivo “eletirica (electric)”. La parola circuito in realtd dovrebbe essere il sinonimo di
maglia, mentre la parola rete denota un insieme di maglie quindi sarebbe il termine da preferire.
Infatti i piloti di formula uno corrono sui circuiti e non sulle reti e i pescatori pescano i pesci
con le reti e non:con i circuiti. Comunque, la rapida crescita della “cultura elettronica”, sta
favorendo il nome, etimologicamente meno corretto, di “circuiti”, mentre la ancor piti rapida
“cultura informatica” si sta impadronendo della parola “rete”. . =

Circuiti elettrici e/o eletironici ?: Seguendo quanto detto e come d’altra parte seguito in
altre Universita, I'analisi dei circuiti elettrici & svolta ponendo sullo stesso piano di interesse i
circuiti per l’energia (cioé per la generazione, trasmissione e utilizzazione dell’energia), tipici del-
-VIngegneria Elettrica (una volta era detta Elettrotecnica ma & stato perso per strada un otecn),
e i circuiti per l'informazione (ciod per 'acquisizione, trasmissione ed elaborazione dei segnali),
tipici dell'Ingegneria Elettronica, Informatica e delle Telecomunicazioni.

Da una parte I'aggettivo “elettrico” dovrebbe comprendere sia i circuiti per 'energia sia quelli
per Pinformazione. A livello nazionale & stata fatta Pinfelice scelta di ribattezzare 'Ingegneria
Elettrotecnica con “Ingegneria Elettrica”, suggerendo implicitamente che le discipline elettriche
non comprendano le discipline elettroniche. Questo ha causato altre risposte errate come la tipica
“invenzione italiana” di un corso dal titolo “Teoria dei circuiti elettronici”: dal momento che la
distinzione tra circuiti elettrici e circuiti elettronici ha significato solamente da un punto di vista
fisico e professionale ma non certo da un punto di vista teorico e propedeutico.

L’impostazione del corso parte proprio dal rifiuto di fare una scelta tra circuiti per l'energia o
circuiti per l'informazione dal momento che il contenuto-del corso & di tipo metodologico e pro-
pedeutico rispetto ai successivi corsi applicativi, dove la distinzione tra circuiti per I’energia e
. cireuiti per Uinformazione & inevitabile.

Comunque il corso non pretende di fornire elementi per il progetto di questi circuiti ma solo
di dare gli strumenti metodologici per la loro analisi, che risulteranno utili per affrontarne la
progettazione nei corsi successivi. Comunque ho risolto il dilemma introducendo i CIRCUITI
ELETTRICL ®

Circuiti fisici discreti e integraii : 1 circuiti fisici pit diffusi possono essere divisi in due
classi : quelli discreti in cui ciascun componente & costruito per proprio conto e connesso agli
altri in una seconda fase e quelli integrati costituiti da un numero anche molto elevato di com-
ponenti, che vengono costruiti in un unico blocco. Questa seconda tecnica costruttiva & molto
diffusa per i circuiti per il trattamento dell’informazione ed & alla base del basso costo e diffu-
sione, per esempio, dei personal computer, telefonini, ... . ]

Circuiti fisici analogici e digitali : 1 circuiti digitali (a semiconduttore) (tempo-discreto)
impiegati nei calcolatori elettronici, non sono affrontati direttamente in questo corso. Ma & da
tener presente che unad loro analisi accurata, che esamini, per esempio, la loro dinamica, non pud
fare a meno di un’analisi di tipo analogico (tempo-continuo). I circuiti digitali sono generalmente
costruiti in forma integrata, mentre quelli analogici sono costruiti con tecnologie sia discrete che
integrate. =
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Intitolazione del corso : 1l corso & intitolato “Elettrotecnica”. Al momento attuale questo
nome molto tradizionale non rende bene il contenuto del corso ma non ne esiste per ora uno
pil adatto. Infatti, prima degli anni 1960, il nome eletirotecnica comprendeva di fatto tutte le
discipline elettriche, per lo meno quelle pili applicative tipiche dell'Ingegneria, mentre al giorno
d’oggi esso tende a significare solamente le discipline elettriche in cui sono studiati dispositivi e

sistemi elettrici per la generazione, trasmissione e utilizzazione dell’energia.
In pratica il corso & suddiviso in due parti di ampiezza disuguali :

1. La prima parte, preponderante, ha un carattere propedeutico :
il titolo pilt adatto sarebbe “Fondamenti di CIRCUITI ELETTR,{CI",

che & giustappunto il titolo di questi appunti.

2. La seconda, molto pil ridotta, ha un carattere pit applicativo :
riguarda la “Generazione, Trasmissione e Utilizzazione dell’Energia Elettrica”,
che & il titolo di appunti monografici complementari a questi. =

Corso ideale : Il progetto di un “corso ideale” sui Fondementi dei CIRCUITI ELETTRyCI

dovrebbe mettere sullo stesso piano :

grafi (monopartiti)
Leggi di KIRCHHOFF
bipoli, multipoli
porta propria
doppi bipoli tripolari
componenti lineari, nonlineari
componenti passivi, attivi
sorgenti impressive (indipendenti)
corto circuito, circuito aperto
trasformatore ideale, giratore
serie e parallelo di bipoli
metodo dei nodi
sinusoidi
fasori di sinusoidi
pulsazione reale w
regime sinusoidale
forme d’onda sinusoidali
impulsi nonideali
circuiti dinamici nondegeneri
trasformata di LAPLACE
funzione di rete
poli e zeri

grafi bipartiti (bigrafi)
Teorema di TELLEGEN
terminali, porte
porta impropria
doppi bipoli propri
componenti adinamici, dinamici
componenti dissipativi, conservativi
sorgenti pilotate (dipendenti)
nullatore, noratore
nullore (amplificatore operazionale)
cascata di doppi bipoli
metodo totale (sparse tableau)
cisoidi (esponenziali complessi)
fasori di cisoidi
pulsazione complessa o + jw
pseudoregime cisoidale
forme d’onda rettangolari
impulsi ideali
circuiti dinamici degeneri
pulsazioni e modi naturali
equazione di stato
variabili di stato

Inoltre la preparazione pilt approfondita in alcuni settori della matematica attualmente impartita
nei corsi propedeutici, ha consentito un maggior rigore nella presentazione di alcuni argomenti.
Per esempio i concetti di “spazio lineare” e “spazio affine” e quello di sottospazio lineare consente
di introdurre in modo pil esauriente e sintetico le Leggi di KIRCHHOFF e le rappresentazioni dei
doppi bipoli, anche se alcuni tradizionalisti non sono d’accordo. -]
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Corso reale : Nella realts il “corso reale” non riesce a soddisfare tutte le precedenti esigenze
per svariati motivi :

o Icircuiti nonlineari sono troppo impegnativi per essere trattati a fondo all’interno di questo

corso. Un'analisi approfondita richiederebbe un apposito corso. Al momento attuale,
qualche nozione elementare sui circuiti nonlineari viene fornita nei corsi successivi dove si
rende necessaria.
D'alta parte, chi si impegna a studiare i circuiti lineari dopo poco tempo si illude di
conoscere quasi tutto di questa classe di circuiti, mentre chi si impegna a studiare i circuiti
nonlineari dopo molto tempo si rassegna ad ammettere di capire quasi niente di questa
classe di circuiti. :

« L'analisi del transitorio non & approfondita in tutti i suoi risvolti teorici, dal momento che
questo aspetto & parte integrante di un corso successivo. In particolare, I'analisi dei circuiti
mediante la Trasformazione di LAPLACE non viene affrontata. D'altra parte 'autore ritiene
che P'uso della Trasformazione di LAPLACE debba essere successivo € non contemporaneo
allo studio dei transitori nel dominio del tempo e che, a maggior ragione, questo studio
non pud essere sviluppato limitandoci alla Trasformazione di Laplace.

Lo scopo del corso & di fornire la capacita di analizzare i modelli a parametri concentrati dei cir-
cuiti fisici, senza fare un specifico riferimento alla costituzione fisica dei dispositivi stessi. Quindi
il contenuto & presentato in modo assiomatico. n

Esercitazioni cartafipenna: Le esercitazioni del corso sono esclusivamente di tipo numerico.
Esse hanno lo scopo di far prendere confidenza agli studenti con i concetti teorici spiegati nelle
lezioni applicandoli a casi specifici e di metterli in grado di comprendere i circuiti che si tro-
veranno di fronte nei corsi successivi. Per integrare le esercitazioni numeriche e completare la
preparazione all’esame di profitto, questi appunti sono accompagnati, in separata sede, da altri
appunti contenenti gli esercizi assegnati nelle prove scritte degli appelli degli anni accademici
1995-96, 1996-97 e 1997-98 : essi sono sviluppati nei minimi dettagli per consentire alle allieve a
agli allievi un'auto-verifica diretta della loro preparazione. ]
Esercitazioni col calcolatore : Esse sarebbero senz'altro utili per affrontare la soluzione di
circuiti di maggiori dimensioni, ma per il momento la mancanza di uno spazio attrezzato e di
personale adeguato al numero di studenti non consente di organizzarle. =
Esercitazioni in laboratorio : Per lo stesso motivo anche esercitazioni sperimentali (in labo-
ratorio) non sono possibili. D'altra parte in molti dipartimenti universitari i laboratori didattici
sperimentali sono inesistenti e i tecnici di laboratorio sono una razza in via di estinzione. Rimane
Pauspicio che alcune esercitazioni sperimentali trovino uno spazio nei corsi meno affollati (se lo
sono ...} del triennio. L]
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Dipartimento di Elettronica e Informazione,
Campus Leonardo, Politecnico di Milano.

Milano, marzo 2000

Amedeo Premoli -
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CONTENUTI

Cap. 1: L'introduzione ai circuiti richiede un “richiamo filosofico” alla relazione tra la realti
fisica e la sua descrizione tramite un modello matematico nella consapevolezza ‘che qualsiasi
modello non potrd mai descrivere esattamente la realtd fisica. Un buon modello & il risultato
di un compromesso tra la realta fisica e la semplicita del modello, richiesta dagli ingegneri che
intendono avere a disposizione modelli sufficientemente semplici per eseguire “buoni progetti”.
In genere, la topologia dei circuiti viene introdotta ricorrendo ai cosidetti grafi, costituiti da nodi e
rami. Questa scelta & superata dall’attuale tecnologia che mette a disposizione molti componenti
fisici con pili di due terminali : transistori, amplificatori operazionali, ... .

Lo spazio fisico, al cui interno ha luogo il fenomeno fisico che noi intendiamo studiare, costituisce
il circuito fisico. Esso & scomposto in un certo numero di regioni equipotenziali (rappresentate da
nodi) e nonequipotenziali (rappresentate da noccioli), tra loro connesse tramite varchi (rappre-
sentati da archi). I grafi bipartiti (detti brevemente bigrafi) costituiti dai suddetti nodi, noccioli
e archi descrivono in modo naturale I'insieme delle connessioni tra queste regioni. All'interno
dei bigrafi vengono definiti i componenti semplici (bipoli, tripoli, quadripoli, ...), costituiti da un
nocciolo e dagli archi incidenti : a loro volta i componenti semplici possono essere aggregati per
formare i componenti compositi. "
Cap. 2: Sui bigrafi vengono introdotte in modo assiomatico le grandezze elettriche : il poten-
ziale, la fensione e la corrente sono, rispettivamente, applicazioni degli insiemi dei nodi, delle
coppie di nodi e degli archi sull’insieme delle funzioni reali del tempo. Infine, vengono presen-
tate le proprieta delle tensioni e correnti note come Leggi di KIRCHHOFF delle tensioni e delle
correnti. La potenza virtuale e il lavoro virtuale vengono definiti come applicazioni degli insiemi
dei noccioli sull’insieme delle funzioni reali del tempo. Essi soddisfano ai teoremi della potenza
virtuele e del lavoro virtuale e ai loro rispettivi corollari. Le due leggi di KIRCHHOFF e il teorema
della potenza virtuale, consentono di descrivere ogni multipolo mediante le porte, ciod come se
fosse costituito da un’aggregazione di bipoli fittizi. Siccome all’interno del circuito compaiono
solo bipoli, introduciamo i grafi, formati dai nodi, gia presenti nei bigrafi, e dai rami, che rapp-
resentano i bipoli sia effettivi sia fittizi. . ™
Cap. 3: B dedicato allo studio dei grafi : inizialmante sono introdotti i concetti intuitivi di
percorso, albero e coalbero. 1 grafi vengono suddivisi in sconnessi, connessi (caratterizzati dalla
presenza di nodi cruciali) e strettamente connessi. Vengono introdotte le maglie e i taglhi come
particolari sottoinsiemi di nodi e rami. Essi, congiuntamente ai rami, vengono orientati e, con-
seguentemente, rappresentati dai vettori topologici, che consentono di dimostrare I’ortogonalite
tra ciascuna maglia e ciascun taglio. I grafi planari e i loro grafi duali vengono discussi, intro-
“ducendo il concetto di anello. I vettori topologici intervengono anche nella definizione delle basi
di Thaglie e delle basi di togli. Essi sono rappresentati dalle rispettive matrici delle basi, che
nowmﬂunoﬁo la definizione dei sottospazi lineari delle tensioni e delle correnti tra loro ortogonali.
B

Cap. 4 : L'introduzione dei grafi consente di formulare le due Leggi di KIRCHHOFF in una
forma molto semplice e compatta. Infine, anche il teorema e il corollario della potenza virtuale
assumono forme molto semplici, note come Teorema e Corollario di TELLEGEN. Le basi di questi
sottospazi, rispettivamente chiamate tensioni di taglio e correnti cicliche, conducono ad una for-
mulazione alternativa delle due Leggi di KIRCHHOFF. Tra le tensioni di taglio hanno un ruolo
specifico ma molto diffuso le iensioni di nodo. I Teoremi di non-amplificazione, preceduti dal
Lemma del potenziale di nodo, consentono di stabilire delle relazioni tra le tensioni e correnti di
ramo. ™
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Cap. 5: Le relazioni costitutive sono equazioni matematiche coinvolgenti le tensioni e correnti
di un componente e costituiscono il modello esterno dei fenomeni elettro-fisici che hanno sede
all’interno del componente fisico. Tre diverse classificazioni, indipendenti P'una dall’altra, sono
di interesse : componenti edinamici o dinamici, tempo-invarianti o tempo-varianti, lineari o
nonlineari. In realtd, siccome le caratteristiche di un componente fisico non sono mai “esatte”,
esso puod essere considerato adinamico o dinamico, tempo-invariante o tempo-variante, lineare o
nonlineare a seconda del circuito fisico in cui opera.

Per analizzare il circuito, viene costruito un unico sistema di equazioni facendo un collage tra le
Leggi di KIRCHHOFF e le relazioni costitutive. Analogamente, viene costruito un unico sistema

' sottodeterminato ‘di equazioni per costruire le relazioni costitutive di un qualsiasi componente

composito. Il Teorema di Sostituzione risulta utile per semplificare il suddetto sistema.

La potenza eletirica (effettiva) e il lavoro elettrico (effettivo) sono derivati da quelli virtuali, ag-
giungendo le relazioni costitutive che vincolano tra loro le tensioni e le correnti di ramo che
compaiono nella potenza virtuale : i teoremi della potenza virtuale e del lavoro virtuale e i rispet-
tivi corollari risultano validi anche per la potenza e il lavoro effettivi. =
Cap. 6: Le relazioni costitutive di particolari componenti si confondono con le equazioni topo-
logiche : tra i bipoli di questo tipo vi sono il corto circuito, il circuito aperto, il nulletore e il
noratore, che consentono di semplificare il grafo. Tra i multipoli questa “particolaritd” ha come
conseguenza che il numero di terminali e/o porte pud essere diverso da quello originale. I concetti
di porta propria e impropria ci consentono di classificare i doppi bipoli in : impropri, tripolari
e propri. Infine, sulla base di alcune peculiarita, vengono introdotti i bipoli bilaterali e i doppi
bipoli simmetrici, unidirezionali e zerodirezionali.

Le aggregazioni pili usate di componenti semplici in componenti compositi sono esaminate da
un punto di vista topologico : Serie, parallelo, stella e triangolo di bipoli; doppio bipolo chiuso
su un bipolo, bipolo connesso trasversalmente a un DBT, bipolo connesso in serie al terminale
comune di un DBT; cascata, parallelo e serie di doppi bipoli. ®
Cap. 7: Dalle rappresentazioni esplicite dei bipoli impressivi / nonimpressivi, omogenei /
nonomogenei definiamo il c.c., il c.a., le sV, le sli, i resistori e i modelli di THEVENIN e di NOR-
TON. L'analisi della potenza effettiva stabilisce che il resistore & dissipativo, il c.c. e il c.a. sono
inerti, mentre i bipoli nonomogenei sono attivi. I bipoli composti dalla serie e parallelo di bipoli
sono analizzati insieme alle regole dei partitori di tensione e corrente. Tre metodi per analizzare
circuiti costituiti da strutture semplici di bipoli sono descritti : i due Teoremi di MILLMANN
danno delle regole per circuiti formati, rispettivamente, dal parallelo o serie di bipoli, mentre il
metodo della falsa posizione consente di analizzare circuiti con struttura a scala. Vengono infine
discussi i generatori fisici, i loro rendimenti reali e i rendimenti del loro modello. =

:Cap. 8: I k-porte adinamici, tempo-invarianti e lineari sono distinti in omogenei o nonomogenei
‘e in impressivi 0 nonimpressivi. Le loro rappresentazioni esplicite sono distinte in cardinali e non-

cardinali e il concetto di controllabilitd, discutendo il significato fisico dei parametri omogenei
e impressivi presenti in ciascuna di esse. Il Primo teorema di equivalenza dimostra che ciascun
k-porta lineare nonomogeneo & equivalente al k-porta omogeneo associato e a k sorgenti impres-
sive connesse in serie o parallelo alle porte. Le propriet della forma quadratica che esprime la
potenza effettiva in funzione delle grandezze indipendenti, consente di suddividere i componenti
adinamici, tempo-invarianti e lineari in dissipativi, inerti, streitamente attivi e attivi.

La definizione di componente reciproco viene introdotta per mezzo delle potenze wirtuali incroci-
ate insieme col teorema di reciprocitd che stabilisce che la reciprocitd dei componenti compositi
& assicurata da quella dei componenti aggregati. Sono discusse le condizioni a cui devono sod-
disfare i parametri di ciascuna rappresentazione cardinale affinché un k-porta sia reciproco. =
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Cap. 9: Le rappresentazioni esplicite dei doppi bipoli adinamici, tempo-invarianti e lineari sono
suddivise in quattro cardinali e due noncardinali : il significato fisico dei parametri omogenei
e impressivi sono evidenziati. Vengono derivate le formule per passare dai parametri di una
rappresentazione 2 quelli di un’altra.

La potenza risulta una forma guadratica rispetto alla grandezze indipendenti : i doppi bipoli
vengono distinti in dissipativi, inerti, strettamente attivi e attivi. Le condizioni a cui deve sod-
disfare ciascuna rappresentazione esplicita affinché un doppio bipolo sia reciproco, antireciproco,
unidirezionale, zerodirezionale, simmetrico, equilibrato sono discusse.

Vengono introdotti i DBT costituiti dall’aggregazione a “T" (stella) e'a “II" (triangolo) di tre
resistori insieme alle formule per trasformare un tripolo a “T" in un tripolo a “II" equivalente.
I’analisi dei doppi bipoli impropri, costituiti da quattro resistori (ponti resistivi), sottolineando
le condizioni per 'equilibrio, chinde il capitolo. =
Cap. 10 : L'unico doppio bipolo impressivo non-banale & il nullore (modello super-idealizzato
dell’amplificatore operazionale). Vengono discusse le condizioni per inserirlo correttamente in
un circuito e la sua scomposizione in una coppia nullatore-noratore. Le quattro sorgenti pilotate,
insieme ai bipoli, sono in grado di realizzare un modello di qualsiasi k-porta adinamico, tempo-
invariante e lineare. Questi modelli cardinali sono derivati da una rappresentazione cardinale.
La serie e il parallelo delle due porte della medesima sorgente pilotate vengono esaminate. Le
sorgenti pilotate nonideali sono un modello pit aderente alla realtd che non quelle ideali. Si
assume che la resistenza alla porta d’ingresso e quella interna alla porta d'uscita siano né nulle
né infinite. Infine, sono introdotti due doppi bipoli omogenei e nonimpressivi il trasformatore
ideale e il giratore. Essi sono gli unici doppi bipoli, che istante per istante trasferiscono potenza
da una porta allaltra lasciandola invariata. Mentre il trasformatore ideale & reciproco, il giratore
& antireciproco. Infine vengono discusse alcune delle trasformazioni circuitali pilt significative
coinvolgenti questi doppi bipoli. =
Cap. 11 : L'analisi dei circuiti costituiti da componenti adinamici, tempo-invarianti e lineari
richiede la costruzione di un sistema di equazioni algebriche lineari e nonomogenee mediante il
metodo totale. La matrice del sistema lineare puo risultare singolare a causa dall’interazione della
struttura con i componenti : il modello pubd essere accettato o rifiutato. Qualora il modello sia
consistente, possiamo enunciare il principio di sovrapposizione.

IL’analisi dei componenti composti da componenti adinamici, tempo-invarianti e lineari richiede
la costruzione di un sistema sottodeterminato di equazioni algebriche lineari e nonomogenee.
Alcune proprieta, in particolare il secondo e terzo teorema di equivalenza per i componenti for-
mati dall’aggregazione di componenti adinamici tempo-invarianti e lineari vengono stabilite. Tra
questi i ben noti teoremi di THEVENIN ¢ NORTON. =
Cap. 12: Tra i metodi semplificati di analisi il metodo nodale puro considera come incognite
le tensioni di nodo purché tutti i componenti siano controllabili in tensione. Il metodo viene es-
teso ai componenti noncontrollabili in tensione, aggiungendo le correnti di questi tra le incognite
(metodo nodale modificato). I metodi puri delle maglie e degli anelli richiedono come incognite
le correnti cicliche, purché tutti i componenti siano controllabili in corrente. II metodo viene es-
teso ai componenti noncontrollabili in corrente, aggiungendo le tensioni di questi tra le incognite
(metodo delle maglie modificato). =
Cap. 13 : La connessione in cascata di doppi bipoli viene analizzata per mezzo del prodotto
delle matrici di trasmissione : vengono discussi i casi pilt interessanti di connessioni in cascata
coinvolgenti sorgenti pilotate ideali, trasformatori ideali, giratori e nullori.

Viene analizzato il bipolo composito costituito dalla prima porta di un generico doppio bipolo
con la seconda porta chiusa su un generico bipolo.
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Limitatamente alla rappresentazione controllata in tensione, vengono calcolate le relazioni costi-
tutive di un k-porte (k = 2,3,...) costituito dal parallelo di due kiporte. Inoltre, viene discussa
la connessione di un nullore tripolare con un generico DBT. ’ ’

La connessione trasversale di un bipolo e un DBT controllabile in tensione, viene facilmente
analizzata. Nel caso in cui il DBT non sia controllabile in tensione, il primo Teorema di MILLER
consente di calcolare rapidamente le relazioni costitutive dal DBT composito. Nel caso in cui il
DBT sia un nullore il DBT composito & equivalente a una sVplL.

La connessione di un bipolo generico in serie al terminale comune di un DBT controllabile in
corrente viene : nel caso in cui il DBT non sia controllabile in corrente, il secondo Teorema di
MILLER consente di calcolare rapidamente le relazioni costitutive del DBT composito, mentre
nel caso in cui il DBT sia un nullore il DBT composito & equivalente a una sIpV.

La metodologia “it aggrega&rimpiazza” consiste nell’aggregare i componenti del circuito in un
numero inferiore di componenti compositi e considerare come incognite le mnmbmmuum definite alle
porte dei componenti compositi. n
Cap. 14 : Introduciamo i pili significativi bipoli adinamici, tempo-varianti e lineari : tra essi le
sorgenti impressive la cui grandezza impressa varia col tempo, gli interruttori (ideali e nonideali)
e i resistori dipendenti dal tempo. Il fatto che le tensioni e correnti impresse e resistenze siano
tempo-varianti apre la strada al concetto di segnale, a cui viene associata una quantita d’infor-
mazione. Viene fatto un breve cenno ai circuiti adinamici, tempo-varianti e lineari. Gli impulsi
sono funzioni (forme d’onda, segnali) diffusissimi nei circuiti elettronici pilt disparati : vengono
discussi quelli ideali {delta di DIRAC) e quelli nonideali. n
Cap. 15 : Le rappresentazioni pseudostatiche, integrali e differenziali, dei condensatori e degli
induttori sono introdotte insieme ai modelli equivalenti, che tengono conto delle condizioni in-
iziali. Viene dimostrato che essi sono conservativi nel senso che sono in grado di immagazzinare
energia senza dissiparla. Vengono discusse le aggregazioni serie e parallelo di condensatori e in-
duttori e la loro connessione alla porta di un giratore. Viene discussa la scrittura delle equazione
differenziale per i circuiti dinamici elementari (di prim’ordine) e la loro soluzione. =
Cap. 16: Si dimostra intuitivamente che un generico componente dinamico, tempo-invariante
e lineare pud essere descritto da un componente composto da condensatori, induttori e compo-
nenti adinamici, tempo-invarianti e lineari. La potenza e il lavoro effettivi vengono rivisti per
i componenti dinamici tempo-invarianti e lineari. In particolare vengono discussi i componenti
dinamici conservativi e il concetto di energia immagazzinate. Inoltre vengono definiti i compo-
nenti passivi e attivi e le proprietd energetiche dei circuiti e dei componenti compositi derivate
dai Teoremi della potenza e lavoro effettivi e dai rispettivi corollari. La definizione e il teorema
di reciprociti vengono estesi ai componenti dinamici, introducendo i lavori virtuali incrociati.
Gli induttori accoppiati sono un doppio bipoloe fisico, il cui modello & dinamico e conservativo
in prima approssimazione. Per esempio il trasformatore pud essere modellato in prima approssi-
mazione dagli induttori accoppiati . Inoltre viene introdotto il coefficiente di accoppiamento per
descrivere 'accoppiamento tra due induttori fisici. "
Cep. 17: Scriviamo il sistema di equazioni dei circuiti dinamici lineari costituiti da componenti
adinamici tempo-invarianti e lineari di qualsiasi tipo, da sorgenti impressive tempo-invarianti e
tempo-varianti, da interruttori ideali, da condensatori, da induttori e da induttori accoppiati me-
diante il metodo dei componenti complementari : nel sistema compaiono le grandezze candidate
di stato, mentre le grandezze impresse contribuiscono a formare i termini noti. Limitatamente ai
circuiti dinamici nondegeneri, il sistema viene trasformato direttamente nell’equazione di stato,
in cui tutte le grandezze candidate assumono il ruolo di variebili di stato. Esso viene affiancato
da un sistema algebrico, detto equazione di uscite, in cui sono presenti le tensioni e correnti
di ramo di interesse oltre alle variabili di stato e alle grandezze impresse : a questo fine viene
costruito un circuito adinamico ausiliario.
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Viene discussa la scrittura delle equazioni di stato per i circuili dinamici degeneri, anche in
questo caso per calcolare le grandezze d’uscita occorre introdurre un opportuno circuito adinam-
ico ausiliario.

Successivamente si mostra, tramite un esempio, come 'equazione differenziale (vettoriale) di stato
con n variabili di stato possa essere ridotta a un’unica equazione (scalare) differenziale di ordine
n con un'unica funzione incognita. Partendo dall’analisi dell'equazione di stato, si dimostra in
quali circuiti dinamici le candidate di stato verificano la continuitd / discontinuitd analitica. I
problemi che nascono nei circuiti dinamici con interruttori ideali vengono discussi. ]
Cap. 18: Le cisoidi, benché definite da una coppia di quantiti complesse, il fasore e la pulsazione
complessa, sono funzioni reali di argomento reale che unificano in un'unica classe gli esponen-
ziali, le sinusoidi e le funzioni costanti e funzioni meno note, quali le sinusoidi con inviluppo
esponenziale. Esse sono suddivise in sottoclassi isofrequenziali, ciascuna caratterizzata da una
specifica pulsazione complessa e costituente uno spazio lineare. Esse intervengono nelle soluzioni
analitiche dei sistemi di equazioni differenziali lineari. Vengono introdotti gli esponenziali di
matrice : essi sono costituiti da un’opportuna combinazione di matrici cisoidali isofrequenziali e
vengono calcolati ricorrendo agli auotvalori e autovettori. WWWWW???7 DIRE DI PIU

Per la loro importanza, lo studio delle sinusoidi, che sono appunto le cisoidi con pulsazione com-
plessa puramente immaginaria s = jw , viene approfondito. La loro periodicitd comporta delle
proprietd non condivise dalle altre sottoclassi di cisoidi. Inoltre lo sviluppo in serie di FOURIER
consente di approssimare qualsiasi funzione periodica mediante una somma di sinusoidi.

Cap. 19 : La soluzione generale dell'equazione di stato dei circuiti dinamici, sia nondegeneri
sia degeneri, viene espressa mediante ’esponenziale di matrice e risulta scomposta nella somma
della soluzione libera e della soluzione forzata. Essa costituisce uno spazio affine, le cui dimen-
sioni coincidono col numero di variabili di stato, caratterizzato dalle pulsazioni naturak e dai
modt naturali.

La soluzione generale dell’equazione di stato nonomogenea coincide con la soluzione generale
dell’equazione omogenea associata sommata a una soluzione particolare qualsiasi del circuito
originario. In pratica, quando le funzioni forzanti sono cisoidi conviene scegliere come soluzione
particolare la soluzione similare. Vengono esaminate le condizioni di esistenza delle soluzioni
similari associate alle specifiche sottoclassi di cisoidi e i metodi analitici adatti al loro calcolo.
La soluzione viene scomposta nella somma della soluzione transitoria e della soluzione a regime.
Viene introdotto il concetto di stabilitd per i circuiti dinamici lineari, comune a qualsiasi sistema
dinamico lineare. Esso conduce a notevoli semplificazioni e proprietd importanti sia dal punto
di vista concettuale sia dal punto di vista ingegneristico. Il problema della continuitad analitica
delle candidate di stato viene interpretato da un punto di vista fisico. w
Cap. 20 : Lo pseudoregime cisoidale, importante dal punto di vista concettuale, comprende
come caso particolare, il regime sinusoidale molto importante anche a livello applicativo. Le
condizioni necessarie e sufficienti in cui un circuito opera in pseudoregime cisoidale (ovvero in
regime sinusoidale), ciok tutte le tensioni e correnti sono cisoidi (sinusoidi) delle stessa sottoclasse.
L’analisi di questi circuiti consiste nella sostituzione delle grandezze cisoidali coi rispettivi fasori
e si riduce alla soluzione di un sistema di equazioni algebriche nel dominio complesso. Vengono
discusse le relazioni costitutive dei bipoli compositi di tipo generale e i concetti di impedenza e
aemmettenza di un bipolo. Esse risultano, in genere, funzioni della pulsazione complessa s .
Vengono discusse le relazioni costitutive di doppi bipoli compositi di tipo generale e i concetti di
matrice impedenza e matrice ammettenza insieme alle matrici delle rimanenti rappresentazioni
esplicite. Le regole, proprieta e metodi dei circuiti adinamici sono estese, senza alcun sforzo,
all’analisi dei circuiti dinamici operanti in pseudoregime cisoidale e in regime sinusoidale. "
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. Cap. 21: Le funzioni di rete sono definite, in un generico pseudoregime cisoidale, come rapporto

tra il fasore di una grandezza qualsiasi e il fasore di una grandezza impressa e risultano funzioni
razionali nella pulsazione complessa s . Esse si suddividono in funzioni immettenza e funzioni di
trasferimento. Le radici del numeratore e del denominatore sono reali e/o complesse coniugate e

! sono chiamate rispettivamente zeri e poli della funzione di rete e hanno un significato fisico molto
i importante.
‘La periodicita del regime sinusoidale mette in evidenza le proprietd dell’ampiezza, fase e parti

reale e immaginaria e diagramma polare della funzione di rete F(jw) . Successivamente vengono
discusse le funzioni di rete elementari incontrate pil frequentemente.
1 valori numerici dei parametri fisici e delle grandezze elettriche di un circuito assumono moelto

- spesso valori molto piii piccoli e/o molto pitl grandi della rispettiva unita di misura. Per rimedi-

are conviene normalizzare questi valori numerici.

Le grandezze che caratterizzano una funzione di rete non sono appropriate per tracciare dia-
grammi o per eseguire calcoli ; in questi casi si preferisce sostituirle con grandezze logaritmiche,
che consentono di rendere pili leggibili i diagrammi dell’ampiezza e della fase, pilt amichevoli i
valori numerici in gioco e di scomporre in addendi semplici 'ampiezza della funzione. L
Cap. 22: La valutazione della potenza efo lavoro che si sviluppano in un circuito dinamico
e lineare in regime sinusoidale tiene conto della periodicita del regime stesso condivisa da tutte
le tensioni, correnti e dalle potenze istantanee. Questo suggerisce I'introduzione della potenza
attiva, che coincide con la media della potenza istantanea.

L’introduzione della potenza complessa e potenza reatiiva & ampiamente giustificata dalle loro
proprietd (Teorema e Corollario di BOUCHEROT). L'analisi della potenze complessa e reattiva &
estesa ai doppi bipoli. .
Spesso ci si trova di fronte a circuiti dinamici lineari con sorgenti impressive sinusoidali con
pulsazioni w diverse : in mancanza della soluzione transitoria il circuito opera in regime multi-

frequenziale. Lo studio di questo regime si basa sul principio di sovrapposizione delle soluzioni

similari, che vale anche per le potenze attive ma non per le potenze istantanee.

La potenza attiva disponibile di una sorgente sinusoidale non-ideale {con impedenza interna) viene
definita : un semplice teorema consente di calcolarla. L
Cap. 23: Molti componenti dinamici compositi, conservativi e nonconservativi, di interesse sono
considerati ; Essi aggregano condensatori e/o induttori € componenti adinamici. Innanzitutto
vengono considerati alcuni componenti composti dinamici e conservativi tra cui i risonatori serie
e parallelo ideali e alcuni doppi bipoli che funzicnano da trappole.

Molti componenti fisici di largo uso sono conservativi solamente in prima approssimazione per la
presenza di una limitata dissipazione : sono esaminati i modelli quasi-conservativi del conden-
satore e dell’induttore fisici introducendo il loro fattore di qualita.

Nei risonatori quasi-conservativi 'analisi alla frequenza di risonanza pud essere eseguita, se as-
sumiamo che il risonatore non sia ideale, cioé che la sua impedenza sia piccola ma non nulla
(risonatore serie) ovvero la sua ammettenza sia piccola ma nonnulla (risonatore parallelo).
Vengono presi in considerazione i partitori dinamici costituiti da due bipoli dinamici, che a loro
volta caratterizzano la funzione di rete del partitore. I quadripoli a ponte dinamici sono molto
interessanti per le loro proprietad. Infine un modello dinamico dell’amplificatore operazionale
nonideale e due doppi bipoli chiamati integratore e derivatore. s
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Principali notazioni e definizioni usate nel testo

Esempio 14.1.3A — Esempio A del Paragrafo 3 della mmswomm 1 del Capitolo 14.
Par. 4.2.5 -— Paragrafo 5 della Sezione 2 del Capitolo 4.

Sez. 8.6 ~— Sezione 6 del Capitolo 8.

Cap. 13 — Capitolo 13. |

Componente composito : componente composto da altri componenti. (CCap. 1,4,11-FCE) .
I terminali accessibili dei componenti compositi sono distinti da piccole circonferenze nere
(interno bianco) —o0 mentre i nodi interni degli stessi sono distinti da pallini neri —e—

HRappresentazione (y1,92,¥3,...) ¢ (£1,%2,23,...) : Indica la rappresentazione esplicita
di un componente in cui 31, y2, y3, ... costituiscono le grandezze dipendenti e z;, 3, T3,
...quelle indipendenti.

DBT — doppio bipolo tripolare , DBP — doppio bipolo proprio ,
DBI —+ doppio bipolo improprio ,
DB — generico doppio bipolo : pud essere tripolare o proprio o improprio.

c.c. —* corto circuito , c.a.— circuito aperto.

V ovvero sVi — sorgente impressiva di tensione. V(10 V) indica la sorgente di tensione
impressiva con tensione impressa 10 V , V(%;) indica la sorgente di tensione impressiva
con tensione impressa oy .

Z ovvero sli — sorgente impressiva di corrente. Z (5 mA) indica la sorgente di corrente
impressiva con corrente impressa 5 mA . Z(4;) indica la sorgente di corrente impressiva
con corrente impressa iy .

R — generico resistore. R{r;) indica il resistore di resistenza r; ,
R(100 Q) indica il resistore di resistenza 100

“gVi — c.c.” significa sostituzione di una sVi con un c.c.”.
“sIi — c.a.” significa “sostituzione di una sli con un c.a.”.

int.id. — interruttore ideale

Moglic-sVi ovvero Maglio-V : maglia di un circuito formata esclusivamente da sVi ovvero V

- Maglia-sIi ovvero Maglie-1 - maglia di un circuito formata esclusivamente da sVi ovvero I

Taglio-sVi ovvero Taglio-V : taglio di un circuito formata esclusivamente da sVi ovvero V
Taglio-sli ovvero Taglio-I : taglio di un circuito formata esclusivamente da sVi ovvero Z

Maglie-T uniforme : maglia di un circuito formata esclusivamente da Z con le stesse
correnti impresse.

Taglio-V uniforme : taglio di un circuito formato esclusivamente da V con le stesse tensioni
impresse. :

sVpl ovvero Vz - generica sorgente di tensione pilotata in corrente, Vz {ry 2)
indica la sorgente di tensione pilotata in corrente con tensione pilotata r, 3 .

Premoli, Fondamenti di CIRCUITI ELETTRy,ICI: Premessa mar2000 xxii

21.

22.

23.

24

25.
26.

27.

28

29

30.

sIpV ovvero Iy ~—+ generica sorgente di corrente pilotata in tensione. Ty {gm v3)
indica la sorgente di corrente pilotata in tensione con corrente pilotata g, vs .

slpl ovvero Zy —  generica sorgente di corrente pilotata in corrente. Tz (8 i4)
indica la sorgente di corrente pilotata in corrente con corrente pilotata f iy .

sVpV ovvero Vy —+ generica sorgente di tensione pilotata in tensione. Vy (@ vs)
indica la sorgente di tensione pilotata in tensione con tensione pilotata a vs .

Nullore : & il doppio bipolo che costituisce il modello, idealizzato al massimo, dell’amplifi-
catore operazionale. (Cap. 8-FCE)

tr.id. — trasformatore ideale

C — generico condensatore. C{(C}) indica il condensatore di capacitd C; , C(10 uF)
indica il condensatore di capacitad 10 uF

L — generico induttore. £{L;) indica I'induttore di induttanza Ly , £(10 mH) indica
Pinduttore di induttanza 10 mH

Cisoidi : una generica cisoide & una sinusoide con inviluppo esponenziale. Essa & carat-
terizzata dalla pulsazione complesse e dal fasore. Sono particolari cisoidi gli esponenziali
(pulsazione complessa puramente reali), le sinusoidi (pulsazione complessa puramente im-
maginaria) e le funzioni costanti (pulsazione complessa nulla e fasore puramente reale).
(Cap. 16-FCE)

Psevdoregime cisoidale : si ha qualora le grandezze impresse delle sVi e sli sono cisoidi
isofrequenziali e il transitorio & assente (Cap. 18-FCE). In questo caso tutte le tensioni e
correnti sono cisoidi isofrequenziali.

Regime sinusoidale : le mnwwamsum impresse delle sVi e sli sono sinusoidi isofrequensziali e il
transitorio & assente (Cap. 18-FCE).
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Programma ufficiale del Corso di Elettrotecnica per Elettronici
Amedeo Premoli : Anno Accademico 1999-2000, Novembre 1999

1 - Scomposizione dei circuiti fisici. Bigrafi, bipoli e multipoli. Componenti semplici e
compositi. Tensioni e correnti elettriche. Leggi di Kirchhofl. Potenza e lavoro virtuali. Teorema
¢ corollario di Tellegen. Tensioni e correnti indipendenti in un multipolo. Grafi : alberie coalberi,
maglie e tagli. Grafi planari e duali. Basi di maglie e tagli. Sottospazi delle tensioni e correnti
di ramo : tensioni di nodo e correnti cicliche. I teoremi di non-amplificazione.

2 - Relazioni costitutive : Componenti adinamici o dinamici, tempo-invarianti o tempo-
varianti, lineari o nonlineari. Analisi dei circuiti e dei componenti compositi. Teorema di sos-
tituzione. Potenza e lavoro effettivi. Interazione tra componenti e topologia. Doppi bipoli
tripolari, propri e impropri. Invarianza al ribaltamento e direzionalitd dei doppi bipoli. Compo-
nenti compositi di interesse.

3.-- Bipoli e circuili semplici adinamici, tempo-invarianti e lineari. Corto circuito,
circuito aperto, sorgenti impressive, resistore. Potenza. Serie e parallelo di bipoli e regole di
partizione. Analisi di circuiti semplici : Teoremi di Millmann. Generatori fisici.

4 - Multiporte adinamici, tempo-invarianti e lineari. Rappresentazioni cardinali e non-
cardinali e primo teorema di equivalenza. Potenza e reciprocitd. Proprietd dei doppi bipoli.
Doppi bipoli resistivi a stella, a triangolo e a ponte. Trasformaszioni stella-triangolo. Nullore,
sorgenti pilotate, trasformatore ideale e giratore. Modelli di k-porte generici.

5 - Circuiti adinamici, tempo-invarianti e lineari generici. Metodo totale. Circuiti
patologici. Ricollocazione delle sorgenti impressive. Principio di sovrapposizione. Analisi e pro-
prieta dei componenti compositi : secondo e terzo teorema di equivalenza (teoremi di Thévenin
e Norton). Metodo puro e modificato dei nodi, metodi puri e modificati delle maglie (anelli).
Componenti compositi : cascata, parallelo e serie di doppi bipoli, connessioni di un doppio bipolo
con un bipolo : i teoremi di Miller.

6 - Componenti e circuiti adinamici, tempo-varianti e lineari. Sorgenti impressive
tempo-varianti, interruttori ideali e nonideali e resistori tempo-varianti. Segnali e informazione.
Impulsi ideali e nonideali.

7 - Bipoli e semplici circuiti, dinamici e lineari. Condensatori e induttori : energia e
stato. Analisi di circuiti semplici. Componenti dinamici e lineari generici. Potenza, lavoro, en-
ergia e reciprocitd. Induttori accoppiati.

8 - Circuiti dinamici e lineari generici. Metodo dei componenti complementari. Equazione
di stato e di uscita dei circuiti nondegeneri e degeneri. Circuiti dinamici con interruttori ideali.
Cisoidi ed esponenziale di matrice. Sinusoidi, Funzioni periodiche. Soluzione dell'equazione di
stato : soluzione similare (a regime), soluzione transistoria, pulsazioni naturali e stabilita.

9 - Pseudoregime cisoidale e regime sinusoidale. Leggi di Kirchhoff. Relazioni costitutive
dei bipoli e doppi bipoli semplici e compositi. Funzioni di rete. Zeri e poli. Normalizzazione.
Potenza istantanea, minima e massima nei bipoli in regime sinusoidale. Potenza attiva, reat-
tiva e complessa nei bipoli e doppi bipoli. Teorema di Boucherot. Potenza attiva in regime
multifrequenziale. Potenza disponibile nelle sorgenti nonideali. Modelli quasi-conservativi dei
condensatori e induttori fisici. Risonatori ideali. Modelli quasi-conservativi dei risonatori fisici.
Partitori e doppi bipoli a ponte dinamici.

10 - Generazione, trasmissione e utilizzazione dell’energia elettrica. Linee monofase e
trifase, perdite in trasmissione, rendimento e rifasamento. Circuiti magnetici : le leggi di Kirch-
hoff delle tensioni e flussi magnetici. Concatenatore magneto-elettrico. La legge di Hopkinson
e sua estensione al traferro. Materiali ferromagnetici reali : isteresi, correnti parassite e lami-
nazione. Trasformatore fisico : costruzione, circuito equivalente e rendimento. Prove a vuoto e
in corto circuito. '



1 REALTA FISICA
e BIGRAFI

WWW?? FIGURA EMBLEMATICA spazio fisico diviso in regioni e/o bigrafo 77TWWW
Tradizionalmente, la topologia dei circuiti viene introdotta ricorrendo ai grafi, costituiti da nodi
e rami. Questa scelta risale all’inizio del ventesimo secolo quando i componenti fisici disponibili
erano quasi esclusivamente bipoli, quali resistori, generatori di tensione, induttori, condensatori,
«++ , con leccezione degli induttori mutuamente accoppiati. Successivamente, la tecnologia ha
messo a disposizione componenti con pili di due terminali (multipoli), per esempio i transistori e
gli amplificatori operazionali. La loro presenza ha suggerito I'introduzione dei grafi bipartiti, che
consentono una descrizione pilt adeguata del fenomeno fisico.

Sez. 1.1 : Circuiti nella realté : I fenomeni elettrici piti noti si suddividono in fenomeni
naturali e artificiali. I secondi a loro volta sono stati inventati dall’uomo con il duplice scopo
di alleviare la fatica fisica (circuiti fisici per l'energia) e di alleggerire la fatica mentale (circuiti
Jfisici per Uinformazione).

Sez. 1.2 : Modello di un fenomeno fisico : Il modello di un fenomeno fisico & il risultato
di un compromesso tra la complessitad della realta fisica e la semplicita del modello stesso.

Sez. 1.8 : Modello di un circuito fisico : Per i fenomeni elettrici artificiali i possibili modelli
si suddividono in modelli a parametri concentrati, pilt noti come circuiti, e modelli a parametri
distribuiti.

Sez. 1.4 : Scomposizione dello spazio fisico : 1l fenomeno elettrico avviene allinterno di
quello che noi chiamiamo circuito fisico. La costruzione del suo modello richiede la caratter-
izzazione geometrica ed elettrica del circuito fisico, scomponendolo in un numero adeguato di
regioni equipotenziali e nonequipotenziali, tra loro connesse tramite dei varchi.

Sez. 1.5 : Bigrafi: I grafi bipartiti (detti brevemente bigrafi) descrivono in un modo naturale
Yinsieme di queste regioni e le loro connessioni, ciot la topologia del circuito elettrico. Le regioni
equipotenziali sono rappresentate dai nodi, le regioni nonequipotenziali dai noccioli e i varchi
dagli archi. La loro unione costituisce il bigrafo.

Sez. 1.6 : Componenti semplici e compositi : I bigrafi sono scomposti in componenti
semplici, costituiti da un nocciolo e dagli archi incidenti, che prendono il nome di terminali del
componente. A loro volta i componenti semplici possono essere aggregati per formare i compo-
nenti compositi, dotati di terminali semplici e compositi.

Sez. 1.7 : Scomposizioni parziali di un bigrafo : Diverse scomposizioni di un bigrafo in
componenti semplici e/o compositi sono possibili. Alcuni esempi illustrano le pilt interessanti tra
queste scomposizioni. .

Sez. 1.8 : Componenti fisici : Questa sezione mette in relazione i precedenti concetti sui
componenti e le scomposizioni di un bigrafo con i componenti e le scomposizioni fisiche incontrati
nella realta di ogni giorno.
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1.1 CIRCUITI NELLA REALTA

Anche il lettore che per la prima volta apre un testo di questo tipo ha una idea, seppur
. vaga, di quanto i fenomeni elettrici siano importanti nella realtd quotidiana. Questa sezione
richiama questa realta.

'1.1.1 Fenomeni elettrici
I fenomeni elettrici possono essere suddivisi in :

Fenomeni eletirici naturali organici: Essi sono presentinel corpo umano e in quello
degli animali: muscoli, cervello, cuore, sistema nervoso, . ... B curioso constatare che nella
prima meta del secolo scorso molti studiosi dei fenomeni elettrici erano dei medici alla
ricerca di cure miracolose basate su qualche misterioso fenomeno elettrico per il progresso
dell'umanita . . . e del proprio portafoglio. Basta pensare all’(ab)uso degli electroshock per
curare alcune malattie mentali, in auge fino a non molto tempo fa. =

Fenomeni eletirici naturali inorganici : Essi sono presenti nei corpi celesti : tra
questi, il campo magnetico terrestre, ’attivita elettrica presente nelle stelle ... . "

Fenomeni elettrici artificiali: Si sviluppano all’interno di oggetti costruiti apposi-
tamente dall'uomo. Proprio a questi fenomeni rivolgono la loro attenzione gli ingeg-
neri, in particolare gli ingegneri elettrici, elettronici, informatici, delle telecomunicazioni
e biomedici. =

Una definizione esauriente e nello stesso tempo semplice dei fenomeni elettrici artificiali

non & facile. Possiamo dire che i fenomeni elettrici artificiali si sviluppano entro circuiti
fisici, facenti parte di apparati, strumenti, dispositivi, macchine, impianti, ecc., costruiti
dall'uvomo. L'interesse dell'umanitd verso questi apparati & nella possibilitd di realizzare
P'ancestrale desiderio di vivere sfuggendo alla fatica del corpo (alla base della rivoluzione
industriale dal settecento fino ai giorni nostri) e della mente (alla base della rivoluzione
informatica di quest’ultimo mezzo secolo). Essi sono suddivisi in due vaste classi, cor-
rispondenti alle due diverse fatiche/rivoluzioni, di cui daremo alcuni esempi nei paragrafi
seguenti.

1.1.2 Apparati per 'energia

Gli apparati per 'energia elettrica sono costruiti dall'uomo con lo scopo di limitare la
fatica fisica (muscolare). Il successo di queste applicazioni dell'Elettricita & dovuto prin-
cipalmente al fatto che I'energia elettrica pud essere trasportata facilmente (tramite cavi)
senza inquinamenti chimici, acustici, ..., a parte qualche incendio sporadico e ai campi
elettromagnetici, i cui possibili effetti negativi sull’uomo sono molto discussi, benché poco
conosciuti.

Questi apparati sono dedicati alla produzione (generazione), trasporto (trasferimento), e
consumo (utilizzazione) di energia (potenza) elettrica. Tra essi ricordiamo :

‘Produzione : generatori , alternatori , dinamo, celle fotovoltaiche.
Essi sono presenti nelle centrali elettriche di qualsiasi dimensione, a bordo delle navi, aerei,
automobili, satelliti artificiali, biciclette, ... . a

Trasporto : elettrodotti (cavi aerei), cavi sotterranei, trasformatori.

~
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Essi costituiscono gli impianti elettrici distribuiti su tutto il territorio in cui ci sia una
qualche attivith umana moderna. ™

Conswmo : motori elettrici, forni elettrici, stufe elettriche, lampade, alimentazione di ap-
parecchiature elettroniche, calcolatori, sedie elettriche (ancora in uso presso alcune triba
incivili di visi pallidi) ... .

Essi sono presenti in edifici pubblici, stabilimenti industriali, appartamenti privati, a bordo
dei navi, treni, automobili, aerei, satelliti artificiali, biciclette, ... . Anche una modesta
bicicletta ha a bordo una lampadina elettrica per illuminare la strada. ... . . H

1.1.3 Apparati per I’informazione

Gli apparati per I'informazione sono costruiti dall'uomo con lo scopo di limitare la fatica
mentale (del cervello). Il successo di queste applicazioni dell’Elettricita & dovuto principal-
mente al fatto che questi apparati sono poco ingombranti, consumano poca energia, non
sono rumorosi, sono molto rapidi e, se prodotti su larga scala, poco costosi. In qualche
caso essi sono usati con lo scopo di condizionare 1'uomo, dando un'idea superficiale se non
effimera della realta (Televisione). Essi costituiscono 1" hardware che & sede della :

s memorizzazione
utilizzazione

acquisizione
elaborazione ,

generazione ,
trasmissione R

di segnali elettrici, o pilt precisamente, del loro contenuto d'informazione.

Essi sono presenti nei calcolatori, personal computer, telecamere, televisori, monitor, mi-
crofoni, radio, -altoparlanti, registratori dellimmagine e del suono, strumenti musicali,
strumenti di misura, impianti di telecomunicazione digitale e/o analogica, autostrade in-
formatiche, sistemi di controllo, apparecchiature biomedicali, ponti radio, linee telefoniche,
telefoni cellulari (telefonini), impianti radar, ... .

Ricordiamo qui la mutua interazione esistente tra i circuiti elettronici e i calcolatori. La
progettazione di calcolatori sempre pilt potenti richiede la disponibilitd di circuiti elet-
tronici (chip) sempre pili complessi e sofisticati, ma nello stesso tempo la progettazione di
circuiti sempre pitt complessi necessita la disponibilita di calcolatori sempre pilt potenti.

1.1.4 Percezione di un fenomeno

Lintroduzione ai circuiti richiede un “richiamo filosofico” aila relazione intercorrente tra la
realts fisica e la sua descrizione tramite un modello matematico nella consapevolezza che
qualsiasi modello non potrad mai descrivere esattamente la realtd fisica. Un buon modello
& il risultato di un compromesso tra la realtd fisica, dovuta al Padreterno efo al big bang,
e la semplicita del modello, richiesta dagli ingegneri che intendono avere a disposizione
modelli sufficientemente semplici per eseguire “buoni progetti”.

La distinzione dei fenomeni fisici in elettrici, meccanici, termici, chimici, biologici, . . . & mo-
tivata dalla necessita di semplificare la loro descrizione piuttosto che dalla effettiva realta
fisica del fenomeno. In genere i fenomeni elettrici sono sempre presenti congiuntamente
ad altri fenomeni non-elettrici, quali quelli appena citati. Essi non sono percettibili diret-
tamente da parte dell’uomo per mezzo dei cinque sensi di cui & dotato : I nostri occhi ci
consentono di osservare da un ponte la corrente impetuosa di un torrente che scorre sotto
i nostri piedi ma non le migliaia di ampere che scorrono nei cavi di un elettrodotto sopra
la nostra testa. Quindi lo studio dei fenomeni elettrici richiede una sviluppata capacita
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di immaginazione e astrazione. Questa mancanza di percettibilitd & la causa principale di
molti “incidenti di natura elettrica” a cui sono soggetti gli esseri viventi (scarica elettrica
a elevate tensioni) con esiti spesso letali. Il lettore avré sicuramente bloccato almeno una
volta un bambino che corre a quattro gambe a infilare due dita in una presa di corrente
domestica non protetta dagli appositi “tappi”.

1.2 MODELLO DI UN FENOMENO FISICO

Facciamo alcune considerazioni di carattere molto generale sulla costruzione di un modello
di un generico (ciog non necessariamente elettrico) fenomeno fisico.

1.2.1 Significato del modello di un fenomeno

Per modello si intende un insieme di regole logico-matematiche, che ci consentono di
descrivere e rappresentare quantitativamente un fenomeno fisico in modo sufficientemente
adeguato. Questo modello non pud tener conto di tutto quello che avviene entro la porzione
di spazio fisico e di tutte le interazioni con I'ambiente circostante. Anche se fosse possibile
costruire un modello completo, esso sarebbe cosi complicato che sarebbe impossibile usarlo
con profitto. Quindi il modello fornisce una descrizione approssimata del fenomeno. Ogni
modello deve soddisfare due requisiti “contradditori” :

Essere sufficientemente semplice da interpretare e usare. .
Essere sufficientemente aderente al fenomeno fisico che intende descrivere.

Parafrasando il vecchio proverbio “Tra il dire e il fare, ¢’¢ di mezzo il mare”, possiamo
affermare :

Tra intenzione di costruire un modello adeguato di un fenomeno fisico
e la sua effettiva realizzazione pud esserci di mezzo un oceano.

Alcune considerazioni possono essere fatte:

o Qualsiasi modello, anche se complesso, non pud mai essere esatto. D’altra parte un
modello pitt complicato, anche se piti accurato di uno pi semplice, pud richiedere
tempi di simulazione troppo lunghi e risultare difficile da interpretare e identificare.

o La costruzione di un modello & un’arte che consiste nel fare un compromesso tra le
diverse esigenze specifiche dell’applicazione di nostro interesse. Lo stesso modello
di un sistema/dispositivo fisico pud essere adatto in alcune situazioni e inadatto
in altre. Un modello semplice pud essere appropriato in certe applicazioni “facili”,
mentre un modello sofisticato pud essere insufficiente in certe applicazioni “difficili”.

o Si dice parassite un effetto osservabile su un dispositivo fisico non previsto dal suo
modello {che in questo caso & risultato troppo semplice), ovvero non desiderato dal
progettista e da chi intende impiegare il dispositivo e che in genere non pud essere
eliminato dal dispositivo per ragioni fisiche.
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1.2.2 Costruzione di un modello
La costruzione di un modello di un fenomeno fisico richiede:

® La caratterizzazione delle grandezze fisiche misurabili del fenomeno, cioé rappre-
sentabili da numeri reali, funzioni reali di variabili reali, ...e la disponibilita di
strumenti in grado di misurare queste grandezze.

Lo studio della leggi fisiche, descritte da equazioni matematiche, che vincolano re-
ciprocamente le grandezze fisiche, e la verifica di queste leggi mediante adeguati
esperimenti.

¢ La generazione di un modello completo (sistema di equazioni) del fenomeno e la sim-
ulazione (con carta&penna o col calcolatore) dell’evoluzione temporale del fenomeno
facendo quindi delle previsioni dello stesso, che possono essere ulteriormente verifi-
cate. Spesso, questa procedura viene ripetuta pil volte. Non sempre il fenomeno
fisico sotto studio coinvolge il tempo in quanto il fenomeno pud essere stazionario.

Comunque la difficoltd di costruire un modello adeguato del fenomeno sotto studio &
comune a moltissimi campi delle scienze esatte e delle scienze non esatte. Moltissimi
fenomeni fisici presenti nella realtd di ogni giorno sono cosi complessi che & difficile:

. @ Definire tutte le grandezze fisiche di interesse, con attenzione particolare a quelle
misurabili per mezzo di strumenti.

o Caratterizzare i possibili vincoli fisici tra le grandezze misurabili e quelle nonmisura-
bili e analizzare il modello completo, nonostante la disponibilitd dei moderni calco-
latori.

1.2.3 Esempi di fenomeni difficili da modellare

Diamo una lista non certo esaustiva ma comunque significativa di fenomeni naturali, anche
se spesso influenzati dall'uomo, di cui & molto difficile costruire dei modelli adeguati:

¢ Evoluzione e previsione dello stato di salute di un essere umano.
Evoluzione del corpo umano soggetto a una determinata dieta.
Evoluzione delle cellule cancerose.
Sviluppo di una epidemia.
Evoluzione dei sentimenti tra un poeta e la sua musa ispiratrice.

Previsioni meteorologiche a medio e lungo termine.
Diffusione di nubi tossiche (radioattive) nell'atmosfera.
-Dinamica del buco nell’ozono.

Dinamica dell’effetto serra.

Dinamica di un uragano.

Traiettorie dei fulmini.

¢ Evoluzione dell’economia di un paese allo sbando.

¢ Dinamica di una scossa tellurica.
Avanzamento di una colata lavica.
Progressione dell’erosione del fianco di una montagna (frana).
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e Progressione di una slavina su un ripido pendio innevato.
Progressione del ritiro-avanzamento dei ghiacciai.
Inquinamento di una falda acquifera da parte di pesticidi.
Dinamica di una alluvione.

Formazione della mucillagine nel mare Adriatico.

! Da questa lista qualcuno potrebbe dedurre che 'uomo non & capace a modellare i fenomeni
‘naturali. Non per niente, si suole affermare che le cosidette scienze naturali non sono

scienze esatte. Comunque, la strada da percorrere per “rendere quasi esatte” le scienze
naturali & ancora molto lunga.

Si pud aggiungere che molti problemi di inquinamento sono difficili da risolvere, oltre che
per una certa irresponsabilita dell'uomo nella gestione delle risorse naturali, anche per
I'indubbia difficolta nella costruzione di modelli adeguati di questi fenomeni.

Tra i fenomeni difficili da modellare e a cui molti dei lettori sono estremamente interessati
possiamo aggiungere gli esami di profitto presso una Universitad. Ogni studente, ma anche
il docente, & molto interessato a prevedere 'esito di una prova scritta. In questo caso, la
difficoltd nasce dal fatto che non si sa come costruire il modello della cervello del docente
che sceglie gli esercizi e il modello del cervello degli esaminandi che tenga conto della loro
reazione davanti a un esercizio un po’ diverso dal solito.

1.3 MODELLO DI UN CIRCUITO FISICO

‘Per i fenomeni elettrici artificiali i possibili modelli si suddividono in due vaste classi :

modelli a parametri concentrati, pitt noti come circuiti, e modelli a parametri distribuiti.

1.3.1 Modelli di fenomeni elettrici artificiali : om.uoﬁmﬁ

La descrizione di una vasta sottoclasse di fenomeni elettrici artificiali & fatta mediante i
modelli a parametri concentrati. I1 compito di questo corso consiste principalmente nel-
Panalisi di questi modelli. Infatti i fenomeni elettrici naturali sono in genere piuttosto
complessi per poterne fare un modello adeguato, mentre i fenomeni elettrici artificiali a
parametri distribuiti sono descritti in altri corsi. .

e Lo spazio fisico in cui ha sede un fenomeno elettrico: della suddetta sottoclasse,
costituisce un “circuito fisico”.

e Opportune porzioni di questo spazio costituiscono i componenti fisici.

« Il modello matematico del circuito fisico viene detto “circuito modello”
o pili semplicemente circuito, qualora non nascano ambiguita.

Prendiamo in considerazione i modelli dei fenomeni elettrici di nostro interesse :

o T circuiti elettrici sono sede di fenomeni fisici di cui pud essere, in genere, costruito un
modello sufficientemente adeguato. Questo non sottintende affatto che gli studiosi di
circuiti fisici siano pil abili degli studiosi di altri fenomeni fisici, ma che i circuiti fisici
sono pitl facili da modellare che altri fenomeni citati precedentemente. Comunque
questa osservazione non significa che questo corso sia facile.
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o I circuiti elettrici fisici sono, in genere, costruiti dall'uomo. Per questo il loro studio
& pit facile che quello dei fenomeni naturali, costruiti dal Padreterno. Comunque,
tra quest’ultimi i fenomeni astronomici (movimenti delle stelle, comete, eclissi, ...)
sono stati descritti dall’uomo con modelli molto accurati fin dall’antichita.

1.3.2 Successo del modello circuitale

Quanto detto nel precedente paragrafo pud indurre al pessimismo. Fortunatamente, nel
nostro caso il modellamento dei circuiti fisici ha avuto molto successo rispetto a quello di

altri fenomeni fisici per i seguenti motivi :

o La verifica sperimentale del modello del circuito mediante opportune misure sul
circuito fisico possono essere eseguite rapidamente, dal momento che i fenomeni
elettrici all’interno del circuito fisico si sviluppano generalmente in tempi brevissimi.
Inoltre le suddette misure (festing) possono essere automatizzate.

o I circuiti fisici pit diffusi sono di costo piuttosto contenuto. Le centinaia di milioni di
circuiti elettrici/elettronici regolarmente funzionanti in apparati esistenti nel mondo
sono una continua conferma che arte della loro modellizzazione ha dato e continua
a dare eccellenti risultati.

o Il malfunzionamento di un circuito fisico & in genere da attribuire a un guasto piut-
tosto che a un errore nella costruzione del suo modello. I primi personal computer
col microprocessore “Pentium I” commettevano errori per una disattenzione nel pro-
getto, non perché il modello circuitale fosse errato.

o Vi & un’eccezione a quanto detto. I malfunzionamenti originati da una insufficiente
compatibility elettromagnetica con altri apparati collocati nelle vicinanze sono da
attribuire al fatto che il modello adottato per il progetto del circuito fisico non era
sufficientemente adeguato alla realtd. Due esempi : la proibizione di usare i tele-
fonini a bordo di un aereo e nelle sale operatorie degli ospedali & dovuta al fatto che
& molto difficile valutare e prevedere gli effetti che le onde elettromagnetiche emesse
dall’antenna del telefonino possono avere sui circuiti fisici che sono all'interno, rispet-
tivamente, dei sistemi automatici di guida dell’aereo stesso e delle apparecchiature

biomedicali.

e La rivoluzione informatica che caratterizza 'attuale momento storico della nostra
civiltd & stata consentita proprio dal fatto che i circuiti elettrici sono, nello stesso
tempo, molto rapidi, piccoli ed economici (se prodotti su larga scala) rispetto a qual-
siasi altro dispositivo fisico conosciuto al momento attuale. In principio nessuno pud
escludere che in un futuro pilt 0 meno prossimo possano essere realizzati dispositivi
basati su fenomeni fisici completamente diversi che prendano il sopravvento sulla
attuale tecnologia basata sui semiconduttori.

e In confronto col modello a parametri distribuiti il modello a parametri concentrati
(circuito) si & dimostrato pil adatto in sede di progetto anche se in alcuni casi
pubd essere un po’ carente. Questa carenza viene affrontata in un’apposita branca
dell'Ingegneria Elettrica nota come Compatibilita Elettromagnetica.
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o In genere, i modelli dei circuiti non tengono conto che la potenza elettrica dissipata
(in pratica sempre presente) innalza la temperatura del ‘circuito fisico e che questa
a sua volta fa variare i parametri presenti del modello. Spesso questi effetti ter-
mici (parassiti) non possono essere trascurati e I'analisi del circuito fisico richiede la
costruzione di un modello misto elettro-termico piii complesso.

Strumentazione elettronica : In un sereno pomeriggio primaverile una giovane ciclo-
amatrice pedala rilassata lungo il fondovalle in attesa di affrontatare una impegnativa
salita alpina. Un mongo-amatore adocchia dall’alto la ciclo-amatrice e, perdendo progres-
sivamente quota fino a condurre la mongolfiera a un tiro di voce dalla stessa, chiede :
“Scusi, mi sa dire dove mi trovo ? Sono partito da Napoli e desidererei raggiungere
Venezia.”
“Un momento che prendo il mio GPS e faccio il punto. Siamo alla latitudine nord di 47
gradi, 25 minuti e 37 secondi e alla longitudine est di 14 gradi, 49 primi e 13 secondi.
La temperatura dell’atmosfera & di 22 gradi centigradi a terra e di 18 gradi a quota 1000
metri, le mie pulsazioni cardiache sono 110, ma, mi spiace, non conosco le sue pulsazioni.
Per Venezia prenda la direzione ..."
“Mille grazie per le informazioni. Posso approffittare ancora di lei, mi & venuta
una curiosita 7"
“Dica pure ..."
“Lei & forse un ingegnere elettronico 7"
“Si sono ingegnere elettronico con indirizzo biomedico. Ma da che cosa I'ha dedotto ”
“Dalla pertinenza e dalla precisione delle sue risposte e dalla sua confidenza con
strumentazioni elettroniche sofisticate.”
“Scommetto, invece, che lei & un ingegnere gestionale 7"
“Sono lusingato che lei abbia riconosciuto la mia professione, ma da che cosa 1'ha capito ?”

“Beh, lei non sa dove si trova, non sa in che direzione andare, non sa che decisione prendere
"

1.4 SCOMPOSIZIONE DELLO SPAZIO FISICO

Un circuito fisico occupa una porzione dello spazio fisico tridimensionale riempita, almeno
in parte, da svariati materiali caratterizzati da specifiche proprietd elettriche e/o mag-
netiche (vedere Corso di Fisica). Il modello di questo fenomeno richiede innanzitutto la
caratterizzazione geometrica ed elettrica dello spazio tridimensionale sede del fenomeno,
ciod del circuito fisico, scomponendolo in un numero adeguato di regioni equipotenziali e
nonegquipotenziali, tra loro connesse tramite dei varchi.

1.4.1 Spazio fisico e regioni

Ogni membro del genere umano, di cui l'autore di questi appunti crede di far parte assieme
agli eventuali lettori, respira, mangia, dorme, cammina, pensa, ...all'interno di uno “spazio
fisico”. L'autore non intende cercare una definizione dello spazio fisico e lascia questo prob-
lema ai filosofi. Qui ricordiamo che lo spazio fisico ci impone dei vincoli : se invadiamo,
inavvertitamente, la porzione dello spazio fisico occupato dallo stipite di una porta, o da
una porta di vetro, noi assistiamo alla crescita istantanea di un bernoccolo sulla nostra
fronte e/o sul nostro naso. Il bernoccolo ha lo scopo di segnalare al suo proprietario che
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egli ha toccato la superficie di separazione tra due porzioni dello spazio con caratteristiche
fisiche diverse.

Definizioni : Lo spazio fisico (tridimensionale) sede del fenomeno elettrico viene scom-
posto in porzioni, cui diamo il nome di regions. Ciascuna regione & delimitata da un proprio
guscio (i matematici preferiscono chiamarlo superficie gaussiana). Due differenti tipi di
regioni sono individuabili :

o regioni eletiricamente equipotenziali (e.p.)
e regioni eletiricamente non-equipotenziali (n.p.) | Com

Commento : Con riferimento alle nozioni di Elettrostatica, una regione risulta equipoten-
ziale se & verificata una delle seguenti condizioni :

o Il'volume occupato dalla regione & “massiccio” ma il campo elettrico F al suo interno
& trascurabile poiché la regione & riempita da materiale con conduttivita elettrica o
molto elevata.

e Il volume occupato dalla regione & molto sottile e distribuito attorno a una superficie
a cui il campo elettrico E & ortogonale.

In entrambi i casi la circuitazione del campo elettrico B lungo un qualsiasi arco di curva
completamente immerso nella regione & praticamente nulla. =

In genere le regioni adiacenti non sono isolate tra loro :

Definizione : Vi sono dei varchi (connessioni) tra regioni, necessariamente adiacenti,
-attraverso cui le regioni si scambiano una aftivitd eletirica per il momento non ben speci-
ficata. ™

Muro di pietre : Immaginare un muro massiccio (uno di quelli che costruivano i nostri
bisnonni) formato da pietre affiancate e sovrapposte : il muro rappresenta lo spazio oc-
cupato dal circuito fisico e le pietre i volumi occupati dalle singole regioni. Inoltre si pud
pensare che le pietre provengano da due tipi diversi di roccia, che distinguono le regioni
e.p. dalle regioni n.p. . Infine, tra pietre adiacenti di roccia diversa possono esserci delle
connessioni. =

Impianto elettrico domestico: Questo corso non vuole proporre al lettore la costruzione
di una casa : il muro di pietre intende essere d’aiuto al lettore nell'immaginare una sud-
- divisione dello spazic. Il lettore non troverd difficoltd a immaginare le pit disparate sud-
divisioni dello spazio fisico occupato dall'impianto e dagli apparecchi elettrici nel proprio
appartamento : lampada, apparecchio televisivo, campanello, personal computer, stufa
elettrica, telefono, rasoio, ... . . .

Circuito integrato : Supponga il lettore di ficcare il naso all'interno di un circuito inte-
grato; la scomposizione dello spazio fisico in nodi e noccioli & molto realistica in quanto lo
spazio fisico occupato dalle regioni e.p. (per esempio, quello che circonda la connessione
di pit piste) & spesso dello stesso ordine di grandezza dello spazio occupato dalle regioni
n.p. (per esempio, quello che circonda le giunzioni bipolari dei transistori). L’autore ha
provato a ficcare il naso all'interno di un circuito integrato raggiugendo la conclusione che
& pit facile ficcare un circuito integrato nel naso che il naso in un circuito integrato. =

BT
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Circuito stampato : Prendete un cosidetto circuito stampato costituito da un piastra
con saldati sopra i componenti dello stesso : un circuito fisico di questo tipo viene chiamato
circuito a componenti discreti per distinguerlo dai circuiti integrati. La struttura fisica
«di un circuito a componenti discreti suggerisce la scomposizione del circuito stesso. Le
regioni equipotenziali rappresentano le saldature di stagno su una faccia della piastra,
mentre le regioni nonequipotenziali racchiudono i singoli componenti fisici, a parte i loro
terminali, saldati sull'altra faccia. I varchi rappresentano i fori passanti presenti nella
piastra e attraversati dai terminali dei componenti. =

Commento : Se dal punto di vista fisico vi sono pit varchi tra la stessa coppia di regioni,
essi possono comunque essere rappresentati da un unico varco. a

1.4.2 Proprieta di bipartizione

Ty
\.\\\ n.p. 4 / wﬂ.r ;

Esempio A : Lo spazio
fisico riportatc nella
figura a flanco & sud-
diviso in sei regioni
e.p. e sei regioni n.p.
, connesse da quindici
varchi. Due tra questi
varchi collegano regioni
omologhe : precisamente
le regioni e.p. 1 e ep. 7
e le regioni n.p. 2 e
n.p. 3.

Possiamo sopprimere i varchi che connettono le regioni omologhe, nel modo seguente :

Regola : 1 varchi tra due regioni e.p. vengono soppressi, fondendo le due regioni (neces-
sariamente adiacenti) in una sola, a sua volta e.p. . In altre parole la parete divisoria tra
le due regioni e.p. viene soppressa perché non necessaria.

I varchi tra due regioni n.p. vengono soppressi, interponendo tra queste regioni una nuova
regione e.p. e connettendola con due varchi alle due regioni n.p. . In altre parole la parete
divisoria comune alle regioni n.p. viene sdoppiata. |
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Esempio B : Ripren-
dendo l'esempio A, le re-
gioni n.p. 2 e n.p. 3 ven-
gono separate inserendo
la nuova regione e.p. 3,
mentre le regioni e.p. 1 e
e.p. 7 sono fuse in un'u-
nica regione e.p. 1. Ot-
teniamo la nuova suddi-
visione dello spazio fisico
riportata nella figura a fi-
anco e caratterizzato da
sei regioni n.p. e sei re-
gioni e.p. .

L’esempio consente di concludere che noi possiamo limitarci a considerare suddivisioni
dello spazio fisico che verificano la : : :

Proprieté : Le regioni e.p., n.p. e i varchi soddisfano alla proprieta di bipartizione :

ogni varco connette esclusivamente una regione e.p. a una regione b.v; L]

Divagazione : Nel suddetto muro possiamo sostituire due pietre adiacenti connesse da
un varco e provenienti dalla roccia che identifica le regioni e.p. con un’unica pietra della
stessa roccia. Inoltre possiamo interporre una pietra di roccia diversa tra le due pietre
connesse da un varco e provenienti dalla roccia che identifica le regioni n.p. . n

1.4.3 Super-regioni nonequipotenziali

Se riconsideriamo le regioni in cui & suddiviso lo spazio fisico occupato dal circuito, si pud
individuare un super-guscio tale che :
e 11 super-guscio delimita alcune regioni, sia e.p. sia n.p. , di cui alcune connesse
da varchi. Lo spazio internc al super-guscio costituisce una super-regione che &
necessariamente n.p. , poiché contiene al suo interno almeno una regione n.p. .

o 1 varchi attraversanti il superguscio connettono una regione interna a una esterna.
Si pud fare in modo che le regioni esterne alla super-regione e connesse a essa siano
tutte regioni e.p. . Conseguentemente, ogni regione interna a una super-regione e
connessa a una regione esterna & necessariamente n.p. . Questo ci assicura che la
proprietd di bipartizione rimanga conservata. '

‘Esempio B : Nello spazio fisico
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Esempio A : Riprendendo
P’esempio 1.4.2B, noi
individuiamo una super-
regione contenente le
regioni n.p. 1, np. 2 e
n.p. 3, congiuntamente
alla regione e.p. 3 che &
connessa esclusivamente

a queste. Inoltre noti-
amo che la super-regione

& connessa esclusiva-
mente alle regioni e.p. 1,
ep. 2 e ep. 3. Altre
super-regioni sono :

{n.p. 5,n.p. 6,e.p. 6}
{n.p. 4,n.p. 5,n.p. 6,e.p. 5,e.p. 6}

Commento : L'introduzione delle super-regioni in sostituzione di alcune regioni cor-
risponde a una risuddivisione del medesimo circuito fisico in un numero minore di regioni,
di cui alcune occupano porzioni pill estese dello spazio fisico. [

3 AT
g

dell’esempio A un’unica super-
-regione n.p. sostituisce
le quattro regioni n.p. 1,
np.2enp 3eep 3.
Conseguentemente il nu-
mero complessivo delle
regioni n.p. decresce da
6 a 4, quello delle regioni
ep. da 6a5 e quello
dei varchi da 15all

Ciascuna delle coppie di
varchi (e.p- 2-n.p. 1
e e.p. 2-n.p. 2) e
(e.p- 1=n.p. leep. 1=n.p. 2)
& sostituita da un unico varco.

Divagazione : Immaginare che un blocco di pietre adiacenti sia rimpiazzato da un unico
pietrone all'interno del muro. [ ]

D)
‘e.p. wawa 3

1.5 BIGRAFI

1 grafi bipartiti (detti brevemente bigrafi) vengono introdotti per descrivere gli insiemi.
delle regioni equipotenziali ¢ delle regioni nonequipotensziali e I'insieme dei varchi che le
collegano. 11 bigrafo di un circuito fisico ci consente una “descrizione pill naturale” della
cosidetta topologia.
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1.5.1 Nodi, noccioli e archi

Interpretiamo la suddetta scomposizione dello spazio da un punto di vista esclusivamente
topologico. Infatti la forma e le dimensioni (la cosidetta geometria) delle regioni e dei
varchi non vengono coinvolte direttamente nella costruzione di un modello circuitale (ciok
a parametri concentrati). La geometria del circuito sard coinvolta indirettamente nelle
relazioni costitutive (Cap. 5).

Simboli grafici: A questo scopo la figura sottostante introduce i seguenti enti topologici,
unitamente ai loro simboli grafici, che rappresentano le regioni e.p., n.p. e i varchi :

regioni equipotenziali regioni nonequipotenziali varchi
nodi noccioli archi

>\."A~\H~N\N~.,.-\~<W -)\m”ﬁ\.:..:m.....taw N”Aﬁfﬁw,...uﬁNw

49
V3

Vg

14

Ji@
H

Yy

La freccia che termina gli archi orienta, per convenzione, 1'arco dal nodo verso il nocciolo.
Qualora necessario, indicheremo ciascuno arco col simbolo ¢ = v, — pp -

Terminologia : Introduciamo una terminologia che ci sard utile nel seguito :

Un arco & incidente a un nodo se esce da esso.
Un arco é incidente a un nocciolo se entra in esso.
Un nodo v, € un nocciolo uy, sono adiacenti se esiste un arco (. tale che (; = v, — Lo

1.5.2 ;me nodi, noccioli e archi al bigrafo
Diamo ora la seguente definizione :

Definizione : La struttura topologica costituita dagli in-
siemi dei nodi A, dei noccioli M e degli archi Z e soddiss B ={N, M, Z}
facente alla proprietd della bipartizione & detta bigrafo (dalla  dove Z c N x M

contrazione di grafo bipartito) e indicata dal simbolo : B

Commento : 1] prodotto cartesiano N x M costituisce l'insieme di tutte le possibili
coppie nodo-nocciolo. In genere solo una parte delle coppie & effettivamente connessa da
un arco e quindi vale la proprietad di inclusione Z C N x M . Questo risultato & una
conseguenza della proprieta di bipartizione a cui soddisfano tutti gli archi in Z . "
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Commento : 1l bigrafo viene rappresentato graficamente unendo in modo naturale i
simboli grafici dei nodi, noccioli e archi che lo costituiscono. Questa rappresentazione

grafica & usata di fatto anche da chi non introduce i bigrafi. 8
Esempio A : Il bigrafo della suddivisione dello spazio fisico discusso nell’esempio 1.4.2B
‘risulta :
vy Vs
ﬁ.w 4 ] N ﬁwa
H1
K2
Gis
G

n
W

‘Definizioni : Per ciascun nodo e nocciolo conviene molto spesso introdurre il rispettivo
sottoinsieme degli archi incidenti :

sottoinsiemi-degli archi incidenti un singolo nodo : ZECEZ Ve N
sottoinsiemni degli archi incidenti un singolo nocciolo : ZECZ VpneM =

Bigrafi planari e nonplanari: 1l bigrafo & detto planare se pud essere tracciato su un
foglio senza incroci tra i segmenti di linea che rappresentano gli archi.
Altrimenti, il bigrafo & detto nonplanare. ]

Esempio B : Le due figure sottostanti riportano lo stesso bigrafo, costituito da tre
nodi, tre noccioli e nove archi, ma tracciato in due modi diversi. Nella prima figura nove
coppie di archi, ({2, (), (Cos Ca), (G, Ca)y (Ca: Gs)y (Car Gy (G G, (NN (CNORX(CHAN
si intersecano. Nella seconda, avendo riposizionato il nodo vs, solamente gli‘archi (3 e (g si
intersecano. Comunque, non essendo possibile ridisegnare il bigrafo senza alcun incrocio,
il bigrafo risulta nonplanare.
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Vs

(4 G

\ > g

121
]
G 2! G4

Esempio C : La figura sulla destra ri-
porta un bigrafo, derivato da quello delle }
due figure precedenti sopprimendo l'arco
¢s. Bsso & costituito da tre nodi, tre noc-
cioli e otto archi e risulta “evidentemente” Ha
planare, essendo privo di incroci tra gli
archi. G G

1 2] ]

Divagazione: Immaginare che il suddetto muro sia formato da un unico strato (verticale)
di pietre, ciot che ogni pietra tocchi entrambe le pareti esterne del muro. Oppure si pud
pensare allo strato di cubetti di porfido che pavimentano una piazza e alle piastrelle che
formano il pavimento di una cucina. =

Commento : Dal punto di vista fisico questo significa che le regioni costituiscono un

unico strato nello spazio fisico. "

1.5.3 Tabella degli archi

La tabella degli archi costituisce una rappresentazione del bigrafo equivalente e alternativa
a quella grafica. Essa & basata proprio sulla “natura bipartita” del bigrafo e mette in
evidenza le relazioni degli archi con i nodi e noccioli.
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Assegnare le righe e colonne in R R O A .
corrispondenza biunivoca con i

nodi v € N e noccioli p € M, ni G G G — Z
rispettivamente. wmil G G (s — Z¥
Collocare ogni arco (. = v — v3 G G — 2
wy € Z all’incrociodellarigav, e .
della colonna p, lasciando vuoti Yy Ce Gio — Z

i restanti incroci. Vs Gy G2 Ga | — Z2¢
m.wm.».:.?a A: Con Emoﬁaommo Ve Gs Gs | — 22
al bigrafo planare dell’Esempio

1.5.2A si ha la tabella degli archi 1 Tttt + 1T 71

qui a fianco : zrozy z¥ Z 2 Z -
Commento : In accordo alle definizioni date nel Par. 1.5.2 , accanto alla tabella sono
indicati i sottoinsiemi di archi incidenti lo stesso nodo Z% (n =1,2,...,N ) e quelli incidenti
lo stesso nocciolo Z& (m=1,2,..., M) . Ciascuno di questi sottoinsiemi occupa una riga
o colonna della tabella. ™

1.6 COMPONENTI DI UN BIGRAFO

I bigrafi sono scomposti in componenti semplici, costituiti da un nocciolo (regione n.p.) e
dagli archi incidenti, che prendono il nome di terminali del componente. A loro volta i
componenti semplici possono essere aggregati per formare i componenti compositi: ognuno
di essi & strettamente legato a una super-regione (vedere Par. 1.4.3). L'introduzione dei
componenti compositi ci consente di semplificare in un modo rigoroso il bigrafo e, in con-
clusione, il modello del circuito fisico. Questo problema verra ripreso dopo l'introduzione
delle relazioni costitutive (CCap. 7, 13).

1.6.1 Componenti semplici
Allinterno di un qualsiasi bigrafo possiamo individuare i componenti semplici :

Definizione : Un singolo nocciolo unitamente agli archi incidenti a esso e ai nodi adia-
centi caratterizza un componente {semplice). =

Definizione : Gli archi incidenti il nocciolo di un componente semplice unitamente ai
nodi adiacenti costituiscono i terminali (semplici) del componente. Ciascun terminale
semplice viene indicato dalla corrispondente coppia nodo-arco {¥s,(b) - n

Commento : Dal momento che in un nodo sono incidenti pilt terminali di componenti
semplici diversi, possiamo concludere che ogni terminale di un componente & connesso-a -
uno o pitt terminali di altri componenti. n
Esempio A : 1l bigrafo dell'esempio 1.5.2A risulta scomposto in sei componenti semplici.
Notare che ciascun nodo contribuisce a formare ciascuno dei terminali corrispondenti agli
archi incidenti ad esso. .
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(v2,¢5)

(v2,C2)

S

Atw. ﬁmv.ﬁw

(v1, 1)

\ An\r ﬁwv

i;

SHE

L XSyt
, Sﬁw
G

3

R

- ?\fﬁwv

u
Definizione : I componenti sono distinti in base al componente | terminali
numero di terminali in accordo alla tabella a fianco. I bipolo 2
suddetti nomi sono ottenuti anteponendo il prefisso nu- iripolo 3
‘merico indicante il numero di terminali (bi-, tri-, -quadri- quadripolo 4
...) al nome polo, termine alternativo per indicare un multipolo | 3,4,5,...
terminale. k~polo k

N

Terminologia : In questi appunti il nome polo & riservato ai valori dell’argomento di
una funzione complessa di variabile complessa, nei quali la funzione assume valore in-
finito (vedere Cap. 21) . Questa scelta ci consente di evitare frasi di questo tipo :

questo componente ha due poli (terminali) e la sua impedenza ha tre poli,
un transistore bipolare ha tre poli (terminali) oW

1.6.2 Componenti compositi

Sia data una super-regione (vedere Par. 1.4.3), contenente al suo interno sia regioni n.p.
(noccioli) sia e.p. (nodi) e i varchi tra di essi (archi) :

Definizioni : L'aggregazione degli elementi interni a una super-regione costituisce un
componente composito. Al suo interno vengono definiti :

1. Noccioli interni: sono i noccioli interni al componente composito. Essi corrispondono
alle regioni n.p. interne alla super-regione.

2. Nodi interni : sono i nodi interni al componente composito. Essi risultano connessi
esclusivamente a noccioli interni e corrispondono alle regioni e.p. interne alla super-
regione. In casi semplici (per esempio, nella connessione parallelo di bipoli) essi
possono essere assenti.

3. Archi interni : sono gli archi incidenti esclusivamente a un nodo interno e a un
nocciolo interno. Se i nodi interni sono assenti, anch’essi sono assenti.
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o

&

Archi d’accesso : sono gli archi incidenti esclusivamente a un nodo esterno e a un
nocciolo interno. Ognuno di essi connette la super-regione a una regione e.p. (nodo)
esterna al super-guscio.

Nodi d’accesso : sono i nodi esterni alla super-regione e connessi ad essa per mezzo
di uno o pil archi d’accesso. Quindi essi sono adiacenti ad almeno una regione n.p.
interna alla super-regione e ad almeno una regione n.p. esterna ad essa.

Terminali semplici : se un unico arco d’accesso & incidente a un nodo d’accesso
di un componente composito, il nodo e I'arco d’accesso, costituiscono un terminale
semplice, analogamente ai terminali dei componenti semplici.

Terminali compositi : se due o pill archi d’accesso sono incidenti a un nodo d’accesso
di un componente composito, il nodo, unitamente agli archi costituisce un terminale
composito. ]

Esempio A : 1l tripolo composito in figura & costituito da due tripoli semplici (definiti dai
rispettivi noccioli p; e p3) e un bipolo semplice (definito dal nocciolo p,). I terminali del
tripolo composito, due semplici e uno composito, sono indicati in figura assieme agli archi
d’accesso ed evidenziati dai cerchietti che denotano i rispettivi nodi d’accesso. Infine sono
indicati i tre archi interni, ciascuno incidente all'unico nodo interno (v4), rappresentato da
un pallino nero :

_»mgumw&m mvamnm_ _ﬁmusww&w 88@0&3_ ?mzdmn&m mmBEwnm_
1 : 4 4
" G 2 Gs 2

arco
d’accesso

0 T

ma £} [arco d'accesso] G [arco d’accesso] G Y

arco
d’accesso

+|arco d’accesso

H2

¢s4 +arco interno]
G2 Ve G

T + T
[zxco intemo| by [orco internol| .

nodo interno
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Componenti compositi separabili: Un compo-

nente composito pud essere topologicamente separa: va Vs (us,(r4)

bile nel senso che pud essere caratterizzato da noc- (v2,Ga)

cioli tra loro completamente sconnessi : per esempio
un componente formato da due noccioli, senza alcun
nodo adiacente a entrambi. Questi particolari com-
ponenti compositi sono di interesse limitato. n

Esempio B : nel bigrafo dell’esempio 1.5.2A il
componente composito definito dalla coppia (12, 18) n Vg
risulta separato in due componenti semplici. : B

Commento : Quando un componente composito & separabile, tutti i suoi terminali sono
necessariamente semplici e viceversa. ™

1.7 SCOMPOSIZIONI PARZIALI DI UN BIGRAFO

L'introduzione dei componenti compositi consente diverse scomposizioni (parziali) dello
stesso bigrafo. Alcuni esempi illustrano quelle pil interessanti : esse sono basate sul
fatto che alcuni dei componenti semplici possono rimanere uniti per formare componenti
compositi. Queste scomposizioni ci consentono di semplificare in modo rigoroso il bigrafo
e, in conclusione, il B.ommzo del circuito fisico.

1.7.1 Alcuni esempi

L'introduzione dei componenti compositi comporta la possibilita di scomporre parzial-
mente un bigrafo, nel senso che la scomposizione pud lasciare aggregati alcuni dei compo-
nenti {semplici) dando origine ad alcuni componenti compositi.

Esempio A : 1 bigrafo dell’esempio 1.5.2A & scomposto in due tripoli compositi, definiti
dalla rispettive coppie di noccioli (g1, 1) e (us, pe), e due bipoli semplici, come illustrato
in figura.

An\nq ﬁw. h»v ﬂm
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La figura a fianco mette in evidenza
i terminali semplici e compositi .
dei due tripoli. Il tripolo definito (v2:Gs, o) (5, 12, C1a)
dalla coppia (u1,42) presenta due
terminali compositi, (v1,(,¢) e
?\w. ﬁwu ﬁav. € uno m@gmuwmnmu C\w_ ﬁ.mv 3

V3 WUy
Atw.twv A G v A- ¢ v
v, v
mentre quello definito dalla coppia S8 510

(s, 12s) presenta un terminale com-
~\ 3 1
posito, (vs, Ci2, (1), € due semplici, (1,61, 66) (1, )

(1, Co) € (v4,Gr0)-
La seguente figura riporta il bigrafo del Par. 1.5.2 in cui i due tripoli compositi discussi
precedentemente sono rimpiazzati da due tripoli semplici :

V2 ©

1% Y] 1 5%,

vy (v2,Gs) — (s, Cn) vs
(I ®
(v2, (s, Ca) (5, G120 1)

V3
(v, Gs) ) (vs,¢1)
T\T h.w. A.wv

Yy

(v4,Cs) u?f Ci0)

s |

L i Atm. tmv

(p1, H2)

v

(w1, Ce)

Commento : Diverse scomposizioni dello stesso bigrafo sono possibili. Ogni componente
composito pud essere visto come l'aggregazione di componenti semplici (uno per ogni
nocciolo). Tl numero dei terminali di un componente composito & inferiore o al pilt uguale
alla somma del numero di terminali dei componenti aggregati. u

1.7.2 Scomposizione in due componenti complementari
Supponiamo di estrarre un componente, sia semplice sia composito, da un bigrafo :

Definizione : Il componente (in genere composito) che raggruppa 2l suo interno tutti
i noccioli non appartenenti a un altro componente (sia semplice sia composito) & detto
componente complementare di quest’ultimo. . ]

Molte diverse scomposizioni di un bigrafo in una coppia di componenti complementari
sono possibili. Per esempio qui riportiamo quattro diverse scomposizioni del bigrafo del
Par. 1.5.2 in due componenti complementari :

Esempio A : 1l bigrafo viene scomposto in un bipolo semplice (definito dal nocciolo p4)
e nel bipolo composito complementare (definito dai noccioli p1, p2, 13, s e lg)
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?\w. ﬁ.mv

Entrambi i terminali del bipolo composito sono compositi, mentre esistono quattro nodi
(v1, vs, 1y, vg) interni al bipolo stesso. ™

Esempio B: 1l bigrafo viene scomposto in un due tripoli compositi (complementari), il-
primo definito dai noccioli 413, 12, ¢3 € 4 e il secondo dai noccioli y5 e s :

v
G .u nm 1 (u
(s, Cu2, m:v
AS.Q
T
e ¢r _ (s
{v4, Cro)

.b.\QM ?\T D.. mmv
by b

An\pqﬁwv

Entrambi i tripoli compositi sono dotati di due terminali semplici e uno composito e hanno,
rispettivamente, due (v, e vs) e uno () nodi interni. E
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Esempio C': Anche in questo caso il bigrafo viene scomposto in un due tripoli compositi
(complementari), il primo definito dai noccioli g1, g2 € 4 e il secondo dai noccioli us, us
€ g

Cu

‘_,, (vs, )

‘Come nell’esempio B, entrambi i tripoli noEvomwnw sono dotati di due terminali semplici e
‘uno composito. I nodi interni sono, rispettivamente, uno (1,) e due (v4 e ). L]

Esempio D : Individuiamo nel bigrafo il quadripolo composito definito dai noccioli us,
i3, K4 € us . In questo caso il quadripolo composito complementare, definito dai uooeow
11 e ug, risulta separato in due bipoli semplici :

s

1 quadripolo composito & dotato di tre terminali compositi e uno semplice e di due nodi
interni (v3 e vy). ]

Commento : Nei successivi sviluppi di questo testo vedremo come la scomposizione
parziale di un circuito in componenti semplici e/o compositi sia molto importante per
semplificare I'analisi e il progetto di un circuito. L
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1.8 COMPONENTI FISICI

Questa sezione mette in relazione i precedenti concetti sui componenti e le scomposizioni
di un bigrafo con i componenti e le scomposizioni fisiche incontrati nella realtad di ogni

giorno.

1.8.1 Terminali dei componenti fisici

I terminali dei componenti fisici vengono in genere facilmente distinti dalla loro forma
geometrica dovuta al fatto che essi sono costruiti per facilitare la connessione elettrica con
ghi altri componenti. Infatti, vengono prima costruiti i componenti fisici e successivamente
vengono connessi per realizzare il circuito fisico. Essi sono costituiti e/o almeno ricoperti
da materiale conduttore (rame, stagno, ottone, argento, oro, ...} per rendere funzionale
la connessione. Questi terminali fisici sono usualmente chiamati con un nome apposito che
ricorda in genere la loro forma, per esempio :

o Morsetto : indica in genere un terminale fisico nei circuiti di potenza. Per esempio i
morsetti della batteria di un'automobile.

e Pinza: indica un terminale fisico dei cavi di un carica-batterie di un'automobile.

e Piedino : indica in genere un terminale fisico dei transistori ovvero un terminale
(esterno) dei circuiti integrati usati nei circuiti per 'informazione.

e Spina : indica una coppia o una terna di terminali fisici negli apparati domestici e
industriali e assume forme diverse. Molto spesso vi & un térzo (nelle apparecchiature
domestiche) o quarto terminale (nelle apparecchiature industriali) che, come pre-
scritto dalle norme per la sicurezza, serve a connettere a terra la carcassa metallica

dell’apparecchiatura.

o Presa: indica una coppia o una terna di terminali fisici presenti in ogni stanza di un
alloggio o ufficio per la connessione dei pit svariati apparecchi elettrici all'impianto
di alimentazione domestico. Sono presenti anche all'interno di uno stabilimento
industriale ma con forme diverse. Anche in questo caso & in genere presente un
ulteriore terminale per la messa a terra.

e Poli : indicano i terminali fisici di una batteria usa&getta; essi sono costituiti da
superfici piane metalliche.

o Attacco a vite : esso ha lo scopo di connettere, sia elettricamente sia meccanicamente,
le lampade a incandescenza di uso domestico. Uno dei terminali & costituito dalla
virola (superfice metallica con geometria elicoidale), mentre I'altro & costituito dal
fondello (goccia di stagno sul fondo dell’attacco).

o Attacco a baionetia : esso ha lo scopo di connettere, sia elettricamente sia mec-
canicamente, le lampade montate all’interno dei fari e delle luci di posizione degli
autoveicoli. I due terminali sono costituiti da due alette laterali.

Circuiti integrati : 1 cosidetti circuiti integrati sono diffusissimi nella presente tecnolo-
gia dei circuiti per I'informazione : senza di essi non esisterebbero gli attuali personal
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computer. A dispetto del nome, i circuiti integrati sono componenti (e non circuiti) com-
posti da centinaia, migliaia, ...di componenti pitt semplici e costruiti in un unico blocco.
Questo spiega l'origine del termine ‘integrato”. I terminali interni al blocco hanno perso
la funzione originaria e pertanto non sono affatto distinguibili per la loro forma geomet-
rica. D'altra parte, solo un matto integrale potrebbe concepire la sostituzione di un singolo
transistore all'interno di un circuito integrato (chip). ]

1.8.2 Scomposizione dei componenti fisici

La scomposizione di un bigrafo in componenti, sia semplici sia compositi, non corrisponde
pecessariamente a una scomposizione del circuito fisico in componenti fisici.
L'individuazione dei componenti all’interno di un circuito fisico consiste nel definire i
componenti che formano il circuito, il loro numero di terminali e le loro connessioni :

Ta difierenza tra componente semplice e componente composito non ha un valore
assoluto ma solamente relativo: si pud solamente affermare che un componente &
“piit semplice” di un altro in quanto & interno a quest’ultimo.

Tn linea di principio questo processo di scomposizione, se ripetuto infinite volte,
conduce a una descrizione di tipo distribuito del fenomeno elettrico.

Divagazione : In quanti sottocumuli di pietre pud essere suddiviso un cumulo costituito
da 10000 pietre ? Per esempio, in 100 cumuli di 100 pietre ciascuno, ovvero in 10000 cumuli
di una pietra ciascuno. Ma se rompo con una mazza ogni pietra del cumulo originario, esso
pud essere suddiviso, per esempio, in un milione di cumuli di 1000 frammenti ciascuno. In
linea di principio, mal di schiena a parte, questa frantumazione pud essere ripetuta infinite
volte riducendo P'originario cumulo di pietre a un mucchio di co granelli di sabbia.

Ma allora sono meglio i modelli a parametri concentrati o quelli a parametri distribuiti 7
L'autore preferisce abitare in una casa a parametri concentrati (coi muri in blocchi di
pietra) che in una casa a parametri distribuiti (coi muri in sabbia). L

Quesiti : Provi il lettore a dare una risposta ai seguenti problemi :

Un filo di rame lungo 3 metri da quanti componenti deve essere caratterizzato 7
Un filo di rame lungo 30 metri 7

Un amplificatore operazionale ?

E i circuiti presenti nel vostro telefonino 7

Neppure il costruttore del vostro personal computer sarebbe in grado di dirvi il numero di
componenti che vi sono al suo interno, dal momento che vi sono molti criteri possibili per
contarli e che egli preferisce contare i calcolatori che piazza sul mercato piuttosto che il
numero totale di componenti contenuti in ciascuno di essi. ]

I

fine del capitolo 1



2 GRANDEZZE
ELETTRICHE

WWWWW??? FIGURA EMBLEMA fare bigrafo con segnate tensioni formanti una sequenza
chiusa tra i terminali di un multipolo e correnti nei terminali di un multipolo ?77?7WWWWW
WWWWWW RIVEDERE

Questo capitolo: introduce le grandezze elettriche sulla struttura fisica descritta dai bigrafi nel
precedente capitolo : potenziale elettrico, tensione elettrica, corrente elettrica congiuntamente
alla potenza elettrica virtuale e al lavoro elettrico virtuale. Vengono enunciate le leggi di KIrcH-
HOFF e il Teorema della potenza virtuale. Infine esso introduce i Ppitt noti grafi (monopartiti).
Sez. 2.1 : Convergenza e divergenza : Le funzioni d’arco definite sull'insieme degli archi
di un bigrafo, consentono di introdurre la funzione convergenza su ogni nocciolo e la funzione
divergenza su ogni nodo. Queste funzioni consentiranno, piti avanti, di unificare e semplicare la
descrizione delle leggi fisiche a cui sono soggette le grandezze elettriche che descrivono i circuiti.
Sez. 2.2 : Grandezze eletiriche e Leggi di Kirchhoff: Le grandezze fondamentali presenti
nei circuiti sono il potenziale, la tensione e la corrente : esse sono applicazioni degli insiemi dei
nodi e degli archi sull’insieme delle funzioni reali del tempo. Le loro proprietd cioé le ben note
Leggi di KIRCHHOFF delle tensions e delle correnti sono presentate in una forma adatta ai bigrafi.
Sez. 2.8 : Potenza e lavoro virtuali : teoremi e corollari: La potenza virtuale e il la-
voro virtuale sono definiti come applicazioni degli insiemi dei noccioli sull'insieme delle funzioni
reali del tempo. Vengono presentati i teoremi della potenza virtuale e del lavoro virtuale e i loro
rispettivi corollari. Essi costituiscono una formulazione alternativa del Teorema di TELLEGEN.
..wmu. 2.4 ; Tensioni e correnti indipendenti e bipoli fittizi di un multipolo : Le k — 1
tensioni e & — 1 correnti indipendenti di un generico k-polo sono scelte col metodo dell’albero di
bipoli fittizi. Conseguentemente la potenza virtuale risulta uguale al prodotto scalare dei vettori
delle tensioni e correnti indipendenti e ciascun k-polo presente nel bigrafo puo essere sostituito
da un'aggregazione di k ~ 1 bipoli fittizi (porte) riducendo il bigrafo a un usuale grafo (grafo
monopartito), costituito da nodi e rami.

25

Premoli, Fondamenti di CIRCUITI ELETTRICI: Cap. 2, mar2000 26

2.1 CONVERGENZA E DIVERGENZA

Vengono introdotte le funzioni d'arco sull'insieme degli archi di un bigrafo. La loro
definizione consente, a sua volta, di introdurre le funzioni convergenza sull'insieme dei
noccioli e componenti e le funzion: divergenza sull'insieme dei nodi. Queste funzioni sono,
per il momento, prive di un significato fisico : la loro importanza risultera chiara nelle
sezioni seguenti, in cui esse consentiranno di unificare e semplicare la descrizione delle
leggi fisiche a cui sono soggette le grandezze elettriche presenti nei circuiti.

'2.1.1 Simbologia delle funzioni reali del tempo

.Richiamiamo qui di seguito la notazione che useremo per le funzioni reali del tempo £ :

o R? denota l'insieme di tutti i numeri reali (—o00, +00), ciod uno spazio lineare di
dimensione 1.

e R, denota I'asse dei tempi, ciog l'insieme di tutti i valori reali (—00,+00) , che la
variabile tempo ¢ pud assumere.

R* denota V'insieme di tutte le k-uple ordinate di numeri reali, ciog uno spazio lineare
di dimensione k.

o R™*™ denota I'insieme di tutte le (nxm)-uple di numeri reali ordinate in una matrice,
cioé uno spazio lineare di dimensione n x m.

R!(t) denota I'insieme di tutte le funzioni reali di ¢ ciod del tipo R, — R .

o R¥(¢) denota I'insieme di le tutte k-uple delle funzioni reali in R (t) o, equivalen-
temente, 'insieme di tutte le funzioni del tipo R, — R* ovvero l'insieme di tutti i
vettori di k elementi dipendenti dal tempo ¢ . :

e R"*™(t) denota I'insieme di le (n x m)-uple di funzioni reali B, — R ovvero I'insieme
di tutte le matrici di 7 x m elementi dipendenti dal tempo.

2.1.2 Funzione d’arco, vettore e matrice delle funzioni d’arco

Introduciamo una funzione sull’insieme degli archi, senza specificarne il significato fisico :

Definizione : Sia definita su ogni arco una funzione del tempo, detta appunto Sfunzione
d’arco : ciod sia introdotta un’applicazione dell’insieme degli archi sull’insieme delle fun-
zioni reali del tempo :

G — A1) A
F iR = RE =R
G —+ faft) Zf@t)=| )] dove
: : ft) R = R =R(G)
Cz = f2(1) fz(2)
L’insieme di tutte le funzioni d’arco costituisce un vettore di Z funzioni R, =R -

Esempio A : Sul bigrafo gia introdotto nell’esempio 1.5.2A sono riportate le funzioni

m.mHOO, .\HQY .\NQV. [ERE \um@v :
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vy (s T Cu Vs falt)

£5(t) — )

fislt) e fis(t)
f()

o
11 vettore delle funzioni d’arco f(¢) pud essere ristrutturato nella forma R, — RV*M ciot
come una matrice F(t) € RNXM  Questa matrice viene costruita come una fotocopia della
tabella degli archi nel Par. 1.4.3 :

» la matrice F(t) ha N righe, una per ogni nodo V v, € N, e M colonne, una per
ogni nocciolo V um € M .

e la funzione scalare f:(t) associata al generico arco {; = tn = ftm diventa I’elemento
( Jnm di F(2) . o

o per ogni coppia nodo-nocciolo non connessa da un arco viene posto uno 0 ..

(fit) fa(t) O 0 fo(®)

() ful®) 0 f5®) O
Esempio B : La matrice delle
funzioni d'arco del bigrafo della () _ 0 fe(t) £H() 0O 0O
figura sovrastante & riportata qui 0 0 fu®) 0 Fuolt)

a fianco
0 0 0 Ffu(t) fiz(®) fra(®)
L O 0 0 0 fa()  frs(t) ]

Estensione della definizione : Una funzione d’arco scalare viene definita per ciascun
terminale. Per i terminali semplici, cio formati da un unico arco, l'estensione & banale in
quanto un terminale coincide con un arco. Per i terminali compositi, cio? costituiti da pil
archi incidenti lo stesso nodo, la funzione d’arco &, per definizione, data dalla somma delle
funzioni d’arco definite su ciascuno degli archi costituenti il terminale composito. [ ]

[ R = N o BN o]

2.1.3 Convergenza

Data una qualsiasi funzione d’arco f () definita in un bigrafo, la convergenza viene definita
come un’applicazione dell’insieme dei noccioli sull’'insieme delle funzioni reali :
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Definizione : La convergenza di f(£) & definita in ciascun nocciolo come la somma della
funzioni scalari in f(t) corrispondenti agli archi incidenti al nocciolo :

= () {0
p2 = 4(2) Mod@)=|d® | dove )= 3 f(t) VemeM
: : ¢ €2
pas = chy(2) ()
La convergenza nei noccioli ¢/ (t) & una funzione R, — RM = RM(t) . "

Esempio A : la convergenza cf(¢) della funzione "
d’arco f(t) nel nocciolo y, in figura risulta uguale a :

S0 = hO)+ O+ HO+ Ao+ sm=0 PO P A0

Introduciamo la convergenza anche per i componenti :
Definizione : la convergenza di una funzione d’arco in un componente, sia semplice sia
composito, & la somma delle funzioni d'arco estesa a tutti i terminali, sia semplici sia

compositi, del componente. [
Aj lettori cha hanno confidenza con le matrici pud essere pit gradita una definizione

alternativa pit compatta, tramite la matrice delle funzioni d’arco F(t):
) = [FQ)I" un

dove uy indica il vettore di V elementi tutti uguali a 1. Infatti la somma degli elementi di
una colonna della matrice F'(t) coincide con la convergenza nel nocciolo corrispondente.

Esempio B : Indichi- A f) 0 0 fo(t) 0 ]

amo le convergenze dei

noccioli del bigrafo del- A O 0 f5(t) 0 0
Pesempio 2.1.2A  per 0 fs®  fl2) 0 0 0
mezzo della tabella degli F(t) =

archi : la convergenza 0 0 fi(t) O fro(t) 0

in ciascun nocciolo co- )
incide con la somma 0 0 0 ful®) fult) fu®)
delle  funzioni  d’arco 0 0 0 0 fis®)  fis(t) |
della corrispondente

colonna (sovrastante) t t T T t t

della tabella. d@)y 4@ @) 40 4w &S.
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2.1.4 Divergenza

Data una qualsiasi funzione d’arco f(f) definita in un bigrafo, la divergenza viene definita
come un'applicazione dell’insieme dei nodi sull'insieme delle funzioni reali :

Definizione : La divergenza di f(t) nel generico nodo v, & definita come la somma delle
funzioni d’arco in f(t) corrispondenti agli archi incidenti il nodo (appartenenti a Z¥) :

n — d(2) ()
f f
ve = dy(t) Nodt)=|%0 | dove df(t)= 3 f(t) Ve N
P : 9 €z
vy = d§(2) k()
La divergenza nei nodi d”(t) & una funzione ®, —+ RN = RV () . m

Esempio A : la divergenza df(t) della funzione
d’arco f(z) nel nodo w, in figura risulta uguale a :

d(t) = fu(t) + fa(t) + f3(t) + fu(t) + fs(t) =0

Al lettori cha hanno confidenza con le matrici pud essere pit mwwm:.m una mmmENSmm
alternativa pilt compatta, tramite la matrice delle funzioni d’arco F(¢) :

di(t) = P(t) uy

dove uy indicano i vettori di M elementi tutti uguali a 1. Infatti, la somma degli elementi
di una riga di F'(¢) coincide con la divergenza nel corrispondente nodo.

A RE®) 0 0 K@) 0 T d@)
E. io B
Indichiamo o MO RO 0 BB 0 0 | da
divergenze  dei 0 0 0 &
nodi_del bigrafo F(t) = 0 flt) f() « dy(t)
dell’esempio 0 0 fi(?) 0 0] 0 « di(t)
2.1.2A
%:w&mwmwwg %mmwm ,o 0 0 ful) fu@®) falt) |« d@)
archi : L0 0 0 0 fu®)  fis@® |« @)
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2.1.5 Teorema e corollario della convergenza e divergenza
1l seguente teorema & fondamentale per i bigrafi :

Teorema : La somma delle divergenze di una
funzione d’arco qualsiasi f(t) estesa a tutti i 3 od) = b ()
nodi & uguale alla somma delle convergenze es- v, €N Hm € M

tesa a tutti i noccioli : B

‘Prova : La funzione di ciascun arco { = v — p compare sia nella divergenza del nodo v
(nella sommatoria a primo membro) sia nella convergenza del nocciolo z (nella sommatoria
a secondo membro}. Quindi le due sommatorie risultano uguali.

Per gli appassionati di matrici, la dimostrazione pud essere Hﬁmgnm in modo pil formale
ma meno efficace :

> d@) = [w]T &) = [un]" F@) wy = [uy]® [F@)T
v, EN

> @) = [um™ (@) = [un]" [FOI" uy = [un]® F() ua
tm € M =

11 suddetto teorema da origine ad un corollario, che pud essere applicato a un qualsiasi
componente composito :

Corollario : La convergenza cf,,(t) di una qualsiasi funzione d’arco f in un componente
composito & uguale alla somma delle convergenze estesa al sottoinsieme M™ C M dei
noccioli interni meno la somma n_m:m divergenze estesa al sottoinsieme N C N dei nodi
interni :

dml®) = X ) - X d@)
Hm I .>\~m:n v, € .>\.m=n ™

Prova : La somma delle convergenze dei noccioli interni (sottoinsieme M C M con-
tiene le funzioni d’arco degli archi interni e degli archi d’accesso, mentre la somma delle
divergenze dei nodi interni (sottoinsieme A*™™ C N} contiene solamente le funzioni d’arco
degli archi interni. Quindi la differenza di queste due sommatorie a secondo membro &
uguale alla somma delle funzioni d’arco degli archi d’accesso, che coincide, per definizione,
con la convergenza del componente composito. ]

2.2 GRANDEZZE ELETTRICHE
E LEGGI DI KIRCHHOFF

Ora siamo in grado di introdurre le grandezze fondamentali sui bigrafi per descrivere i
fenomeni elettrici all'interno dei circuiti. In ordine vengono introdotti il potenziale, la
tensione e la corrente come applicazioni degli insiemi dei nodi e degli archi sull’insieme
delle funzioni reali del tempo. Infine, vengono presentate le loro proprieta ciog le ben note
Leggi di KIRCHHOFF delle tensioni e delle correnti.
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2.2.1 Potenziale elettrico

Definizione : 1l potenziale (eletirico) & Papplicazione dell’'insieme dei nodi N sull'insieme
delle funzioni reali del tempo R'(¢) : :

v - e (t) e (t)
en : Ry =+ R =RY(2)
vy = ex(t) N = eft) = ex(t) | dove
: : e : R+ RV =RY(@1)
vn — en(t) en(t) n

Esempio A :Sul bigrafo introdotto nell’esempio 2.1.2A sono riportati i potenziali elettrici
mwﬁﬂvg Q&A&Va ey mmANv :

3.3 Cs ] Cu &m&

ety V1 .

Commento : Nella definizione delle tensione elettrica (Par. 2.2.2) e della potenza virtuale
Par. 2.3.2 si constatera che ciascun potenziale pud essere considerato definito 2 meno di
una funzione additiva arbitraria comune ai potenzali di tutti i nodi. Questo fatto & gia
noto dal Corso di Fisica. ] h
Unitd di misura : L'unitd di misura del potenziale elettrico & il volt [V]; comunque esso
non pud essere “fisicamente” misurato dal momento che & definito a meno di una funzione
additiva arbitraria. ™

2.2.2 Tensione elettrica

Definizione : Per ogni coppia ordinata di nodi distinti (va , ) la tensione (elettrica) v
viene definita dalla differenza dei potenziali nei nodi :

coppia di nodi tensione
— V(e h) EN XN |, ad#n
T\E Suv emcmwv = mmﬁwv - chv
11 doppio indice di ogni tensione denota la coppia di nodi tra cui & definita. =

Convenzione grafice : Quando vogliamo indicare su un bigrafo la tensione van(t) tra
la coppia di nodi (v, 1) , noi metteremo un “+” accanto al nodo v, e un meno accanto
al nodo 1, . La suddetta notazione pud dar luogo ad ambiguita, qualora sullo stesso
bigrafo fossero indicate molte altre tensioni : infatti vi sarebbero molti segni “+” e “-"

S
g
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accanto ai nodi in cui confluiscono molti rami e sarebbe arduo comprendere correttamente
Passociazione tra i “+” ei “~". In questi casi si preferisce sostituire ogni coppia “+ , —"
con una freccia con la punta al posto del “+” e la coda al posto del “_ come riportato
nella sottostante figura :

ea(t) ea(t)
ly © ' ® +

”emcg = e,(t) — en(t) vap(t) = ea(t) — en(t)
We e -

WUQV mwﬁnv

Nella sottostante figura vi & un bigrafo in cui sono riportati i potenziali dei nodi e alcune
tensioni :

Esempio A : Sul bigrafo gi3 introdotto nell’esempio 2.1.2A sono riportati alcune tensioni
elettriche v (), vaa(t), var(2), vss(t), vsa(2), vs4(t) :

dmwAwV
ex() — e
e .
ﬁw s
@
Hi
7
Gis

es(t)

a s
mwmwv 4! ™
Unité di misura : La tensione elettrica viene misurata in volt {V]. "

Commento : Con alcune nozioni di calcolo combinatorio @ immediato verificare che tra
gli N nodi di un bigrafo sono definite N(V — 1) tensioni. Questo numero diventa elevato
anche per valori moderati di N ; fortunatamente, nell’analisi di un circuito in genere non
& necessario prendere in considerazione tutte queste tensioni. n

Definizione : Tra i k terminali di un k-polo (sia semplice sia composito) possono essere
definite k(k — 1) tensioni. Esse vengono dette tensioni del componente. . [ ]

Esempio B : Nella figura & rappresentato un multipolo con cinque terminali : vi sono
riportate quattordici delle 5 x (5 — 1) = 20 tensioni che sono definite tra i cinque terminali
del multipolo. Le restanti tensioni, vss(2), vs3(t), via(t), var(t), 1slt), vs1(2), non sono
segnate per non appesantire ulteriormente il disegno : )
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N\Mm (t)

Proprieta: Siccome ogni tensione & definita come differenza tra due potenziali, le tensioni
non variano se sommiamo una funzione arbitraria a tutti i potenziali. w

2.2.3 Legge di Kirchhoff delle tensioni

La Legge di KIRCHHOFF delle tensioni, una pietra miliare (1847) della teoria dei circuiti
elettrici, ¢ qui enunciata nella sua forma pit semplice e, nello stesso tempo, generale :

Proprietd : Sia dato un sottoinsieme qualsiasi di nodi {vy,ve,v3,v4,5} C A . Su di
essi definiamo una sequenza ordinata e chiusa di coppie di nodi : (v3,2,), (v2, ¥s), (vs, v4),
(v4;11), (1,v3) . La somma delle tensioni definite sulla suddetta sequenza di coppie di
nodi (vedere figura sottostante) & nulla :

Us2 va

- s}
U . |

€2 va

Le tensioni v3; (t), vos(t), us2(t), vas(t) e v14(t) sono tali che la freccia di ciascuna tocca la
coda della precedente : esse formano un percorso chiuso in cui le tensioni sono orientate
nel verso orario del percorso. . ]
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Prova ; Con riferimento al bigrafo in figura, mettiamo le suddette tensioni in ordine :

(ws,n) . v, (wws) . (use) , (va,ws)
{ A 4 4 {
V31 ANV + Vi4 Qv + U4s Qv + Usa va -+ Va3 Qv
{ } 4 1 {

e3(t) — ex(t) + en(t) — es(t) + ea(t) — es(t) + es(t) — ealt) + ea(t) — e3(t) = 0 "

11 potenziale di ogni nodo presente nella sequenza, compare due volte a primo membro,

una volta con segno “+” e 'altra con segno “~”", annullandosi, mentre i potenziali dei

nodi non facenti parte della sequenza non compaiono affatto. -]
, . . Vba(t)

Caso particolare : Se la sequenza ordinata e chiusa Py

& costituita dalle seguenti coppie di nodi (v,,u) e Yoo 5

(5, V), st ha immediatamente : Uan(£) = —vpa(t) . Van(t) .

2.2.4 Flusso
Congiuntamente alla tensione conviene introdurre anche il flusso :

Definizione: 1l flusso & definito come integrale della tensione. La costante d’integrazione
&(to), in mancanza di ulteriori informazioni, & considerata arbitraria :

8(t) = [ o(r)dr + 6(o) .

0

Unita di misura : 1l flusso viene misurato in weber [Wb). "

Commento : 1l flusso, benché sia stato qui definito come integrale della tensione lungo
un dato intervallo di tempo pud essere interpretato indipendentemente. Partendo dalla
equazione di MAXWELL in forma integrale (vedere Corso di Fisica) :

flusso : ¢(t) = integrale di superficie dell’induzione magnetica B(¢) =

Commento : Con riferimento a un induttore fisico (costituito da un avvolgimento di filo
conduttore avvolto attorno a un nucleo (toro) di materiale ferromagnetico), il flusso di
B(t) , detto brevemente flusso magnetico & diverso dal flusso definito come integrale della
tensione, per un fattore moltiplicativo Ny coincidente col

numero delle spire dell’avvolgimento. Infatti la tensione o(t) = dé(t)

k-1

tra i capi dell’avvolgimento (Legge di FARADAY) & : dt =

La legge di Kirchhoff: Avendo definito opportunamente le costanti arbitrarie d’inte-
grazione, la legge di KIRCHHOFF delle tensioni vale anche per i flussi :

B31(t) + Bra(t) + das(B) + ds2(t) + ¢os(t) = O

Prova : Integriamo i due membri della legge di KIRCHHOFF delle tensioni (Par. 2.2.3) :

.\” _”ewu ?.v + .S..»Aq.v -+ &»mﬁﬂv -+ emm?.v + emw?..x d7+ ¢ ﬁcv +32on +&amﬁov+ﬁmnAOv +&wmﬁov



Premoli, Fondamenti di CIRCUITI ELETTRpICI: Cap. 2, mar2000 35

Nell'ipotesi che i flussi in ¢ = 0 (ciog le costanti d’integrazione arbitrarie) verifichino la
legge di Kirchhoff delle tensioni :

$31(0) + 614(0) + $45(0) + $52(0) + ¢23(0) = 0
si ha immediatamente che i flussi soddisfano alla medesima legge per qualsiasi ¢ :

031(2) F Pra(t) + Pus(t) + ds2(t) + da(t) = 0 ]

2.2.5 Corrente elettrica

Un’altra grandezza elettrica viene introdotta :

Definizione : La corrente (eletirica) viene definita come una particolare funzione d’arco:
essa & P'applicazione dell'insieme degli archi Z sull'insieme delle funzioni reali del tempo :

G — ia{t) i(t)
i; : Ry =R =RU()
G = &2(t) Z—it)=| 2| dove
: : i R, = R%=REt)
Cz —+ iz(t) iz(t) "
Esempio A : Sul bigrafo gid introdotto nell’esempio 2.1.2A sono riportate le correnti
elettriche 4, (), i2(2), ..., f25(t) fluenti negli archi.

V2 (s _llll\..thlJ G Vs 114 Qv
is(t) e i1 (t)

12(t)

i6(t)

N.ww Qv Vg mumva

Co

Unité di misura : La corrente elettrica viene misurata in ampere [A]. B

Estensione della definizione : Come visto nel Par. 2.1.2 per una generica funzione
d’arco, la corrente fluente in un terminale semplice di un componente sia semplice sia
composito coincide con la corrente fluente nel unico arco facente parte del terminale.

Nei terminali compositi la corrente, per definizione, coincide con la somma delle correnti
fuenti in ciascuno degli archi costituenti il terminale composito. =

Esempio B : 1 tripolo composito definito dai noccioli (11, 12) & dotato del terminale
semplice {v3, (s) € dei due terminali compositi (1,6, Ga) e (2,62, Ca)

11 tripolo composito definito dai noccioli (15, s) & dotato dei due terminali semplici (11, o)
e (v4, C10) € del terminale composito (vs, (12, (14) - Le correnti fluenti nei terminali compositi
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sono indicate come somme delle correnti fluenti nei rispettivi archi d’accesso.

vy 12(t) +a(t) 112(t) + 114(t) v 114(2)
Qe e e

Vs 0 .
115 Qv
Vg

O A....Illlll‘ll 141
Y4y (t) +4(t) -

2.2.6 Legge di Kirchhoff delle correnti

La Legge di KIRCHHOFF delle correnti, un'altra pietra miliare (1847) della teoria dei
circuiti, viene qui enunciata sotto forma di un assioma :

bmmmoaa”Ooumamawso_w&cmnmmnuwmm:wooﬂmmﬂmm@umwwo&mwwnoua.mnmmbswmm:m
stessa nei noccioli. L’assioma stabilisce che entrambe sono nulle : .

divergenza : di(t)=0 Yy, €N convergenza : ci(t)=0 Vem €M m

Proprieté : Dal teorema della convergenza e divergenza e dal precedente assioma, la nul-
lita della divergenza della corrente in un qualsiasi nodo ovvero la nullita della convergenza
della corrente in un qualsiasi nocciolo & una conseguenza della nullitd della divergenza
nei rimanenti nodi e della convergenza nei rimanenti noccioli. Infatti le divergenze e le
convergenze sono legate dall'equazione lineare omogenea :

di(t) + di(t) + - + div(®) = ci(t) + @) + -+ + cy(t) n

Corollario : La convergenza della corrente in ciascun componente & nulla. n

Prova : Per i componenti semplici la nullitd della convergenza della corrente deriva dalla
definizione, mentre, per quelli compositi, la nullitd deriva dal corollario della convergenza
e divergenza e dall’assioma qui enunciato. =

Esempio A : La figura sottostante illustra la legge di Kirchhoff delle correnti in un
generico nocciolo e in un generico nodo ;
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i(2) = ir(t) + da(t) + 4a(t) +ia(t) + is(t) = 0
L(t) = i1(2) + ia(t) + 43(t) + da(t) +4s() = 0

1% S

:
o4

2.2.7 Carica elettrica
Congiuntamente alla corrente conviene introdurre anche la carica :

Definizione : La carica elettrica & definita come Vintegrale della corrente. La costante
. d'integrazione g{tg), in mancanza di ulteriori informazioni, & considerata arbitraria :

att) = [ i(r)dr + g(e0)

Unita di misura : La carica elettrica ¢ viene misurata in coulomb [C]. "

Commento : La carica, benché sia stata qui definita come integrale della corrente pud
essere interpretata indipendentemente per il tramite delle equazioni di MAXWELL in forma
integrale, o pili precisamente per il tramite della elettrostatica (vedere Corso di Fisica) :

carica : g(t) = integrale di volume della densit di carica p(t) =

La legge di Kirchhoff : Avendo definito opportunamente le costanti arbitrarie d’inte-
grazione, la legge di KIRCHHOFF delle correnti vale anche per le cariche :

divergenza : di(t)=0 Vv, €N convergenza : ci(t)=0 VYVup, €M =

Prova : Integriamo i due primi membri della legge di KIRCHHOFF delle correnti (Par.
2.2.6) :

da(t) = \cnﬁi%iﬁe Ve €N, cl(t) = \a"nv?v%iﬁs Viim € M

Nell'ipotesi che le cariche in t = 0 (coincidenti con le costanti d'integrazione arbitrarie)
verifichino la legge di Kirchhoff delle correnti d%(0) = 0 c2,(0) = 0, si ha immediatamente

che le cariche soddisfano alla medesima legge per qualsiasi ¢ . ]

- confluiscono negli stessi k nodi, in
. ciascuno dei quali la divergenza &
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. 2.2.8 Tensioni e correnti nei componenti complementari

Tra le grandezze elettriche di due componenti complementari valgono le relazioni :
o I k potenziali e le k(k — 1)
tensioni di un k-polo coincidono
necessariamente con quelli del k-
polo complementare, in quantoi k
terminali di ciascun componente
sono incidenti agli stessi k nodi.

Quadripolo complementare [C2]

s.w v3,(2) i v5,(2) N.w vgs(2) s.w

e Le k correnti di un k-polo A AN by
1i te a quelle del L4 Vo V3 V4
sono uguali e oppos quelle de —~
k-pol lementare i b . . .
pole complementare in quasto 8 R Y3 RO Y3 RO Ya

necessariamente nulla.

Come esempio osservare i due
quadripoli complementari (k = 4)
nella figura accanto.

Quadripolo complementare [C5]

2.2.9 Equazioni di Maxwell e Leggi di Kirchhoff

Le due Leggi di KIRCHHOFF possono essere derivate dalle Equazioni di MAXWELL facendo
delle opportune ipotesi semplificative giustificate dalla geometria, dalle proprieta elettriche -
della materia e dal comportamento temporale delle grandezze vettoriali (campo elettrico
E(t), induzione elettrica D(t), campo magnetico H (), induzione magnetica B(t) e den-
sita di corrente J(t)) e scalari (densitd di carica p(t)) tra cui vengono stabilite le equazioni
di MAXWELL. :

Storicamente le due Leggi di KIRCHHOFF sono state enunciate precedentemente alle Equazioni

di MAXWELL, anzi esse, congiuntamente ad altre Leggi dell’elettriciti e del magnetismo,
diedero lo spunto a MAXWELL per la sua straordinaria intuizione, che ha unificato e gen-

" eralizzato tutte le leggi dell'elettricitd e magnetismo note fino a quel momento in quattro

equazioni. L’autore di questi appunti pensa che sia troppo complesso per studenti del

' secondo anno partire dalle equazioni di MAXWELL per arrivare ai circuiti e che d’altra

parte non sia strettamente necessario per impadronirsi della capacitd di analizzare i cir-
cuiti elettrici.

Da un punto di vista ingegneristico la conoscenza delle relazioni che intercorrono tra un
modello concentrato (circuitale) e un modello distribuito (campistico) diventa importante
per capire certi malfunzionamenti dei circuiti fisici non spiegabili dal modello concentrato.
La spiegazione a volte pud essere trovata solamente ricorrendo a un accurato modello a
parametri distribuiti. La compatibilita elettromagnetica pud essere interpretata come la
disciplina che si occupa dei problemi ingegneristici in cui il modello concentrato, in genere
piti semplice, non & sufficientemente preciso, mentre il modello distribuito, in principio pit
accurato, non & facilmente trattabile.

2.2.10 Modello concentrato o distribuito ?

Quesito : L'introduzione dei nodi, noccioli e archi e delle grandezze elettriche associate
& essenziale per poter parlare di modello a parametri concentrati. Nasce spontanea la
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domanda : quando si pud parlare di modello a parametri concentrati (circuito) ovvero di
modello a parametri distribuiti (campi elettromagnetici) ?

Risposta: Quando il numero di nodi, noccioli e archi e, conseguentemente, delle grandezze
elettriche necessarie per descrivere un fenomeno elettrico diventa molto alto, la descrizione
a parametri concentrati diventa troppo pesante. Facendo tendere a infinito il numero dei
nodi, noccioli e archi, la descrizione a parametri concentrati si confonde con quella a
parametri distribuiti: ogni punto dello spazio fisico costituisce un nodo o un nocciolo e in
ognuno di essi sono definite delle grandezze elettriche. Tutti i nodi e noccioli geometrica-
mente adiacenti sono connessi da archi. =
Commento : Molti dei moderni metodi numerici per I'analisi di sistemi a parametri
distribuiti possono essere visti come un modello a parametri concentrati che approssima
un sistema fisico distribuito. Questi problemi saranno considerati in corsi successivi al
presente. ) [ ]

2.2.11 Monopolo ?
Quesito : Esiste un componente con un solo terminale {mono-polo) ?

Risposta : La corrente nell'unico terminale di un mono-polo & necessariamente nulla in
seguito alla legge di KIRCHHOFF delle correnti. Quindi se scolleghiamo il mono-polo dal
nodo a cui & connesso il terminale, la divergenza della corrente in questo nodo si mantiene
nulla senza alterare le correnti lungo i terminali incidenti. Quindi il monopolo & di nessun
interesse in quanto la sua eventuale presenza non ha alcun effetto sul resto del circuito. =

Esempio A : Supponiamo che vi siano due fili di rame (entrambi assimilabili a due
resistori) con un capo (terminale) connesso a un nodo diverso di un circuito di potenza e
P'altro capo disconnesso. Essi non provocano alcuna alterazione al circuito dal momento
che entrambi si comportano come un monopolo. Ma se i due capi disconnessi venissero
accidentalmente in contatto succederebbe il finimondo : i due fili di rame diventano due
bipoli connessi in serie e sono in genere percorsi da una corrente che pud essere molto
elevata. Se la connessione tra i due capi disconnessi avvenisse attraverso il corpo di una
persona (che opera come un resistore), questa rimarrebbe fulminata. "

2.3 POTENZA E LAVORO VIRTUALI :
TEOREMI E COROLLARI

La potenza e il lavoro virtuali vengono introdotti come applicazioni degli insiemi dei noc-
cioli sull'insieme delle funzioni reali del tempo. A questo fine & necessario introdurre la
definizione e le proprietd del prodotto potenziale X correnie per ogni arco del bigrafo.
Infine, vengono introdotti il Teorema e il corollario della potenza virtuale, strettamente
legati al Teorema di TELLEGEN (vedere Cap. 4), e le corrispondenti proprieta del lavoro
virtuale.

2.3.1 Potenza e lavoro virtuali
Per motivi che verranno chiariti nel seguito, viene introdotta una nuova funzione d’arco :

Definizione : Chiamiamo col nome prodotto potenziale x corrente la funzione d’arco

: Esempio A : Consideriamo il multipolo in
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7,(t) definita dal prodotto della corrente fluente nell’arco . (t) per il potenziale e, (t) del

nodo a cui P'arco & incidente : GCEvg =i => T()=i(t)e(t) VEEZ u
v s ] $u Vs Y14(£)

72(t)

/NN

1s{t) ¥ ms(t)

Co

. Proprietd : La divergenza di 7(t) & nulla in ogni nodo, dal momento che essa & uguale
alla divergenza della corrente (notoriamente nulla) moltiplicata per il potenziale del nodo :

Al = T %) = T ealil) = el dit) = di) =0 VineN u
€2y ¢ € Zy

Proprietd : La convergenza di +y in un nocciolo & invariante alla traslazione &(f) dei

potenziali di tutti i nodi adiacenti, dal momento che la convergenza della corrente nei
noccioli & nulla :

aw = ¥ le@®+e@lil) = X elt)i(t) +EE) cnlt) VpmeM
A.n € Nﬂ— ﬁn € Mw*ﬁ nullo

dove e,(t) & il potenziale del nodo a cui {; & incidente. n

Definizione : La convergenza di «(t) del
generico nocciolo i, ovvero in un componente
semplice viene detta potenza (elettrica) virtuale

 Pm(t) =cL(?) -
figura : la sua potenza virtuale p,(t) risulta :
va@v = mHva 7 Qv + mmmuv s.wﬁnv +

+ wu?v s‘wm_;.v + anv 14(t) + es(t) is(t)

Definizione : 1 lavoro (eletirico) virtuale wm(t) in un
nocciolo ovvero in un componente semplice, per un dato wn(t) = ¢ Pm(7) dT
intervallo di tempo [tg, %], viene definito dall'integrale della to

potenza virtuale pn{t) esteso all'intervallo considerato :
La definizione della potenza virtuale e del lavoro virtuale viene immediatamente estesa ai
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componenti compositi siccome la convergenza & definita anche per questi componenti.

Unita di misura: La potenza virtuale viene misurata in volt-ampere [V A] e il lavoro
virtuale in volt-ampere-secondo [V A s]. ®

2.3.2 Significato di “virtuale”

L’aggettivo “virtuale” ha lo scopo di distinguere la potenza e il lavoro definiti in questa
sezione dalla potenze effetiiva e dal lavoro effettivo che saranno introdotti nel Cap. 5. La
potenza e il lavoro virtuali hanno preminentemente un significato matematico (astratto),
mentre quelli effettivi hanno preminentemente un significato fisico.

11 seguente esempio sottolinea la distinzione tra “virtuale” e “effettivo” : Consideriamo
due treni che corrono lungo due binari affiancati. Il primo treno corre con velocita v (t)
trainato da una locomotiva, che esercita una forza di traino fi(¢) sul gancio del primo
vagone. Il secondo treno si muove alla velocitd v,(t) sotto 'azione della forza di traino
fa(t). La prima locomotiva sviluppa una potenza p(t) = v,(¢) fi(t) e la seconda una
potenza pp(t) = v2(t) fo(2) : p1(t) e p2(t) sono le potenze (meccaniche) effettive, che fanno
muovere i due treni. Se il macchinista del primo treno desidera incrementare la velocitd
deve aumentare anche la forza di traino, agendo sul motore : la velocitd v; (£) e la forza di
traino f)(t) non possono essere scelte in modo indipendente.

Eseguiamo i due prodotti p.(t) = v (t) fo(t) e pu(t) = va(t) f1(t) : pa(t) e po(t) sono
formalmente due potenze, che chiameremo potenze virtuali, in quanto esse sono uguali al
prodotto della velocita di un sistema fisico (primo treno) e della forza di un altro sistema
fisico (secondo treno). In conclusione, le potenze p.(t) e py(¢) non fanno muovere alcun
treno ovvero fanno muovere solamente i “treni virtuali” che circolano nei giorni di sciopero
totale dei trasporti.

Ritorniamo ai circuiti elettrici. A questo punto del presente corso, le tensioni e le correnti
definite sul bigrafo non sono affatto legate tra loro da alcun legame (equazione) allo stesso
modo della velocita v;(£) del primo treno e della forza di traino fo(t) del secondo.

Nel Cap. 5 saranno introdotti i legami tra tensioni e correnti dello stesso circuito (le
cosidette relazioni costitutive dei componenti). Tenendo in considerazione questi legami
tra le tensioni e le correnti la potenza e il lavoro virtuali si trasformano per definizione in
potenza e lavoro effettivi.

2.3.3 Teoremi e corollari della potenza e lavoro virtuale (Tellegen)

La potenza e il lavoro virtuale soddisfano al cosidetto teorema della potenza e lavoro
virtuale di importanza fondamentale :

Teorema : Dal teorema della divergenza e convergenza (Par. 2.1.5) si ha che in un bigrafo,
_con potenziali qualsiasi e correnti soddisfacenti alla legge di KIRCHHOFF, la somma sia
delle potenze sia dei lavori virtuali estesa a tutti i noccioli (ovvero componenti semplici) &
nulla :

M M
M nwuﬁv = M &NQV == M Pu(t) =0 == M wn(t) = 0
r\k..a eM v, € N m=1 m=1

potenze virtuali * termini nulli

i rispettivi noccioli y, e up ¢

‘composito, definito da p, e up, &:

Premoli, Fondamenti di CIRCUITI ELETTRICI: Cap. 2, mar2000 42

dove la somma dei lavori virtuali viene ottenuta integrando la rispettiva somma delle
potenze virtuali. ]

Commento : Questo teorema & la formulazione per i bigrafi del ben noto teorema di
TELLEGEN, che sara riformulato nella forma originale per i grafi nella Sez. 4.1 . ]
La potenza virtuale soddisfa anche a un corollario di uso assai generale :

Corollario : La potenza virtuale pa(t) ovvero il lavoro virtuale wq(t) assorbiti da un

componente composito sono uguali alla somma delle potenze virtuali p;(t), pa(t), ps(t),

...ovvero lavori virtuali w;(2), wa(t), ws(t), ... assorbiti dai noccioli interni (cioé compo-
nenti semplici) che costituiscono il componente composito :

pa(t) = pu(t) +p2(t) + - - + pi(t)

cd={C"C...,C" = .

. wa(t) = wy(t) + walt) + - - - + we(t) w

Prova : Dal corollario della convergenza e divergenza si ha che la convergenza di 7 (cio2

la potenza virtuale) nel componente composito & uguale alla somma delle divergenze di v

nei nodi {che sono nulle) pili la somma delle convergenze di v (che sono le potenze virtuali)

nei noccioli. B

EBsempio A : Questo esempio ha lo scopo di verificare il suddetto corollario :

' Caleoliamo le potenze virtuali pa(t) e py(t) as- ) +3(t) alt) B

sorbite dai componenti semplici, definiti dai ———3

pa(t) = ex(t) 5(2) + ea(8) B3(8) + .

+ e3(t) 5(t) + ea(t) 4(1)
m(l) = ex(t) B(t) + ea(t) ) es(t) "
La potenza virtuale peom(t) del componente I i3(t)

Peom(t) = ex(t) [i2(2) + R(A)]+ ,
+ea(t) [13(2) + B(2)] + es(£) B(2) + ea(t) (2) -
Confrontando le precedenti espressioni possi- e3(t) 0 vs

amo verificare che :*  peom() = 2a(t) + pu(2) - ) "

WWWWW?7?7? SCRIVERE ESPRESSIONE MATEMATICA

Conv. del compon. = somma converg. noccioli ~ somma diverg. nodi

Proprieta : Tra le potenze virtuali di due componenti complementari vale la relazione :
la potenza virtuale di un componente complementare a un altro & I'opposta di quella di

-quest'ultimo in quanto la somma delle suddette potenze virtuali & nulla per il teorema

della potenza virtuale. B

2.4 TENSIONI E CORRENTI INDIPENDENTI
E BIPOLI FITTIZI DI UN MULTIPOLO

Le due Leggi di KIRCHHOFF stabiliscono che solo k — 1 tensioni e k — 1 correnti di un

generico k-polo risultano indipendenti. Qualora quest’ultime siano scelte col metodo del- .

P'albero di bipoli fittizi, la potenza virtuale risulta uguale al prodotto scalare dei vettori
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delle tensioni e correnti indipendenti. Conseguentemente ciascun k-polo presente nel bi-
grafo pud essere sostituito da un'aggregazione di k — 1 bipoli fittizi (porte) ed il bigrafo si
riduce a un usuale grafo (grafo monopartito), costituito da nodi e rami.

2.4.1 'Tensione e corrente indipendente in un bipolo

Per qualsiasi bipolo connesso ai nodi v, e 1, del bigrafo, si ha :

In seguito alla Legge di KIRCHHOFF delle In seguito alla Legge di KIRCHHOFF delle
tensioni, le due tensioni vay(2) € vpa(t) def- correnti, le due correnti i,(2) e i,(t) flu-
inite tra i due terminali di un generico enti nei corrispondenti terminali di un
bipolo sono uguali e opposte : generico bipolo sono uguali e opposte :
dvav = I,Suw?v s.mva = |s.UAMv
v (t) = ea(t) — en(t)
e
Va Y Va Wy
mw@vo mu OQVQV 03 D €0

ia(t) i(t)

e
vpa(t) = en(t) — ea(?t)

Quindi una sola tensione e una sola corrente sono sufficienti per descrivere il comporta-
mente elettrico di un bipolo. Nella scelta della tensione indipendente, nel seguito indicata
con v(t), e della corrente indipendente, nel seguito indicata con i(2), si possono presentare
9x 2 = 4 casi. La potenza virtuale assorbita p,(t) = e, ta(t) + €p () € quella erogata
De(t), dove p,(t) = —pe(t), assumomo espressioni differenti per il segno a seconda delle
convenzioni adottate per la tensione e la corrente.

Quadro &mzm 2x2 = 4 convenzioni di segno per i bipoli
ORI O R R
: mvaMH% Hiy =7 wilin T wilin 2 wilin T wi
: circuitale :|:o»o 1o olﬂHTAom.oYHulom“ol.HTAom
R 0 : i(t) §|: i(e) i i)
ammﬁwmmws (t) = vab(2) (t) = van(t) o(t) = 53 (t) = vha(t)
o MMMMM%s it) = ia(t) i(t) = in(t) it) = ia(t) i(t) = in(t)
potenza . _ N _ s . ,
ot | i) o) i(t) o(t) (2 ) i(t)
potenza _ . . , _ .
erogata pe(®) | . —uv(t)i(t) u(t) i(t) v(t) i(t) o(t) i(t)
venzion normale nonnormale nonnormale normale
con © (utilizzatori) (generatori) (generatori) (utilizzatori)

Commento : Quando la potenza virtuale assorbita p,(t) coincide col prodotto (t) (t),
si parla di convenzione normale ovvero di convenzione degli utilizzetori, mentre, quando
la stessa pa(t) coincide col prodotto —v(t) i(t), si parla di convenzione nonnormale ovvero
di convenzione dei generatori. Conseguentemente sia la potenza virtuale assorbita p,(t)
sia quella erogata p.(t) non dipendono affatto dalla convenzione (normale o nonnormale)
adottata, dal momento che il segno che compare nella espressione = v(%) 4(t) viene scelto
in modo che il risultato non dipenda dalla convenzione. =

Premoli, Fondamenti di CIRCUITI ELETTR,ICI: Cap. 2, mar2000 - 44

2.4.2 Tensioni e correnti indipendenti in un multipolo

1 vincoli creati dalle due leggi di KIRCHHOFF tra tutte le tensioni e correnti definite tra i
k terminali di un k-polo fanno si che :

Tensioni indipendenti: Tralek (k—1) Correnti indipendenti : Tra le k cor-
tensioni definite tra i k terminali di un k- renti fluenti nei terminali di un k-polo so-
polo solamente & — 1 sono indipendenti. lamente k — 1 correnti sono indipendenti,
Infatti ciascuna tensione coincide con la dal momento che la loro somma (con-
differenza di due tra i k potenziali, i quali vergenza) & nulla a causa dalla Legge di
a loro volta, sono definiti a meno di una KIRCHHOFF delle correnti.

funzione additiva arbitraria.
1 due esempi seguenti riportano due tra le possibili scelte di (quattro) tensioni e Sam.ﬁnov

correnti indipendenti di un generico 5-polo :

Esempio A : Le tensioni e correnti indipendenti,
indicate nella figura, sono :

n(t) =vma(t) () =ve(t),

v3(t) = vac(t)  , va(t) = vee(t)

L) =4(t) ,  ia(t) =is(t),

i3(t) =da(t) ,  ia(t) = ie(2) .
Onwmncum delle altre tensioni e correnti possono es-
sere espresse in funzione di queste. Per esempio :

vaa(t) = —v(t) — v2(t) — vs(t)

Ve (t) — u(t) — v3(t) — va(2)

vealt) = ui{t) + va2(2)

i(t) = —ir(t) —i2(t) —1a(t) —4a(t)
Esempio B: Le tensioni e correnti indipendenti,
indicate nella figura, sono :

U va = ewva s anv = vpe(t) ,
euQv = en_nQv y .F»Anv = .Sumﬁwv
i) =40) , () =i(),
i3(t) =da(t) ,  ia(t) =1.(2) -
Ciascuna delle altre tensioni e correnti possono es-
sere espresse in funzione di queste. Per esempio :
2a4(t) = wi(t) — va(t) + v2(t) — va(t)

vea(t) = — va(t) + vo(t) — v3(t)
wpa(t) = va(t) — vi(t)
ip(t) = —6(t) —i2(t) — 1a(t) — ia(t) : .-

Albero di bipoli fittizi : In principio, le k — 1 tensioni e le k — 1 correnti indipendenti in
un k-polo possono essere scelte in modo assolutamente slegato le une dalle altre, come nei
due esempi precedenti. In pratica, per motivi che saranno chiariti nei paragrafi seguenti,
conviene che il sottoinsieme delle tensioni indipendenti e quello delle correnti indipendenti
siano “coordinati tra loro”. Assumiamo che il k-polo sia composto da k — 1 bipoli, che
chiamiamo bipoli fittizi. 1 bipoli fittizi sono connessi ad albero, ciod essi non formano per-
corsi chiusi e toccano tutti i k& terminali del k-polo. In un generico k-polo sono possibili
molti alberi diversi ciascuno costituito da k — 1 bipoli fittizi. =
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Tutte le tensioni e correnti definite in un k-polo possono venire espresse in termini delle
tensioni definite ai capi dei bipoli fittizi e delle correnti fluenti negli stessi :

Pinsieme delle k—1 tensioni definite ai capi I'insieme delle & — 1 correnti fluenti nei
dei bipoli fittizi costituisce una base per le bipoli fittizi costituisce una base per le k
k(k—1) tensioni definite tra i terminali del correnti fluenti nei terminali del k-polo.

k-polo.

Vg AWV

Esempio C : i bipoli fittizi
del 6-polo formano una catena
che “tocca” tutti i terminali.
Le relazioni ‘tra le correnti
fluenti nei terminali e le cor-
renti fluenti nei bipoli fittizi
mostrano che solamente le
correnti 4 (t) e i5(t) coincidono
con correnti fluenti nei termi-
nali :

i(t) = —u(t)

i(2) = i5(t)
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Esempio E : i bipoli fit-
tizi formano un generico al-
bero. Le relazioni tra le cor-
renti fluenti nei terminali e le
correnti fluenti nei bipoli fit-
tizi mostrano che solamente le
correnti 7 (t), ¢3(¢) e i5(t) coin-
cidono con correnti fluenti nei
terminali :

46
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L\wl@/

id

io(t) = —~i5(2) — 12(t) — i4(t)
s.ng = s‘uQv

ia(t) =i (2)

iy (t) = 45(2)

ia(t) = ig(t) — 43(2)

i(2) = i2(2) — ia(t)

i

1
ﬂb\ v ™

ic(t) = 4a(2) — 35(2)
ia(t) = i3(2) — i(t)
ie(t) = ip(t) — 4a(t)
i(t) = 4 (¢) — iz(2)

]

Esempio D : i bipoli fit-
tizi formano un cespuglio
dal momento che tutti
sono incidenti allo stesso
terminale, da un lato, e a
uno degli altri dall’altro
lato. Le relazioni tra le
correnti fluenti nei termi-
nali e le correnti fluenti
nei bipoli fittizi mostrano
che ciascuna corrente
indipendente coincide con
la corrente fluente in un
terminale :

iwt) = 1(0) , ielt) = ia(0) ,
s.m?v = s.va ) N.QQV = ».aQV ’
i{t) = 15(t) ,

ia(t) = —ir(t) — i2(t) — 45(t) — ia(t) — is(2)

s

Commento : La scomposizione di un componente in bipoli fittizi connessi ad albero &

! basata su considerazioni topologiche, in quanto non coinvolge le relazioni costitutive dei

componenti, che saranno viste nel Cap. 5. Essa non ha, in genere, alcuna relazione con la
struttura interna del componente fisico. In conclusione, I'albero dei bipoli fittizi costitu-
isce uno strumento molto semplice per individuare due sottoinsiemi coordinati di tensioni
e correnti indipendenti per un multipolo qualsiasi. -]
L’albero dei bipoli fittizi di un k-polo pud assumere forme diverse : ira esse sono pit usate

- le due seguenti, tra loro duali :

Il grafo a cespuglio & un albero caratter-

. izzato dal fatto che tutti i rami (bipoli
‘fittizi) sono connessi a uno stesso nodo,

detto nodo di riferimento del multipolo.

‘Come esempio vedere l'esempio B di

questo paragrafo.

‘In questo caso le tensioni indipendenti

sono quelle dei restanti k — 1 nodi rispetto
al nodo di riferimento e le correnti in-

‘dipendenti sono quelle fluenti nei cor-
‘rispondenti terminali.
In un k-polo possono essere definite & ce-

spugli diversi, ciascuno caratterizzato da
uno specifico nodo di riferimento.

1l grafo a catena & un albero caratteriz-
zato dal fatto che tutti i rami (bipoli fit-
tizi) formano una catena in cui due nodi
sono gli estremi e gli altri sono inter-
medi. Come esempio vedere 'esempio A

di questo paragrafo.
In questo caso solamente le correnti nel

primo e ultimo ramo della catena coinci-
dono con una corrente nei terminali, men-
tre le rimanenti correnti di ramo sono
uguali a somme/sottrazioni di quelle flu-
enti nei terminali. Le tensioni di ramo si
riferiscono a coppie di terminali connesse
da un ramo della catena. In un k-polo pos-
sono essere definite molte catene diverse.

Nel Cap. 6 si vedra come il grafo a catena sia opportuno in presenza di porte proprie.

Awvertenza : L'albero dei bipoli fittizi introdotto per i multipoli ha lo stesso ruolo di un
albero di un grafo monopartito che sara introdotto nella Sez. 3.2 . ]
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Commento : Ognuna delle correnti fluenti nei & — 1 bipoli fittizi non coincide necessari-
amente con una delle correnti fluenti nei k terminali. Al contrario, la tensione ai capi di
ciascun bipolo fittizio coincide, in qualsiasi caso, con una delle k(k — 1) tensioni definite
tra i terminali del k-polo. -

o

Esempio F : 1 tre bipoli fittizi del
quadripolo in figura formano un cespuglio.
Tre tra le quattro correnti fluenti nei ter-
minali coincidono con quelle indipendenti :

=) , =it) , dc=1i(t)

ig = —ir(t) —ia(t) — 45(t)
Ciascuna tra le 12 tensioni del quadripolo
dipende dalle tre tensioni indipendenti; per
esempio  Uap = 1{t) — v2(t) ,

Va = U3(8) — a1 (t) , Vha= u(t) .

Esempio G : 1 tre bipoli fittizi di un gener-
ico quadripolo formano una catena. Due tra
le quattro correnti fluenti nei terminali coin-
cidono con quelle indipendent; :

=) —al) , b =1i(t)

i =a3(t) — 0{t) , ia=—is(t)
Ciascuna tra le 12 tensioni del quadripolo
dipende dalle tre tensioni indipendenti; per

esempio vy = —01(t) , v = —2(2) ,

Upg = ewﬁwv + QMANV -+ emﬁwv .

2.4.3 Potenza virtuale e bipoli fittizi

Le k —1 tensioni e k — 1 correnti indipendenti di un k-polo, indicate dai vettori v(t) e #(t),
siano scelte col metodo dei bipoli fittizi e adottando una delle convenzioni normali per
ciascuno di essi. La base delle tensioni a la base delle correnti risultano interdipendenti,
consentendo di trovare un'espressione molto semplice della potenza virtuale assorbita dal
componente :

Proprietd : La potenza virtuale p(t) assorbita dal k-polo & uguale al prodotto scalare dei
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vettori delle tensioni e correnti indipendenti come risulta dai seguenti passaggi :

k-1 . k-1 :
p(t) = Mu%mé = p(t)= MfQFS = p(t) = [v(@®)]" i(t) = BT v(2)
7= n=

T T

corollario della potenze nei
potenza virtuale bipoli fittizi ]

Commento : Seisottoinsiemi delle tensioni e correnti indipendenti v(t) e £(t) non fossero
scelti seguendo il criterio dei bipoli fittizi, I'espressione della potenza virtuale p(t) sarebbe
molto pit complicata e dipenderebbe dalla specifica scelta. L'albero dei bipoli fittizi pud
essere definito in molti modi diversi e conseguentemente i vettori v(t) e 2(t) : in ogni caso,
Pespressione della potenza virtuale rimane la stessa ! Nella pratica questa espressione
della potenza virtuale & l'unica usata mentre la definizione tramite potenziali e correnti,
introdotta nel Par. 2.3.1 , viene usata solo in mancanza della definizione delle tensioni e
correnti indipendenti. ™

Definizione di porta : Nell'uso corrente ogni bipolo fittizio facente parte del k-polo &
detto porta del k-polo. Qualora necessario, la porta & detta normale per distinguerla dalle
porte proprie e improprie che verranno introdotte nel Cap. 6 . =

Commento : Un bipolo pud essere visto come un componente con una sola porta. =

2.4.4 Fenomeni fisici e convenzioni

In questa sezione abbiamo introdotto le convenzioni con cui possono essere scelte la ten-
sione e-la corrente indipendente in un bipolo e il metodo dei bipoli fittizi (porte) per
individuare le tensioni e correnti indipendenti di un multipolo. Comunque il suddetto
metodo consente molti modi diversi per individuare le porte di un multipolo. La scelta
delle porte di un multipolo & una generalizzazione del primo problema riguardante la scelta
del segno della tensione e corrente in un bipolo. Entrambi i problemi hanno in comune il
fatto di essere una pura convenzione che non ha niente a che fare col fenomeno fisico che
intendiamo descrivere. Nella pratica si tende a scegliere le convenzioni di segno delle ten-
sioni e delle correnti e le porte di un multipolo in modo che la formulazione del problema
e 'organizzazione dei calcoli sia la pill semplice possibile.

Nel Cap. 6 vedremo il concetto di porta propria e di porta impropria la cui scelta non pud
essere arbitraria ma & suggerita dalla realta fisica del fenomeno.

Commenio : A volte rimango perplesso davanti 2 studenti che vanno in crisi sulla scelta
di una convenzione per dimostrare una qualche proprieta o risolvere un circuito. Un elet-
trone cambia la traiettoria seguita all'interno di un conduttore di rame qualora il valore
della tensione ai capi del filo venisse modificato, ma non la cambia certamente in seguito
al cambio della convenzione di segno della tensione stessa. L'importanza sta nello scegliere
una convenzione di segno e rimanere coerenti con la scelta per tutto lo svolgimento del
problema. ]

La convenzione del nome : Uno studente di nome Asdrubale si innamora di una col-
lega, che conosce come Gabri. Dopo circa un anno Gabri presenta Asdrubale alla madre,
la quale usa rivolgersi alla figlia chiamandola Leila. Asdrubale non riesce ad abituarsi a
questo nome e poco a poco si disamora di Gabri/Lella ... . ]
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2.4.5 Dai bigrafi ai grafi

Grafo di un componente : Quando un A-polo & descritto mediante le tensioni e le
correnti delle & — 1 porte (ovvero bipoli fittizi) pud essere rappresentato da un grafo
monopartito costituito da k nodi e k — 1 rami : un nodo per ogni terminale del com-
ponente, rappresentato da un cerchietto nero e un ramo per ogni bipolo fittizio (porta)
rappresentato da un arco di linea. Quindi ciascun ramo comprende il nocciolo e i due
terminali del bipolo fittizio e connette i due nodi tra cui vi era il bipolo fittizio.

Esempio A : Consideriamo i due quadripoli gi2 incontrati negli esempi 2.4.3F-G : cias-
cuno di essi & descritto da tre bipoli fittizi, in un caso a cespuglio e nell’altro a catena.
dwmwv

éva .

I corrispondenti (sotto)grafi monopartiti dei suddetti quadripoli sono :

"o

Commento : Quanto detto vale anche per il caso particolare di un bipolo , il cui grafo
monopartito & costituito da:un unico ramo collegante due nodi. ]

Grafo di un circuito : 1l grafo (monopartito) G di un circuito completo & ottenuto dalla
aggregazione dei grafi (monopartiti) dei singoli componenti connettendo i rami incidenti
gli stessi nodi. Quindi i] grafo di un circuito & derivato dal bigrafo con le regole seguenti :
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e Rimpiazzare ogni k-polo con un albero di k — 1 bipoli fittizi (porte) :
si ottiene un bigrafo di soli bipoli, sia effettivi sia fittizi.

e Rimpiazzare i due terminali e il nocciolo di ogni bipolo'con un unice ramo.
Notare che ogni nodo del bigrafo rimane un nodo anche del grafo.

e Il grafo G & formato dainodi M edairami R: G = {N,R}.
Il numero di nodi e rami di un grafo verra indicato da n e m, rispettivamente.

Esempio B : Consideriamo il bigrafo riportato qui sotto : esso & costituito da quattro
- bipoli, un tripolo e un quadripolo.

V2 G e Cu ~\.m
I

Gs vy Co G5

Go

Sostituiamo il tripolo con due bipoli fittizi (cicé due rami) contrassegnati da u,-e il
quadripolo con tre bipoli fittizi a catena (tre rami) contrassegnati con ys.- Quindi rappre-
sentiamo tutti i bipoli (sia effettivi sia fittizi) con dei rami. Otteniamo il grafo (monopar-
‘tito) : :
1 2] Vs

Hs - He
. Hs

Vg

154 @

1 rami del grafo provenienti dai bipoli effettivi sono distinti da quelli provenienti dai bipoli
fittizi. Le etichette accanto a ciascun ramo indicano il nocciolo del componente semplice
da cui i rami stessi provengono.

‘Commenti : 1l confronto tra il bigrafo e uno dei corrispondenti grafi ci consente di fare
le seguenti osservazioni :

¢ Il grafo mette in evidenza le tensioni e correnti indipendenti in ciascun componente.



Premoli, Fondamenti di CIRCUITI ELETTRy3ICI: Cap. 2, mar2000 51

 In un grafo ogni coppia di nodi pud essere connessa da pitt di un ramo :
i suddetti rami risultano in parallelo.

In genere un ramo non pud connettere un nodo con se stesso.

e Qualora siano presenti multipoli, possono essere tracciati diversi sottografi per cias-
cuno di essi. Quindi dallo stesso bigrafo possono essere ottenuti grafi diversi.

L'appartenenza di due o pili rami allo stesso componente non & pil evidente in un
grafo. Questo & un grave carenza dei grafi rispetto ai bigrafi, che spesso & causa di
gravi errori per un principiante. Questo problema sard chiarito con Pintroduzione
delle relazioni costitutive nelle SSez. 5.1-3 . ™

Scomposizione del grafo in componenti semplici e/o compositi: Come spiegato
nella Sez. 1.6, i componenti semplici, sia bipoli sia multipoli, presenti in un bigrafo sono
immediatamente riconoscibili, dal momento che ciascun nocciolo del bigrafo definisce un
componente semplice. Anche i componenti compositi sono facilmente caratterizzabili dai
componenti semplici che ne fanno parte. ’

Al contratio, il riconoscimento dei componenti semplici e/o compositi all'interno di un
grafo (monopartito) non & altrettanto immediato. ’

La suddivisione dell’insieme dei rami R in due o pil sottoinsiemi R?, RP, RE...corrisponde
ad una suddivisione del grafo in componenti semplici e compositi se e solo se i rami rapp-
resentanti ciascun multipolo semplice rimangono riuniti nel medessimo sottoinsieme R? o
RPORE.... S

fine del capitolo 2




3 TEORIA ELEMENTARE
dei GRAFI

WWWWW??? FIGURA EMBLEMA grafo di grandi dimensioni con segnate tagli e maglie
WWWWW??7 RIVEDERE QUI SOTTO

1l presente capitolo non riguarda direttamente i circuiti elettrici ma un settore della matematica
applicata, chiamato Teoria dei grafl, la cui origine precede la nascita dei circuiti elettrici. Qui
noi introduciamo gli elementi di questa teoria necessari nell’analisi dei circuiti, rinviando Pappli-
cazione di questa teoria ai circuiti elettrici al Cap. 4 .

Sez. 8.1 : Generalita: Un grafo & definito da un insieme di nodi e un insieme di rami. Il grafo
& detto orientato, se si attribuisce un verso di percorrenza a ciascuno dei rami. Un albero e il
suo complemento (coalbero) sono specifici sottoinsiemi di rami del grafo. Successivamente i grafi
vengono distinti in sconnessi, semplicemente connessi e strettamente connessi. Infine vengono
introdotti i grefi plonari.

Sez. 8.2 : Maglie e tagli: Le maglie e i tagli sono particolari sottoinsiemi di nodi e rami di
un grafo (sottografi). Ad essi associamo un verso di percorrenza (per le maglie) e un verso di
attraversamento (per i tagli), che consente di introdurre i vettors topologici di entrambi.

Sez. 3.8 : Relazioni ira maglie e tagli: Vengono descritte le principali relazioni topologiche
tra le maglie e i'tagli; in particolare viene dimostrato il teorema dell’ortogonalits tra maglie e
tagli e il teorema dei grafi colorati.

Sez. 3.4 : Dualita tra grofi planari: Le proprietd topologiche dei grafi planari vengono
discusse : in particolare, vengono definiti gli enelli come particolari maglie. Si dimostra come
ad ogni grafo planare pud essere associato un altro grafo planare, detto grafo duale, i cui anelli
corrispondono ai nodi e i cui nodi corrispondono agli anelli del grafo originario.

Sez. 3.5 : Basi di maglie e tagli: I sottoinsiemi di maglie e di tagli mm&vmummuﬂ, chiamati
basi di maglie e basi di tagli, sono rappresentati dalle matrici delle basi, costituite dai vettori
topologici delle maglie e dei tagli facenti parte della base.

53
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3.1 GENERALITA

Questa sezione introduce le nozioni preliminari sui grafi, sia non-orientati sia orientati, i
percorsi, gli alberi e i coalberi, i grafi sconnessi, semplicemente connessi e strettamente
connessi e infine i grafi planari. : :

3.1.1 Grafi non-orientati e orientati

'Grafi non-orientati : Un grafo (monopartito), indicato con G, & definito da un insieme
din nodi N = {v1,v2,...,vs} e un insieme di m rami R = {p1, p2,- .-, Pm} :

G ={N,R}

dove ciascun ramo p. € R & associato a una specifica coppia di nodi : pc — (Va, ) -
Se 'ordine dei nodi all’interno di ciascuna coppia non & di interesse, il grafo & chiamato
non-orientato. |
In altre parole in un grafo non-orientato le relazioni p. — (Va, 1) € pc —+ (4, ¥a) sono
considerate equivalenti.

In molti problemi di interesse alla suddetta definizione di grafo viene aggiunta 'orien-
tazione dei suoi rami : in altre parole noi diamo un significato all’ordine dei nodi all’interno
di ciascuna coppia a cui & associato un ramo.

Grafi orientati: Denotiamo con v, e v, i nodi a cui un generico ramo & incidente : noi
possiamo assegnare il verso di percorrenza v, — 1y, oppure v, + 1, al suddetto ramo. In
questo caso il grafo & detto orientato. =
In altre parole in un grafo orientato le relazioni p. — (Va, %) € pc —* (b, a) hanno
significati distinti.

Rappresentazione grafica: Rappresentiamo i nodi con un pallino nero e i rami con un
arco di linea che congiunge i due nodi a cui il ramo & associato. Limitatamente ai grafi
orientati su ciascun arco di linea sovrapponiamo la punta di un freccia per indicare il verso
di percorrenza del ramo stesso.

grafo non-orientato grafo orientato grafo orientato

Vs Vs . Vs

P4 Ps

V3 pr Ps 1y pr sy Pa
vy Yy
4t D5 [ D5 4
v [2 v [% v v
1 o 2 1 e 2 1 . LI

Commento : Possono esserci pitl rami che collegano la stessa coppia di nodi : i suddetti
rami risultano in parallelo. Per esempio i rami p; e p; nei tre grafi in figura.
In genere un ramo non pud connettere un nodo con se stesso. B

Commento : In genere, i versi di percorrenza dei rami sono scelti in modo arbitrario,

poiché essi non dipendono dalla realta fisica. Qualora conoscessimo in anticipo le direzioni .

effettive (fisiche) delle grandezze fisiche coinvolte nel modello descritto dal grafo, potrebbe
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convenire scegliere i versi dei rami coincidenti con quelli effettivi. Comunque, una volta
scelto il verso di un ramo tutti gli sviluppi matematici successivi devono rispettare questa

scelta. L

3.1.2 Equivalenza tra grafi

La rappresentazione grafica di un grafo pud trarre in inganno chi incontra i grafi (sia
non-orientati sia orientati) per la prima volta. Infatti la rappresentazione grafica fornisce
inevitabilmente al lettore anche informazioni di natura geometrica completamente estranee
al concetto di grafo. Se cambiamo la posizione dei nodi, come nella figura sottostante, il
grafo appare completamente diverso :

Vs vy

[£]
Se esaminiamo con attenzione i suddetti tre grafi, possiamo constatare che i nodi e i rami
sono gli stessi per ciascuno di essi e che ciascun ramo & associato alla stessa coppia di
nodi in ciascuno dei tre grafi. Notare che i rami del secondo e terzo grafo danno origine,
rispettivamente, a due e quattro incroci, mentre il primo non presenta alcun incrocio.

Definizione : Due grafi non-orientati vengono detti equivalenti se, una volta stabilita
una corrispondenza biunivoca sia tra i nodi sia tra i rami, i rami corrispondenti risultano
associati a coppie di nodi corrispondenti. ™
Commento : Questa definizione viene estesa immediatamente anche ai grafi orientati
con 'aggiunta che i rami corrispondenti devono essere orientati nello stesso verso nei due
grafi equivalenti. Qui sotto riportiamo tre grafi orientati tra loro equivalenti.

Vs

3.1.3 Percorsi

Definizione : Dati due nodi distinti di un grafo, viene chiamato percorso una catena di
rami adiacenti (cio® incidenti a due a due allo stesso nodo) collegante i due nodi, detti
estremi del percorso. ™

i
i
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Commento : Questa definizione non tiene conto dell'eventuale orientamento dei rami.
Esempio A : La figura riporta tre diversi percorsi del medesimo grafo :
Vs Vs Vs
P4 P4 P4

v3 Ps Vs Ps V3 Ps

151 2] 143 Vs n Vs
Ps P P8

ﬁt». P2, V3, P3, V4, P6s wnv H \T\wu P4, Vs, P17, V4, Psr V2, P8,y tnv H A?\f P13 V3, P4, Vs, Ps, V2, Po,y ~\»W
1 percorsi sono costituiti dalle sequenze alternate di nodi e rami : clascun nodo e ramo lungo
il percorso vengono incontrati una sola volta e non sono ammesse diramazioni : Lungo un
percorso noi incontriamo, oltre ai due nodi estremi, & rami e k — 1 nodi intermedi. ]

Divagazione : Immaginare un treno che collega due cittd (nodi estremi del percorso)
facendo alcune fermate (nodi intermedi) e percorrendo diversi tronchi della rete ferroviaria
(tami del percorso). =

3.1.4 Alberi e coalberi

-1 seguenti sottografi, molto importanti per lo studio dei grafi stessi, sono introdotti :

Definizioni : Viene chiamato albero ogni sottografo di un grafo contenente uno e un
solo percorso tra qualsiasi coppia di nodi del grafo. Conseguentemente, un albero & un
sottografo che comprende tutti i nodi del grafo e non contiene alcuna maglia al suo interno.
1l sottografo complementare di un qualsiasi albero viene detto coalbero. -

Commento : Questa definizione non tiene conto dell'eventuale orientamento dei rami del
grafo. . n

Proprieta: Tracciando diverse coppie di alberi /coalberi dello stesso grafo, come illustrato
nella figura sottostante, & facile verificare che qualsiasi albero di un grafo con n nodie m
rami & costituito da n — 1 rami e che qualsiasi coalbero & costituito da m — n -+ 1 rami.

Vs vy vs

P4 P4 P4

A P
V3 vy Ps V3 pr Ps V3 pr Ps

Yy <]
s
P1 P P Ps P1 Ps
vi pg Vs Py 2 1 pg Vg pPs V2 Vi ps Vs P9 V2 W

Prova : Coloriamo di rosso un ramo qualsiasi del grafo e i due nodi a cui esso & incidente.
Coloriamo di rosso uno dei rami che collega uno dei nodi rossi a uno dei nodi non-rossi,
che a sua volta viene colorato di rosso. Ripetiamo I'operazione fino a che tutti i nodi sono
rossi. n
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Commento : Tutti i rami incidenti a un nodo possono appartenere allo stesso albero :
per esempio, il nodo v, dell’albero tracciato nella figura sovrastante sulla destra. ]

Commento : 1l nome albero & suggerito dalla ben nota struttura formata dal tronco e
dai rami di un comune albero. Una formica ha a disposizione uno e un solo percorso per
spostarsi lungo i rami dello stesso albero. Gli scoiattoli non sono soggetti a questi vincoli
dal momento che sono in grado di saltare da un ramo all’altro. -

Divagazione : Quando un terremoto o un’alluvione devastano la rete ferroviaria, viaria,
* idrica, elettrica, telefonica e/o informatica di una regione, la protezione civile interviene

ea

per ripristinare un albero di ciascuna di queste reti nel tempo pili' breve possibile. ]

3.1.6 Grafi sconnessi e connessi

I grafi possono essere divisi in due classi, di cui la seconda &, a sua volta, suddivisa in due
‘ulteriori sottoclassi :

Definizione : Un grafo viene detto grafo connesso, qualora, per ciascuna coppia di nodi
esista almeno un percorso, di cui essi siano gli estremi.
Altrimenti il grafo viene detto grafo sconnesso. ™

Commento : Quindi un grafo sconnesso & separato completamente in due o pili parti.
Percid, i grafi sconnessi sono di minor interesse, in quanto essi sono scomposti in due o
pit grafi meno estesi. ™

La classe dei grafi connessi viene suddivisa, a sua volta, nelle due sottostanti sottoclassi.

Definizione : Un grafo connesso viene detto grafo strettamente connesso, qualora per
qualsiasi coppia di nodi, esistano almeno due percorsi completamente distinti, cioé senza
alcun ramo e nodo intermedio in comune. . )

Altrimenti un grafo connesso viene detto grafo semplicemente connesso. . om

Grafo sconnesso Grafo semplicemente connesso Grafo strettamente connesso

123 Vs . Vs
Py
V3 03 P4 v3 ps VP8 P4 vy Pr \ Ps
o) ym 1 pf Yo 3 n v
1 2 1
P8 Ps ps Ps )

v pr Vs Yy nw o pr v 2] v ps Vs pPs V2 g

Commento : Caso particolare ma di interesse di un grafo semplicemente connesso & un
grafo che coincide con l'unico albero del grafo stesso. ]

Commento : In genere i grafi dei circuiti sono strettamente connessi. In ogni caso'i grafi
semplicemente connessi ovvero i grafi sconnessi sono molto importanti per spiegare certe
proprieta dei circuiti stessi. =

!
i
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3.1.6 Grafi planari
Introduciamo una sottoclasse, molto diffusa in pratica, di grafi :

Definizione : Un grafo strettamente connesso & detto planare quando pud essere trac-
ciato su un piano (ovvero una superficie sferica) senza incroci tra i rami al di fuori delle
connessioni dovute ai nodi. Altrimenti, il grafo & detto nonplanare. ]

Esempio A : Nella figura sottostante sono tracciati due grafi, tra loro equivalenti, (vedere

- Par. 3.1.2) : nel grafo di sinistra compaiono quatiro incroci'tra i rami, mentre in quello
* di destra non compare alcun incrocio. Quindi il grafo ¢ planare.

Vs

Vs
P4
Yy
P11
Vs ‘
. | Pe
14} P12
A P8 Ve Ps

Va %1 Ps Vs Po Vo m

Esempio B : Nella figura sono tracciati due grafi, tra loro non-equivalenti : in quello .
' di sinistra compare un incrocio che non riesce ad essere soppresso. In quello di destra
! compaiono cinque incroci di cui solo alcuni-possono essere soppressi ritracciando il grafo.

Quindi entrambi i grafi sono nonplanari.

Vs

P11

51 Ps Vg Ps vy

Commento : 1l grafo di destra & il pitl semplice tra tutti i grafi non-planari. Infatti i
grafi con due, tre € quattro nodi sono in ogni caso planari, mentre i grafi con cinque nodi
sono non-planari, se e solo se sono completi. u

Proprietd : 1 bigrafi planari (vedere Par. 1.4.2) danno sempre origine a grafi planari, dal
momento che i bipoli fittizi di ogni k-polo formano un albero di k nodi e k — 1 rami, che
& planare. =

Prova : Tracciare alcuni bigrafi planari su un foglio senza incroci tra gli archi, e sostituire

- ciascun multipolo col corrispondente sottografo (albero) di bipoli fittizi. L]
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Commento : Un grafo planare ha in genere origine dalla modellizzazione di un problema
fisico a due dimensioni, mentre un grafo nonplanare ha origine da un problema a tre o
pit dimensioni. I grafi con pochi [molti] rami in confronto al numero dei nodi sono spesso

planari [nonplanari]. -
Divagazione : La rete di vie di una citt senza incroci a pid livelli tra le vie (ciot caval-
cavia, viadotti, sottopassaggi, gallerie, ...) costituisce un grafo planare. In caso contrario
la rete costituisce un grafo generalmente nonplanare. =
Commento : La planarit3 del grafo di un circuito fisico consente di evitare alcuni accorgi-
menti tecnologici-nella costruzione sia di un circuito su un unico “chip” (circuito integrato)
sia di una piastra (circuito stampato). ™

3.2 MAGLIE E TAGLI

Questa sezione introduce i concetti di maglia e taglio come sottoinsiemi di rami di un
grafo (sottografi). Ad éssi associamo un verso di percorrenza (per le maglie) e un verso di
attraversamento (per i tagli).

3.2.1 Maglie

La definizione di percorso discussa nel Par. 3.1.3 consente di introdurre la seguente
definizione : ’

Definizione : Se i due nodi estremi di un percorso sono scelti coincidenti, il percorso
costituisce una maglia del grafo. -

Esempio A : La figura riporta tre diverse maglie del medesimo grafo :

Vs Vs Vs
-P4 P4 [
Vs p1 Ps v3 pr T\ s Vs o7 Ps
V4 V4 vy
P 2% P P6 21 s
12 % 1% 1z v,
o Ps ? ! Ps 2 ! 08 v2

Le tre maglie in figura sono costituite dalle sequenze alternate di nodi e rami :

AT\H.BML\?bw_~\».bm.~\w.\vm_~\ww 3 AT\?EL\U.Ef—\?E.N\wgbml\w,bm.tbv
{vs, P4, V5, Ps, V2, P6s Vas P3, 3} ’

Lungo una maglia si incontrano k nodi e k rami. Una maglia consente due percorsi
completamente separati tra qualsiasi coppia di nodi appartenenti alla maglia. ]

Orientazione delle maglie: A ogni maglia pud essere assegnato un verso di percorrenza
in quanto la maglia pud essere percorsa in verso orario o antiorario, come una qualsiasi
linea chiusa. In questo caso la maglia & detta orientata. L]
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Esempio B : Le tre maglie della figura precedente sono qui ripetute avendo assegnato
un verso di percorrenza : ’

123 Vs Vs
P4

vs P ps

Vg vy
A1 D6 A1 Ps

2] “n Va 151
P8 P8 Ps

Le frecce “==>" denotano il verso di percorrenza delle suddette maglie. n

4}

Divagazione : Una maglia pud venire visualizzata all'interno della rete viaria di una
cittd : se partiamo da casa nostra e ci ritorniamo senza ripassare per le stesse vie e incroci,
noi percorriamo una maglia. Agli studenti milanesi possiamo ricordare le linee filoviarie
90 e 91 come esempio di una maglia della rete dei trasporti urbani. ]

Commento : In genere, i versi delle maglie possono essere scelti in modo arbitrario, dal
momento che questi versi sono indipendenti dalla realtd fisica. Quindi il verso di ogni ramo
pud essere concorde ovvero discorde con quello delle maglie di cui fa parte. =

Divagazione : L'orientazione delle maglie & molto importante anche nella vita reale.
Immaginate una gara di formula 1 nell’autodromo di Monza in cui ogni pilota potesse

scegliere il verso di percorrenza dell’anello d’asfalto ? =
Grafo con un'unica maglia 7 : Tra tuttii grafi pos- Y
e . . 7 ., 3 P2 4
sibili vi sono grafi con un’unica maglia. La risposta & Pz
positiva e un banale esempio & riportato nella figura ac- P1 P4 Vo
23

canto. Notare che in ciascun nodo del grafo confluiscono
due e due soli rami. -
3.2.2 Tagli

Definizione : Si dice taglio di un grafo qualsiasi sottoinsieme di rami, che siano necessari
e sufficienti, qualora vengano rimossi, a separare il grafo in due sottografi separati. ]

Commento : Ogni taglio partiziona 'insieme dei nodi N in due sottoinsiemi N® e NP,

dove N = N*UNP e N2NNP=0.

Conseguentemente l'insieme dei rami R risulta suddiviso nei tre sottoinsiemi :
e R? contenente i rami connessi a coppie di nodi in N®
« TP contenente i rami connessi a coppie di nodi in A’
o 23 contenente i rami connessi a un nodo in A e a un nodo in NP

Tl sottoinsieme R2® coincide proprio con i rami del taglio. , n

Esempio A : La figura riporta tre diversi tagli dello stesso grafo e i sottoinsiemi di rami
determinati dalla partizione (N2, A'®) dei nodi :
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.4.>\m..w...~.

R® = Ambrbmuv
\\va = ,mbm. bmw 3 .NNGU = .mbm_bmw

R = {p3, pu, ps: Po} R*® = {p1, p2, P3; p5, p1} - R = {p3, ps, 8}
11 taglio di sinistra & nello stesso tempo anche una maglia. ]
Abbiamo visto che ciascun taglio definisce una specifica partizione dell'insieme dei nodi
N nei due sottoinsiemi N* e NP . Consideriamo il problema inverso :

RP = {p1, 2, ps} .

Questione : 1l sottoinsieme R associato a una n:m_mymm_ partizione N'® e N'® dei nodi
N definisce un taglio ? : B

Rispostd : 1l sottoinsieme di rami R®® definito dalla partizione costituisce un taglio se e
solo se i sottografi R® e R sono connessi. In caso contrario R?® costituisce 'unione di
pilt tagli. =
Esempio B : Avedno partizionato I'in- ' '
sieme dei nodi A del grafo in figura nei
due sottoinsiemi A/* e N, introduciamo i
tre sottoinsiemi di rami :
R*= = {06, 01, E%&
R = {p10, P11 P12: P13, P14, P15 P16}
R® = {p1, p2, p3, p1, s}

1l sottoinsieme R risulta sconnesso : in-
fatti il ramo pg & completamente separato
dai rami pg, p7 € pg . Quindi il sottoin-
sieme R*® non costituisce un taglio del
grafo, poiché la sua rimozione lascia tre
sottografi tra loro sconnessi e non due,
come previsto dalla definizione dei tagli
nel Par. 3.2.2 .

Commento : 1l sottoinsieme R* pud essere suddiviso nei due sottoinsiemi {py, o2, p3} €
{p4, ps}, ciascuno dei quali costituisce un taglio del grafo completo. E

N

Definizione : Un taglio & chiamato faglio nodale se separa un unico nodo da tutti m

rimanenti, cioé qualora A® ovvero A® siano costituiti da un unico moao Quindi esso &

costituito dai rami incidenti il suddetto nodo. =

Esempio C: La figura sottostante riporta tre diversi tagli nodali, relativi ai nodi v;, v4 .
e 1, del medesimo grafo :
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Vs

{01, 02, p3, P4} ) {03, 06, 07} ) {5, p6, pa} w

Commento : Qualora I'insieme dei nodi N sia partizionato in due sottoinsiemi N®, cos-

 tituito da un unico nodo, e A®, l'insieme dei rami R* costituisce un taglio nodale se e
'solo se R" risulta connesso. In caso contrario il sottoinsieme R2" coincide con 'unione di
-due o piu tagli nonnodali. u

Nodo cruciale : Un nodo a cui siano associati pitt di un ‘taglio viene chiamato nodo

cruciale. ) -
Esempio D : Tl 'nodo vy del grafo riportato nella sottostante figura & cruciale :

Vs

e
Ps
. P3 P3
Yy
- 06 /1 .

Infatti i quattro rami ps, ps, pr € ps incidenti al nodo vy possono essere suddivisi in due
coppie {ps, ps} e {ps, o1}, clascuna delle quali costituisce, per proprio conto, un taglio. m

Divagazione : Un taglio pud venire visualizzato entro la rete viaria di una cittd attraver-

sata da un fiume (per esempio, Roma attraversata dal Tevere e Firenze dall’Arno) : i ponti

'sul fiume costituiscono un taglio del grafo che rappresenta la rete viaria. Gli eventuali let-

tori triestini sono sconsigliati di ispirarsi a un fiume carsico per visualizzare un taglio :

‘potrebbero trarre conclusioni completamente errate. a

Orientazione dei tagli : A ogni taglio R®®, che partiziona P'insieme dei nodi N =
{N® N} pubd essere assegnato un verso di attraversamento : il verso N* — A’® oppure il
verso N « N® . In questo caso il taglio & detto orientato. B

Esempio E : i tagli sono ridisegnati con orientazione
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Vs . Vs

hm

1% T
Ps ! : o Ps

vy 2]

Le frecce “==" denotano il verso di attraversamento dei suddetti tagli. =

Commento : In genere, i versi dei tagli possono essere scelti in modo arbitrario, dal mo-
mento che questi versi sono indipendenti dalla realta fisica. Quindi il verso di ogni ramo
pubd essere concorde ovvero discorde con quello dei tagli di cui fa parte. ) ]

Divagazione : L'orientazione dei tagli & molto importante anche nella vita reale. HBBmm.
inate le automobili che attraversano il casello autostradale della QEmoRm. senza osservare

il verso di attraversamento stabilito per ciascuna porta del casello stesso ]
n

Grafo con un unico taglio 7 : Tra tutti i grafi pos-
sibili vi sono grafi con un unico taglio 7 La risposta &
positiva ed un’esempio lo si trova nella figura’ accanto.
Notare che nel grafo vi & un’unica coppia di nodi a cui
sono connessi tutti i rami.

P1 Ps

n

3.2.3 Vettori topologici delle maglie e dei tagli

La numerazione progressiva e l'orientazione dei rami, assieme a quella delle maglie e dei
tagli, ci consentono di rappresentare ogni maglia e ogni taglio mediante un apposito vet-
tore :

Definizione: Chiamiamo vettore topologico di una maglia/taglio il vettore di m elementi,
uno per ciascun ramo, posti uguali a :

~1 0 +1

valore dell’elemento

appartiene appartiene
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Esempio A’ : qui sotto sono indicati Esempio A" : qui sotto sono indicati i
i vettori topologici di tre diverse maglie vettori topologici di tre diversi tagli dello
stesso grafo orientato :

dello stesso grafo orientato :

s [0 ] 0
-1 0
+1 +1
0 1

b= = Hw
-1 “+1
0 0
[ ~1] L 0
0] [+1]
+1 -1
0 -1
-1 0
b= |, a=|
+1 0
-1 -1
| +1 ] | 0
f 0 F 0 ]
0 0
~1 -1
+1 -1
.Uw - I.»H az = O
+1 0
0 0
“ P8 & L 0] | —1]

Commento : Se cambiassimo segno a un vettore topologico, ciok a tutti i suoi elementi,
esso rappresenterebbe la stessa maglia o lo stesso taglio con orientazione opposta. =

Commento : La maglia descritta dal vettore by e il taglio descritto dal vettore a; sono
costituiti dagli stessi rami : comunque i corrispondenti vettori differiscono per i segni degli

se il ramo

alla maglia/taglio
con verso discorde

non appartiene

alla maglia/taglio

alla maglia/taglio
con verso concorde

elementi nonnulli.

Awvvertenza : Notare che un qualsiasi vettore % dimensioni uguali al numero dei rami e
costituito da elementi di valore 1, —1 o 0 non rappresenta in genere una maglia o un taglio

del grafo, dal momento che un sottoinsieme qualsiasi di rami (scelti a caso) non forma in

genere né una maglia né un taglio.

Definizione : Una maglia & uniforme-
mente orientata, se tutti i suoi rami sono
orientati concordemente o discordemente
con la maglia. In altre parole tutti gli el-
ementi diversi da zero del vettore topo-
logico sono uguali a 1 oppure —1 . ]

Definizione: Un taglio & uniformemente
orientato, se tutti i suoi rami sono’ ori-
entati concordemente o discordemente col
taglio. In altre parole tutti gli elementi
diversi da zero del suo vettore topologico
sono uguali 2 1 oppure —1 . a
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FEsempio B’ La  maglia Bsempio B”: 1l taglio {py, pa, ps, ps, s}
{pv puipizp 15, P52 P10, 7, 5} a.& sot- del sottostante grafo & uniformemente ori-
tostante grafo & uniformemente orientata : entato : tutti i suoi rami sono orientati da
tutti i suoi rami sono orientati nel verso destra a sinistra,

orario della maglia.

Altre maglie uniformemente orientate Altri tagli uniformemente orientati com-
compaiono nel grafo, per esempio : paiono nel grafo, per esempio :
{p1: 013, P4, 00} + {01, P13, P3, P8} {pa: P10, 4,05} + {P9, Pa, 97, 03, Pa, P51}

e {p13, 10, 015} - L e {p1, P11, P12: P3, P4, P5} - . L]

3.3 RELAZIONI TRA MAGLIE E TAGLI

Questa sezione esamina le principali relazioni topologiche tra le maglie, i tagli, gli alberi
e i coalberi. Essi consentono di dimostrare le relazioni topologiche tra maglie e taglied in
particolare il teorema dell’ortogonalitd tra maglie e tagli e il teorema dei grafi colorati.

:3.3.1 Relazioni preliminari tra percorsi maglie, tagli, alberi e coalberi

Per un generico taglio R*®, definito dalla partizione dei nodi N = {N®; N'*}, valgono le
seguenti proprieta : ’

Proprieta: Qualsiasi percorso collegante un nodo in A® e uno in N/® contiene un numero
dispari di rami appartenenti a R®® . ™
Waw,lm& : Il numero di rami comuni ad una qualsiasi maglia e ad un qualsiasi taglio &
nullo oppure & pari. l

Prove : L'intuizione ci consente di verificare le suddette proprietd con l'aiuto del grafo
nella figura sottostante, in cui & evidenziato il taglio {p1, p2, 73, P4, o5} che separa i nodi
N nei sottoinsiemi N® e N® :
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1 seguenti percorsi, con i nodi v, € N* e
o € N® come estremi, hanno, rispettiva-
mente, uno, tre m cinque rami (sottolineati
da una graffa) in comune col taglio :

?q.bm_ﬁwwk B?Pu:&&
?9/3\%:.th@?/?\ii

Abm yP11; P13 P8 P3 015, P4 P10y Ps w .
—~ ~— ~—~— ~— ——

Le seguenti maglie hanno, rispettiva-
mente, nessuno, due e quattro rami

. (sottolineati da una graffa) in comune col
ctaglio:  {pu4, P15, P12, P11, P16}

‘mhﬂ»bmn P4 5 P15, P12, P2 w
! ~——

bcf P3 , P15, P4 5 P10, P55 P16 P :n& .
~— ~ —~ S~

Le seguenti proprieta risulteranno utili nel paragrafo successivo per caratterizzare basi di

maglie e di taghi.

Proprieta: In un grafo qualsiasi magliae
qualsiasi coalbero hanno almeno un ramo
in comune. ]

Prova : Per definizione, ciascun albero
non pud contenere tutti i rami di una qual-
siasi maglia e quindi almeno un ramo di
qualsiasi maglia appartiene al coalbero. &

" Proprieta : Ciascun ramo di un coalbero

forma una e una sola maglia, i cui restanti
rami facciano parte dell’albero. L]

"Prova : I nodi connessi dal ramo del

coalbero sono anche connessi da uno e un
solo percorso formato da rami dell’albero :

‘questo percorso forma una maglia con il

ramo del coalbero. ]

Commento : A ogni ramo del coalbero
pud essere associata una specifica maglia
per un totale di m — n+ 1 maglie. =

Proprieta : In un grafo qualsiasi taglio e
qualsiasi albero hanno almeno un ramo in

comune. | -

Prova : Per definizione, 'albero sta-
bilisce un percorso tra ogni coppia di nodi,
mentre il taglio impedisce qualsiasi per-
corso tra due nodi appartenenti a due sot-

_toinsiemi complementari. : o

Proprieta : Ciascun ramo di un albero
forma uno e un solo taglio, i cui restanti
rami facciano parte del coalbero. =

Prova : 1 ramo dell’albero separa i
nodi in due sottoinsiemi, che a loro volta
definiscono un taglio, formato dal sud-
detto ramo dell’albero e da rami facenti
tutti parte del coalbero. w

Commento : A ogni ramo dell’albero
pud essere associato uno specifico taglio
per un totale di n — 1 tagli. u

Divagazione : Se un fiume in piena travolgesse tutti i ponti di una cittd, ogni collega-

mento tra le due :sponde rimane impedito.
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Esempio A : 1l grafo orientato della
figura accanto & costituito da » = 6 nodi
e m = 13 rami. Su di esso & rimarcato un
albero, costituito dai n — 1 = 5 rami py,
Dér P1, P10 € Prz, €l rispettivo coalbero di
m—n+1= 8 rami.

Le maglie e i tagli definiti dalla suddetta
scomposizione albero/coalbero sono elen-

cati qui di seguito. Vs De vy
Le otto maglie associate a ciascun ramo I cinque tagli associati a ciascun ramo
del coalbero sono : dell’albero sono :

ﬁ@ubwv 3 A/bw\ybww.bwow 3 A/BW\,SZB?\UHMM 3 A@\uﬁm“bw.ﬁwww s
@W?PFS&, {ps, 001} {pr,p1. 051}

A&W\_Ew.bwww 3 Am/bw\ybwoubmw.. ﬁ@.ﬁu.bﬁbw.bﬁ;bumw 3

ﬁhw‘ P1, P12, P10+ E.‘v 3 ‘m@. P12, P10y bmw . P12 5 P31 P4y P8 P11+ bwwv .

Le graffe indicano il ramo del coalbero Le graffe indicano il ramo dell’albero che

che da origine alla maglia. da origine al taglio. =

3.3.2 Teorema dell’ortogonaliti tra maglie e tagli

Indipendentemente dai versi assegnati ai rami, maglie e tagli, i vettori topologici delle
maglie e dei tagli soddisfano al seguente teorema :

- Teorema : Ciascuna maglia e ciascun taglio in un grafo sono tra loro ortogonali nel senso

che il prodotto scalare dei rispettivi vettori topologici beaénullo:
bTa=aTb=0 Vb= magliaC grafo , ¥ a = taglio C grafo x

Prova : Come gia detto il numero k di rami comune a una maglia e a un taglio &
necessariamente pari (k = 0,2,4,6,...)

bTa = S0+ (+1)+> (-1) = oia\ml».\w =0

— S N !

H @ 6

o La sommatoria parziale marcata da (1) & dovuta ai rami che non appartengono sia
" alla maglia sia al taglio : essi non danno alcun contributo al prodotto bT a .

o La sommatoria parziale marcata da (2) & dovuta ai k/2 rami che sono concordi sia
con la maglia sia col taglio ovvero discordi sia con la maglia sia col taglio : siccome
ciascun ramo da un contributo di valore 1 al prodotto bT a , questa sommatoria
parziale vale &£/2 .

o La sommatoria parziale marcata da (3) & dovuta ai k/2 rami concordi con la maglia
e discordi col taglio ovvero discordi con la maglia e concordi con il taglio : siccome
ciascun ramo da un contributo di valore ~1 al prodotto bT a, questa sommatoria
parziale vale —k/2 . ]
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Esempio A : Consideriamo la maglia ori-
entata AEH. P11, P17, P3: P155 P5s Bwv eil ﬁm.m:O
orientato {p1, P2, 3, P4, p5} del grafo in
figura. I rami py, p2, ps € ps (contraddis-
tinti da una linea spessa) sono comuni alla
maglia e al taglio. Notare che la maglia e
il taglio hanno un orientamento concorde
nei rami p; e p; e discorde nei rami p; e
ps . Tl ramo py fa parte solamente del taglio
e i rami py1, pr, P15 € ps solamente della
maglia.

Esempio B : Verifichiamo il teorema eseguendo alcuni prodotti scalari di vettori topo-
logici di maglie e tagli incontrati nell’esempio del Par. 3.3.2: '

BT [ar] = 0x04+(-1)x0+TxT4+0x1+0x1+(=1)x1+0x0+(~1)x0 = 0

Al
by]7 [as] = oxoincxfg +oxTc+oxo+Tcxo+oxo+§ =0
?Ew; = oxoin:xo+oxp+a+cw:Eixoilc‘xc =0
[ba]” [a3] = oxoi..cxotux?,ui x (~1) +oxO+Tcxo+Hx.o+§ =0

R

Le graffe superiori indicano i termini di valore 1, mentre le graffe inferiori indicano i ter-
mini di valore —1 . I termini privi di graffe sono nulli. T om

Commento : L'ortogonaliti tra maglie e tagli viene comunemente ricordata dicendo che
le maglie e i tagli sono tra loro duali. : -

A zonzo per Firenze: L'ortogonalita tra una maglia qualsiasi e un taglio qualsiasi pud
essere visualizzata nella rete viaria di una citta divisa in due parti da un fiume, attraversato
da alcuni ponti. Spostiamoci a Firenze : la citth & bagnata dall’Arno, che la separa in due
parti : una a Nord pit estesa e una a Sud meno estesa. Facciamo una lunga passeggiata,
partendo per esempio dal Campanile di Giotto (a Nord dell’Arno) e visitando i notissimi
palazzi, chiese e monumenti della cittd tra cui Piazzale Michelangelo e Palazzo Pitti (a
Sud dell’Arno) e ritornando infine al Campanile di Giotto senza ripassare due volté per’
le stesse vie, gli stessi incroci e le stesse gelaterie. La nostra passeggiata costituisée una
maglia della rete viaria della citt e alcuni rami della maglia, necessariamente in numero -
pari, saranno costituiti necessariamente da ponti sull’Arno : meta di questi ponti vengono °
percorsi nel verso Nord—Sud (concorde col taglio) e l'altra metd nel verso Sud-+Nord"
(discorde col taglio), provando l'ortogonalitd tra il taglio e la maglia. Nel gennaio 1985
alcuni turisti e/o cittadini attraversavano I'Arno camminando sul ghiaccio che ricopriva
il fiume. Essi mettevano a repentaglio la propria vita forse per il “gusto di smentire” il .
teorema dell’ortogonaliti. -
Nella primavera successiva cessava di vivere proprio nella sua amata Firenze il prof. Mario -
Soldi gia titolare della prima cattedra, in Italia, di Teoria delle Reti Elettriche presso il
Politecnico di Torino. ]
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3.3.3 Teorema dei grafi colorati

Esaminiamo un teorema sui grafi molto interessante, che pud comunque essere omesso, dal
momento che non viene utilizzato nel seguito.

Lemma : Una maglia uniformemente orientata e a un taglio uniformemente orientato non
pOSSONO avere un ramo in comune. : B

Prova : Se una maglia e un taglio uniformemente orientati avessero uno o piti rami in
comune, il prodotto scalare dei vettori topologici sarebbe necessariamente diverso da zero,
violando il teorema dell’ortogonalita. ™

Teorema : Dato un qualsiasi ramo di un grafo strettamente connesso esiste sempre una
e una sola delle seguenti situazioni tra loro duali :

Esiste un taglio uniformemente
orientato che contiene il ramo

Esiste una maglia uniformemente
orientata che contiene il ramo .

Prova : Sia dato un grafo strettamente connesso in cui tutti i rami siano orientati. Con-
sideriamo un ramo qualsiasi, che chiameremo ramo originario, e coloriamo di verde il nodo
in cui esso entra. Coloriamo di rosso tutti i rami uscenti dal nodo verde e di verde i nodi
in cui entrano questi rami rossi. Ripetiamo la colorazione in rosso di tutti i rami uscenti
dai nuovi nodi verdi. La colorazione dei rami in rosso e dei nodi in verde ha termine nel
momento in cui non si ha alcun ramo non-rosso uscente da un nodo verde e alcun nodo
non-verde in cui entra un ramo rosso. :

A questo punto i nodi risultano suddivisi nel sottoinsieme dei nodi verdi e nel sottoinsieme
dei nodi non-verdi (che pud essere vuoto), mentre i rami risultano suddivisi nel sottoin-
sieme dei rami rossi e nel sottoinsieme dei rami non-rossi (che pud essere vuoto). Tutti i
rami rossi connettono nodi verdi : ci troviamo davanti a due alternative :

oppure

- II ramo originario connette due nodi 1l ramo originario connette un nodo non-
verdi : ) verde e un nodo verde : .
In questo caso esiste (almeno) una maglia In questo caso tutti i rami che connet-
uniformemente orientata costituita esclu- tono un nodo verde a un nodo non-verde
sivamente da rami rossi e da quello orig- (tra cui quello originario) risultano orien-
inario. Tutti i nodi lungo la maglia sono tati dal nodo non-verde al nodo verde e
verdi. risultano non-rossi.’

Nella seconda alternativa i rami che connettono un nodo verde a un nodo non-verde cos-
tituiscono un taglio uniforme ovvero un insieme di tagli uniformi, di uno dei quali fa

. " necessariamente parte il ramo originario, che & rosso. =
Esempio A’: Consideriamo il ramo p4 Esempio A” : Consideriamo il ramo
‘del sottostante grafo : osserviamo che p4 del sottostante grafo : osserviamo che

la maglia {ps, p12, P2, p7, P10}, uniforme-
mente orientata, contiene il ramo in ques-
tione, mentre non esiste alcun taglio uni-
formemente orientato che contenga pg .

il taglio {pe, g8, pr, P3, P, ps}, uniformente
orientato, contiene il ramo in questione,
mentre non esiste alcuna maglia unifor-
mente orientata che contenga py .
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Esistono altre maglie uniformemente ori- Esistono altri tagli uniformemente orien-
entate contenenti Ps t \mbn_ P13, P1, bmw € tati contenenti Ps ﬁbw. P65 P17, P3, Ps, bmw €
{pa: P12, P11, P1, 08, P10} - = {ps, s, 02, 03, pa, P15, P14} - B

.3.4 DUALITA TRA GRAFI PLANARI’

Le proprietd topologiche dei grafi planari vengono discusse : in particolare sono introdotti
gli anelli come particolari maglie e il concetto di dualita tra grafi planari.

3.4.1 Anelli

Tracciamo un grafo planare su un foglio senza alcun incrocio tra i suoi rami : alcune delle
maglie del grafo hanno un ruolo particolare : ’

" Definizione : Sono chiamati anelli internile maglie del grafo planare, al cui interno nen
sono tracciati altri rami e nodi. ]

Divagaezione : Visualizziamo il concetto di anello : se andate a spasso per la vostra cittd
limitandovi a fare il giro dell’isolato in cui si trova la vostra casa, voi percorrete un anello

‘della rete viaria, altrimenti percorrete una maglia normale. : =

Definizione : Viene chiamato anello esterno la maglia (unica) del grafo planare, al cui

esterno non sono tracciati altri rami e nodi. =
Vs

Esempio A : 1l grafo della figura accanto
& evidentemente planare, dal momento che
& privo di incroci tra i rami. Qui riporti-
amo tutti i suoi otto anelli compreso quello b
esterno :

{p,pa 1} {pas o103} s {onoss 06}
Apnp} s {p2. 02,0}, {012,035, 000}

{P10; P61 P} » {P11,P5, ps, pa} (esterno) .

5% Ps Vs Py Vo g

| Commento : Possiamo ridisegnare il grafosu un foglio (grafo equivalente a quello origi- -
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nario) in modo tale che I'anello esterno diventi un anello interno e uno qualsiasi degli anelli
interni diventi quello esterno. Quindi da un punto di vista topologico non vi & alcuna dif-
ferenza tra gli anelli interni e quello esterno. Per comprendere meglio questo fatto, basta
pensare al grafo planare tracciato su di una superficie sferica senza incroci tra i rami. In
questo caso tutti gli anelli, sia quelli interni sia quello esterno (qualora tracciato su una
superficie piana) suddividono la superficie sferica in due parti. ]

Esempio B : Consideriamo la superficie chiusa costituita dalle sei facce di un cubo : essa
& topologicamente, ma non geometricamente, equivalente a quella di una sfera. Tracciamo
sulla superficie cubica i dodici lati e gli otto vertici ; essi costituiscono un grafo planare,
tracciato nella figura sottostante in due forme geometricamente diverse ma topologica-
mente equivalenti. Per esempio P’anello esterno di ciascuna forma. & interno per Paltra.

vy P2 vy Vs o Pe vy
P11 P11
Y v, P2
P1o Vs Ps 1 P10 \V2 Le
P Ps pPr  P3 Ps P P3 Pr
Vs . L%
Ps Ve P12 Py U\ P12
Ps P9
“ P4 Vs ¥s P8 Vs

Esempio C: I due grafi nella figura sottostante sono planari ed equivalenti : in cias-
cuno di essi & evidenziato I’anello interno che corrisponde all’anello esterno dell’altro grafo

equivalente :

P8
NWN P2 vs P3 Yy
P8
Po Vg
ww P4
s Py
1 %3 .

Proprieta : Tutti i rami di un grafo planare fanno parte di due e due soli anelli (inclu-
dendo anche l'anello esterno). =

Prova : Consideriamo un grafo planare tracciato su una superficie chiusa (sfera) : ogni
ramo agisce come frontiera tra due porzioni della superficie chiusa, ciascuna delimitata da

un anello. |

Proprietd : Qualsiasi maglia di un grafo planare, che non coincida con un anello, suddi-
vide l'insieme di tutti gli anelli del grafo in due sottoinsiemi : quelli interni alla maglia e
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quelli esterni. ; =

Esempio D : Consideriamo la maglia
{p4, P, p6: ps, pr2} del grafo planare in
figura : essa separa gli anelli tracciati al
suo interno {ps,pr,p3} , {P3 P10, P12} €
{10, P, po} da quelli tracciati al suo es-
terno {pz, pr2, ps} » {p1, P2} 5 {P1, P11, P4}
{pr. ps, ps} € {ps: P11, s, po} (anello esterno
del grafo) .

14 Ps Vg Pa VvV, m

Commento : Questa proprietd & analoga a quella di un qualsiasi taglio di un qualsi-
asi grafo (non necessariamente planare) che suddivide i nodi in due sottoinsiemi. Questa
analogia verra chiarita nel prossimo paragrafo. =

3.4.2 Grafo primale e grafo duale

Consideriamo un qualsiasi grafo planare che chiamiamo grafo primale. Una volta noto il
grafo primale noi introduciamo il rispettivo grafo duale. Esso & costruito, partendo dai
nodi, rami e anelli del grafo primale :

Nodi duali : Cominciamo a tracciare il grafo duale collocando un nodo duale all’interno
di ogni anello interno primale. Il nodo duale corrispondente all’anello esterno primale
deve essere collocato all’esterno dello stesso.

Rami duali : Per ogni ramo primale, tracciamo un ramo duale intersecante il ramo
primale stesso e collegante i nodi duali corrispondenti ai due anelli primali di cui fa parte
il ramo primale. T

Grafo duale : Avendo tracciato i nodi e i rami duali, il tracciamento del grafo duale
risulta completato : esso risulta a sua volta planare.

Anelli duali : Ogni anello interno del grafo duale delimita una regione del piano al
cui interno vi & uno e un solo nodo primale, mentre I'anello esterno duale circonda tutti i
nodi primali eccetto uno. Quindi viene stabilita una corrispondenza biunivoca tra ciascun
taglio nodale primale e ciascun anello duale e viceversa.

Dal confronto del grafo primale e del grafo duale risulta evidente la corrispondenza biuni-
voca tra gli anelli primali e i nodi duali, tra i rami primali e i rami duali, tra i nodi primali
e gli anelli duali. Inoltre notiamo che a qualsiasi maglia del grafo primale corrisponde uno
specifico taglio del grafo duale e che 2 qualsiasi taglio del grafo primale corrisponde una
specifica maglia del grafo duale. : .

In particolare, se nel grafo primale compare una taglio nodale costituito da due soli rami,
nel grafo duale corrisponde un anello costituito da due soli rami cioé da due rami incidenti
la stessa coppia di nodi duali.

Esempio A : 1l grafo primale, descritto con le usuali notazioni e dimensioni geomet-
riche, & costituito da cinque nodi e nove rami (gli anelli sono sei, comprendendo quello
esterno). 1 grafo duale, rappresentato mediante dimensioni geometriche maggiorate e no-
tazioni barrate, & costituito da sei nodi e nove rami {gli anelli sono cinque, comprendendo
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quello esterno).

La corrispondenza biunivoca tra rami Ps
primali e rami duali & evidenziata dal
pedice comune, mentre le corrispon-
denze biunivoche tra anelli e nodi
sono elencate qui di seguito :

anelli primali +— nodi duali
Anello: {p, 00,03} +— &1
Anello: {p1, 02,08} +— D
Anello : Abw.\wmqbﬂw 3 D3
Anello : {p4, ps, ps} +— 4
Anello : {pg, ps, ps} +— T
Anello : {2, pr,p5} ¢ s

anelli duali «+— nodi primali
Anello : {py, B3, fr. P2} < 1
Anello : ﬁmuuwm.ma. Uwv &
Anello : Ammwamm.mmv — 13
Anello : {Bs, Ps, Bo, P} +— W
Anello : Amw.\.ﬂm. mav ) Us

Yy

Venezia e la dualitd : Incamminiamoci per le suggestive “calli” (vicoli) di Venezia.
Dopo curve e controcurve ci assale un naturale senso di disorientamento che ci fa capire
che la rete delle calli costituisce un grafo planare piuttosto intricato. Il percorso sarebbe

completamente piatto se non fosse sovente interrotto da brevi scalinate che ci portano sulla’

. Py

sommita di ponticelli in pietra che superano i “rii” (canali) . Ci soffermiamo sulla sommita
del ponte per ammirare I'immancabile turista bionda e con gli occhi azzurri che passa su
una gondola. La rete di rii costituisce, a sua volta, un grafo planare. Che relazione vi &
tra il grafo planare delle calli e quello altrettanto planare dei rii 7

Venezia, citta marinara per eccellenza, & stata fondata su un arcipelago di isole sabbiose
separate 1'un altra da stretti bracci di mare (rii) : questa rete di rii (modificata pit volte
nel corso dei secoli) permetteva un agevole trasporto delle merci porta a porta favorendo
la vocazione mercantile della cittd. Ma per i cittadini privi di barca personale era pil
rapido e comodo spostarsi con le proprie gambe per cui la rete dei rii e delle calli sono
coesistite senza ostacolarsi a vicenda avendo costruito una numero elevato di ponti che
permettevano ai pedoni di spostarsi da un isola all’altra.

Semplifichiamo la pianta della cittd assumendo che ogni tronco di rio sia attraversato da
uno e un solo ponte che connette le due isole che formano le due sponde del rio e che su
ogni isola vi sia un solo “campiello” (piazzetta) in cui confluiscono le calli che conducono
ai ponti e alle isole adiacenti.

Grafo delle calli : 1 nodi del grafo sono i campielli e i rami sono le calli che collegano i
campielli di due isole vicine, comprendendo nel ramo anche il ponte che scavalca il rio che
separa le due isole.

Grafo dei 4 : I nodi del grafo sono gli incroci di rii e 1 rami sono i tronchi di rii tra due
incroci ; essi sono attraversati dal ponte che unisce le due sponde del rio.

Possiamo concludere che i grafi delle calli e dei rii sono tra loro duali. "
Avvertenza : 1l turista che intendesse alzarsi in piedi sulla gondola per salutare la bella
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veneziana affacciatasi alla finestra di un palazzo stia attento : il ramo duale potrebbe
colpirlo con una memorabile capocciata. ™

3.5 BASI DI MAGLIE E TAGII

Questa sezione si sofferma sulle proprieta degli insiemi di maglie e di tagli : in questo am-~
bito vengono definiti i sottoinsiemi di maglie e di tagli indipendenti, chiamati brevemente
basi di maglie e basi di tagli. Infine vengono introdotte le matrici che rappresentano queste

‘basi da un punto di vista algebrico, riunendo i vettori topologici di una base di maglie e
‘di una base di tagli.

:3.5.1 Maglie m tagli indipendenti

.Per esempio, una maglia dipende da altre

Le maglie e i tagli esistenti in un grafo anche di dimensioni moderate possono essere assai
numerosi. Per entrambi sorge spontanea la domanda :

_ B necessario individuare tutte le maglie ovvero tutti i tagli ?

La risposta & I’argomento di questo paragrafo.

Definizione : Un sottoinsieme di tagli
di un grafo con vettori topologici a;, as,
asg, ..., e detto indipendente se non es-
iste alcuna combinazione lineare nulla dei
rispettivi vettori topologici

cayt+cpaytcezazt---# 0

Definizione : Un sottoinsieme di maglie
di un grafo, con vettori topologici by, by,
bs, ..., & detto indipendente se non es-
iste alcuna combinazione lineare nulla dei
rispettivi vettori topologici

Ci .Uu -+ Co .—leTOu wuwlT...% O.:u

/in cui ciascuno dei coefficienti ¢y, ¢z, ¢, ... pud assumere uno dei tre valori 1, 0 o —1 con

Vesclusione del caso banalec; =¢; =cz3=---=0.
Altrimenti, il sottoinsieme di maglie & Altrimenti, il sottoinsieme di tagli & detto
detto dipendente. = dipendente. ]

Per esempio, un taglio dipende da altri
due tagli se contiene solamente i rami ap-
partenenti a uno o all’altro taglio esclu-
dendo quelli comuni a entrambi.

due maglie se contiene solamente i rami
appartenenti a una o all’altra maglia es-
cludendo quelli comuni a entrambe.

Esempio A : Consideriamo il grafo nella

figura accanto e scriviamo i vettori topo-

logici di sei maglie (con verso di percor-

renza orario) by, bz, bg, by, bs € by, scelte s
a caso e riportate qui sotto. Verifichiamo Pe

1a loro possibile indipendenza o dipendenza Us
lineare. ’

WWWWW???  SEGNARE maglie sul "

grafo

Yy
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[—17 F 07 417 F 01 M0 07
-1 +1 0 0 +1 0
0 +1 0 0 +1 +1
0 0 0 +1 +1 +1
b;=1|0 , bo= 0 , b= | +1} , by=10 , bs=10 , bg= | +1
+1 0 0 0 0 +1
0 0 0 0 0 0
0 -1 0 +1 0 -0
L 0 J L 0 J L +1 ] | -1 L —1] L 0 ]

Le maglie rappresentate dai vettori by, by e b sono dipendenti poiché by =ba +by .
Le maglie rappresentate dai vettori by, ba, bz, by e bg sono dipendenti poiché bg =
by + by + bs +by .
Le maglie rappresentate dai vettori by, b, bs e by non sono dipendenti poiché in ciascuno
dei questi quattro vettori vi & un elemento nonnullo solamente in questo vettore :

Nel vettore b, 'elemento corrispondente al ramo ps ,

Nel vettore b, Pelemento corrispondente al ramo p3 ,

Nel vettore b; I’elemento corrispondente al ramo g5 ,

Nel vettore by 'elemento corrispondente al ramo py .

Commento : Una maglia che dipende da tutte le maglie appartenenti ad un dato sot-
toinsieme, contiene i rami presenti in un numero dispari di maglie del sottoinsieme e non

contiene quelli presenti in un numero pari. ™
Esempio B : Consideriamo il grafo nella
figura accanto e scriviamo i vettori topo-
logici di sei tagh a;, ap, a3, a4, 35 € s,
scelti a caso e riportati qui sotto. Verifichi- ps vy
amo la loro possibile indipendenza o dipen- Po P
denza lineare. Vs ;
WWWWW??? SEGNARE TAGLI sul
grafo u
[+1] [ —117 F 0] 0] [0 [0 7]
0 +1 +1 0 -1 ' 0
0 ' 0 0 -1 +1 +1
0 0 0 0 0 -1
a; = -1}, ag= 0 , Az = —-11, 4= +1], ag = 0 , g = 0
+1 0 +1 0 -1 0
+1 0 +1 -1 0 +1
0 +1 +1 -1 0 +1
1 0| | +1 ] L+1] L—1] L 0 L 0 |

1 tagli rappresentati dai vettori a;, a; e a3 sono dipendenti poiché a3 = a; + a3 .
I tagli rappresentati dai vettori ay, a2, a4 e a5 sono dipendenti poiché ay = —a; —az—as -
I tagli rappresentati dai vettori a;, s, a5 € a5 non sono dipendenti poiché nei vettori a;,
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a, e ag vi & un elemento nonnullo solamente in questo vettore :
Nel vettore a; 'elemento corrispondente al ramo ps ,
Nel vettore a, I’elemento corrispondente al ramo pg ,
Nel vettore ag 'elemento corrispondente al ramo py .
Inoltre il vettore as non pud essere una combinazione degli altri tre.

Commento : Un taglio che dipende da tutti i tagli appartenenti ad un dato sottoinsieme,
contiene i rami presenti in un numero dispari di tagli del sottoinsieme e non contiene quelli

presenti in un numero pari.

Avvertenza : La combinazione lineare di due maglie (ovvero due tagli) senza alcun ramo
in comune non da origine a un’altra maglia (ovvero taglio). »

3.5.2 Basi di maglie e tagli

Se consideriamo tutte le maglie ovvero tutti i tagli di un grafo, & facile verificare che essi

non sono affatto indipendenti.

Definizione : Un sottoinsieme di maglie
di un grafo costituisce una base di maglie,
se le maglie sono indipendenti e se tutte le
maglie escluse dal sottoinsieme dipendono
da quelle del sottoinsieme. u

Definizione : Un sottoinsieme di tagli di
un grafo costituisce una base di tagli se i
tagli sono indipendenti e se tutti i tagli es-
clusi dal sottoinsieme dipendono da quelli
del sottoinsieme. =

Quesito : Qual’® il mumero massimo di maglie e tagli tra loro indipendenti in un grafo ?
Ovvero, quante maglie e tagli occorrono in modo che tutte le rimanenti maglie e tagli

dipendano da queste 7

Risposta : Le maglie e i tagli indipendenti sono rispettivamente m —n +len-1:
1a dimostrazione & rinviata al corollario della Sez. 3.5.3 . : =
Una qualsiasi base di maglie ovvero di tagli pud essere rappresentata da una matrice :

Definizione : Consideriamo una qualsi-
asi base di maglie e i corrispondenti vet-
tori topologici : by, ba, ..., Bmons1 - Essi

sono raggruppati come righe della matrice

di dimensioni (m —n+1) X m :
B=[bb; ... bpnpl”

Definizione : Consideriamo una qualsi-
asi base di tagli e i corrispondenti vettori
topologici : ay, ag, ..., ap—1 - Essi sono
raggruppati come righe della matrice di
dimensioni (n — 1) x m :
A=[a a ... 2,7

WWWWW??7? FARE ESEMPIO con grafo semplice e scrivere una matrice base di maglie

e tagli 777WWWWW

La matrice B ha rango pieno in seguito
alla definizione di base e viene detta ma-
trice della base di maglie. "

Commento : Le righe in cui gli ele-
menti della k-esima colonna di B sono
nonnulli indicano le maglie della base che
contengono il k-esimo ramo. »

La matrice A ha rango pieno in seguito
alla definizione di base e viene detta mae-
trice della base di tagli. -

Commento : Le righe in cui gli elementi
della k-esima colonna di A sono nonmulli
indicano i tagli della base che contengono
il k-esimo ramo. ]
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Commenti : Siccome esistono molte diverse basi di maglie / tagli dello stesso grafo,
altrettante matrici di base di maglie / tagli esistono. Si pud passare da una matrice
di base un’altra matrice di base premoltiplicando la prima per una opportuna matrice
quadrata nonsingolare i cui elementi sono uguali esclusivamente a 1, —1 ovvero 0. [

Proprieta : Siccome il vettore topologico di una qualsiasi maglia & ortogonale al vettore
topologico di un qualsiasi taglio, la matrice di una qualsiasi base di maglie & ortogonale
alla matrice di una qualsiasi base di tagli :

B >A. = O:»l.i.u.:!w

ovvero ABT= On1mont1 =

3.5.3 Basi di maglie e tagli definite da un albero/coalbero

Ogni suddivisione di un grafo in una coppia albero/coalbero consente di definire una
specifica base sia di maglie sia di tagli. Numeriamo gli m rami del grafo nel modo seguente :
1,2,...,m—n+1iramidel coalberoem—n+2,m-n+3, ..., mirami dell'albero.

Propriete : 11 sottoinsieme di tutte le
maglie formate da un unico ramo del coal-
bero e da alcuni rami del corrispondente
albero costituisce una base. ]

Prova : Se assegniamo a ciascuna maglia
lo stesso verso dell’unico ramo del coalbero
facente parte della maglia, le prime m —
n + 1 colonne della matrice della base B
formano la matrice identita I,p41 :

B= —HBI:..:. wﬁvu

‘La presenza della matrice Y,,_n41 prova
che le m — n + 1 maglie del sottoinsieme
sono tra loro indipendenti. La prova &
completata dal fatto che ogni maglia non
appartenente al sottoinsieme considerato
(quindi costituita da £ > 2 rami del coal-
bero oltre, in genere, ad alcuni rami del-
I'albero) dipende dalle k& maglie del sot-
toinsieme che contengono (uno per cias-

cuna maglia) i suddetti k¥ rami del coal-
bero. =
Corollario : Dalle precedenti consider-
azioni si ha che il numero di maglie in-
dipendenti di un grafo (che non dipende
dal come sono scelte) coincide col numero
di rami m — n + 1 di un suo coalbero. =

Proprieta: Il sottoinsieme di tuttii tagli
formati da un unico ramo dell’albero e
da alcuni rami del corrispondente coalbero
costituisce una base. a
Prova : Se assegniamo a clascun taglio
lo stesso verso dell'unico ramo dell’albero
facente parte del taglio, le ultime n — 1
colonne della matrice della base A for-
mano la matrice identitad I,,_; :
A= M»Pnom HalL

La presenza della matrice I,,_; prova che
gli n — 1 tagli del sottoinsieme sono tra
loro indipendenti. La prova & completata
dal fatto che ogni taglio non appartenente
al sottoinsieme considerato (quindi cos-
tituito da & > 2 rami dell’albero oltre,
in genere, ad alcuni rami del coalbero)
dipende dai tagli del sottoinsieme che con-
tengono (uno per ciascun taglio) i suddetti
k rami dell’albero. u

Corollario : Dalle precedenti consider-
azioni si ha che il numero di tagli indipen-
denti di un grafo (che non dipende dal
come sono scelti) coincide col numero di
rami n — 1 di un suo albero. ]

Proprietd : Siccome una qualsiasi matrice di una base di maglie & sempre ortogonale a
una qualsiasi matrice di una base di tagli, si ottiene la seguente relazione tra le sottomatrici
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B e [A°?]T delle matrici delle basi :

TPSJH
BAT = MHEI:.TH wwzua = Op-ntin-1 = B¥ = I.TPnoJH
H:!w ]

Esempio A : Il grafo orientato in figura &
costituito da n = 6 nodi e m = 13 rami : nel
grafo & rimarcato un albero. I rami sono nu-
merati cominciando daglim —~n+1 = 8 rami
del coalbero e terminandoconglin—1 =25
rami dell’albero. Seguendo la suddetta scom-
posizione albero/coalbero, caratterizziamo le
basi delle maglie e dei tagli, di cui scriviamo
qui sotto le rispettive matrici topologiche B

e A. 173 Do vy
Qmﬁmwwwmwwmm coalbero : matrice A® albero : matrice f .Y
il taglio b1 P2 P P Ps Ps PT Ps P P Pu P2 P
{ N T T S A
Py — -1 0 60 0 +41 0 41 0 41 0 0 0 O
Pro — 0 0 0 +1 0 -1 0 +1 0 +1 O 0 0
pu — 0 0 -1 -1 0 0 -1 0 0 0 +1 0 0
Pz — 60 +1 +1 0 0 +1 +1 -1 0 0 O +1 O
P13 — 0 +1 +1 0 +1 0 +1 -1 0O 0 0 0 41 -

La suddetta matrice base di tagli ha una colonna per ciascun ramo dell’albero e del coal-
bero e una riga per clascun ramo dell’albero (a cui & associato uno specifico taglio della
base). Conseguentemente la sottomatrice 5 x 5 costituita dalle cinque colonne associate
ai rami dell’albero & la matrice identita. . ®
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ramo
determinante coalbero : matrice Im—n41 albero : matrice B¥?
la maglia /o P2 P3P Ps Ps Pr Ps Pe Pro P11 Pr2 P13
i T A A A A O A
p— [+1 O 0 0 0 0 0 0 41 0 0 0 07
m— 0o # 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1
p3 — 0 0 +1 0 0 0 0 0 0 0 +1 -1 -1
Py — 0 0 0 .+H_.. 0 0 0 0 0 -1 +1 0 0
ps — 0 0 0 0 +1 O 0 0 -1 0 0 0 -1
ps 0 0 0 0 0 +1 O 0 0 +1 0 -1 O
pp— |0 0 0 0 0 0 41 0 -1 0 +1 -1 -1
ss— L0 0 0 0 0 0 0 +1 0 -1 0 +1 -1} u

La matrice base di maglie ha una colonna per ciascun ramo sia dell’albero sia del coalbero
e una riga per ciascun ramo del coalbero (a cui & associata una specifica maglia della base).
Conseguentemente la sottomatrice 8 x 8 costituita dalle otto colonne associate ai rami del

coalbero & la matrice identita.

Commento : Dal confronto tra le due suddette matrici, possiamo verificare che

WEG = l.—b.aoww.ﬁ .

3.5.4 Basi di anelli e tagli nodali

Questo paragrafo esamina le basi di maglie costituite da anelli (limitatamente ai grafi pla-
nari) e le basi di tagli costituite da tagli nodali (per grafi sia planari sia nonplanari).

Quesito : In un grafo planare, esistono
basi di maglie costituite esclusivamente da
anelli ?

La risposta & fornita dalla :

Proprieta : Se scartiamo uno qualsiasi
degli m—n-+2 anelli (non necessariamente
quello esterno) il sottoinsieme dei restanti
m — n + 1 anelli costituisce una base di
maglie. w

Prova : Orientiamo tutte le maglie, com-
presi tutti gli anelli, concordemente (per.

esempio in verso orario).
Gli anelli interni sono tra loro linearmente

indipendenti : infatti essi possono essere
ordinati in modo che ogni anello contenga
un ramo non contenuto nei precedenti. La
sufficienza viene provata dal fatto che :

Quesito : In un grafo generico, esistono
basi di tagli costituite esclusivamente da
tagli nodali ?

La risposta & fornita dalla :

Proprietd : Se scartiamo uno qualsiasi
tra gli n tagli nodali, il sottoinsieme dei
restanti n — 1 tagli nodali costituisce una
base di tagli (per un grafo strettamente
COnnesso). =

Prova : Orientiamo tutti gli n tagli
nodali concordemente (per esempio verso
il nodo).

1l sottoinsieme di n — 1 tagli nodali & in-
dipendente dal momento che gli n—1 tagli
nodali possono essere ordinati in modo che
ogni taglio coinvolga un nuovo ramo non
coinvolto nei tagli precedenti :

y
N
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11 vettore topologico di una qualsiasi altra
maglia del grafo planare, incluso 'anello
esterno, & uguale alla somma dei vettori
topologici di tutti gli anelli che sono trac-
ciati all'interno della maglia stessa. Infatti

tutti i rami comuni a due anelli interni
vengono eliminati nella somma. -

La dipendenza dei restanti tagli, incluso
il taglio nodale escluso dal sottoinsieme, &
provata :- ogni altro taglio separa i nodi
N = {N? NP} e dipende dai tagli nodali
dei nodi in A® ovvero da quelli in A® per
il corollario della convergenza e divergenza
(Cap. 2). =

Divagazione : Gli anelli interni di un grafo planare possono essere ordinati in modo tale
che ciascun anello contenga almeno un ramo non contenuto in ciascuno degli anelli che
lo precedono. Un piastrellista approfitta di questa proprieta per decidere l'ordine in cui
posare le piastrelle al pavimento di una cucina. . ™

Esempio A : Nel grafo planare in figura se ordiniamo i cinque anelli interni nell’ordine :

{6 02,1} ?N.?h&\w s {pvpe ps ) {po,05, 1 } & Qm,E.h}\y possiamo osser-
vare che ciascun anello contiene almeno un ramo assente in ciascuno degli anelli che lo
precedono.

anello P1 P2 P3 Ps P5 Ps P1 P Po
S A

. ?m,wsﬁ S [~1-10 0 0410 0 0

o P8 A (o2 0506} = |0 41410 0 0 0 =1 0

$ vs {p1:psps} = {+10 0 0 +10 0 0 +1

" {ps,p8,ps} = |0 0 0 +1 0 0 0 +1-1
{ps,pap1} —+ LO 0 0 -1-10-10 0in

Commento : 1l fatto che ogni ramo & associato a una coppia di anelli & formalmente
simile al fatto che ogni ramo & associato a una coppia di nodi (vedere Sez. 2.4) . ]

Commento : 1l prossimo paragrafo & dedicato alla matrice di una base di tagli nodali. &

3.5.5 Matrice incidenza (ridotta)

Una generica base di tagli pud contenere sia tagli nodali sia tagli nonnodali, ma la scelta
di tagli esclusivamente nodali & di gran lunga la preferita. Per la loro importanza esse
hanno un nome specifico. . . :

Definizione : La matrice di una base di tagli nodali, molto usata nella pratica, prende
il nome di matrice incidenza (ridotta). Ognuna delle n — 1 righe coincide col vettore
topologico di un taglio nodale della base. : ]

Commento : Per essa si dovrebbe usare il simbolo A™¢ per mettere in evidenza che essa
viene costruita usando una base di tagli nodali. Siccome & I'unica matrice di base di tagli
usata nella pratica, si preferisce mantenere lo stesso simbolo A usato per una generica
base di tagli. n
Vista la sua importanza riassumiamo la procedura pratica per la costruzione della matrice
incidenza :
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e attribuire un verso qualsiasi a ogni ramo e scegliere la base degli n — 1 tagli nodali
escludendo un nodo (detto nodo di riferimento).

e assegnare n — 1 righe, una per ogni taglio nodale della base e assegnare m colonne,
una per ogni ramo.

e porre ogni elemento della matrice uguale a :

valore dell’elemento — S | 0 1
se il ramo — esce dal nodo | non tocca il nodo | entra nel nodo

Commento : I segno dei coefficienti 1 e —1 della matrice dipende dal verso di attraver-
samento dei tagli nodali diretto verso il nodo. ‘

Esempio A : Calcoliamo la matrice in-
cidenza del grafo (nonplanare) in figura,
avendo scelto il nodo 15 come riferimento :
la matrice & riportata sotto.

I rami p; e p2, connessi alla stessa coppia di
nodi, danno origine a due colonne identiche
ma col segno opposto. Inoltre nelle colonne
dei rami ps, pg, P10 € P12, connessi al nodo di
&Mw.mamﬁo. compare un solo elemento non- . Ve o Vs
nullo :

P P2 P3 Pr Ps Ps P8 Ps Pro Pu Pz P13

o4 4 b M.\ A A A A
w—o[-1 41 0 0 0 0 0 -1 0 0 -1 0 0
v+ |0 0 0 0 -1 -1 0 0 +1 0 0 0 -1
vs =+ |+1 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0 -1 +I
vy =+ | 0 0 41 0 0 +1 +1 0 0 +1 0 0 O
v+ L0 0 0 41 41 0 -1 0 0 0 +1 0 O -

Commento : Consideriamo una qualsiasi sottomatrice (n — 1) x (n — 1) della matrice
incidenza e il sottografo costituito dagli (n — 1) rami delle colonne che compongono la
sottomatrice. Se la sottomatrice & non-singolare, il sottografo costituisce un albero del
grafo, mentre, se la sottomatrice & singolare, vi & una maglia costituita esclusivamente da
rami del sottografo. o

Commento : In confronto alle altre matrici di base di tagli o alle matrici di base di
maglie, la matrice incidenza descrive il grafo orientato in modo assolutamente immediato
nel senso che noi siamo in grado di ricostruire il grafo originario da una semplice ispezione
della matrice. B sufficiente segnare su un foglio gli n nodi numerati. ispesionare le m
colonne della matrice e tracciare un ramo collegante la rispettiva coppia di nodi. =

Commento : L'uso dei bigrafi e grafi & una descrizione della topologia molto confacente
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al modo di ragionare del cervello umano. Infatti tutta la informazione necessaria & in-
trodotta in parallelo come in un disegno o in una figura. Invece per un calcolatore questo
metodoe & meno adatto benché non impossibile. Per questo motivo viene pitt comodo 'uso
della matrice incidenza per introdurre la topologia di un circuito nel computer. ]

Matrice incidenza completa : Se viene aggiunta alla matrice incidenza una riga rapp-
resentante I'unico taglio nodale escluso dalla base otterremmo una matrice (matrice inci-
denze completa) in cui la somma delle righe sarebbe una riga di elementi nulli, dal momento
che ogni colonna conterrebbe due e due soli elementi nonnulli di valore 1 e —~1. Questa &
un'ulteriore prova della dipendenza esistente tra gli n tagli nodali. S

Esempio B : Qui scriviamo la matrice incidenza completa del grafo considerato nell’e-
sempio A di questo paragrafo :
Pr P2 P3 P& Ps P P7T P8 Ps P Pu P12 P13
A

mo [=1 41 0 0 0 0 0 -1 0 0 -1 0 0]
w—= |0 0 0 0 -1 -1 0 0 +1 0 0 0 -1
v =+ |+1 =1 -1 =1 0 0 0 0 0 0 0 -1 +1
vy = | 0 0 41 0 0 41 41 0 0 +1 0 0 O
vs = | 0 0 0 41 +41 0 -1 0 0 0 +1 0 O
w—~ L0 0 0 0 0 0 0 +1 -1 -1 0 +1 0] &

fine del capitolo 3



4 TENSIONI
e CORRENTI di RAMO

WWWWW??? Figura EMBLEMA : GRAFO monopartito con segnate tensioni e correnti di
ramo. T7TTWWWWW

WWWWW??? SUDDIVIDERE IN UN MAGGIOR NUMERO DI SEZIONI

Questo capitolo introduce le tensioni e correnti di ramo sui grafi (monopartiti), partendo dalle
Leggi di KIRCHHOFF enunciate per i bigrafi e riformula 1¢ due medesime Leggi di Kirchhoff e i
Teoremi e Corollari della potenza e del lavoro virtuoli (Teorema di TELLEGEN).

Sez. 4.1 : Sottospazi delle tensioni e correnti : Partendo dalle basi di maglie e tagli,
le Leggi di KIRCHHOFF vengono rivisitate nell'ambito dei sottospazi lineari delle tensioni e delle
correnti. Conseguentemente, il teorema e il corollario della potenza virtuale assumono una forma
molto semplice, universalmente nota come Teorema di TELLEGEN.

Sez. 4.2 : Basi di tensioni e correnti : Le basi di questi sottospazi vengono discusse :
tra queste basi viene approfondito lo studio delle tensioni di nodo e delle correnti cicliche per
la loro importanza. Esse consentono una espressione matriciale alternativa delle due Leggi di
KIRCHHOFF.

Sez. 4.3 : Teoremi di non-amplificazione : Due teoremi, preceduti da un lemma, stabilis-
cono @ priori un limite superiore al valore assoluto istantaneo delle tensioni e correnti di ramo
dei circuiti in cui un solo bipolo (effettivo o fittizio) eroga potenza virtuale positiva.

83
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4.1 SOTTOSPAZI DELLE TENSIONI E CORRENTI

Nel Cap. 3 abbiamo parlato dei grafi (monopartiti) senza alcun riferimento alle grandezze
elettriche gia introdotte per i bigrafi nel Cap. 2. Ora riprendiamo in considerazione le
grandezze elettriche nell’ambito di questi grafi. Nel passare dai bigrafi ai grafi abbiamo
applicato parzialmente le due Leggi di KIRCHHOFF nel senso che abbiamo considerato
soltanto le relazioni tra tensioni e correnti appartenenti al medesimo componente (vedere
Sez. 2.4). In questo modo, per ciascun ramo del grafo, sono definite una tensione e una
corrente. Ma le medesime Leggi di KIRCHHOFF generano vincoli anche tra tensioni e
correnti di ramo relative a componenti diversi a causa delle connessioni tra i componenti
stessi. Partendo dalle basi di maglie e tagli, queste relazioni vengono rivisitate dal punto
di vista dell’algebra moderna, introducendo i sottospazi (vettoriali ovvero lineari) della
tensioni e delle correnti. In questo ambito, le due Leggi di KIRCHHOFF e il teorema
e corollario della potenza virtuale assumono un'espressione pili compatta e semplice e
“quasi banale” per chi ha dimestichezza con gli spazi lineari.

4.1.1 Tensioni e correnti di ramo

La definizioni di potenziale e tensione, introdotte nella Sez. 2.2, rimangono inalterate in
quanto i nodi, inttodotti nei bigrafi, sopravvivono invariati nei grafi. In un grafo di n
nodi possono venire definite n x (r — 1) tensioni tra loro dipendenti : in pratica noi ci
limitiamo a considerare solo le m tensioni definite tra le coppie di nodi connesse da un
ramo, chiamate appunto tensioni di ramo e raggruppate nel vettore colonna : .

o(t) = [uat) vat) - um(®)]T dove w(t) € R™(¢)

Esse formano, in genere, un sottoinsieme di tutte le tensioni presenti nel grafo. Le restanti
tensioni sono uguali a somme / sottrazioni di queste tensioni di ramo, ottenute dalla Legge
di KIRCHHOFF applicata a opportune sequenze ordinate e chiuse di coppie di nodi.

Le correnti fluenti negli archi di un bigrafo (Par. 2.2.5) sono sostituite dalle correnti fluenti
nei rami di un grafo, chiamate appunto correnti di ramo e raggruppate nel vettore colonna :

i(8) = [ia(t) 2(t) -+ im(@®)]" dove i(t) € R™(2)

In confronto coi bigrafi, sparisce una corrente per ogni componente semplice (nocciolo).

Convenzioni di segno : Siccome ogni ramo del grafo & orientato, ogni tensione e cor-
rente di ramo possono venire descritte con due differenti convenzioni .

In ogni ramo la tensione e la corrente vengono scelte, in genere, in accordo a una delle due
convenzioni normali, in cui le frecce della tensione e della corrente sono discordi (vedere
Sez. 2.4). Questa scelta viene assunta in tutta questa sezione.

Vedremo nei prossimi capitoli che per alcuni rami puo convenire usare una delle due con-
venzioni nonnormali (in cui le frecce della tensione e della corrente sono concordi). L

Esempio : La figura sottostante riporta due grafi equivalenti : tutte le tensioni hanno il
medesimo verso nei due grafi, mentre le correnti sono orientate con la convenzione normale
nel grafo di sinistra e quella non-normale in quello di destra.
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v3(t) v3(t)

L N e T

h““//%

Convergenza : la nullitd della convergenza della corrente nei componenti sia semplici
{noccioli) sia compositi, introdotta per i bigrafi nel'Par. 2.2.6, & stata sfruttata per costru-
ire il grafo monopartito. Quindi non viene pit usata in questi grafi. -

msia ig(t)

n n -]

Divergenza : la nullita della divergenza della corrente nei nodi, introdotta per i bigraf
nel Par. 2.2.6, corrisponde nei grafi monopartiti alla nullit3 del prodotto scalare del vettore
dellé correnti di ramo con il vettore topologico del taglio nodale : di(t) =a; i(t)=0. =
1l teorema e il corollario della convergenza e divergenza, introdotti nel Par. 2.1.5, vengono
riformulati : .

Proprietd : La somma delle divergenze di una qualsiasi funzione di ramo (non necessari-
amente la corrente) estesa a tutti i tagli nodali del grafo & nulla. ]

Prova : La prova deriva dal fatto che I'insieme dei tagli nodali & dipendente. ]

Corollario : La divergenza di una qualsiasi funzione di ramo in un generico taglio R

relativo alla partizione N = {N® A"} & uguale alla somma delle divergenze nei tagli’

nodali in A® ovvero in A/? a parte il segno. =

Prova : La prova deriva dal fatto che il vettore topologico del taglio non-nodale coincide
con la somma dei vettori topologici dei tagli dei nodi interni al taglio nonodale. ]

4.1.2 Riformulazione delle due leggi di Kirchhoff

Le tensioni di ramo v(t) sono soggette alla legge di KIRCHHOFF applicata alle maglie
formate dalle connessioni dei componenti tra loro, mentre le correnti di ramo %(¢) sono
soggette alla legge di KIRCHHOFF applicata ai tagli. Quindi una qualsiasi funzione del
tipo ®; — R™ non rappresenta in genere un vettore delle tensioni o correnti di ramo.
Introducendo i vettori topologici di una maglia/taglio (Sez. 3.1), possiamo riformulare le
due Leggi di KIRCHHOFF :
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Le due leggi di KIRCHHOFF per una maglia e per un taglio

Proprieta : La somma delle tensioni
di ramo lungo una maglia coincide con
il prodotto scalare del rispettivo vettore

topologico b e del vettore delle tensioni di™

ramo v(t) : bT v(t) =0 ™

Proprietd : La somma delle correnti di
ramo attraverso un taglio coincide con
il prodotto scalare del rispettivo vettore
topologico a e del vettore delle correnti di
ramo i(t) : aTi(t)=0 m

Commento : Le equazioni coinvolgenti le tensioni o correnti di ramo dovute alle due

Leggi di KIRCHHOFF sono lineari e omogenee.

I seguenti esempi illustrano le suddette proprieta :

Esempio A’: Consideriamo il grafo della
figura sottostante, in cui Porientamento
dei rami coincide con quello della rispet-
tiva tensione. Scriviamo la legge di Kirch-
hoff delle tensioni per la maglia rimarcata
in figura :

.S.va -+ dmAwV -+ G»Q\v - em@v = 0

Uz Amv

TN

Ug va

: 11 vettore topologico della maglia risulta ;
by = [+100 +1 -1 +100]"
go._aw:oEw.Bo scalarmente by per v(t) :
by v(t) = vy (t) + vs(t) ~ vs(t) + ve(t)

i da cui si ha che la legge di Kirchhoff delle
tensioni lungo una maglia assume la forma
compatta : bl v(¢) = 0 =

Esempio A” : Consideriamo il grafo
della figura sottostante, in cui I'orienta-
mento dei rami coincide con quello della
rispettiva corrente. Scriviamo la legge di
Kirchhoff delle correnti per il taglio rimar-
cato in figura :

sw@v - Nmﬂmv + NQQV et smmwv = 0

141 - ]

11 vettore topologico del medesimo risulta :
a = [00+10~1-14+107
Moltiplichiamo scalarmente a; per 2(z) :
a; i(t) = i3(t) — is(t) — 16(t) + 4 (2)

da cui si ha che la legge di Kirchhoff delle
correnti attraverso un taglio assume la
forma compatta: af i(t) = 0 ]



Premoli, Fondamenti di CIRCUITI ELETTR,ICI: Cap. 4, mar2000 87

4.1.3 Sottospazi delle tensioni e delle correnti C R™(¢)

1! concetto di basi di maglie e di tagli consente di riformulare la leggi di KIRCHHOFF delle

tensioni e delle correnti per il grafo completo :

Leggi di Kirchhoff delle tensioni e delle correnti per il grafo completo

Proprieta : Affinché sia nulia la somma
delle tensioni di ramo v(t) lungo tutte le
maglie presenti nel grafo & necessario e suf-
ficiente che sia nulla la somma delle ten-
sioni lungo tutte le maglie di una qualsiasi
base. =
Prova : Se by, ba, ..., bmony sono i
vettori topologici della base, si ha :

b v(t)=0

._U.Nu.ch“O meﬁuvuo

.UH!:.E. GA&V = O

dove B & la matrice della base di maglie.

Quindi vi sonom—n+1 equazioni scalari
indipendenti. La legge di KIRCHHOFF
delle tensioni per qualsiasi maglia fuori
della base & assicurata dal fatto che il cor-
rispondente vettore topologico dipende da
quelli della base. m

Proprieté : Affinché sia nulla la somma
delle correnti di ramo 4(£) attraverso tutti
i tagli presenti nel grafo & necessarid e suf-
ficiente che sia nulla la somma delle cor-
renti attraverso tutti i tagli di una qualsi-
asi base. =

Prova: Se aj, ay, ..., 8,1 Sono i vettori
topologici della base, si ha :

al i(t) =0 )
al i(t)=0 Ailf)=0

gy () =0

dove A & la matrice della base di tagli.
Quindi vi sono n — 1 equazioni scalari in-
dipendenti. La legge di KIRCHHOFF delle

correnti per qualsiasi taglio fuori della -

base & assicurata dal fatto che il corrispon-
dente vettore topologico dipende da quelli
della base. =

Commento : Ciascuno dei suddetti sistemi sottodeterminati di equazioni & lineare e

omogeneo con matrice di rango massimo :

spazio R™(z) :

v = {(t) € R™(t) | B v(t) =0}

dove §° = sottospazio di dimensioni n—1,
poiché il rango di B & (m —n+1) .

essi definiscono due sottospazi lineari dello

O = {i(t) € R™(t) | A i(t) = 0}

dove Q = sottospazio di dimensioni m —
n+1, poiché il rangodi A e (n—1). =

4.1.4 Ortogonalita.di Q” e Qf : Teorema di Tellegen

Proprieta : 1 sottospazi lineari 02° e QF sono tra loro ortogonali, dal momento che le
matrici della base di maglie B e della base di tagli A soddisfano alla: ABT = 0o,
equivalentemente, alla B AT = 0 (vedere Par. 3.5.2). ]

Commento : Ricordiamo che il teorema dell’'ortogonalita & una riformulazione adattata
alle grandezze definite sui grafi monopartiti del teorema della potenza virtuale, presentato

per i bigrafi nella Sez. 2.3 R
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Teorema : L'ortogonaliti dei sottospazi ¥ e Y o(t) e Q°
QF, universalmente nota come Teorema di TEL- . . [o@)]T i) =0
LEGEN, viene riscritta nella forma usuale : v i(t) e =

Commento : Notare che in ciascun ramo la tensione e la corrente sono definite con la
medesima convenzione (normale oppure nonnormale). =

Nota storica : 1l teorema di TELLEGEN, pur strettamente legato alle due Leggi di
KIRCHHOFF, & stato formulato un secolo pil tardi. Questo ritardo & in parte dovuto

_al fatto che I'applicazione della teoria dei grafi ai circuiti & successiva alle due Leggi di

KIRCHHOFF. n
Estensioni del teorema di Tellegen : 11 teorema di TELLEGEN suggerisce estensioni
molto generali, qualora si tenga conto che l'integrale e la derivata del vettori delle tensioni
e correnti di ramo appartengono ancora ai rispettivi spazi £1° e Q. Lo stesso dicasi per la
differenza e la somma di due vettori di tensioni e correnti di ramo. La tabella sottostante

riassume queste proprieta :

tensioni di ramo v(t) correnti di ramo %(t)

v oM(t) e QF v iA)(t) € Qf
: = v (t) — @ (t) € Q* .
v v@(t) € Q v i) € O
Vout) € Q¥ = vt —t) €Q° Vi) e ¥ = it —t;) €
Volt) e Q¥ = d(t—1t) € Vi) e = ift—t) e
Vot) € Q' = #(t—t) €0’ Vi(t) e = i(t—1) e

= i(0() — i) € O

¢
YV ot) e Q° = v(r)dr € Q¥

o

. t ;
Vi) e = [ i(r)dre @
i

dove 1 & un qualsiasi istante di tempo sia per le tensioni sia per le correnti.
Quindi I'ortogonalita dei suddetti vettori viene conservata, per esempio si ha :

[w(®)]T i(t —tp) =0 [w(@)]T it — t) = 0

[o(t) ~ vt — )T i(t) =0 | [v(t) — vt — )" [i(t) — i(t —to)] =0

[o(&)]T [i(t) — it — )] =0 (BT £() =0

[o()]T £(t) =0 [B()]" i(t) = 0
[v() — vt —2)]T3() =0 | [B(t) — v(t ~ ta)]" [(2) — é(t —t0)] = 0
(b [1(¢) = i(t — t)] = 0 [w(@)]F Jp i(r)dr =0

Awvertenza : Il Teorema di TELLEGEN vale anche quando le tensioni di ramo v(t) e
le correnti di ramo i(t) appartengono a due circuiti fisici diversi, purché i grafi siano
equivalenti e i versi delle tensioni e correnti siano coincidenti, cioé :

o lo stesso numero di nodi e rami.
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e irami siano connessi tra coppie corrispondenti di nodi.
o irami abbiano le stessa numerazione e orientazione.

e le tensioni e le correnti siano orientate nello stesso modo.

4.1.5 Corollario di Tellegen

Questo corollario & una diretta conseguenza del corollario della potenza virtuale, e per

analogia lo chiamiamo corollario di TELLEGEN.
Corollario : 1l prodotto scalare delle tensioni e correnti (tensioni e correnti non necessari-
amente legate dalle relazioni costitutive) delle porte di un componente composito coincide

con la somma dei corrispondenti prodotti scalari dei componenti aggregati. u
Prova : Segue direttamente dal corollario della potenza virtuale, sostituendo le potenze.
virtuali coi corrispondenti prodotti scalari. B

Estensioni analoghe a quelle descritte per il teorema di TELLEGEN valgono anche per il
presente corollario. .
WWWWW?7? INTRODURRE UN'OPPORTUNA SIMBOLOGIA

PER LA FORMULAZIONE MATEMATICA DEL COROLLARIO

FARE ESEMPIO 77TWWWWW

4.2 w>mH.UH TENSIONI E CORRENTI

Nella precedente sezione abbiamo introdotto i sottospaszi delle tensioni e correnti di ramo.
Questa sezione introduce le basi di questi sottospazi : Esse consentono di definire le tensioni
nodali e le correnti cicliche e una formulazione matriciale delle due Leggi di KIRCHHOFF,

alternativa a quella esaminata nella sezione precedente.

4.2.1 Tensioni e correnti associate a tagli e maglie

I vettori topologici delle maglie e dei tagli, introdotti per descrivere alcune proprieta dei
grafi, possono essere interpretati anche da un punto di vista circuitale :

Consideriamo un taglio e moltiplichiamo
il corrispondente vettore topologico a; per
una tensione scalare qualsiasi v;(2). Otte-
niamo il vettore v;(t) a; . Ognuno degli
m elementi, uno per ciascun ramo, risulta
uguale a u;(¢), se il ramo fa parte del
taglio, altrimenti & nullo.

Proprieta : 11 vettore v(t) a; € R™(t)
& un particolare elemento del sottospazio
delle tensioni di ramo : v (f)a; €' =

Prova: Sia B la matrice di una qualsiasi
base di maglie, che definisce il sottospazio
Q°. Si ha immediatamente che :

Bu(t)a] = w{t)[Bay]=0 =

Consideriamo una maglia e moltiplichi-
amo il corrispondente vettore topologico
by per una corrente scalare qualsiasi ¢ ().
Otteniamo il vettore 4;(¢) b; . Ognuno
degli m elementi, uno per ciascun ramo,
risulta uguale a =, (), se il ramo fa parte
della maglia, altrimenti & nullo.

Proprietda : 11 vettore 1,(t) b; € R™(t)
€ un particolare elemento del sottospazio
delle correnti di ramo: 4;(t) b, € =

Prova: Sia A la matrice di una qualsiasi
base di tagli, che definisce il sottospazio
€. Si ha immediatamente che :
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Commento : La tensione scalare v;(t)
rappresenta la cosidetta tensione di taglio
dal momento che & comune a tutti i rami
del taglio definito dal vettore a; e viene
indicata col simbolo ;°8(t) . "

Commento : La corrente scalare i,(t)
rappresenta la cosidetta corrente ciclica
dal momento che & comune a tutti i rami
della maglia definita dal vettore b; e viene
indicata col simbolo i§(t) . E

1 seguenti esempi illustrano i concetti duali di vettore di tensione di ramo associato ad un
taglio e di vettore di correnti di ramo associato ad una maglia :

Esempio A’ : Nel sottostante grafo &
rimarcato un taglio con vettore a; :

A 3

g ()

151 I

11 vettore delle tensioni di ramo associato
al suddetto taglio risulta :

GHQV =0 s em?v =0
vg(t) = —uiB(t) , w(t)=0
vs(t) = o6(t) . ws(t) = 01*8(2)

v (t) = —u%(t) , w(t)=0 u

4.2.2 Basi dei sottospazi ¥ e QF

Esempio A7 : Nel sottostante grafo &
rimarcata una maglia con vettore b; :

ig(t)

11 vettore delle correnti di ramo associato
alla suddetta maglia risulta :

a(t)=—i°@) . 2(t)=0

BH)=0 )= i)
is(t) = i9(t) , at) = ~if°(2)
s..NQ..V =0 3 s.mva =0 ™

Le precedenti proprieta del vettori topologici ci consentono di individuare delle opportune

basi dei sottospazi Q7 e ¥ :
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Proprieta: Le colonne della matrice AT,
ciod i vettori topologici di una qualsiasi
base di tagli, costituiscono una base del
sottospazio 7 . -

Prova: Ivettori colonna di AT apparten-
gono a §° e sono tra loro indipendenti e
in numero uguale alle dimensioni di Q°. a

Proprieta : Le colonne della matrice BT,
ciod i vettori topologici di una qualsiasi
base di maglie, costituiscono una base. del
sottospazio QF . =

Prova: 1 vettori colonna di BT apparten-
gono a §I* e sono tra loro indipendenti e
in numero uguale alle dimensioni di Q. =

Nuova formulazione delle Leggi di Kirchhoff: Le basi dei moﬁmmvwﬁ 0¥ e OF defi-
nite nel precedente paragrafo ci consentono di scrivere la seguente formulazione alternativa

delle due Leggi di KIRCHHOFF :
Proprieta : Qualsiasi vettore della
tensioni di ramo v(t) € Q¥ pud venire
espresso come combinazione lineare dei
vettori della base :

n-1
v(t) = S up%(t) ap = AT v'8(2)
k=1
dove il vettore dei coefficienti della com-
binazione lineare coincide con quello delle
tensioni di taglio v*®8(z) . ]

Proprieta : Qualsiasi vettore delle cor-
renti di ramo i(2) € QF pud venire espresso
come combinazione lineare dei vettori
della base :

men4-1
ity = Y. i°(t) by = BT i (¢)
k=1
dove il vettore dei coefficienti della com-
binazione lineare coincide con quello delle
correnti cicliche i°(t) . "

Commento : Esempi illustrativi sono riportati nei paragrafi seguenti. n

4.2.3 Base delle tensioni di taglio

Riprendiamo il discorso sulle tensioni di taglio : la legge di KIRCHHOFF delle tensioni &

Iy

scritta nella forma in cui ogni tensione di ramo v(t) & uguale alla somma/differenza delle
tensioni di taglio relative ai tagli di cui il ramo fa parte :

(1) = vi8(t) ay + 03" (t) Az +

U () A = AT 0'5()

Ogni colonna della matrice AT indica i tagli di cui il ramo fa parte. Le tensioni di taglio
non coincidono in genere con le tensioni di ramo. Le tensioni di nodo, che saranno discusse
nel prossimo paragrafo, costituiscono un caso particolare di tensioni di taglio.

Esempio A : La figura riporta un grafo costituito da cinque nodi e otto rami. Su di
esso sono segnati quattro tagli indipendenti, distinti dai vettori topologici a1, ap, a3 € ay,

.

riportati di fianco alla figura. Ciascuno dei vettori topologici & definito, avendo assunto
che ciascun ramo sia orientato concordemente alla rispettiva tensione. Essi formano un

base :
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a az ag ay
-1 -1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 -1
1 0 -1 0
- 0 -1 0 1
1 1 -1 0
0 0 1 1
. | —1] | 0| 0 ] 1]

di taglio :

o (t) ] [—1] F—11 [0 10 ]
a(t) 0 0 41 0
v3(2) 0 0 0 -1
Uy Qv __ tag +1 tag 0 tag -1 tag 0
ﬁmA&v =U AWV 0 + v QV -1 ) va 0 + 4 va +1
v6(2) +1 +1 -1 0
ui(t) 0 0 +1 +1

-dev- -|H| L O A L O ] s.lH.

4.2.4 Base delle tensioni di nodo

- Con riferimento al caso particolare ma molto frequente in cui gli n—1 tagli della base siano

nodali, si ha che la matrice della base A & la matrice incidenza (vedere Par. 3.5.5). Ogni
colonna di AT rappresenta il vettore topologico di uno specifico taglio nodale : la tensione
del mu-esimo ramo contenuta nel vettore v*5(t) ay coincide con vj8(t) [—v8(t)] se il
p~esimo ramo entra {esce] nel k-esimo nodo, altrimenti & nulla. Quindi, siccome in questo
caso il vettore delle tensioni di taglio »'26(¢) assume un significato fisico piti specifico, lo
chiamiamo vettore delle tensioni di nodo e gli assegniamo il simbolo ¥™4(¢). Quindi la
legge di KIRCHHOFF delle tensioni esprime il"vettore delle tensioni di ramo rispetto al

vettore delle tensioni di nodo :

w(t) = vP°%t) a +ul%%(t) ap + ... + Ui (t) any = AT 9™9(2)
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Ricordarsi che suddetta equazione vale nell'ipotesi che la matrice incidenza sia scritta
orientando i rami come le rispettive tensioni di ramo e i tagli nodali verso il nodo.
Interpretazione : La tensione di ramo v,(t) coincide col prodotto scalare della u-esima
riga di AT per il vettore delle tensioni di nodo v™d(¢). Interpretiamo questo prodotto
scalare da un punto di vista circuitale :

o se la p-esima riga di AT ha due elementi nonnulli, v,(t) & uguale alla differenza tra la
tensione del nodo in cui il ramo entra e quella del nodo da cui il ramo esce.

o se la p-esima riga di A ha un solo elemento nonnullo (quindi il y-esimo ramo & incidente
al nodo di riferimento), v,(¢) coincide.con v2°4(2) {~v°%(t)] se il p-esimo ramo entra [esce]
dal k-esimo nodo.

Esempio A : La sottostante figura riporta un grafo con le tensioni di ramo e quelle di
nodo, definite col nodo vs come riferimento. Accanto alla figura riportiamo le tensioni di
ramo in funzione di quelle di nodo; esse sono scritte evitando di scrivere i vettori topologici
dei tagli nodali, ma seguendo 'interpretazione appena discussa :

v3(t)

i (t) = v3°4(2)

ua(t) = v34(z) — vgd(¢)
us(t) = 3°4(t) — v (2)
wa(t) = 01°4(2) — v (2)
us(t) = °4(2)

ws(t) = —uEed(t)

ur(t) = v§°4(e) — v (2)

vs(t) = vi*U(t) — v3°(2)

05 (t)

0
p. ul nod 0]

vpod(t)
]

Commento : Le tensioni di nodo coincidono con i potenziali (vedere Cap. 2), una volta
che la funzione additiva arbitraria, caratteristica dei potenziali, venga determinata in modo
che il nodo di riferimento abbia potenziale nullo. B
Commento : Il nodo di riferimento del grafo completo non coincide necessariamente coi
nodi di riferimento dei sottografi a cespuglio dei multipoli contenuti nel grafo. Quando &
possibile, conviene farli coincidere. ™

4.2.6 Base delle correnti cicliche .

Riprendiamo il discorso sulle correnti cicliche (Par. 4.2.4). La legge di KIRCHHOFF delle
correnti & scritta nella forma in cui ogni corrente di ramo %(¢) & uguale alla somma/differenza
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delle correnti cicliche fluenti nel ramo considerato :
i) = i§°(¢) by + 15°(2) b2 + -+ + o (8) Brnnga = BT i%(2)

Ogni riga della matrice BT indica le maglie di cui il ramo fa parte. Le correnti cicliche
non coincidono in genere con le correnti di ramo.

Se il grafo & planare e la base di maglie & moHBmS esclusivamente da anelli (per esempio
quelli interni), si‘ha che ogni corrente di ramo ¢ uguale alla differenza di due correnti
cicliche oppure a una singola corrente ciclica, a parte il segno.

Esempio A : La sottostante figura riporta un grafo con I'indicazione di una base di
maglie indipendenti, le rispettive correnti cicliche e le correnti di ramo. Accanto alla
figura riportiamo le correnti di ramo in funzione di quelle cicliche : ciascuna corrente
di ramo coincide con la somma/differenza delle correnti cicliche fluenti nel ramo stesso;
ciascuna corrente ciclica compare nella somma/differenza col segno “+" [“-"] se essa &
concorde [discorde] con la corrente di ramo. In questo modo evitiamo di scrivere i vettori
topologici delle maglie della base.

13(t)

ia(t) = i§°(8) — §°(2) — i§°(2)
ipt) = —1§°(2)

ig(t) = 1§°(t) —1§°(2)

ig(t) = —i§°(t)

is(t) = 4°(t) — 1§°(2)

ig(t) = —1§°(t)

ir(t) = 1§°(t) — 5§°(£) — 4§°(2)
ig(t) = —1§°(t)

4.2.6 Basi originate dalla scomposizione albero/coalbero

Le basi di tensioni di taglio e correnti cicliche possono essere mm«mnammmwm mediante la
scomposizione del grafo in albero/coalbero. Infatti questa scomposizione & in grado di
individuare una base di maglie e una base di tagli (vedere Par. 3.5.3).

Partizioniamo i vettori delle tensioni e delle correnti di ramo in due sottovettori : il primo
riguarda i rami del coalbero e il secondo i rami dell’albero -

o(t) = [ @) ; i) = (2@l T
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e analogamente le matrici delle basi di maglie e tagli :

B = _HHSI?: WEJ s A = TPncw H:lL
Si ottengono le seguenti espressioni per le tensioni e le correnti di ramo :
enowﬁs r M‘Pnow_ﬂ, mnomﬁwv H.S!:.TH
= ewwc A»v , o mnchv
220t} | In 0(t) (BT
Tenendo presente che B = —[A?]T, le precedenti espressioni possono essere riscritte :
pcoa Qv r lmad gcoa Qv HS!«l.H
- em.EQV , - s.nowﬁnv
d&d@v ] Hal» m&v@v . Acoa

Queste espressioni ci dicono che i sottovettori delle tensioni dei rami di un albero »*°(t) e
il sottovettore delle correnti dei rami di un coalbero i°3(t) costituiscono, rispettivamente,
una base del sottospazio delle tensioni di ramo e una base del sottospazio delle correnti di
ramo.

Le suddette espressioni possono essere riscritte in una forma esplicita che mette in evidenza
la dipendenza delle tensioni del coalbero da quelle dell’albero e delle correnti dell’albero

da quelle del coalbero :
enng = Iwav ew:u@v , mw? Qv = — AR mnaw@v

Esempio A : Consideriamo il grafoin
figura, su cui & rimarcato un albero. Le
correnti di ramo, non segnate, siano orien-
tate come i rispettivi rami e le tensioni di
ramo con la convenzione normale rispetto
alle corrispondenti correnti. Da una sem-
plice ispezione del grafo possiamo scrivere
le relazioni tra le tensioni del coalbero
2°93(t) e quelle dell’albero »*°(¢) e tra le
correnti dell’albero 12 (t) e quelle del coal-
bero i%°%(t) .

) = )
.Nuv —_ Py - -
emommnv - QWWUQV + .cw.wc@v g Qv - smcmAwV - smovﬁnv - s%owﬁwv
alb s . .
WPR(t) = vilb(t) + vER(t) — v (2) - o) = )+ - i (t)
.Emv — + », »
ueR(t) = vlid(t) — v (2) @h(E) = aPR(t) + i) + 50
alb _ . . .
() = )+ #e = EH-gY-T
—i5(2) + 4§ (t)
enowﬁwv — ew_an — ew_vﬁwv
6 12 10 mww_u@v = Is.momAwV — mwonnmv — s.manv
w(t) = oP(2) +viR(2) + v (E) — 0P (D) —1893(£) + 4503 (t)

g (t) =

wil(t) - viP () — i)
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4.3 TEOREMI DI NON-AMPLIFICAZIONE

I teoremi di non-amplificazione, preceduti dal lemma dei potenziali di nodo, stabiliscono
a priori un limite superiore al valore assoluto istantaneo delle tensioni e correnti di ramo
di un grafo in cui un solo ramo ( bipolo effettivo o fittizio) eroga potenza virtuale.

4.3.1 Lemma del potenziale di nodo

Consideriamo un circuito costituito da componenti qualsiasi e sostituiamo gli eventuali
multipoli coi corrispondenti bipoli fittizi. Esaminiamo i vettori delle tensioni e delle cor-
renti di ramo »(t) e i(t) ad un dato istante di tempo =1t .

Proprieta : Consideriamo un generico nodo
v, e indichiamo con R? il sottoinsieme dei rami
incidenti v, e con A® il sottoinsieme dei nodi a
cui & connesso l'altro terminale dei rami € R* .
In generale R® & il taglio nodale di v, eccetto
il caso in cui esso sia cruciale. Assumiamo
che le potenge virtuali assorbite siano positive
ﬁw@av = \Snﬁnmv s.onV >0V p € R Si ha
che :

esiste un nodo v € N® con ex(to) > ea(to)

esiste un nodo v, € N® con ex(tp) < ea(to) vs Ses(to) es(to) 24 .

Prova: Consideriamo il sottografo in figura, in cui & rappresentato il nodo v, e i rami R* =
{p1, P2, 3, p1, p5} ad esso incidenti, che lo connettono ai nodi N® = {1, 1, vs,v4, 05} . Le
correnti ix(fo) fluenti nei rami in R*‘siano orientate verso il nodo z, . Per la legge di
K1RCHHOFF delle correnti, la somma di queste correnti & nulla

MU s.#@ev = O

pLER®

e quindi vi & almeno una corrente positiva (entrante in v,) e almeno una negativa (uscente

"da v,). Lipotesi della nonnullita della potenze virtuali esclude che queste correnti siano

nulle. Quindi tra i nodi in N'®* almeno uno ha potenziale pili elevato e almeno uno ha
potenziale pilt basso di ea(tg), dal momento che tutte le potenze virtuali sono positive :

pilto) = [ex(to) — ealto)] ix(to) > 0 == ex(to) > ea(to) per ix(to) >0 (entrante)
Pi(to) = [ex(to) — ealto)] ix(to) > 0 == ex(to) < ea(ts) per ix(to) < 0 (uscente) m

4.3.2 Teorema di non-amplificazione della tensione

Dal precedente lemma otteniamo I'importante teorema :

Proprieté: Consideriamo un circuito completo costituito da n nodi e m rami. Assumiamo
che le potenze virtuali assorbite in g da ciascun bipolo (sia effettivo sia fittizio) siano
positive eccetto quella dell'm-esimo bipolo :

pe(te) > 0 k=1,2,m~1, pults) <0
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1l valore assoluto della tensione vy, (25) dell'm-esimo bipolo & maggiore del valore assoluto
di ciascuna delle altre tensioni di ramo : :

meaﬁﬂcvw 2 _.Ca@cv_ ’ W"H,N_S'IH "

Prova : Applichiamo il lemma del potenziale di nodo agli n — 2 nodi (tutti eccetto i due
a cui & connesso I’ m-esimo bipolo) : il potenziale di nessuno di questi n — 2 nodi pud
raggiungere il valore massimo o minimo tra tutti gli n potenziali. Quindi i nodi con il
valore massimo e il valore minimo dei potenziali sono proprio quelli connessi all’ m-esimo
bipolo. Quindi la tensione di tutti i rimanenti bipoli non pué superare, in valore assoluto,
la tensione ai capi dell’ m-esimo bipolo che coincide con la differenza tra il potenziale pid
elevato e quello pill basso presenti nel circuito. =

.ﬁw Awov >0

Esempio A : Consideriamo il grafo in
figura, costituito da 5 nodi e 8 rami :
la potenza virtuale pg(fp) assorbita dal
ramo pg & negativa, mentre le rima-
nenti potenze virtuali sono positive.
Siccome solamente i nodi con poten-
ziali e;(Zo) e es(to) non soddisfano al
precedente Lemma del potenziale di ps(to) <0
nodo, e;(%p) e e3(ts) sono il pili alto e il
pitt basso tra i potenziali. Quindi nes-
suna tensione di ramo pud essere su-
periore in valore assoluto alla vg(tp) .

es(to) eq(to)

Ds chv >0

ﬁmﬁwov >0
ex(to) "

4.3.3 Teorema di non-amplificazione della corrente

Dal lemma del potenziale di nodo deriva un’altro teorema :

Propriete: Consideriamo un circuito completo costituito da n nodi e m rami. Assumiamo
che le potenze virtuali assorbite in #; da ciascun bipolo (sia effettivo sia fittizio) siano
positive eccetto quella dell’ m-esimo bipolo :

Pl >0 Vk=1m—-1, pulte) < 0

11 valore assoluto della corrente s.s?_.v dell’ m-esimo bipolo & maggiore o uguale al valore
assoluto di ciascuna delle altre correnti di ramo :
lim(to)] 2 lix(t)] , k=1,2,...m—1 "
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Em@av >0
@n?cv >0

v Ds Aﬁav >0

WWWWW??? RIVEDERE BENE QUI SOTTO 77?7WWWWW
Prova : Separiamo i nodi A del circuito in due sottoinsiemi AN'® e A'® tali che il potenziale
di ciascun nodo in N?® sia pit elevato del potenziale di ciascun nodo in N? :

end(t) > en(t) V vp €EN® and v, € NP

Esistono n — 1 differenti partizioni dei nodi di questo tipo : ciascuna di esse definisce uno
specifico sottoinsieme di rami R, che & un taglio o 'unione dei rami di pit tagli (vedere
Par. 3.4.2). Scegliamo il verso N — N® come verso di attraversamento di questo(i)
taglio(i) e orientiamo le tensioni ai capi dei rami in R* in modo che risultino positive ciod
nel verso N? + NP .

In seguito al lemma del potenziale di nodo, I'm-esimo ramo, che collega il nodo con poten-
ziale piti elevato a quello con potenziale pit basso, compare in ciascun sottoinsieme R2P.
Siccome la corrente fluente nel m-esimo ramo scorre nel verso N® — A® poiché p,(t) < 0.
Tutte le rimanenti correnti di questi n—1 sottoinsiemi fluiscono:nel verso A'* — N® poiché
le loro potenze virtuali assorbite sono positive.

Applicando la legge di KIRCHHOFF delle correnti alle correnti degli n — 1 sottoinsiemi R3P
si ha che :

=im(te) = . ) = lim(te)] > lir(ta)] V px € taglio
MR pxEtaglio .
positiva positiva

Estendendo questa analisi a tutti gli n — 1 sottoinsiemi di rami del tipo suddetto, tutte le
correnti di ramo compaiono a secondo membro per almeno uno dei tagli. =
4.3.4 Conclusioni

Le seguenti conclusioni possono essere tratte :

1. Il lemma del potenziale di nodo e i due teoremi di non amplificazione sono enunciati
per un assegnato istante di tempo %5 . Se I'assunzione sui segni delle potenze virtu-
ali valgono per qualsiasi ¢, anche le condizioni sui valori assoluti delle tensioni e/o
correnti valgono per qualsiasi ¢ .
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2.

L

L applicazione dei suddetti teoremi ai circuiti contenenti multipoli pud far sorgere
alcune difficolta. Infatti i bipoli fittizi che sostituiscono i multipoli possono essere
scelti in molti modi diversi. Conseguentemente le potenze virtuali dei bipoli fittizi
(porte) possono cambiare di segno se cambio la scelta dei bipoli fittizi. Solo alcuni
di questi modi possono dare origine a bipoli fittizi tutti assorbenti potenza virtuale.
Per poter applicare il teorema occorre che ciascun multipolo ammetta almeno una
tra le numerose possibili scomposizioni in cui le potenze virtuali di ciascun bipolo

fittizio siano positive.

Notare che questi due teoremi prescindono dalle relazioni costitutive dei componenti
del circuito. Infatti per la loro dimostrazione occorrono le due leggi di KIRCHHOFF
ed il concetto di potenza virtuale. Essi trovano applicazioni di interesse nei cast in cui
la potenza virtuale venga sostituita dalla potenza effettiva ed il segno di questa pud
essere stabilito dalla conoscenza delle relazioni costitutive dei componenti. Vedremo
alcune applicazione nel seguito.

I due teoremi di non-amplificazione possono essere generalizzati a circuiti con pilt

bipoli eroganti potenza virtuale. WWWWW?77?

WWWWW??? VEDERE CON CURA se estendere i teoremi di amplificazione anche al

aso Pm(t) = 0 (vedere testo di CDK). 777TWWWWW

fine del capitolo 4




5 RELAZIONI
COSTITUTIVE

WWWWW??7? FIGURA EMBLEMA : multipolo con cinque terminali con scritto dentro il noc-
ciolo “hinc sunt constitutives relationes”. WWWWW

Questo capitolo introduce le relazioni costitutive dei componenti, cioé le equazioni matematiche
che vincolano tra loro le tensioni e correnti di ramo dello stesso componente. Esse sono essenziali
per formare, insieme alle Leggi di KIRGHHOFF, il modello completo del circuito, cio¢ il modello
necessario e sufficiente per calcolare le tensioni e correnti del circuito.

Sez. 5.1 : Motivazioni e definizioni : Le due leggi di KIRCHHOFF, consentono di formulare
m equazioni in 2m incognite, non sono in grado di costituire un modello completo del circuito
fisico. Occorre aggiungere le relozioni costitutive dei componenti rappresentanti il modello es-
terno dei fenomeni fisici che hanno sede all’interno del componente fisico.

Sez. 5.2 : Classificazioni : Le relazioni costitutive vengono classificate seguendo tre criteri
di tipo molto generale e indipendenti I'uno dall’altro : adinamici o dinamici, tempo-invarianti o
tempo-varianti, lineari o nonlineari. Queste tre diverse classificazioni valgono simultaneamente
per il medesimo componente dando origine a otto classi di componenti.

Sez. 5.3 : Relazioni costitutive nella realté : Le caratteristiche di un componente fisico
non possono mai essere descritte "esattamente” da una legge matematica. Quindi, lo stesso com-
ponente fisico pud essere considerato adinamico o dinamico, tempo-invariante o tempo-variante,
lineare o nonlineare a seconda del circuito al cui interno esso opera.

Sez. 5.4 : Analisi di circuiti : Per trovare la soluzione di un circuito (completo), viene
costruito un unico sistema di equazioni facendo un banale collage tra le Leggi di KIRCHHOFF e
le relazioni costitutive dei componenti.

Sez. 5.5 : Analisi di componenti compositi: Viene introdotto un unico sistema sottodeter-
minato di equazioni per costruire le relazioni costitutive di un generico componente composito.
Sez. 5.6 : Teorema di sostituzione : I} Teorema di Sostituzione risulta utile per semplificare
il sistema di equasioni del circuito senza alterarne la soluzione. Per la sua introduzione & neces-
sario anticipare la presentazione delle sorgenti impressive tempo-invarianti e tempo-varianti .
Sez. 5.7 : Potenza e lavoro (effettivi) : La potenza eletirica (effettiva) e il lavoro elettrico
(effettivo) sono derivati dalla potenza e dal lavoro virtuali (vedere Cap. 2), aggiungendo le re-
lazioni costitutive (vedere SSez. 5.1-3) che vincolano tra loro le tensioni e correnti di ramo del
componente. Conseguentemente, molte delle proprieta gia incontrate nel Cap. 2 soppravvivono :
sono enunciati il teorema e il corollario sia della potenza effettiva sia del lavoro effettivo.

101
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5.1 MOTIVAZIONI E DEFINIZIONI

‘Le due leggi di KIRCHHOFF, da sole, non sono in grado di costituire un modello completo

del circuito fisico, dal momento che il numero di equazioni scalari & inferiore al numero di
incognite. Questa sezione fa alcune considerazioni preliminari di carattere molto generale
e astratto sulle relazioni costituiive che completano il modello del circuito, introducendo
‘opportuni vincoli tra le tensioni e correnti di ramo di ciascun’' componente motivati dalla
realtd fisica.

5.1.1 Soluzione di un circuito

Le tensioni e correnti di ramo di un circuito sono in genere dipendenti dal tempo. Nel caso
in cui esse verifichino tutte le equazioni matematiche proprie del circuito esse costituiscono
una soluzione del circuito. Indicando con n e m il numero dei nodi e dei rami del grafo,
abbiamo : ‘

. tensioni di ramo, inglobate nel vettore v(t) € R™(t), ed m correnti di ramo,
inglobate nel vettore i(t) € R™(t), per un totale di 2m grandezze incognite. Qualora
necessario, indicheremo col simbolo =(t) = [v(t)T i(t)]T € R*™(¢) il vettore che
raggruppa tutte le 2m grandezze di ramo.

m — n + 1 equazioni scalari (una per ogni maglia indipendente) coinvolgenti le m
tensioni di ramo (legge di KIRCHHOFF delle tensioni) v(t) .

n—1 equazioni'scalari (una per ogni taglio indipendente) coinvolgenti le m correnti di
ramo (t) (legge di KIRCHHOFF delle correnti) per un totale di m equazioni scalari.

Insufficienza della topologia : Le due leggi di
KIRCHHOFF forniscono solamente m equazioni in 2m
incognite. Siccome ciascuna tensione e corrente di ramo

in un circuito fisico, non puo che assumere uno e unosolo ¢4
valore a ogni istante ¢, le due Leggi di KIRCHHOFF, da
sole, non costituiscono un modello completo del circuito
fisico. Per completarlo occorre tirarsi su le maniche per
individuare altre m equazioni, sulla base di consider-
azioni di natura fisica, coinvolgenti le tensioni e correnti
di ramo : le relazioni costitutive dei componenti, argo- ¢
mento di questo capitolo, sono la risposta al problema. ( 1
In altre parole, dobbiamo investigare i noccioli (ciot le

regioni nonequipotenziali introdotti nel Cap. 1), la cui

descrizione fisica & rimasta fino ad ora senza risposta.

vy n
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e-mail all’autore : Se vuoi capire come siamo fatti dentro dovresti fare
uno sforzo emorme : fare la lista di tutti gli atomi e le molecole al

nostro interno, seguire le evoluzioni che ciascuno di essi compie seguendo
il proprio estro. In altre parole dovresti metterti a studiare la fisica
della materia argomento vasto e non facilmente digeribile. Quindi noi
ti consigliamo un approccio piu pratico e meno teorico che comsiste nel
fornire, almeno per i pilt importanti tra di moi gli effetti esterni del
nostro comportamento interno senza entrare dentro ai meccanismi interni.
E non dimenticare che potresti essere messo sotto accusa da qualche lobby
accademica che non gradirebbe la tua intrusione entro settori che essi
considerano a loro riservati.

i componenti del tuo personal.

5.1.2 Relazioni costitutive di un componente

Definizione : Le tensioni e correnti delle porte di ogni k-porta sono soggette a k vincoli.
Ciascun vincolo & descritto da un’equazione scalare che coinvolge come incognite le tensioni
e correnti. Queste k equazioni sono usualmente chiamate relazioni costitutive del k-porta.
Alternativamente, la relagione costitutiva di un bipolo ovvero le relazioni costitutive di un
k-porta vengono chiamate caratieristica del componente ]

Commento : Le equazioni scalari dovute alle relazioni costitutive dei componenti di un
circuito sono in totale m (una per ciascun ramo del grafo) e consentono di completare le
relazioni topologiche per formare un sistema di 2m equazioni in 2m incognite. u

Natura fisica: Da un punto di vista fisico, le relazioni costitutive sono il modello matem-
atico esterno (che coinvolge le grandezze definite alle porte) dei fenomeni fisici che si svilup-
pano all'interno di ogni componente fisico, ciok all’interno della regione nonequipotenziale
rappresentata dal nocciolo (vedere Cap. 1). Nell'ambito di questo corso, noi non ci occu-
peremo direttamente di questi fenomeni fisici in quanto il loro studio fa parte di altri corsi.
A noi & sufficiente conoscere il loro modello esterno (ciot i vincoli tra le tensioni e correnti
delle porte), che, per definizione, condensa tutte le informazioni necessarie e sufficienti
per analizzare, mediante carta&penna e/o simulazione su calcolatore, il comportamento

- di qualsiasi circuito fisico in cui il componente si trovi a operare. =

L'introduzione delle relazioni costitutive dei componenti pud seguire due vie tra loro op-
poste.

Via teorica : Possiamo immaginare componenti con relazioni costitutive interessanti dal
punto di vista matematico e analizzare le loro proprieta qualora siano connessi ad altri
componenti e, in un secondo tempo, controllare se la tecnologia ha messo a disposizione
componenti fisici che approssimano adeguatamente queste caratteristiche ideali.

Per esempio, mezzo secolo fa Tellegen con ragionamenti puramente matematici scopri che
la teoria ammette I'esistenza di doppi bipoli nonreciproci e passivi, che hanno tra I'altro
la peculiarita di trasformare un condensatore in un induttore. Egli inventd sulla carta il
giratore (vedere Sez. 10.6) che fu costruito in seguito da altri motivati dalle sue interessanti
proprietd teorico-matematiche.

Anche 1a sorgente di corrente ideale (impressiva) (vedere Sez. 7.2) & stata introdotta sulla
carta per analogia (dualitd) della sorgente di tensione ideale (impressiva) anche se la tec-
nologia non aveva ancora messo a disposizione bipoli fisici il cui modello fosse una sorgente
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di corrente ideale. Il modello di Norton di un bipolo, duale del modello di Thévenin, mostra
come Yintroduzione della sorgente di corrente ideale sia vantaggiosa. Solo in seguito sono
stati realizzati bipoli fisici che si comportano come sorgenti ideali di corrente. =

Via tecnologica: Possiamo esaminare i componenti fisici resi disponibili dalla tecnologia,
almeno quelli pilt noti, e descriverne le relazioni costitutive tramite esperimenti o analisi
di tipo fisico dei fenomeni che avvengono al suo interno.

Per esempio, la sorgente di tensione ideale (vedere Sez. 7.2) & stata introdotta come modello
idealizzato del bipolo fisico chiamato pila ovvero batteria che & un’evoluzione dell’origi-
naria pila di Volta.

Ti trasformatore ideale (vedere Sez. 10.6) & stato introdotto come il modello pilt semplifi-
cato (idealizzato) del trasformatore fisico che gi2 alla fine del diciannovesimo secolo aveva
raggiunto un ruolo fondamentale nella trasmissione a distanza dell’energia elettrica.
Anche il nullore (vedere Sez. 10.2) & stato introdotto come modello idealizzato del compo-
nente fisico chiamato amplificatore operazionale. =
Molto spesso & stata seguita una via mista :

Via mista : Per esempio nello stesso momento che noi misuriamo la caratteristica di un
filo di rame e riportiamo su un diagramma cartesiano i valori misurati della tensione e della
corrente, possiamo osservare che i punti sono abbastanza allineati e quindi a concepire la
caratteristica idealizzata v = r i (universalmente nota come legge di OHM) che definisce
il bipolo noto come resistore (ideale).

Anche le sorgenti pilotate (vedere Sez. 10.5) sono state introdotte per descrivere il com-
portamento di multipoli quali i triodi, pentodi e successivamente i transistori. =
In questo corso, purtroppo privo di esercitazioni in laboratorio, noi seguiremo piuttosto la
prima via, anche se cercheremo di fare, nei-momenti opportuni, alcuni cenni alla differenza
tra componenti fisici e il loro modello pit 0 meno idealizzato.

5.1.3 Simbologia

Avendo indicato con v(t) e i(t) i vettori di dimensioni k delle tensioni e delle correnti
definite alle k porte di un k-porta, denotiamo con f( ) una generica funzione i cui argomenti
sono gli elementi di v(t) e i(t) ed eventualmente il tempo ¢. Per rappresentare le relazioni
costitutive di un componente, noi adottiamo la seguente simbologia :

1. ££P() denota una funzione che dipende linearmente (apice £) da ciascuna tensione
e corrente e che comprende anche 'operatore derivata m.m e/o integrale [ d ¢ (apice
D), applicato alle tensioni e/o correnti.

2. F¥P( ) denota una funzione che dipende nonlinearmente (apice N} da almeno una
tensione e corrente e che comprende anche I'operatore derivata e/o integrale.

3. f%() denota una funzione che dipende linearmente da ciascuna tensione e corrente
e che non comprende gli operatori derivata e integrale.

4. f¥( ) denota una funzione che dipende nonlinearmente da almeno una tensione o
corrente e che non comprende gli operatori derivata e integrale.

In ciascuno dei quattro casi suddetti la funzione pud dipendere esplicitamente anche dal
tempo t. Comunque, in nessun caso viene richiesto che questa dipendenza sia lineare.
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Avvertenza : La suddetta simbologia potrebbe essere riconsiderata nell’ambito della
"Teoria degli Operatori” : le funzioni f¥?( ) potrebbero essere riviste come operatori.
Comunque in questi appunti questo possibile approccio non viene considerato, dal mo-
mento che risulterebbe inutilmente pesante per un corso propedeutico. u

5.1.4 Rappresentazione implicita

Le relazioni costitutive di un k-porta possono essere descritte in diverse (comunque equiv-
alenti) forme analitiche, che vengono chiamate comunemente rappresentazioni. Le k ten-
sioni e le & correnti di ramo del k-porta sono riunite in un unico vettore z(t) € R%*(¢),
detto vettore delle grandezze di Tamo (o alle porte) del componente, da non confondere col
vettore introdotto nel Par. 5.1.1, che comprende le tensioni e correnti di tutti i rami del
grafo.

Le k relazioni costitutive (scalari) di un k-porta devono essere compatibili tra loro e nes-
suna di esse puo essere ridondante. La ridondanza nascerebbe nel caso, per esempio, in
cui una o pitl delle relazioni coincidesse con una combinazione lineare delle rimanenti :
Una generica rappresentazione delle relazioni costitutive, descritta da una funzione in
forma implicita, & detta rappresentazione implicita. Con riferimento alla notazione in-
trodotta nel paragrafo precedente, una generica rappresentazione implicita ha la forma :

. FYPlu(t),i(2),t] = 0y dove FNP R+, gk

L’ultimo argomento ¢ di #¥P( ) denota che il vincolo tra le tensioni e correnti varia col
tempo. In molti casi, mediante opportune operazioni differenziali, si pud assumere che in
F¥P compaia solo I'operatore differenziale T e sia eliminato 'operatore integrale [ d¢.

Avvertenza : 1 possibile che due diverse funzioni FPl(), i(1), 1] e FVPlu(t), 4(2), ¢,
con fVPlu(t),i(t), 8] # £'Plu(t), i(t), 1], se uguagliate a zero, diano origine alla stessa
funzione implicita, cioé : :

) —\,\B?Qv. mQV.& =0; < uu%\.bmeﬁv. mQY& = 0
Per esempio : [0(t) + 2i(t) — 31(t)]> = 0 <= 50(t) + 10i(t) — 15i(t) = 0. m

Definizione : Si dice situazione eletirica una delle possibili soluzioni, cio2 un particolare
vettore R, — R delle tensioni e correnti di ramo z(t) = [v(t)T i(2)T]T, che soddisfi le
relazioni costitutive del k-porta :

z(t) = [v(®)7 i)+ KPl(), i), 1] = 0 =

Definizione : Viene chiamato dominio costitutivo del componente I'insieme X; di tutte le
situazioni elettriche cioé di tutti i vettori z(t) = [v(t)T i(¢)T]" che soddisfano alle relazioni
costitutive del k-porta :

&= {[o(®)7 i) € R%(2) | HP[o(0),i),4] = 0s} =

5.2 CLASSIFICAZIONI

Le relazioni costitutive’ dei componenti fisici usati in pratica suggeriscono di classificarle
in accordo a tre criteri matematici di tipo molto generale e indipendenti 'uno dall’altro.
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Queste tre diverse classificazioni valgono simultaneamente per il medesimo componente.
Altre classificazioni saranno esaminate nei CCap. 7, 8 e 15, 16, dopo aver introdotto la
potenza e il lavoro effettivi.

5.2.1 Prima classificazione : ”adinamico/dinamico”

Definizione : Un k-porta & chiamato adinamico se il suo dominio costitutivo & verifica

V [0()T i@ € X

la:

[v(at)T i(at)TT € X
Yae R

Questa definizione & elegante ma incompleta, in quanto vale solo nel caso che la variabile
tempo ¢ non compaia esplicitamente nelle relazioni costitutive.

La seguente definizione alternativa vale in ogni caso :
Definizione : Un k-porta & chiamato adinamico se le relazioni costitutive verificano la :
FPlu(t), i(2), 1] = 0
FPlv(at),i(at),at] = 0 dove F¥P : RIH 5 RE
Vae R
Altrimenti, il k~porta viene detto dinamico. L]

Commento : In parole pil semplici, questa condizione implica che i componenti ad- -
inamici siano insensibili a un’alterazione della scala del tempo. Nella caratteristica di
un componente adinamico non possono apparire le derivate e/o integrali delle tensioni e

‘correnti. In altre parole, con le notazioni del Par. 5.1.3, si ha :

.18?3.“3,&"@ = mk?@%@ﬁﬂo

%\,\6 L R2KHL Rk .@>\ L Ry pb ™

Terminologia : Nella letteratura anglosassone e spesso anche in quella italiana, 'agget-
tivo " resistivo (resistive)” & usato al posto di ” adinamico” : esso pud indurre in inganno,
perché "resistivo” fa pensare a un componente ” composto da resistor?” o, comunque, a un
componente che dissipa energia.

Spesso gli ingegneri elettronici usano 1'aggettivo ”statico” per indicare il concetto qui
espresso da adinemico : per esempio la retta di carico statica impiegata per individuare il
punto di lavoro di un transistore. Questo uso & derivato impropriamente dalla fisica, dove
Paggettivo statico & attribuito ai fenomeni fisici in cui non vi & trasferimento di potenza
ovvero variazione di energia. Nelle Scienze Elettriche 1'elettrostatica e la magnetostatica si
riferiscono ai fenomeni elettrici e magnetici, in cui non si hanno trasferimenti di potenza,
ma, esclusivamente; una distribuzione stazionaria di energia nello spazio fisico.

Altre volte i componenti dinamici e adinamici vengono chiamati, rispettivamente, com-
ponenti con memoria e senza memoria. Questa scelta pud suggerire erroneamente che i
circuiti che costituiscono le memorie a semiconduttore presenti nei calcolatori operino in
base a effetti dinamici mentre la loro capacitd di memorizzare & dovuta alla nonlinearita.

s

Dal punto di vista matematico “dinamico” & sinonimo di “differenziale” e “adinamico”
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di “nondifferenziale”. Spesso viene usato il termine algebrico per indicare un’equazione
nondifferenziale. Ma questo termine & in genere riservato alle equazioni lineari o, pil pre-
cisamente, polinomiali. Infatti un’equazione con al suo interno una funzione trascendente
(per esempio un’esponenziale) sarebbe algebrica nonlineare. ]

Dominio costitutivo condizionato/incondizionato : Per i componenti dinamici, la
definizione di dominio costitutivo ha bisogno di una precisazione. Il comportamento del
componente dipende dal valore che la tensione e/o corrente efo le loro derivate hanno
all’istante to in cui si inizia a esaminare il componente. Se prescindiamo da questi valori, il
dominio costitutivo ha la massima estensione e viene detto incondizionato, mentre se fis-
siamo questi valori, ci troviamo davanti a un dominio costitutivo condizionato che risulta
essere un sottoinsieme del precedente. Questo problema sard ripreso e chiarito quando
affronteremo i condensatori e gli induttori nel Cap. 15. =

5.2.2 Seconda classificazione : “tempo-invariante/ tempo-variante”

Definizione: Un k-porta & detto tempo-invariante se il suo dominio costitutivo X verifica

fa V@) i) € X
[t +A)T it +A)T e X
VAt e R,
ciod se ammette una traslazione At nel dominio del tempo delle tensioni e correnti.
Altrimenti, un componente & detto tempo-variante. n

Awvertenza : Una relazione costitutiva tempo-invariante non implica affatto che le
grandezze di ramo siano costanti nel dominio del tempo. Per esempio, confrontare la
caratteristica v(£) = r 4(t) di un resistore tempo-invariante e quella v(t) = r(t) i(z) di un
resistore tempo-variante. Nella prima sia la tensione sia la corrente variano, in genere,
col tempo t ma il loro rapporto rimane costante. Nella seconda anche il rapporto varia
necessariamente col tempo. Questo discorso sara approfondito nel Cap. 15 . ]

Simbologia : Per i componenti tempo-invarianti, la funzione FVPlu(t), i(t), t] non varia
al variare dell'ultimo dei suoi argomenti ¢; quindi si ha che :

(), i(t).t] =0 = g"P[v(t),i(t)] =0
) T

un>3u L Q2L Ly Rk b\,\d SR s Rk =
Terminologia : Lo scrivente si rende conto che i termini “tempo-invariante” e “tempo-
variante” suonano orribilmente per i puristi delle lingua italiana. Infatti essi sono stati
presi di peso dai termini “time-invarient” e “time-varying” dell'inglese. Una traduzione pi
consona all'italiano richiederebbe delle perifrasi piuttosto complesse che farebbero perdere
immediatezza alla frase. D'altra parte questi termini sono ormai molto diffusi in molte
settori dell'Ingegneria. Spero che DANTE, MANZONI, ...non mi “tirino le orecchie”, come
facevano i docenti delle scuole superiori di una volta. ]

5.2.3 Terza classificazione : “lineare/nonlineare”

Definizione : Un k-porta & detto lineare se una qualsiasi combinazione lineare (con
somma unitaria dei coefficienti) delle tensioni e correnti di due qualsiasi situazioni elettriche
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[v'®)T )77 e [v"(t)T, i"(t)T]T & a sua volta una soluzione della caratteristica :

v [T i@ Tex

< MG:QV‘& .mt@anq, € \& ?ﬂkesﬁnv + Q:d:@v_.ﬂ MQJ:QV + Q:s.:QvH..JQ € .P\

Va, o eR!
cona +ao'=1
Altrimenti, un componente & detto nonlineare. =

Commento : La precedente condizione equivale a dire che il dominio costitutivo &’ di un
componente lineare costituisce un sottospazio affine. n

Commento : La caratteristica implicita dei componenti lineari soddisfa alla condizione :

FP[o(t),i(t),t) =0, == g“P[v(t),i(t),t] = Ok
FNT . %%i — RE =P - %%t — RF n

Sottoclassificazione omogeneo/nonomogeneo : I componenti lineari possono, a loro
volta, essere suddivisi in omogenei e nonomogenei :

Definizione : Un k-porta lineare & detto omogeneo se ogni soluzione delle relazioni
costitutive, se alterata per uno scalare qualsiasi, & a sua volta una soluzione :
Vi@ i) T ex
[lev@)]" [ei@)]]" € ¥
Vaoe !

Altrimenti il componente lineare & detto nonomogeneo. =

Proprieta : 1l dominio costitutivo & di un k-porta lineare omogeneo costituisce un
sottospazio lineare, dal momento che esso & affine e contiene la situazione elettrica nulla :

[ GO =0n e x "

Terminologia : Nei due precedenti paragrafi abbiamo impiegato I'aggettivo " lineare”
per individuare una data classificazione per i componenti. Inoltre, abbiamo suddiviso i
componenti lineari in quelli omogenei e quelli nonomogenei. Questa scelta & analoga a
quella che si fa nei corsi elementari di analisi matematica, quando si parla di un sistema
di equazioni (sia algebriche sia differenzigli) lineari, in cui sono in genere presenti anche i
cosidetti " termini noti”. Quando questi términi sono assenti, viene precisato che il sistema
lineare & omogeneo, mentre " nonomogened” denota che & presente almeno un termine noto,
come risulta dal seguente quadro :

Sistemi di equazioni lineart

algebrico differenziale

omogeneo | Az =0; z(t) = A z(2)

nonomogeneo | A z =5 | &(t) = A =(t) + b(t)
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Al contrario, nell’algebra moderna, quando si parla di spazi (vettoriali) lineari, il termine
"lineare” ha un significato pit ristretto, che corrisponde, confrontato col caso precedente,
al termine " lineare omogeneo”, mentre viene introdotto il termine "affine” per indicare
" lineare nonomogeneo” .

Questa contraddizione risulta evidente nel seguente enunciato :

Pinsieme delle soluzioni di un sistema algebrico sottodeterminato
lineare e nonomogeneo costituisce, se non & a vuoto, uno spazio affine,
mentre 'insieme delle soluzioni di un sistema sottodeterminato

lineare e omogeneo costituisce uno spazio lineare.

5.2.4 Le otto classi di componenti

Le tre suddette classificazioni, usate congiuntamente, definiscono 8 = 2% classi di com-
ponenti, qualora non considerassimo la distinzione tra componenti lineari omogenei e
nonomogenei. Per semplificare le notazioni vengono introdotte le abbreviazioni : adin.
(adinamico), din. (dinamico), t-inv. (tempo-invariante), t-var. (tempo-variante), lin.
(lineare), nonl. (nonlineare) :

Quadro delle otto classi di componenti
Classz Relazioni costitutive

adin. t-inv, lin. FEu(®),i(®) =0 FE.R% 4 RE

adin. t-inv. nonl. | fV[u(2),i(t)] =0 VR R

adin. t-var. lin. FE[u(8),i(t),t] = 0 FE LRIy pb

adin. t-var. nonl. | fM[v(t),4(t),t] =0  FV :R¥H Rk

din. t-inv. lin. FEPwu(t),i(t)] =0 FEP Rk R

din. t-inv. nonl. Pla@),i®)] =0  FNP . R* 4 RE

din. t-var. lin. FEP(u(t),i(t),t) =0 FEP . R4 4 Rk

din. t-var. nonl. FNP(u(t),i(t), ) =0 FND . R+ Rb

componenti % :
. ;ponent 2
: t adinamici " 7
: mponenti . s componenti :
: co m.v 0 . tempo-invarianti & P T :
: inamici . . i :
: a e nonlineari m.m. ude. . :
: tempo-varianti tempo-invarianti :

nonlineari nonlineari

componenti
adinamici

tempo-invarianti

lineari

componenti
dinamici

tempo-invarianti

lineari

componenti
adinamici

tempo-varianti

lineari

: componenti :
: dinamici " :
: . componenti :
: tempo-varianti .v . :
: . . dinamici :
: lineari s :
: tempo-varianti :
: nonlineari :

: ) lineari

5.2.5 Esempi di relazioni costitutive

Qui di seguito sono riportate, come esempio, alcune relazioni costitutive. Esse non sono
in genere riferite a componenti fisici di interesse :
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Quadro di esempi di bipoli delle otto classi
Classi Relazion: costitutive

adin. t-inv. lin. 5u(t) — 4i{t) +3 =10

adin. t-inv. nonl. | 2v(t)*> — 4i(t)u(t) +3 =0

..

adin. t-var. lin. to(t) — 4i(t) + 3t2 =0

adin. t-var. nonl. | 2tw(t)? — 4i(t)v(t) + 32 =0

din. t-inv. lin. 5u(t) + 20(t) — 4i(t) — i(t) +3 =0

din. t-inv. nonl. Su(t) + 2v(2)o(t) - 4i(t)* —i(t) +3=0

din. t-var. lin. 5exp(t)u(t) + 2t0(t) — 4i(t) —i(t) + 32 =0

din. t-var. nonl. 5t20(t) + 2 exp(t)u(t)i(t) — 4i(t)* — i(t) + 3/t =0

Quadro di esempi di tripoli delle otto classi
Classi Relazioni costitutive

A we%:ws@T&é+N.~Snmno
v (£) — 20a(2) + 3ia () — 262(t) =0

adin. t-inv. lin.

3y (8)? + 20p()in () + i2(2) —2=0

adin. t-inv. nonl. o (£) — 2/v(2) + 3 (£)in £ =0

v (t) + up(t) — 4y (£) +ia(t) ~ 2t =0

adin. t-var. lin. vy () — 3ti1{t) — 26x(t) = 0

303 ()2 + 2wy (t)ir(t) + iaft) — 282 =0

adin. t-var. monl. |\ (3" o1 /) (£) + 3820y (£)ia(£) = O

din. tinv. B | 3G (1) - 2u(2) + 3 (2) — 2ia(t) = 0

wewﬁvw -+ NGNQV + ?wﬁwv_m - Aswﬁ.@ - mn va -+ v Qvﬂungv -2=0

din. t-inv. nonl- | )T o (1)5,(£) — 2ua(2) + Bexp(in(£)) — 2a(t) =0

3820, (£) + 2ua(t) + exp(t)9a(t) — 461 () — ia(t) + i2(t) =2 =10
0

din. t-var. lin. 20 (£) + 9, (£) — 2exp(t)va(t) + 361 (t) — 2tia(t) =

A
A
A
ﬁ 301 (L) + 2up(t) + D2(t) — 4i1(t) — 12 (t) + 2(t) =2 =0
A
A

20a(t) + [02(£)]? — 461 () — exp(t)ia (t) + v (8)ia(t) = O

din. t-var. nonl. exp(t)vs (£) + 1 (£)51(£) — 20s(2) + 3exp(in (£) ~ A3ty (t) = 0

Commento : 1 precedenti esempi potrebbero scoraggiare il lettore : se le relazioni costi-
tutive dei componenti sono cosi complicate & meglio rinunciare allo studio dei circuiti. Gli
esempi riportati non si riferiscono in genere a componenti fisici di largo uso : essi hanno
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lo scopo di mettere in evidenza la differenza concettuale tra le varie classificazioni. Per
esempio in questi appunti i componenti nonlineari, sebbene di ‘estremo interesse, verranno
incontrati sporadicamente, per mancanza di spazio. ) =

5.2.6 ‘Traiettorie di bipoli tempo-invarianti

I interessante confrontare le tensioni e correnti dei componenti adinamici e dinamici nello
spazio definito dalle rispettive tensioni e correnti : le variabili v(t) e i(t) di un bipolo ad-
inamico tempo-invariante sia lineare sia nonlineare descrivono nel piano v-i la medesima
curva (la cosidetta caratteristica) indipendentemente dall’andamento temporale delle vari-
abili stesse. Al contrario, le variabili v(t) e #(f) di un bipolo dinamico, tempo-invariante,
sia lineare sia nonlineare, possono attraversare qualsiasi punto del piano v-i. Questo &
motivato dal fatto che la traiettoria nel piano v-i dipende dall’andamento temporale di
v(t) e i(t) .

Da un punto di vista qualitativo lo stesso discorso pud essere ripetuto per componenti con
pitt porte, in cui le traiettorie sono tracciati in uno spazio di dimensioni piti elevate.
WWWWW?7? ESTENDERE IL DISCORSO AI BIPOLI TEMPO-VARIANTI

5.3 RELAZIONI COSTITUTIVE NELLA REALTA

Le relazioni costitutive, gis introdotte da un punto di vista matematico, vengono discusse
da un punto di vista pi fisico e realistico. Queste considerazioni servono a distinguere
un Ingegnere da un Matematico. Le caratteristiche di un componente reale, come tutte le
leggi fisiche, non possono mai essere descritte ” esattamente” da una legge matematica sia
semplice sia complicata. La suddetta affermazione & motivata dalla semplice osservazione
che sarebbero necessarie misure esatte (impossibili nel mondo reale) del componente fisico
sotto esame, ovvero una descrizione esatta (utopistica) di tutti i fenomeni fisici interni al
componente.

5.3.1 Distruzione dei componenti fisici

In genere, le relazioni costitutive date in forma analitica descrivono il comportamento del
componente anche per valori elevati quanto si vuole delle tensioni e/o correnti di ramo.
Queste relazioni definiscono il dominio costitutivo teorico. In pratica, qualsiasi componente
fisico rimane danneggiato o distrutto in modo irreversibile per valori sufficientemente el-
evati delle tensioni e/o correnti, ciod per |v(t)] — +oo efo [§(t)] — oo dove | | indica
il modulo del vettore. Quindi un componente fisico & in grado di operare regolarmente
solo in un sottoinsieme del dominio costitutivo teorico che chiamiamo dominio costitutivo
fisico. Per esempio nelle caratteristiche grafiche (per esempio quelle dei diodi e transis-
tori) il dominio costitutivo fisico risalta in modo immediato, in quanto la curva ovvero la
famiglia di curve che descrivono la caratteristica viene usualmente interrotta, per i valori
di tensione e/o corrente per cui il componente pud rimanere danneggiato.

5.3.2 Semplificazioni delle relazioni costitutive

Le seguenti considerazioni concernenti la semplificazione delle relazioni costitutive di un
componente fisico sono di estremo interesse :
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e Quando un componente & inserito in un circuito di un dato gruppo, il dominio
costitutivo originario del componente & pud ridursi a un sottodominio (ridotto)
X4 ¢ X per effetto dei vincoli imposti dal resto del circuito.

e In certi casi, la limitazione di & pud consentire una semplificazione delle relazioni
costitutive del componente, valida solamente quando esso opera allinterno di un
circuito del suddetto gruppo.

e 11 medesimo componente, se opera in due circuiti di gruppi diversi, pud essere
soggetto a due diversi domini ridotti delle situazioni elettriche, e quindi pud essere
convenientemente descritto da due diverse relazioni costitutive semplificate.

Nel prossimo paragrafo esamineremo le semplificazioni pit significative, che vengono in-
contrate nella realta.

5.3.3 Situazioni con piccoli segnali

Assumiamo che il dominio costitutivo originario & di un k-porta sia ridotto al sottodominio
AP caratterizzato da variazioni delle tensioni v(t) e correnti #(¢) limitate in seguito alla
connessione del componente complementare. Cioé siano verificate le ;

aPe = {[v(t)T i(t)T]T € X | v™ < w(t) < vP, i < () < iR}
dove v, %P, §15f ¢ {5 s0n0 opportuni vettori costanti tali che v < ySUP ¢ finf < f5up |
Le suddette disuguaglianze tra vettori denotano che la stessa disuguaglianza vale per
ciascuna coppia di elementi corrispondenti.
Siccome solo la porzione della caratteristica delimitata dai suddetti limiti & di interesse, ivi
essa pud presentare un comportamento abbastanza lineare nonostante che la caratteristica
considerata sia, nel suo assieme, nonlineare. In caso favorevole, il modello nonlineare pud
essere rimpiazzato da uno lineare, ciod :

V@ i) € X7 = FVP[u(2),i(t),] =0 = FP[u(t),i(t),~0

Terminologia : Nella letteratura anglosassone (small signals) e anche in quella italiana
il termine " piccoli segnali” & ormai consolidato. In principio, sarebbe pit appropriato il
termine "segnali limitat” in quanto non & sempre necessario che il segnale sia piccolo
per consentire la linearizzazione della caratteristica : per esempio, nei bipoli in cui la
caratteristica & descritta da una funzione lineare 7?7a ampii tratti???. In questo caso, gli
intervalli costituenti i vettori [v™P — v™f] e [i*%? — ;1] possono essere piuttosto ampii.
Al contrario, quando la caratteristica & descritta da una parabola (pid generalmente, da
un polinomio di grado superiore a uno), la linearizzazione & consentita solamente qualora
le variazioni del segnale siano piccole ciod rispettino i limiti di validita della formula di
"TAYLOR, che approssima la caratteristica. In questo caso gli intervalli [v*P — v e
[#%%p — ¢™'] devono essere piuttosto piccoli. u
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F1ec. CARATTERISTICHE DI UN BIPOLO ADIN., T-INV. E NONL.
GCON ANDAMENTO LINEARE A TRATTI E PARABOLICO.
5.3.4 Situazioni con segnali lenti

Assumiamo che il dominio costitutivo originario X di un componente sia ridotto al sottodo-
minio X' perché le tensioni v(t) e correnti #(t) variano lentamente (ciot le loro derivate

‘temporali sono piccole) :

o= {fv@)T i) e X | o(t) ~0,9(t) =0,...,1(t) 0,i(t) ~0,...}

Le derivate temporali ¥(t), 9(z), ...2(t), 2(¢), ... presenti nella caratteristica dinamica,
possono essere trascurate. In un certo senso, la caratteristica dinamica degenera in una
adinamica, in quanto I'azione dell’operatore derivata svanisce.

VIp@T i) e X = fP(t),i@).1] = () i), 4

Commento: L'affermazione che una tensione e/o corrente sia lenta quando le sue derivate
sono trascurabili & piuttosto vaga. Occorrerebbe dare una definizione pid rigorosa, che
a questo- punto del corso risulterebbe inutilmente pesante. Il tutto risulterd piu chiaro
quando si parlerd dei componenti tempo-varianti e dinamici (vedere CCap. 14, 15,...). =

5.3.56 Situazioni di lunga durata

11 fatto che i componenti fisici debbano essere descritti da relazioni tempo-varianti pud
dipendere da :

o Essi vengono appositamente costruiti tempo-varianti, per esempio, sorgenti sinu-
soidali, interruttori, ... : essi devono essere considerati, necessariamente, tempo-
varianti e non possono essere rimpiazzati da modelli tempo-invarianti, eccetto il caso
in cui si intenda fare un’analisi di durata sufficientemente breve.

o Lissi sono non appositamente tempo-varianti a causa dell'invecchiamento, variazioni
delle condizioni ambientali (temperatura, pressione e umiditd) : essi possono in
genere essere considerati tempo-invarianti se la vita prevista del componente non &
troppo lunga, ovvero se I'analisi del componente viene svolta per tempi non troppo
lunghi, ovvero se le condizioni ambientali rimangono costanti.
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5.3.6 Conclusioni sulle relazioni costitutive dei componenti fisici

Da quanto detto nei precedenti paragrafi, possiamo trarre le seguenti conclusioni interes-
santi, benché un po’ vaghe :

o In principio, ogni componente fisico ha un comportamento dinamico tempo-variante
e nonlineare, qualora esso operi con situazioni elettriche pil generali possibili.

o Qualsiasi componente fisico soggetto a tensioni e/o correnti =(t) = [o(t)T i()*]T

_ sufficientemente rapide deve essere descritto da relazioni costitutive dinamiche.

: Infatti, se consideriamo le equazioni di MAXWELL nella forma differenziale, vi sono
presenti derivate temporali di grandezze elettriche/magnetiche (campo elettrico e

— campo magnetico), che non possono essere trascurate.

« Qualsiasi componente fisico, se soggetto a una situazione elettrica z () = [v ORONE
con escursioni sufficientemente ampie, deve necessariamente essere considerato non-
lineare. Questo & dovuto alle proprietd fisiche dei materiali che costituiscono il
componente fisico. La linearita della materia fisica, di cui sono costituiti i compnenti
fisici, non & pitt valida qualora le grandezze fisiche abbiano variazioni sufficientemente

ampie.

- o Qualsiasi componente fisico, esaminato per un intervallo di tempo sufficientemente
lungo, deve essere considerato tempo-variante in seguito all’invecchiamento e/o dete-
rioramento dei componenti fisici e al cambiamento delle condizioni ambientali (tem-
peratura, umidita).

In pratica, linsieme dei vettori z(t) = [v(t)T #(¢)7]" che coinvolgono un componente
fisico all’interno di un circuito di un dato gruppo & solo un sottodominio del dominio
originario del componente. Dall’esame di questo sottoinsieme, in caso favorevole si pud
pervenire alla conclusione che un componente fisico pud essere considerato adinamico e/o
lineare e/o tempo-invariante con buona approssimazione. Le tre precedenti semplificazioni
possono essere valide (simultaneamente) per lo stesso componente. Comunque, in caso di
dubbio (invero molto frequente) sulla validita delle semplificazioni adottate, & doveroso
verificare a posteriori che il componente operi all'interno del sottodominio ipotizzato, che
ha consentito le semplificazioni.

5.4 ANALISI DI CIRCUITI

Questa sezione considera in termini molto generali e astratti il problema dell'analisi dei
circuiti. Queste analisi sono basate sulla costruzione di sistemi di equazioni partendo dalle
Leggi di KIRCHHOFF e dalle relazioni costitutive dei componenti.

5.4.1 Classificazione dei circuiti

e Definizioni : Le tre diverse classificazioni dei componenti e le otto corrispondenti classi
si estendono ai circuiti in modo immediato :

1. Un circuito & detto adinamico se tutti i suoi componenti sono adinamici;
altrimenti, esso & detto dinamico.
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9. Un cireuito & detto tempo-invariante se tutti i suoi componenti sono tempo-invarianti;
altrimenti, esso & detto tempo-variante.

3. Un circuito & detto lineare se tutti i suoi componenti sono lineari;
altrimenti, esso & detto nonlineare. ™

Terminologia : In accordo alla teoria dei sistemi, molto spesso si usa il termine autonomo
per indicare un circuito dinamico, tempo-invariante, sia lineare sia nonlineare. =

Commento : Un circuito con componenti dinamici, tempo-varianti e lineari e componenti
adinamici, tempo-invarianti e nonlineari & dinamico, tempo-variante e nonlineare, benché
esso non contenga alcun componente che sia, nello stesso tempo, dinamico, tempo-variante
e nonlineare. =
Commento : Un circuito con due soli componenti nonlineari pud essere ancora consid-
erato lineare qualora le nonlinearit dei due componenti si compensino tra loro. Esempio
due diodi ideali contrapposti in serie ovvero in parallelo. Le stesse considerazioni possono
valere per circuiti apparentemente dinamici. Comunque, casi di questo tipo sono molto
particolari e di scarso interesse pratico e nel seguito si assumerd di averli individuati ed
eliminati prima di affrontarne lo studio. =

5.4.2 Rappresentazioni unificate

I componenti presenti in un circuito possono essere visti formalmente come un unico com-
ponente con un numero di porte uguale al numero di rami m del grafo. Assumiamo che il
circuito sia formato da K componenti ciascuno dei quali abbia my porte (k=1,2,..., K).
L'insieme delle rappresentazioni implicite o esplicite dei K componenti possono essere viste
come un unico sistema (sottodeterminato) di m equazioni in 2m incognite :

VD[ () (2), {0 (2), 8] = 0 FYP : REmH o g™

=0 fP @mH SR = fP(), i), 4 = O

: ND . p2m+l 3
mnwmix‘vu —y RmK H. R —+®

dove v(t) = [v@(&)T v@ ()T -+ vFVE)T]T e i(t) = DT iAHT -+ {H )T e con
m=my+mg+--+mg n
Definizione : Questo sistema sottodeterminato viene chiamato rappresentazione unifi-
cata (implicita o esplicita) di tutti i componenti. [

Commento : Rispetto a un generico sistema con lo stesso numero di equazioni e incognite,
la struttura di questo sistema unificato di equazioni "ricorda” la sua origine, in quanto esso
& formato dal semplice collage di sistemni di dimensioni piti piccole, ciascuno caratterizzato
da specifiche incognite non condivise dagli altri. ]

Componente complementare formato da c.c. e c.a.: Un circuito pud essere scom-
posto in due m-porte complementari : il primo ha m porte proprie ed & descritto dalla
suddetta rappresentazione unificata, mentre il secondo risulta formato dacc. efoca. e
descrive la topologia del circuito. La sue relazioni costitutive sono ottenute direttamente
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dalle due leggi di KIRCHHOFF :

FiG. SCOMPOSIZIONE DEL CIRGUITO NEL COMPONENTE UNIFICATO
E NEL COMPONENTE COMPLEMENTARE FORMATO DA C.C. E C.A.

5.4.3 Sistema di equazioni risolutive

Nel paragrafo precedente abbiamo costruito un sistema di equazioni basato sulla scom-
posizione del circuito in due m-porte complementari, uno che tiene conto delle relazioni
costitutive di tutti i componenti e I'altro della topologia del circuito stesso. Quest’ultimo
richiede la conoscenza delle matrici di una base di maglie B e di una base di tagli A .
Qui viene introdotto un diverso metodo per I’analisi di un circuito qualsiasi : esso richiede
solamente il calcolo della matrice incidenza ed & qui chiamato metodo totale, conosciuto
come sparse tableau method nella letteratura anglosassone. La sua formulazione & la pil
naturale tra tutte quelle possibili in quanto consiste in un banale ” collage” delle equazioni
topologiche e di quelle costitutive :

o Costruire il grafo orientato del circuito e scegliere il nodo di riferimento.

e Costruire la matrice incidenza A di dimensioni (n — 1) x m (vedere Cap. 3).

Introdurre il vettore delle incognite [[v™°4(2)]T [o(2)]T [4()]T]T per un totale di 2m+
n—1.

Scrivere la Legge di KIRCHHOFF delle tensioni esprimendo le tensioni di ramo v(¢)
in funzione di quelle di nodo ¥™4(t) per mezzo della matrice A : v(t) = ATy™4(z)
(vedere Cap. 4).

L]

Scrivere la Legge di KIRCHHOFF delle correnti annullando la divergenza delle correnti
di ramo i(t) in n— 1 taglhi nodali per mezzo della matrice A : A i(t) = 0,_; (vedere
Cap. 4).

o Scrivere le relazioni costitutive dei componenti in forma unificata : fV Plu(t), i(t), 1] =
0, dove fVP . RIm+1 4 pm,
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A questo punto possiamo riunire i tre gruppi di equazioni in un unico sistema :

e@ = ATy0d(2) (m equagzioni scalari)

Ai(t) =0, (n — 1 equazioni scalari)

FYPlu(t), i(t),t] = O (m equazioni scalari)

in cui il numero totale di equazioni 2m + n — 1 eguaglia il numero di incognite.

Commento : Questo sistema sard differenziale o nondifferenziale, tempo-variante o
tempo-invariante ‘e nonlineare o lineare a seconda delle classi dei componenti facenti
parte del circuito e le cui rappresentazioni sono incluse nella rappresentazione unificata
F¥P[u(t), i(t), t] = O . La soluzione di questo sistema sard esaminata nel Cap. 11 per i
circuiti adinamici e nel Cap. 19 per i circuiti' dinamici. ]

5.5 ANALISI DI COMPONENTI COMPOSITI

Questa sezione considera in termini molto generali e astratti il problema dell’analisi dei
componenti compositi. Queste analisi sono basate sulla costruzione di sistemi di equazioni
sottodeterminati partendo dalle Leggi di KIRCHHOFF e dalle relazioni costitutive dei com-
ponenti.

5.5.1 Classificazione dei componenti compositi

Le tre diverse classificazioni dei componenti e le otto corrispondenti classi valgono anche
per i componenti-compositi. Dal momento che un componente composito & costituito dalla
aggregazione di componenti pitt semplici, occorre tener presente la seguente osservazione.
Un componente composto da componenti dinamici, tempo-varianti e nonlineari, non &
necessariamente dinamico, tempo-variante e nonlineare. Per esempio, un componente
fisico che realizzi una sorgente impressiva di tensione tempo-variante (generatore di forme
d’onda) & in genere composto al suo interno da componenti dinamici, tempo-varianti e
nonlineari. Infatti noi consideriamo solamente le grandezze alle porte accessibili del com-
ponente composito. Per esempio, un bipolo composito la cui porta d’accesso coincide con
la porta pilotata di una sorgente pilotata, & adinamico, tempo-variante e lineare, anche se
contiene al suo interno componenti dinamici e nonlineari. ®

Confronto di componenti : L'eguaglianza ovvero l’equivalenza tra due componenti
presuppongono che essi siano dotati dello stesso numero di terminali e di porte. Se due
componenti compositi hanno la stessa struttura topologica interna e i componenti ag-
gregati hanno le stesse caratteristiche essi sono (ovviamente) uguali ovvero essi hanno lo
stesso modello : u
Definizione : Due componenti, di cui almeno uno composito, con diversa struttura in-
terna e/o diverse caratteristiche dei componenti aggregati, possono presentare le stesse
relazioni costitutive. In questo caso essi sono detti equivalenti. L
I concetti di analisi e sintesi sono molto usati :

Definizione : L’analisi di un componente composito significa calcolare le sue relazioni
costitutive a partire da quelle dei componenti da cui & costituito. L]
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Definizione : La sintesi di un componente (equivalentemente progetto, realizzazione),
di cui siano assegnate le relazioni costitutive, significa trovare un componente composito
formato da componenti pill semplici (ovvero fisicamente esistenti) che sia equivalente a
quello dato, cioé con le relazioni costitutive uguali a quelle assegnate. =

5.5.2 Analisi del componente composito

T calcolo delle relazioni costitutive di un componente composito, una volta note quelle
dei componenti aggregati, & un problema affrontato molto frequentemente : per esempio
per semplificare una parte dei circuiti piuttosto complessi prima di cominciare I’analisi del
circuito completo.

L’analisi di un qualsiasi k-porta composito corrisponde all’analisi di un circuito incompleto,
nel senso che il k-porta pud essere visto come un circuito in cui sono presenti & bipoli,
uno per ciascuna porta, la cui tensioni e correnti non sono soggette ad alcun vincolo. In
altre parole, questi k bipoli possono essere considerati come k noratori, i quali hanno un
dominio costitutivo che comprende quello di qualsiasi altro bipolo (vedere Sez. 6.1).
WWWWW?7?? I noratori saranno introdotti nella Sez. 6.1. 17T7TWWWWW

L’insieme dei k noratori costituisce il k-porta Cf complementare di Cf . La presenza di
questi k noratori (in esubero rispetto ai nullatori) rende patologico il circuito, in quanto
esso & descritto da un sistema sottodeterminato di equazioni.

1'analisi del dominio costitutivo di C§ viene ricondotta alla ricerca delle soluzioni, in genere

in numero infinito, del circuito patologico {{C§ , C§}} .

Distinzione grafica tra circuito e componente composito :

In un circuito sono presenti solamente le porte dei componenti di cui esso & costituito,
mentre in un componente composito sono presenti anche le porte del componente com-
posito stesso assieme a quelle dei componenti aggregati. Per evidenziare queste porte
conviene rappresentare i nodi accessibili tra cui sono definite le porte con circoletti con
interno bianco per distinguerli dai circoletti neri che rappresentano in nodi interni (non
accessibili) al componente composito. Inoltre accanto a queste porte vengono indicate le
tensioni e correnti delle porte stesse.

Fi1G. CONFRONTO DEL DISEGNO DI UN COMPONENTE COMPOSITO E DI UN CIRCUITO

5.5.3 Costruzione del sistema sottodeterminato

" Ora costruiamo un sistema sottodeterminato di equazioni che definisce il dominio costifu-
tivo del k-porta :

o Costruire il grafo orientato, introducendo un ramo per ogni porta dei componenti
aggregati (sottoinsieme R* di m — k rami) e un ramo per ogni porta del k-porta
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composito (sottoinsieme R® di k rami) per un totale di m rami. Scegliamo il nodo
di riferimento del grafo. ’

o Costruire la matrice incidenza A = [A® AY] di dimensioni (n — 1) X m in cui la
sottomatrice A® di dimensioni (n —~ 1) x (m — k) contiene le colonne dei rami € R*
e la sottomatrice AP di dimensioni (n — 1) x k contiene le colonne dei rami € R® .

o Introdurre il vettore delle incognite ?_,331 [w2@®)]T [P @)T [2@)]T [T ﬁ
per un totale di 2m +n — 1. Anche in questo caso gli apici "a" e "b” distinguono
le tensioni e correnti dei rami € R* e € RP .

e Scrivere la legge di KIRCHHOFF delle tensioni : [[v*(2)]T [v*(t)]" |* in funzione di
quelle di nodo v™°4(t) per mezzo della matrice incidenza :

v(t) = (A% 04(0) . o) = [A%F o4(1)
o Scrivere la Legge di KIRCHHOFF delle correnti, annullando la divergenza delle cor-

T
renti T&Q:q [T w in n — 1 tagli nodali tramite la matrice incidenza :

A®2(t) + AP (1) = 0,

Serivere le relazioni costitutive dei componenti aggregati all'interno del componente
composito riunendole in una rappresentazione unificata :

FNP[0R(E), i%(£),8] = Oy dove FNP:REAM—FIHL gk

A questo punto possiamo riunire i tre gruppi di equazioni in un unico sistema :
[[v@]T [v*@)T]T = [A® A2]Tv™d(t)  (m equazioni scalari)

A% i3(t) + AP iP(t) = Opy {n — 1 equazioni scalari)

FNP[3 (), i3(t), 1] = Om—sk (m — k equazioni scalari)
1l numero totale di equazioni 2m — k -+ n — 1 & inferiore al numero di incognite. Quindi il
sistema & sottodeterminato con k incognite in eccesso.

Proprieta : La proiezione nel sottospazio delle 2k variabili alle porte di Cf dell’insieme
delle soluzioni del suddetto sistema sottodeterminato definisce le k relazioni costituive
ovvero il dominio costitutivo di Cf . =

Commento : Questa proiezione corrisponde alla elimininazione dal sistema delle grandezze
interne al componente composito contenute nei vettori incogniti v™04(1), v3(t) e i3(t) e alla
eliminazione di un corrispondente numero di equazioni scalari. Si oftiene un sistema di k&
equazioni nei vettori incogniti v®(¢) e iP(t), per un total di 2k incognite scalari. Queste
equazioni sono proprio le relazioni costitutive del k-porta composito. n
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5.6 TEOREMA DI SOSTITUZIONE

Questa sezione tratta del Teorema di Sostituzione, conosciuto anche come Principio di
Sostituzione. Esso & molto importante dal punto di vista concettuale, piuttosto che da
quello applicativo. Per la sua introduzione & necessario anticipare in questa sezione la
presentazione di due bipoli specifici detti sorgenti impressive, che verranno introdotte
in modo formale nella Sez. 7.2 (sorgenti impressive tempo-invarianti) e nella Sez. 14.1
(sorgenti impressive tempo-varianti).

5.6.1 Sorgenti impressive

Le sorgenti impressive sono bipoli adinamici, lineari, sia tempo-invarianti sia tempo-
varianti. Un bipolo & detto impressivo se la sua relazione costitutiva coinvolge solo la
tensione o solo la corrente e I'altra grandezza & non vincolata. Conseguentemente, la
grandezza coinvolta coincide con una funzione del tempo assegnata (eventualmente co-
incidente con una costante), che prende il nome, rispettivamente, di tensione o corrente
impressa, come risulta dal quadro :

bipolo relazione grandezza simbolo
P costitutiva impressa circuitale
5t v(t)
sorgente v(t) = 8{t) () B Xe——
di tensione . . tensione %@Io
(sVi) i(t) nonvincolata impressa i
o(z)

) R v(t)
sorgente i(t) = 3(t) i(t) - ——
S i) =1 ()

di corrente . corrente
(sH) v(t) nonvincolata impressa : A v;.?v
i

Se la grandezza impressa 9(t) ovvero #(t) & costante rispetto al tempo, siamo in presenza
di una sorgente tempo-invariante (costante), altrimenti di una sorgente impressiva tempo-
variante. "

5.6.2 Circuito originario

Consideriamo un circuito qualsiasi, in seguito chiamato circuito originario, costituito in
genere da componenti dinamici, tempo-varianti e nonlineari :

¢ I circuito originario sia scomposto in due k-porte complementari {{CZ,C}} . Per le
k tensioni e k correnti comuni alle porte di C2 e CP vengono adottate, rispettivamente,
la convenzione normale e quella nonnormale.

o Le tensioni e correnti z(t} alle porte vengono suddivise in due sottovettori z(t) =
[=*(£)T =>(2)T}T, ciascuno di dimensione k, in modo che la tensione e la corrente di
ciascuna delle k porte non siano collocate nello stesso sottovettore.

o Le relazioni costitutive e i rispettivi domini costitutivi di C2 e C siano :

G &0 = {a%(t) PO Pla™(2), 2°(2), 1] = 0}
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¢+ &% = (o) SOIRPle(), 2°(0), 1] = 0}

Se z.(2) = [[z2(£)]T [x2(®)]T]T € A*NA® & una soluzione del circuito originario {{C3,CP}},
‘abbiamo

FVP[z2(), 2P (t), 4] = Ok , NP (z2(t), z2(t), 7] = Ok

D:munvowo complementare C?

,(t) . wa(t) v3(t)

i(2) —~i1(t) — i2(t) ia(t) —is(t) i3(2)

Quadripolo complementare C3

FG. CIRGUITO COSTITUITO DA DUE QUADRIPOLI COMPLEMENTARI

5.6.3 Circuito modificato

Partendo dal circuito originario {{C2,CE}} , possiamo creare un nuovo circuito, detto in

seguito circuito modificato, nel modo seguente :

Sostituiamo il componente CP con un nuove componente C§ costituito da k sorgenti im-
pressive : ogni porta di C} viene sostituita da una sorgente impressiva, la cui grandezza
impressa sia coincidente con la corrispondente grandezza nel vettore zP(f) . Quindi le
relazioni costitutive di C§ assumono la forma :

Ci X% = {a®(t) =°(8)|="(t) = &°(t) = zP(t)} con z(t) nonvincolato

Proprieta: Lasoluzione z,(t) = [[z2(£)]T [z2(¢)]7]T del circuito originario & una soluzione
del circuito modificato {{C¢,C:}} . w

Prova : Si pud facilmente verificare che =, (t) = [[z2(¢)]T [zP(¢)]T]T verifica le relazioni
costitutive di C§ per ipotesi e quelle di C{ per il modo con cui esso & stato costruito. m

Commenti : Non si pud escludere che sia il circuito originario sia quello modificato ab-
biano altre soluzioni oltre a quella qui considerata : queste eventuali soluzioni non saranno
pilt comuni, in genere, a entrambi i circuiti. B

Avvertenza : 1l fatto che i due circuiti abbiano una soluzione in comune significa che i
domini costitutivi X° e X" di C{ e C? hanno una situazione elettrica in comune. In genere,
i due dominii costitutivi X° e X® non sono affatto coincidenti e i componenti CS e CP non
sono affatto tra loro equivalenti. Infatti due componenti sono equivalenti se e solo se tutte
le soluzioni di un componente sono anche soluzioni dell’altro e viceversa, cioé se i due
dominii costitutivi sono coincidenti. L]
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B SD \...Uw@ j@us
NS/ (N N\

vy (t) va(2) v3(t)

ip(t) — 1a(t) 1a(t)

i(t) —iy(t) — &x(t)

Quadripolo complementare C3

Fic. CIRCUITO MODIFICATO

5.6.4 Enunciato del teorema

Aggiungiamo due ulteriori ipotesi riguardanti il circuito originario :

Ipotesi : La soluzione z,(t) = [[z2(t)] [z2()]7)T del circuito originario {{C},C}}} sia
unica e il componente C? sia controllabile in xP(t), ciot vi sia un solo vettore (t) per
ciascun valore del vettore z®(t) nelle relazioni costitutive £2[z?(t), z°(t),t] =0 . "

Teorema : Con le suddette ipotesi anche il circuito modificato {{C},C{}} ha un’unica
soluzione e questa soluzione coincide con quella del circuito originario. =

Prova : L'ipotesi sulla controllabilita di C} da parte di z®(f) ci garantisce un’unica
soluzione per il circuito modificato. La coincidenza viene garantita dalla proprieta discussa
nel precedente paragrafo. "

5.7 POTENZA E LAVORO EFFETTIVI

La potenza e il lavoro virtuali erano stati introdotti nel Cap. 2. Dal momento che nel
Cap. 5 sono state introdotte le relazioni costitutive dei componenti, conosciamo i vincoli
ira le tensione e correnti déllo stesso componente. Conseguentemente, siamo in grado di
introdurre la potenza e il lavoro effettivi. Come in tutti i campi della fisica e dell'ingegneria,
questi concetti sono indispensabili per analizzare gli aspetti energetici dei fenomeni che si
sviluppano nei circuiti fisici. In questo ambito sono enunciati il teorema e il corollario sia
della potenza effettiva sia del lavoro effettivo.

5.7.1 Dalla potenza e lavoro virtuali alla potenza e lavoro effettivi

La potenza virtuale assorbita in un componente p**(t) = v(t)” i(t) = i(t)T v(t) & stata
introdotta nei CCap. 2 e 4 senza prendere in considerazione possibili vincoli tra i vettori
delle tensioni »(t) e delle correnti i(t) alle porte del componente stesso.

Definizione : La potenza virtuale p¥"(t) assorbita o erogata da un componente diventa
la potenza effettiva p*(t) assorbita o erogata dal componente medesimo, nel caso in cui i
vettori v(t) e i(t) soddisfino alle relazioni costitutive (vedere SSez. 5.1-3) del componente
stesso :

() = pF(t) = v(&)T i(t) = i®)T v(t) dove [v(t)T i()TT e X n
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Commento : Se [v(t)T i()T]T dipende dal tempo anche la potenza effettiva dipendera
in genere dal tempo t. Quando si vuole sottolineare la dipendenza dal tempo, viene spesso
usato il termine potenza istantanea. n

Definizione : T lavoro elettrico (effettivo) w*(t) in
un componente, per un dato intervallo di tempo, viene
definito dall’integrale della potenza (effettiva) p*(t) so-
pra l'intervallo di tempo considerato :

t
wi(t) = [ p(r)dr
to

Terminologia : L'aggettivo “effettivo”, momentaneamente introdotto per distinguere
sia la potenza sia il lavoro effettivi da quelli virtuali, sard tralasciato nei prossimi capitoli,
eccetto in casi di possibile ambiguita. Analogamente anche i simboli matematici p°(t) e
wef(£) saranno sostituiti dai pitt semplici p{t) e w(t) . w

Unité di misure : La potenza effettiva viene misurata in watt [W], mentre il lavoro
effettivo e energia vengono misurati in joule {J}. =

5.7.2 Teorema e corollario della potenza e del lavoro effettivi

Tutte le proprieta gid viste per la potenza e il lavoro virtuali (vedere Cap. 2} valgono
necessariamente anche per la potenza e il lavoro effettivi, dal momento che da un punto
di vista matematico questi ultimi sono un caso particolare dei primi. Qui di seguito,
enunciamo i teoremi e i corollari della potenza e del lavoro effettivi :

Teorema della potenza e del lavoro effettivi : Sia dato un circuito costituito da K
componenti {{C?,C?,...,C¥}} : la somma sia delle potenze effettive pi(t) sia dei lavori
effettivi wy(t) estesa a tutti i componenti del circuito & identicamente nulla :

X
S wg(t)=0 n

K

MUﬁWQv =0 3
k=1 k=1

Corollario della potenza e del lavoro effettivi : Sia dato il componente composito
c* = {C', % ..., CX"} : sia la potenza effettiva pa(t) sia il lavoro effettivo w,(t) in C*
sono uguali alla somma, rispettivamente, delle potenze effettive pi(t) e dei lavori effettivi
wy(t) nei K* componenti aggregati in C* :

x,
pa(t) = 3 pe(t) ,

NAP

wa(t) = 3 wi(t) "
k=1 k=1 :
Conclusioni: Per il momento non ci soffermiamo ulteriormente sulla potenza e sul lavoro
effettivi, dal momento che le espressioni di queste grandezze .dipendono dalle relazioni
costitutive del componente. Quindi ’approfondimento viene rinviato al momento in cui
discuteremo le relazioni costitutive delle diverse classi di componenti.
La potenza e il lavoro effettivi dei componenti adinamici, tempo-invarianti e lineari saranno
trattati nei Cap. 7 {per i bipoli), nel Cap. 8 (per i generici k-porte) e nel Cap. 9 (per i doppi
bipoli). La potenza effettiva e il lavoro effettivi dei componenti dinamici, tempo-invarianti
e lineari saranno trattati nei CCap. 15 e 16. n

fine del capitolo 5




6 INTERAZIONE tra
TOPOLOGIA
e RELAZIONI COSTITUTIVE

WWWWW??? INSERIRE come emblema una sequenza di tre figure con un grafo di bipoli
generici (1) di cui alcuni diventano c.c e c.a. (2) e che semplificano il grafo stesso (3). IDEM per
grafi di multipoli 777WWWWW

Questo capitolo considera I'interazione che specifiche relazioni costitutive possono avere con la
topologia del circuito. Le relazioni topologiche formulate nel Cap. 4 e le relazioni costitutive. dis-
cusse nel Cap. 5 danno origine a due sottosistemi di equazioni, che congiuntamente costituiscono
un modello matematico completo (in genere) del circuito. In casi particolari la natura topologica
oppure costitutiva di qualcuna delle equazioni del sistema completo pud non risultare evidente :
specifiche relazioni costitutive di bipoli e/o multipoli possono confondersi con equazioni topo-
logiche.

-Sez. 6.1 : Interazione di bipoli con la topologia : Tra i bipoli che interagiscono con la
topologia incontriamo il corto: circuito, il circuito aperto, il nullatore e il noratore. La loro pre-
senza modifica il numero di nodi e/o rami del grafo.

Sez. 6.2 : Interazione di k-poli con la topologia : L’interazione con la topologia pud
modificare il numero di porte di un generico k-polo, che in genere risulta k ~ 1 . In particolare
alcune delle £ — 1 porte possono diventare proprie e/o improprie riducendo il numero totale di
porte del k-polo rispettoa k—1 .

Sez. 6.3 : Doppi bipoli : I concetti di porta propria e impropria ci suggeriscono di esaminare
i doppi bipoli, che, come dice il loro nome, sono i componenti descritti da due bipoli fittizi ovvero
da due porte. Congiuntamente ai bipoli, essi sono i componenti pilt usati e di maggior interesse.
Essi vengono suddivisi in : impropri, tripolari e propri.

Sez. 6.4 : Invarianza al ribaliamento e direzionalité: Vengono esaminati i bipoli bilaterali
la cui relazione costitutiva & invariante rispetto al ribaltamento dei terminali. Vengono esaminati
i doppi bipoli simmetrici le cui relazioni costitutive sono invarianti rispetto al ribaltamento delle
porte. Infine viene definito il concetto di direzionalitd per i doppi bipoli.

Sez. 6.5 : Aggregazioni di componenti: Le aggregazioni piti usate di componenti sono
esaminate da un punto di vista topologico : connessioni serie, parallelo, “a stella” e “a triangolo”
di bipoli; doppio bipolo chiuso su bipolo, connessione trasversale di bipolo e DBT, connessione di
bipolo in serie al terminale comune di DBT, connessioni cascata, parallelo e serie di doppi bipoli.
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6.1 INTERAZIONE DI BIPOLI CON LA TOPOLOGIA

La relazioni topologiche (ciok le Leggi di Kirchhoff formulate nei CCap. 2 e 4) e le relazioni
costitutive (discusse nelle SSez. 5.1-3) danno origine a due sottosistemi di equazioni, che
congiuntamente costituiscono un modello matematico completo, in genere, del circuito.
In casi particolari ma di interesse, la natura topologica oppure costitutiva di qualcuna
delle equazioni del sistema completo pud non risultare evidente : le relazioni costitutive di
alcuni specifici bipoli possono essere confuse con quelle topologiche e, conseguentemente,
alterare il grafo. Tra questi bipoli spiccano il corto circuito, il circuito aperto, il nullatore
e il noratore.

6.1.1 Bipoli interagenti con la topologia

Tra i bipoli, la cui relazione costitutiva pud essere confusa con un’equazione topologica
spiccano due bipoli adinamici, tempo-invarianti e lineari chiamati :

" Corto circuito e circuito aperto : il corto circuito (c.c.) e il circuito aperto (c.a.)

sono caratterizzati da una grandezza identicamente nulla, mentre la restante & nonvinco-
lata. Notare che, nonostante il loro nome, entrambi sono bipoli non circuiti. W

Definizione : Una tensione ovvero corrente di un qualsiasi componente & detta nonvin-
colata qualora essa non risulti coinvolta nelle relazioni costitutive. W

Commento : Quando il componente & inserito in un circuito, la suddetta grandezza
nonvincolata viene, in genere, univocamente determinata dalla parte restante del circuito
stesso. ]

Nullatore e noratore : Vengono introdotti altri due bipoli, meno popolari del c.c. e
del c.a. , dal momento che non costituiscono modelli di bipoli fisici. Comunque essi sono
introdotti per le loro proprieta concettuali : Il nullatore & caratterizzato da due vincoli “sia
la tensione sia la corrente sono nulle” e il noratore & caratterizzato dal fatto di non essere
soggetto ad alcun vincolo “sia la tensione sia la corrente sono nonvincolate”. Entrambi
sono “patologici” dal momento che essi violano I'ipotesi che ogni bipolo sia caratterizzato

da una e una sola equazione (vincolo). ]

La seguente tabella confronta le relazioni costitutive dei suddetti quattro bipoli :

Quadro dei bipoli interagenti con la topologia

bipol: non-patologici bipoli patologici

bipolo corto circuito circuilo aperto nullatore noratore
acronimo . CcC. c.a.
relazione v(t) =0 ity =0 A v(t) =0 v(t) nonvincolata
costitutiva | #(Z) nonvincolata | v(¢) nonvincolata i(t)=0 i(t) nonvincolata
“interazione - fusione rimozione vedere la discussione
topologica di due nodi di un ramo nel paragrafo successivo
v
simbolo CA < -

circuitale | O>ewm—e—o0 0>e &0 o*@lb
i i i




. Am“

[rrr——

T
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Commenti : Un circuito contenente bipoli patologici come il nullatore e il noratore non
& necessariamente patologico. I nullatori e i noratori possono essere accettati all'interno
di un circuito, purché essi siano presenti nello stesso numero. In questo caso il numero
totale di relazioni costitutive del circuito rimane uguale al numero dei rami del circuito,
come in un circuito privo di componenti patologici. Nel Cap. 10 verra introdotto il nullore,
componente nonpatologico composto da un nullatore e un noratore, il quale & il modello
idealizzato di un doppio bipolo fisico molto diffuso : I'amplificatore operazionale, confer-
mando che le opposte patologie del nullatore e del noratore si cancellano. ) ]

6.1.2 Contrazione del grafo di un circuito

Interpretiamo le relazioni costitutive dei suddetti quattro bipoli come una modifica del
grafo originale del circuito. Assumiamo che il bipolo considerato sia rappresentato dal

ramo v, —— W, del grafo.

Fusione di due nodi causata da un
corto circuito : Se il bipolo descritto
dal ramo v, — 1, & un corto circuito,
i nodi v, e 1, possono essere fusi in un
unico nodo. Infatti i loro potenziali e,(2)
e ep(t) sono necessariamente coincidenti e
quindi la nullitd della somma delle ten-
sioni lungo tutte le maglie che contengono
il ramo v, — 1, rimane valida senza al-
cuna variazione delle stesse. Inoltre la di-
vergenza della corrente nel nodo creato
dalla fusione di v, e 1, & nulla dal mo-
mento che coincide con la divergenza nel

Rimozione di un ramo causata da
un circuito aperto : Se il bipolo de-
scritto dal ramo v, — 1, & un circuito
aperto, il ramo v, 1, pud essere ri-
mosso. Infatti le correnti dei rimanenti
rami del grafo non vengono alterate, dal
momento che la divergenza della corrente
in tutti i tagli che separano i nodi v, e
1, rimane inalterata poiche la corrente nel
ramo v, — 1y & nulla. Inoltre le maglie,
di cui il ramo v, v, faceva parte, ri-
mangono anch’esse soppresse e quindi la
legge di Kirchhoff delle tensioni non viene

taglio che racchiudeva v, e 1, . = violata. ]

Esempio A : Consideriamo il grafo di bipoli riportato nella figura di sinistra : esso &
costituito da 5 nodi e 7 rami. Assumendo che il bipolo v, — vy sia un c.c. e il bipolo
" v, sia un c.a. (vedere figura al centro), possiamo fondere i nodi 1, e ¥4 in un unico
nodo, che indichiamo con ty4 (vedere figura di destra), abolendo conseguentemente il ramo

1, —— V4 € rimuovere il ramo 1, v, . 11 grafo, originariamente costituito da 5 nodi e
7 rami, si contrae in un grafo costituito da 4 nodi e 5 rami.
Ve Ve . Ve
Vg Ya
Ve Ve Ve Wod
147 153}

Va Va Vs | ]
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Commento : Sia la fusione di due nodi sia la rimozione di un ramo possono essere
interpretate nell'ambito della scomposizione dello spazio fisico i regioni (vedere Sez. 1.4) :

11 fatto che il bipolo corrispondente a una 11 fatto che il bipolo corrispondente a una
data regione nonequipotenziale (n.p., noc- data regione nonequipotenziale (n.p., noc-
ciolo) sia un corto circuito, significa che ciolo) sia un circuito aperto, significa che
la suddetta regione apparentemente n.p. la suddetta regione n.p. non & connessa ad
era a tutti gli effetti equipotenziale (e.p.). alcuna regione equipotenziale (e.p.). Essa
Essa, unitamente alle due regioni e.p. adi- non scambia alcuna attivitd elettrica con
acenti, costituisce, a tutti gli effetti, un'u- le due regioni e.p. adiacenti e pud essere
nica regione e.p. . = rimossa. L]

6.1.3 Contrazioni del grafo dovute a nullatori e noratori

Anche il nullatore e il noratore danno origine a contrazioni del grafo : ma essi a causa della
patologia, danno origine a due contrazioni di tipo diverse, la prima valida esclusivamente
per le tensioni e la seconda per le correnti. .

Nullatore : 1l nullatore da origine a due Noratore : 1l noratore da origine a due
diverse contrazioni del grafo del circuito. diverse contrazioni del grafo del circuito.
La prima contrazione vale solamente per le La prima contrazione vale solamente per
tensioni e consiste nella fusione dei nodi le tensioni e consiste nella rimozione del
tra cui & connesso il nullatore (il nulla- ramo occupato dal noratore (il noratore
tore equivale a un c.c.). La seconda con- equivale a un c.a.). La seconda con-
trazione vale solamente per le correnti e trazione vale solamente per le correnti e
consiste nella rimozione del ramo occu- consiste nella fusione dei nodi tra cui &
pato dal nullatore (il nullatore equivale a connesso il noratore (il noratore equivale
un c.a.). ] aunc.c.). =

Esempio A : La figura di sinistra riporta il grafo di un circuito costituito da nove bipoli
tra cui due nullatori. La figura al centro riporta il grafo contratto valido per le tensioni
(i due nullatori sono sostituiti da due c.c.), mentre la figura di destra riporta il grafo
contratto valido per le correnti (i due nullatori sono sostituiti da due c.a.) :

Ve Ve Ve

y

Va Va Va [



Premoli, Fondamenti di CIRCUITI ELETTR,ICI: Cap. 6, mar2000 129

Esempio B : La figura di sinistra riporta il grafo di un circuito costituito da nove bipoli
tra cui due noratori. La figura al centro riporta il grafo contratto valido per le tensioni (i
due noratori sono sostituiti da due c.a.), mentre la figura di destra riporta il grafo contratto
valido per le correnti (i due noratori sono sostituiti da due c.c.) :

Ve

Ve

).

Vg . Vi

Va Vs Va

6.1.4 Circuiti aperti e corto circuiti latenti in un circuito

.11 grafo di un circuito puo essere espanso senza alterare il circuito, eseguendo le operazioni
inverse a quelle descritte nel precedente paragrafo :

Aggiunta di un ramo tra due nodi: Divisione di un nodo in due nodi:

tra una coppia qualsiasi di nodi puo essere un nodo qualsiasi pud essere suddiviso in
connesso un nuovo bipolo senza alterare il due nodi senza alterare il circuito stesso,
circuito, purché il suddetto bipolo sia un purché tra i suddetti nodi sia connesso un
circuito aperto. ] corto circuito. -4

Esempio A : Consideriamo il grafo di bipoli riportato nella figura di sinistra : esso &
costituito da 5 nodi e 7 rami. Assumiamo che il nodo v, sia costituito da una coppia di
nodi connessi da un c.c. e che tra i nodi v, e v, vi sia un ulteriore ramo costituito da un
c.a. , come indicato nella figura al centro. Se sostituiamo il c.c. e il c.a. con due generici
bipoli, come indicato nella figura di destra, ottenendo un grafo con 6 nodi e 9 rami in
totale. Il grafo originario, costituito da 5 nodi e 7 rami, mediante aggiunta di un c.a. e
un c.c., viene trasformato in un grafo di 6 nodi e 9 rami.
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Ve Ve
Ve
L£} va Va
Vea Ve2
Ve
" Vel Ver "
LS
Va
Vy Va ™

Definizione : 1l fatto che in un circuito
possiamo aggiungere tra qualsiasi coppia
di nodi un c.a., viene ricordato dicendo
che in un circuito vi sono molti circuiti
aperti latenti. ]

Casi particolari : La possi-

Definizione : 1l fatto che in un circuito
possiamo suddividere qualsiasi nodo in
una coppia di nodi connessi da un c.c.,
viene ricordato dicendo che in un circuito
vi sono molti corto circuiti latents. =

bilitd di suddividere un nodo in oo = o— ] 5

una coppia di nodi connessi da
un c.c. senza alcuna alterazione
del circuito, implica, come caso

particolare, che in serie a qualsi- o Fo =

asi bipolo, sia effettivo sia fittizio,
possiamo inserire un c.c. (la-
tente). Analogamente, possiamo

aggiungere in parallelo a un qual- o T} o =

siasi bipolo un c.a. . La figura a
fianco riporta alcuni esempi.

e-mail per aulore : Ti scriviamo a nome di tutti i resistori che vivono
e operano all’interno del tuo personal e che stanno collaborando con
silenziosa professionalitd alla stesura di questo testo. Ci permettiamo
di interrompere il nostro tradizionale silenzio per un problema che ci
sta molto a cuore. Tu hai gid iniziato a scrivere il sesto capitolo e
non hai ancora parlato della nostra categoria. Fin dai tempi di OHM,
noi abbiamo guadagnato il diritto di essere al centro di qualsiasi
trattato che riguardi 1’Ingegneria Elettrica ed Elettronica e, nonostante
cid, neppure in questo capitolo ci prendi in considerazione. E pensare
che molti testi, e proprio quelli scritti senza la nostra partecipazione,

parlano di noi fin dal primo capitolo.

E non venirci a dire che noi,
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all’inizio del nuovo millennio, siamo sorpassati; sai in quanti siamo
all’interno del tuo persomal 7 Tu non riesci a comtarci perché viviamo
pnascosti all’interno di pochi chip come in un formicaio. Che ne diresti
se, per protesta, decidessimo di trasformarci in corto circuiti per farti
capire 1’importanza del nostro ruolo ? I tuoi file prenderebbero fuoco
come quelli, registrati su carta, in voga nel secolo passato. Sperando

che tu comprenda le ragioni del nostro sfogo, ti inviamo 1 nostri pii
cordiali saluti.

6.2 INTERAZIONE DI MULTIPOLI CON LA TOPOLOGIA

Anche le relazioni costitutive di specifici multipoli possono interagire con quelle topologiche
e, conseguentemente, alterare il grafo del circuito. In questo caso questa “particolarita”
da origine al concetto di porta propria e di porte impropria e alla diminuzione del numero
di terminali e/o porte.

WWWWW??? Nelle figure che descrivono la contrazione e espansione di multipoli con i
rispettivi bipoli fittizi occorre aggiungere le linee chiuse “dashed” che ricordano il compo-
nente originaric 777WWWWW

6.2.1 Contrazioni del grafo di un multipolo

Anche le relazioni costitutive di particolari multipoli possono interagire con la topologia
ovvero coi bipoli fittizi (porte) che lo rappresentano. Come conseguenza il grafo del mul-
tipolo, ciot il numero di terminali e/o delle porte pud venire ridotto.

- Fusione di due terminali : Assumi-

amo che la tensione v,(t) e la corrente
i,(t) della p-esima porta di un k-porta,
dotato di k + 1 terminali, soddisfino alla
u,(t) = 0 e che i,(t) sia nonvincolata.
In questo caso la porta si comporta come
un c.c. (vedere Par. 6.1.1) e possiamo
contrarre il grafo fondendo i due termi-
nali della porta in un unico terminale e
rimuovendo la porta stessa. I k-porta
originario & equivalente a un (k — 1)-porta
dotato di k terminali. ]

Rimozione di una porta: Assumiamo
che la tensione v,(t) e la corrente £,(t)
della p-esima porta di un k-porta, dotato
di k+1 terminali, soddisfino alla i,(t) = 0
e che v,(t) sia nonvincolata. In questo
caso la porta si comporta come un c.a.
(vedere Par. 6.1.1) e possiamo contrarre
il grafo rimuovendo la porta e separando
i bipoli fittizi rimanenti in due sottoalberi
disconnessi. Il k-porta originario & equiv-
alente a un (k — 1)-porta dotato di k+ 1
terminali. "

Esempio A : Consideriamo il grafo di un 6-polo riportato nella figura di sinistra : esso
contiene cinque bipoli fittizi. Assumiamo che il bipolo fittizio 4, — vq sia un c.c. come
indicato nella figura al centro : a questo punto possiamo fondere i terminali (e vg) in
un unico terminale, che indichiamo con m,g abolendo il bipolo fittizio v, — vq . 1l grafo
originario si contrae in un 5-polo con 4 bipoli fittizi (figura di destra).
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L€} vt . £
V4 Yd
Ve Ve Ve
Vbd
Ve Ve . Ve
Up Y
Vy Va Va -

Esempio B : Consideriamo il grafo di un 6-polo riportato nella figura di sinistra : esso
contiene cinque bipoli fittizi. Assumiamo che il bipolo fittizio v, — vg4 sia un c.a., come
indicato nella figura al centro : A questo puntc possiamo sopprimere il bipolo fittizio
v, — va . 1l grafo originario si contrae in un 6-polo con 4 bipoli fittizi (figura di destra).
In realt il 6-polo consiste in due tripoli tra loro disgiunti.

Vg vt vy
V4 Vd V4
Ve Ve Ve
Ve Ve Ve
s v s
VY, Va Va L]

6.2.2 Porta propria

La rimozione di una o pi porte in un k-polo per la presenza di un circuito aperto conduce
a una delle seguenti situazioni :

Se la rimozione di una porta descritta da un c.a. separa un terminale dai restanti k — 1
terminali del k-polo, la corrente fluente nel suddetto terminale & nulla mentre la sua ten-
sione rispetto a tutti i rimanenti nodi & nonvincolata dalle relazioni costitutive del k-polo.
In questo caso il k-polo risulta equivalente a un (k — 1)-polo, dal momento che il terminale
rimasto isolato & superfluo.
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Esempio A : La prima figura a de-

stra riporta il grafo di un 6-polo con 5 v v

bipoli fittizi. Assumendo che il bipolo Ve Ve

fittizio v, — 1, sia un c.a. , possiamo

rimuoverlo : uno dei sei terminali (nodo

v.) rimane separato e superfluo. Ci tro- %
viamo di fronte a un 5-polo con 4 bipoli Yo O Vo
fittizi (seconda figura a destra). 8

Va Va W

Definizione : Se la rimozione di una porta descritta da un c.a. isola un solo ramo con
due terminali dai restanti k — 2 terminali, la corrispondente porta sara detta propria in
quanto i terminali a cui & collegata hanno correnti uguali e opposte. ]

FEsempio B : La prima figura sulla de- Vg vp
stra riporta il sottografo di un 6-polo con -
5 bipoli fittizi : assumiamo che il bipolo
Ve V4 sia un c.a. . La sua rimozione Vg A
separa il sottografo in due sottografi, il Ve Ve
primo con due terminali e un bipolo fit-
tizio (1y—wy) e il secondo con 4 terminali )
e tre bipoli fittizi. Quindilarimozionedel 4, Ve
c.a. non varia il numero di terminali ma Y %
riduce di un’unita il numero di porte del
6-polo. 1l bipolo fittizio vy — vy, separato Vs Vs
: ]

dagli altri, costituisce una porta propria.

Se pill c.a. sono presenti tra i bipoli fittizi, altrettanti rami possono essere rimossi.
Conseguentemente, pill porte proprie possono essere presenti in un k-polo, riducendo ul-
teriormente il numero di porte rispetto a quelle che competerebbero a un k-polo costituito
da k — 1 generici bipoli fittizi.

‘ 123 Ve Ut Oll.* TIO Vg
Esempio C : La figura a fianco ri-
porta un generico 7-polo con 6 bipoli
fittizi. Se assumiamo che i bipoli fittizi ve Vg Ve o.\ﬂu,.\.o vy
Vg Vg € Vg — 14, Siano c.a. , possiamo
rimuoverli : otteniamo ancora un 7-polo
ma con quattro bipoli fittizi tra cui due
porte proprie corrispondenti ai bipoli fit- Ve Ve
tizgd vy —— g e 1 vy (seconda figura Yo o
sulla destra).

Va Va

Commento : L'unica porta di un qualsiasi bipolo pud essere considerata sia come una
porta normale sia come una porta propria. B
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Commento : Quando una o piu delle k¥ porte di un multipolo & descritta da un c.a., le
porte rimangono separate in due sottoalberi tra loro sconnessi. In questo caso il multipolo
rimane parzialmente “flottante” dal momento che una parte delle tensioni tra i terminali
non puo essere definita. [

TWWWWW???7 FARE FIGURA CON COMPONENTE FLOTTANTE 777TWWWWW

6.2.3 Espansione del grafo di un multipolo

Consideriamo un k-polo qualsiasi : il numero delle porte sar3 in genere k& — 1. Il suddetto
k-polo pud essere equivalente a un (k + 1)-polo. Esaminiamo i casi pit interessanti :

Aggiunta di un c.c. : Aggiunta di un c.a.:

connessione a un terminale dell’k-polo un connessione a un terminale dell’k-polo un
c.c. e ottengo un (k + 1)-polo, in cui una c.a. e ottengo un (k + 1)-polo, in cui una
porta & un c.c. . porta & un c.a. .

Esempio A : Consideriamo il grafo di un 5-polo riportato nella figura di sinistra e con-

‘tenente quattro generici bipoli fittizi generici. Assumiamo che il nodo vy sia spaccato in

due nodi vy e v connessi dal bipolo fittizio vy — v, che si assume che sia un c.c. come
indicato nella figura al centro : Il grafo originario & espanso in un 6-polo con porte tra cui
una & un c.c. (figura di destra).

Ve Ve Ve
143 143
1% 2 W
Var
ve ve A
Vg Vd
Va Va Va M

Esempio B : Consideriamo il 5-polo nella figura di sinistra, costituito da quattro bipoli
fittizi generici. Aggiungiamo il terminale v, connesso dal bipolo fittizio 14, — v, che si
assume sia un c.a., come indicato nella figura al centro : Il grafo originario risulta espanso
in un 6-polo con cinque porte tra cui un c.a. (figura di destra).

L4 Vg 43
Vgq Uy Vda
Ve Ve Ve
Ve O g Ve
W Y 4]
Va Yy Va
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Commento : L'aggiunta di un c.a. ad un k-polo corrisponde all’introduzione della rap-
presentazione ‘'flottante” dell’k-polo stesso, in cui compaiono una corrente e una tensione
in pitlt.

Commento : Le suddette modifiche possono essere ripetute. Per esempio, un qualsiasi
bipolo pud diventare un k-polo, tra le cui k — 1 porte sono presenti k — 2 c.a efo cc. .

6.2.4 Porta impropria

L'eventuale presenza di una porta propria in un multipolo dipende esclusivamente dal
componente stesso, cioé dalle specificita delle sue relazioni costitutive e, in definitiva, dalla
struttura interna del componente. Qui viene introdotta la porta impropria, che dipende
dal circuito in cui il componente & inserito, ciod dalla topologia del componente comple-
mentare.

Esempio A : 1l circuito in figura & costituito dal 7-polo C2 e dal 7-polo complementare
C® . Le relazioni costitutive del C2 sono tali che i bipoli fittizi v, — v3 e ¥y — v s0NO
due c.a. . Quindi i due bipoli fittizi 11 — 15 e V3 —— 1y di C? costituiscono due porte
proprie. Noi assumiamo che tutti e sei 1 bipoli fittizi del CP siano generici ciog che nessuno
sia un ¢.c. ovvero un c.a. . Ci chiediamo cosa succede del 7-polo complementare €27 Idue
bipoli fittizi v, — v3 € vy —— v5 del €, dirimpettai dei due c.a. del C§ fanno parte di
due tagli di cui essi sono gli unici rami. Conseguentemente le due correnti (indipendenti)
fuenti in questi bipoli sono nulle e le correnti fluenti nei primi quattro terminali coinci-
dono due a due : 2(£) = —i3(¢) e (t) = —i5(¢) . In altre parole le porte tra le coppie di
terminali (v41,) e (v3,v4) del Cf si comportano come se fossero due porte proprie.

7-polo complementare {Cg]

1
1
I
porta impropria !
!
1

1

1

— . -

” porta impropria
i

1

1
1
porta propria ”
1
i
f

7-polo complementare [Cg]

Definizione : In questo caso si dice che i due terminali connessi ai nodi v, e w, costitu-
iscono una porta impropria. ]
Commento : Quando in un componente operante in un dato circuito sono definite una
o pilt porte improprie, conviene scegliere il grafo del componente stesso in modo che ogni
porta impropria coincida con un ramo. In questo caso la corrente di uno o pit delle rima-
nenti porte (bipoli fittizi) sono necessariamente nulle, perché costituiscono tagli formati
da un solo ramo (il grafo del circuito & semplicemente connesso) : si dice che la suddetta
porta (bipolo fittizio) costituisce una porta latente. Come per le porte proprie, la presenza
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di porte improprie consente di ridurre il numero complessivo di porte del componente
rispetto al numero originario, in quanto le porte latenti possono essere rimosse. =

Esempio B : La figura riporta un circuito costi-
tuito da un 8-polo (descritto dal rettangolo trat-
teggiato) e 4 bipoli, tra loro complementari. I
quattro bipoli impongono che quattro dei sette
bipoli fittizi dell’8-polo operino come porte im-
proprie e che ciascuno dei restanti tre costituisca
un taglio per proprio conto. La figura riporta so-
lamente i quattro bipoli fittizi (all’interno del ret-
tangolo tratteggiato) operanti come porte impro-
prie, mentre i rimanenti tre bipoli fittizi (porte
latenti) non sono riportati.

| mhaat R
{ 1
i

T
1
1
- c——-d

-

Terminologia : Volendo essere rigorosi, ma un pd pedanti, non & corretto affermare che :

questa coppia di terminali di questo multipolo
costituisce una porta impropria.

mentre & pitt appropriato dire che :

questa coppia di terminali di questo multipolo,
operante in questo circuito, opera come una porta impropria.

La seconda frase viene rimpiazzata dalla prima, qualora non nascano ambiguita. - »

6.2.5 Altri multipoli con porte proprie e/o improprie

Le porte proprie e/o improprie possono trovarsi anche in multipoli con 5 o pit terminali.
Qui ci limitiamo a presentare alcuni esempi senza una discussione dettagliata :

o k bipoli senza terminali in comune possono essere considerati come un unico (2k)-
polo con k porte tutte proprie.

e Un componente con 2k terminali e k porte proprie pud essere visto come un (2k)-polo
in cui k — 1 tra i 2k — 1 bipoli fittizi sono c.a. .

o Un componente con & terminali pud essere visto come un (2 k — 1)-polo, in cui £ —1
trai 2 k — 2 bipoli fittizi sono c.c. .

Esempio C: La figura riporta un circuito costituito da due 7-poli complementari C¢ e
€t . Siccome i bipoli fittizi v, — v3 € vy — v5 di C¢ e il bipolo vs — v di C? sono
dei c.a., alcuni bipoli fittizi sono delle porte proprie e precisamente i bipoli v} — 15 €
vy — vy di C2 e il bipolo vg — vy di C? . Conseguentemente i bipoli fittizi del 7-polo che
fronteggiano le porte proprie, precisamente i bipoli vy — ta e vy — 1y di CP e il bipolo
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vg — v di C§ operano come porte proprie.
| pinieiainteiutetedebabuintuintuinbeininteindebth mmmme e ———— itttk |

7-polo complementare [CY] con due porte proprie e una propria
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6.3 DOPPI BIPOLI

I concetti di porta propria e impropria introdotti nelle precedente sezione ci suggeriscono
di esaminare i doppi bipoli, che, come dice il loro nome, sonc i componenti descritti da due
bipoli fittizi ovvero due porte, senza contare le eventuali porte latenti. Congiuntamente ai
bipoli, essi sono i componenti piti usati e di maggior interesse. Essi vengono suddivisi in :
impropri, tripolari e propri.

6.3.1 Quadripoli operanti come doppi bipoli impropri (DBI)

Consideriamo un generico quadripolo i cui quattro terminali formino due porte improprie,
ciot il cui quadripolo complementare & caratterizzato da due porte proprie, per esempio,
¢ formato da due bipoli separati. :

2 12
FP(01(2), va(t), vs(2), 02 (£), 42 (2), 43 (£),£) = 0

7 P (0 (t), va(t), v3(2), 11 (£), 32(2), 3a(2),£) = 0 Up

n.u. - s.u .\.%\.UAQHA&V.QmvaLdmva.}AwY‘FAﬂv“s.wmﬁv~mv =0 s.w +sw

R e

U3

Per descrivere il quadripolo, introduciamo tre bipoli fittizi connessi a catena e numerati
nell'ordine 1, 3, 2. Il primo e il secondo bipolo fittizio sono scelti coincidenti con le due
porte improprie :
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‘conseguentemente, la cor-
rente i3(t) fluente nel terzo
bipolo fittizio & necessaria-
‘mente nulla in quanto esso
& l'unico ramo di un taglio
di un grafo (semplicemente
connesso), come risulta
nella figura seguente :

iz
bipolo fittizio
superfluo

e,
)

<[

Us
La corrente 13(t) & posta uguale a zero nelle tre relazioni costitutive. Inoltre, manipolando
le tre relazioni, possiamo ottenere tre altre relazioni, equivalenti alle precedenti, in cui la
presenza di v3(t) & limitata ad una sola delle tre relazioni : :

\H\,\ﬁﬁs Qv.em?v, ew@v.s.w?vgﬂ.w@v. O. wv =0 ,QA,\EASQV«enﬂwv,wu?v.mu@v.uv =0
VP (u(2), SSESL.HS;.NS. 0,8)=0 == gVP(u,(t),va(t), vs(t), 1 (t), %2(2),2) = O

AP (0a(t), w2(8), vs(2), 02 (2),2(2), 0,8) = 0 g2 (w1 (), va(2), &2 (2), 52(2),8) = 0

Se v3(t) non & di nostro interesse, questa relazione pud essere soppressa : ci troviamo di .

fronte ad una descrizione del quadripolo formata da due relazioni costitutive coinvolgenti
le due tensioni e le due correnti alle due porte improprie :

a2 (ui(t), va(2), 0 (2), 2(2),8) = 0
QM,\SA.SQV.GNQV«mwﬁﬁv.meY wv =0

s.w"O

| S
| SO—

B T el T TR PO

|

Y PY P rRrepR Sy p

U +—|manca nelle relazioni costitutive. |

Questo risultato ci consente di dire che il quadripolo opera come un doppio bipolo im-
proprio (DBI), dal momento che il suo comportamento elettrico & simile a quello di un
componente con due porte.

Commento : Siccome la porta intermedia (porta 3 del quadripolo) rimane esclusa, le
tensioni alle due porte improprie non possono formare un albero. Conseguentemente le
tensioni tra ogni coppia di terminali non appartenenti alla stessa porta impropria non
possono essere calcolate a partire dalle tensioni alle due porte improprie, in quanto 'unica
relazione costitutiva coinvolgente v3(t) (comunque fisicamente esistente) non viene consid-
erata nel doppio bipolo improprio, che modella il quadripolo. =

Commento : Un generico quadripolo pud originare tre diversi doppi bipoli impropri a
seconda di come i quattro terminali vengano collegati alle porte proprie del componente
complementare, come illustrato nelle tre figure sottostanti :
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Terminologia : Per essere rigorosi non sarebbe corretto affermare che :
questo quadripolo & un doppio bipolo improprio.
mentre sarebbe pill appropriato, sebbene un pd pedante, dire che :

questo quadripolo, inserito in questo circuito, opera come un doppio bipolo improprio. ®

6.3.2 Doppi bipoli tripolari (DBT)

Un generico tripolo pud essere considerato un doppio bipolo tripolare (DBT), poiché tra i
tre terminali possono essere individuate due porte. Qualora necessario, queste porte sono
chiamate normali in quanto la loro presenza non & assicurata da particolari relazioni costi-
tutive, come per le porte proprie, o da particolari connessioni, come per le porte improprie.
D'altra parte, un generico DBT pubd essere visto come un particolare quadripolo. Con-
sideriamo un circuito costituito da due quadripoli complementari : scegliamo i tre bipoli
fittizi del quadripolo a catena e assumiamo che il bipolo fittizio centrale (terzo) sia un
c.c. {Agura a sinistra) per ehtrambi i quadripoli. Questo significa che la corrente i3(t) &
nonvincolata e che vs(t) & identicamente nulla. Conseguentemente, due terminali possono
essere fusi e il quadripolo diventa un tripolo (doppio bipolo tripolare) (fgura a destra) :

quadripolo con tre porte di cui un c.c. DBT equivalente

.ﬁm/\ﬁﬁewﬁv.emﬁv.ewﬁwv.}QY&MQV,WV =0

P01 (), va(t), v3(2), ia (), 22(2), 8) = 0 =

VP (w0 (), va(2), 0,41 (2), 52(2),8) = O

TP (uy(2), v2(2), 0,81(8), 82(2),8) = 0
vs{t) =0, con i3(t) nonvincolata
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e

tripolo complementare [C}]
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I 1
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Le corrente in ciascuno dei due terminali creati dalle fusione dei due terminali del rispettivo
quadripolo sono uguali alla somma delle correnti presenti nei terminali soppressi. »

La figura seguente riporta i simboli grafici pit diffusi per indicare i doppi bipoli tripolari :

o— 0 o— |0 o— 0

Olﬁl..h.lllo n

Commento : Le tensioni tra qualsiasi coppia di terminali di un doppio bipolo tripolare
possono essere determinate da quelle delle due porte.
In genere un tripolo pud dare origine a tre diversi doppi bipoli tripolari a seconda di quale

dei tre terminali & comune alle due porte, in accordo alla tre seguenti figure. .
Uba Vab

SN

o —0 o °

mm .Mv
Va O->— —<-O W Vy Ot -0 U Vy O~>— f—o0 Up
iy la
Var % &n en/V W&n ie w Ucb
Ve Ve Ve =

Commento : Pensare a un transistore bipolare, le cui relazioni costitutive cambiano
a seconda di quale terminale (emettitore, base, collettore) viene scelto come terminale
comune. =
Avvertenza : Rammentiamo al lettore principiante che un transistore & un doppio bipolo
tripolare in quanto ha tre terminali. Tra i transistori & ben noto il “transistore bipolare”
(vedere il Corso introduttivo di Elettronica) : in questo caso l'aggettivo “bipolare” si
riferisce alla struttura interna del transistore, che comunque ha tre terminali. =
Vi sono casi particolari di quadripoli, operanti in genere come DBI, che si riducono a
semplici bipoli in seguito alla contrazione del loro grafo. Tra i casi di maggior interesse vi
sono il bipolo con quattro terminali e la coppia trasversale di un generico bipolo e un c.c. .
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Coppia bipolo e c.c. trasversali Bipolo con quatiro terminali

- -0

6.3.3 Doppi bipoli propri (DBP)

Un quadripolo in cui i quattro terminali formano due porte proprie, viene chiamato doppio
bipolo proprio (DBP). I tre bipoli fittizi del quadripolo siano scelti a catena e numerati
nell’ordine 1, 3, 2, in modo che il bipolo 3 coincida con un c.a. . In questo caso le relazioni
costitutive del quadripolo sono tali che w3(t) & nonvincolata e che i;(t) & identicamente
nulla. Conseguentemente, il bipolo 3 pud essere rimosso e il quadripolo originario diventa
equivalente a un DBP :

quadripolo con tre porte di cui un c.a. DBP equivalente
.\.u\.,\ﬁﬁdwﬂwy CNQ.,V« s.w Q.v. suﬁwv“ s.wQV. wv =0

VP (01(t), v2(2), 51 (2), 42(t), 43 (8), £) = O =

P (t), va(t), i (8), 32(£), 0,2) = 0

.\.%\‘UA.S.QV“ en?y .S.A.mv. s.mﬁwv. O. wv ==
i3(t) =0, con v(t) nonvincolata {c.a.)

iy

L T p

V3 .
+—|non vincolata.

Conseguentemente, il bipolo 3 pud essere rimosso e il quadripolo originario diventa equiv-
alente a un doppio bipolo proprio (DBP).

Commendti : Le tensioni tra ogni coppia di terminali non appartenenti alla stessa porta
non possono venire determinate dalle due tensioni alle porte del quadripolo, in quanto le
tensione v3(t) non & vincolata. In genere esse potranno venire determinate una volta che il
doppio bipolo proprio fosse connesso al resto del circuito (Vedere I'eccezione discussa nel
Par. 6.3.5). Quindi 'associazione due a due dei quattro terminali per formare le due porte
proprie & unica e suggerita dal comportamento elettrico del componente stesso, mentre la
scelta delle due porte di un doppio bipolo tripolare & arbitraria. ,

In principio, essendo un doppio bipolo proprio un componente con quattro terminali, noi
potremmo rappresentarlo mediante tre bipoli fittizi. In questo caso 'analisi del circuito in
cui il doppio bipolo proprio opera sarebbe inutilmente pitt pesante. ]
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SIMBOLI DI UN QUADRIPOLC CON UN C.A. INTERNO E (DBP).

6.3.4 Convenzioni di segno per i doppi bipoli

In principio siccome un generico doppio bipolo & descritto dalle tensioni v;(t) e va(t) e
dalle correnti ¢;(¢) e i,(t), vi sono 2! = 16 possibili diverse convenzioni di segno. Sarebbe
insopportabilmente tedioso e pedante considerarle tutte : ne nascerebbe una confusione
nell’esecuzione dei calcoli numerici senza aggiungere alcunché di concettuale.

Convenzione delle tensioni : Innanzitutto esistono 2 = 4 possibili convenzioni per le
due tensioni. In presenza di un DBT noi possiamo approfittare del terminale comune alle
due porte per eliminare questa arbitrarietd : scegliamo come convenzioni per entrambe le
tensioni quelle in cui la coda della freccia & dalla parte del suddetto terminale comune. In
‘questo modo le (possibili) 16 convenzioni di riducono alle quattro (possibili) convenzioni
per le due correnti. )
In presenza di un DBP o DBI questa naturale scelta della convenzione delle due tensioni
viene meno. Quindi la convenzione della tensione & stabilita per ciascuna porta dalla
corrispondente freccia. In genere si scelgono le frecce rivolte verso I'alto ma questa scelta
‘non & motivata dalla topologia dal momento che nessuno dei terminali di ciascuna porta
ha un ruolo che lo distingue dagli altri, come nel caso dei DBT.

Alcuni tradizionalisti invece di usare le frecce preferiscono indicare con un pallino nero il
terminale di ciascuna porta presso cui vi & la punta della freccia della tensione.

Convenzioni delle correnti : Una volta stabilite le convenzioni per le due tensioni,
noi possiamo procedere come per i bipoli per le convenzioni delle correnti. Nella maggior
parte dei casi ci troviamo di fronte a due scelte, anche se altre sono possibili. ]

Convenzione cardinale : Le correnti i; e i; vengono scelte in modo che ciascuna coppia
v1~11 € Up-1p rispetti la convenzione normale. ]

Convenzione noncardinale : Le correnti 4; e 4, sono s¢elte in modo che la coppia v,-1;
rispetti la convenzione normale e la coppia vs-ip quella nonnormale. W

Commento : Vedremo nella Sez. 9.1 che la convenzione cardinale viene universalmente
adottata per le rappresentazioni cardinali dei doppi bipoli e la convenzione noncardinale
per quelle noncardinali. Questo spiega il nome scelto per le convenzioni. B

WWWWW??? CONVENZIONI CARDINALI E NONCARDINALI PER I DBT & DBP-DBI.
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6.3.5 DBP e DBT operanti come DBI

Consideriamo un circuito formato da un DBP o un DBT inserito tra due bipoli ovvero
tra due porte proprie : siamo in presenza di un doppio bipolo Qa».&ummnwamun& proprio o
tripolare che opera come un DBI. Il grafo del circuito viene modificato come segue :

Doppio bipolo proprio: 1l grafo & scon- Doppio bipolo tripolare : 1l grafo &
nesso (vedere Par. 3.1.5), in quanto si semplicemente connesso, in quanto il ter-
spezza in due sottografi per la presenza di minale comune del DBT diventa un nodo
un taglio con nessun ramo. Quindi sola- cruciale del grafo (vedere Par. 3.2.2). An-
mente n—2 tagli nodali sono indipendenti. che in questo caso, solamente n — 2 tagli
La tensione tra una qualsiasi coppia di nodali sono indipendenti.

nodi appartenenti a sottografi diversi non Al contrario, la tensione tra una qualsiasi

coppia di nodi appartenenti a sottografi

pubd essere definita fisicamente.
’ diversi pud essere definita fisicamente.

pmmmn-- e L S 1)

DBP chiuso tra due bipoli u

1

<
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Come esempio consideriamo un trasformatore reale, i cui due avvolgimenti siano connessi
a due bipoli e siano elettricamente isolati tra loro.

B e T 7Y

DBT chiuso tra due bipoli

<

3
Come esempio consideriamo un trasformatore reale, i cui due avvolgimenti siano connessi
a due bipoli e connessi elettricamente da un c.c. .
Commento : Un quadripolo qualsiasi operante come DBI da origine a un grafo semplice-
mente connesso (vedere Sez. 3.1.5), in cui vi sono due nodi cruciali connessi dalla porta
intermedia del quadripolo. =

6.3.6 Simbologia per i componenti pill usati

Per indicare i componenti, con il numero di porte, di un circuito, conviene introdurre una
apposita simbologia, che metta in evidenza il numero delle porte e il loro tipo, riportata
nel seguente quadro :
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componente terminali porte simbolo
bipolo (generico) 2 una porta (propria) C
doppio bipolo tripolare 3 DBT| due porte normali Cor
doppio bipolo proprio 4 DBP | due porte proprie Cop
doppio bipolo improprio 4 DBI | due porte improprie Ca
doppio bipolo generico 3,4 DB | due porte qualsiasi C,y
quadripolo generico .4 tre porte normali [
k-porte generico k+1,k+2,...,2k k porte qualsiasi Cr

Commento : 1l simbolo C» denota un doppio bipolo qualsiasi, ciog un componente entro
un circuito che pud essere indifferentemente un DBT, DBP o un DBLI. 1l simbolo C privo di
pedice significa che siamo in presenza di un componente qualsiasi senza alcun riferimento
al numero di porte. Qualora due componenti dello stesso tipo siano presenti nello stesso
circuito, essi verranno distinti con un simbolo in alto a destra : CHCE ..., C3,Ch ...

Commento : il termine “triplo bipolo”, sebbene meno usato del termine “doppio bipale”,
indica un componente con tre porte. =

6.4 INVARIANZA AL RIBALTAMENTOE DIREZIONALITA

Vengono esaminate le relazioni costitutive tali che un bipolo ovvero un doppio bipolo
goda di certe proprietd di invarianza : in particolare sono discussi i bipoli invarianti al
ribaltamento dei terminali, definendo i bipoli bilaterali, e i doppi bipoli invarianti al ribal-
tamento delle porte, definendo i doppi bipoli simmetrici. Infine viene introdotto il concetto
di direzionalita per i doppi bipoli. :

6.4.1 Bipoli bilaterali/unilaterali
Tl concetto di bilateralitd / unilateralitad & molto importante per qualsiasi bipolo.
Definizione : Sia X il dominio costitutivo di un bipolo. 11 bipolo & detto bilaterale se :

V@ iFex < [-ot) —it)TeX

Altrimenti il bipolo & detto unilaterale. . =
Esempi : Qui sotto sono riportati alcuni esempi di caratteristiche di bipoli bilaterali e

unilaterali :

bipoli ) . du(®) .

%wmwwz Su(t) — 3i(t) =0 , 20(t)*—i(t)=0 , v(t)—3 QMV —2i(t) =0
bipoli . . do(t) .

.Em%a% 3u(t) —di(t) =2 , w(t)*-3i(t)=0 , 20(t)-3 QMV —i)=2

Nel caso particolare di un bipolo adinamico, tempo-invariante e bilaterale la caratteristica
nel piano v-i & simmetrica rispetto all'origine, come risulta dalla seguente figura :
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i i ;

unilaterale— .1

+bilaterale +bilaterale

WWWWW?7?7? SIMBOLO DEL DOPPIO BIPOLO ASIMMETRICO 72?TWWWWW
Commenti: La distinzione tra bipolo unilaterale / bilaterale ha conseguenze pratiche
molto importanti :

Bipolo bilaterale : I due terminali di un Bipolo unilaterale : I due terminali di
bipolo fisico bilaterale non vengono con- un bipolo fisico unilaterale sono distin-
traddistinti da un qualche segno, dal mo- guibili da un qualche segno per poterlo

mento che il comportamento del circuito
rimane inalterato se essi vengono ribaltati.

Per lo stesso motivo, il simbolo circuitale

& simmetrico rispetto ai terminali.

La relazione costitutiva di un bipolo bilat-
erale rimane invariata se scambio tra loro
le due convenzioni normali ovvero le due
nonnormali. Sono bilaterali i resistori, in-
duttori e condensatori lineari.

inserire correttamente nel circuito. Per lo
stesso motivo, il simbolo circuitale non &
simmetrico rispetto ai terminali.

-La relazione costitutiva di un bipolo uni-

laterale varia se scambio una convenzione
normale con l'altra normale. Sono unilat-
erali le sorgenti impressive di tensione e
corrente e tutti i diodi. ’

Consiglio : Quando inserite una batteria nuova nell’apposito scomparto di una radio
portatile ricordatevi dell’unilateralitd della batteria stessa. Quando invece inserite la bat-

teria in una torcia elettrica ?
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rimangono immutate, scambiando le due tensioni e le due correnti :

Y [ui(t) va(t) 01(t) ()T € X <= [0at) i(t) i2(t) 2 (1)]T € X

- Altrimenti viene wmaﬁo nonsimmetrico u

Commento : Dal punto di vista circuitale, ‘questa definizione implica che se ribaltiamo
le due porte del doppio bipolo (vedere sottostante figura), le sue relazioni costitutive non

'mutano affatto : '

1 iy 1 ip
— O] o0 -— — O] -0 «—
Sﬁ ﬂem Sﬁ 7&
o' o - o -

Commento : La simmetria ha un importante risvolto pratico : dato un doppio bipolo
fisico le due coppie di terminali costituenti le porte possono essere scambiate (ribaltamento
tra le porte) tra loro senza modificare il circuito in cui il doppio bipolo & inserito. ]

Avvertenza : La (uni/bi)lateralita di un bipolo riguarda il comportamento del bipolo in
seguito al ribaltamento tra i due terminali dell’unica porta; mentre la (non)simmetria di
un doppio bipolo riguarda il comportamento del doppio bipolo in seguito al ribaltamento
tra le due porte. . L

6.4.3 DBT equilibrati
La seguente definizione ha un significato solamente per i doppi bipoli tripolari :

Definizione : Un DBT viene chiamato egquilibrato quando le sue relazioni costitutive non
cambiano al variare del terminale di riferimento (comune alle due porte). Piit precisamente,
se indichiamo con v,, 1, e v, i tre terminali e introduciamo le sei tensioni Vab; Ubcs Uea; Ubay
b, Yac, € le tre correnti 4, 4y, %, le relazioni costitutive fi(-,-,-,-) = 0 e fol,+ =0
soddisfano alle condizioni seguenti :

Divagazione : Se vi rimanesse qualche dubbio sul concetto di bipolo bilaterale e uni-
laterale, chiedete a un rivenditore di materiale elettrico di sostituire la batteria di +4,5
volt, che vi ha appena venduto, con una di —4.5 volt. Nell'eventualita che il rivenditore vi
rispondesse in malo modo, tiratevi su con un caffé nel bar accanto insistendo col barista
di servirvelo in una tazzina col manico a sinistra invece che a destra. 8

Terminologia : I termini “unilaterale” e “bilaterale” non sono molto indovinati. FKssi
sono stati introdotti per analogia della terminologia usata in meccanica di vincolo “unilat-

Filvac(t), ve(t), ia(t), () =0 )
.\.HA\SEQV_ dowﬁv_ s.vmﬂv. s.nﬁnvv =0 s
five(®), van(8), (2), 5a(t)) =0,

VUba

So(vac (), vpe(t), 2al(t), i (2)) = 0
.\nﬁeg?v_ QBQV. .«.GQY s.nvi =0
F2(ve(t), vab (2), e (2), %a(8)) = 0

erale” o “bilaterale”. Questa analogia & azzeccata per un dicdo ma non per una batteria

0 per un generico resistore nonlineare.

ta

1
-0 U

7N

Vg O] |-
b

Vab

6.4.2 Daoppi bipoli simmetrici

Indipendentemente dal fatto che un doppio bipolo sia DBT, DBP o un quadripolo che
opera come DBI, la seguente definizione viene data :
Definizione : Un doppio bipolo & chiamato simmetrico se le due equazioni costitutive

Commento : In pratica, non & necessario distinguere tra loro i tre terminali fisici di un
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tripolo fisico equilibrato, in quanto la sua azione sul resto del circuito non risente del come
essi siano connessi ai tre terminali fisici del tripolo complementare. =

Commento : 1 DBT equilibrati sono largamente usati nei circuiti trifase per la trasmis-
sione e distribuzione dell'energia elettrica : sono in genere costituiti da tre bipoli identici
costituenti una stella o un triangolo (vedere appositi appunti monografici). ™

Proprietd : 11 lettore pud provare facilmente che :
lequilibratura di un DBT (8 vincoli) == la simmetria (2 vincoli) dello stesso "

6.4.4 Doppi bipoli unidirezionali

Indifferentemente dal fatto che un doppio bipolo sia DBT, DBP o un quadripolo che opera
come DB, il concetto di direzionalitd in un doppio bipolo & di notevole interesse pratico,
in particolare nella circuiteria elettronica : :
Definizioni : un doppio bipolo & detto unidirezionale quando una delle due relazioni
costitutive non coinvolge né la tensione né la corrente di una delle porte.

Un doppio bipolo & detto zerodirezionale quando ciascuna relazione costitutiva coinvolge
solamente la tensione e corrente in una porta.

Altrimenti, un doppio bipolo & detto bidirezionale, ciod quando non & né unidirezionale né

gerodirezionale. =
Le precedenti definizioni sono riassunte nel seguente quadro :

Direzionalita dei doppi bipoli

prima relazione scalare seconda relazione scalare
unidirezionale porta d’ingresso porta d’uscita
12 AP (), a(t),t) =0 P (i (t), 1 (2), va(t), 22(2),8) = 0
unidirezionale porta Tuscita porta d’ingresso
21 FP(ui(t), 12 (2), v2(2), 22(2),2) = 0 FP(va(t),a(t),2) = 0
zerodirezionale primo bipolo secondo bipolo
P (wi(t),41(2),2) = 0 F2P(va(t), 32(t),8) = 0
bidirezionale in tutti i casi rimanenti

La dimostrazione della seguente proprietd viene lasciata al lettore :

Proprieta : un doppio bipolo simmetrico non pud essere unidirezionale. (]
Commento : la zerodirezionalitiy (2 vincoli) pud essere vista come una “doppia unidi-
rezionalitd” 1 — 2 (1 vincolo) e 1 + 2 (1 vincolo) B

6.5 AGGREGAZIONI DI COMPONENTI

Sono esaminate da un punto di vista topologico le aggregazioni pili usate di componenti :
connessioni “serie”, “parallelo”, “a stella” e “a triangolo’ di bipoli, la connessione di un
doppio bipolo chiuso su bipolo, la connessione trasversale di bipolo e DBT, la connessione
di bipolo in serie al terminale comune di DBT, e infine le connessioni di due doppi bipoli :
cascata, parallelo e serie.

Premoli, Fondamenti di CIRCUITI ELETTRy,ICI: Cap. 6, mar2000 148

6.5.1 Connessioni serie e parallelo, “a stella” e “a triangolo” di bipoli

Definizione : Due bipoli sono connessi Definizione : Due bipoli sono connessi in
in serie se formano un taglio. m  parallelo se formano una maglia. ]
Commento : Se il taglio & nodale si ottiene la definizione usuale della connessione serie
di bipoli. n
WWWWW??? FARE FIGURA con nodo cruciale con quattro rami incidenti : essi sono
due a due in serie, dal momento che formano due tagli di due rami ciascuno. Possono esserci
nodi cruciali con sei rami incidenti : essi formano due stelle di bipoli. 77?7WWWWW

6.5.2 La connessione serie

Consideriamo due bipoli generici connessi in serie (costituenti un taglio nodale) :
. o

La connessione serie dei bipoli C? e C? da origine al bipolo composito Cf = Serie{C%,CP},
in accordo alle seguenti relazioni topologiche : ‘

o le correnti fluenti in C2 e CP coincidono : 7 = i°,

o la corrente fluente in C$ coincide con la corrente comune a Cf e Ch: it =42
o la tensione ai capi di C¢ coincide con la somma delle tensioni ai capi di C} e ch:
v® = v 4o

Le precedenti relazioni sono scritte nel caso in cui i versi delle tensioni e correnti siano
quelli indicati in figura : esse valgono anche nel caso in cui C} e/o CP siano sostituiti dalla
porta di un multipolo.

Due bipoli sono in serie anche qualora essi costituiscono un taglio nonnodale, come indicato
in figura. In questo caso la parte restante del circuito costituisce due bipoli compositi.

y
VS
. I ! .
bipolo el bipolo
composito 1 composito
d c
" v
cé » O ce
| —
L
N 4
ob

In definitiva noi siamo di fronte ad un’unica maglia costituita da quattro bipoli e possiamo
spostare i singoli bipoli in modo che riformino un taglio nodale di due bipoli.
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a b
v v
- TN N )
U%or.v % 1 . } 0 | . } guo:.v
composito Ct C; composito
H Ca 2 %
¢ Cf

La connessione di bipoli in serie si estende immediatamente al caso di pit di due bipoli.

6.5.3 La connessione parallelo

Consideriamo due bipoli generici connessi in parallelo (costituenti una maglia di due
bipoli) :

v & v® CP 2P Cs v©

La connessione parallelo dei bipoli C2 e CP da origine al bipolo composito Cf = C2||CP, in
accordo alle seguenti relazioni topologiche :
o le tensioni ai capi di C? e CP coincidono : v® = 9.
o la tensione ai capi di Cf coincide con la tensione comune a C} € CP : o° = 42,
o la corrente fluente in Cf coincide con la somma delle correnti fluenti in C} e di CP :
i€ = 42 4 P,
Le precedenti relazioni sono scritte nel caso in cui i versi delle tensioni e correnti siano
quelli indicati in figura. Esse valgono anche nel caso in cui il bipolo C? efo CP siano
sostituiti dalla porta di un multipolo. La connessione di bipoli in parallelo si estende
immediatamente al caso di pitt di due bipoli.

Definizione : Tre bipoli costituiscono un
DBT a stella se formano un taglio nodale :
essi hanno un terminale in comune, men-
tre i tre rimanenti terminali formano i ter-
minali semplici del DBT composito. L]

v

Definizione : Tre bipoli costituiscono un
DBT a triangolo se formano una maglia: i
loro sei terminali formano, due a due, i tre
terminali compositi del DBT composito. &

v
d -~ d
1§ — 13
> O3y <
) 1 ce 3
Ll e v 9P ce |8

m
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I'suddetti doppi bipoli tripolari compositi sono spesso disegnati con una diversa geometria,
riportata nelle figure seguenti, che comunque non ha alcun significato fisico

“%
2

o “
1
i

. a .
7 4.:/ \‘ i3
s._u
a
u¢ ﬂ

ed
Qc
ﬂ.n
hwh

Terminologia : 1 termini “stella” e “triangolo” sono tipici dei circuiti per 'energia. Nei
circuiti per l'informazione viene molto usato il termine “a T” al posto del termine “a
stella” e il termine “a II” al posto del termine “a triangolo” .

11 termine “stella”, di uso consolidato, non & altro che un sinonimo di “taglio nodale”, se
ricorriamo alla terminologia pilt usata per i grafi (vedere Cap. 3). Comungque in questi
appunti noi la usiamo solamente come sinonimo di taglio nodale costituito da tre rami.

s e

Analogamente il termine “triangolo” & sinonimo di maglia costituita da tre rami. =

6.5.4 Connessione trasversale di un bipolo e un DBT

Consideriamo I'aggregazione del bipolo C? a
due terminali di porte diverse del generico
quadripolo C? che da origine al quadripolo
composito C§. In questo caso il bipolo fit-
tizio intermedio, anche qualora C§ operasse
come DBI, & percorso dalla corrente i3 =
—i, 7 0 : quindi C? non & in grado di oper-

are come DBI .

el Rt T T T T PPN, UV

Qualora il bipolo fittizio intermedio sia un b
c.c., il quadripolo C? si riduce a un DBT e,
conseguentemente anche C§ &€ un DBT com-
posito. Questa connessione, di notevole in-
teresse pratico, prende il nome di connes-
sione trasversale di un bipolo a un DBT.
Essa puo essere studiata come il parallelo
di due DBT, avendo trasformato il bipolo
C} in un secondo DBT con I'aggiunta di un o
terzo terminale isolato (Cap. 3).

-

o,
A R D
£

<
o
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Avvertenza : La connessione a triangolo di tre bipoli (vedere Par. 6.5.3) pud essere vista
come la connessione trasversale di un bipolo a un particolare tripolo. ]
la
Qualora il bipolo fittizio intermedio sia un =
c.a., il quadripolo C¥ si riduce a un DBP
e, qualora C§ operi come DBI, il bipolo Cf
forma un taglio di un solo ramo. Quindi la
corrente i, & nulla e la connessione risulta
di limitato interesse. Qualora C§ operasse Wb
come un generico quadripolo, la connes-
sione dovrebbe essere esaminata com con-
nessione di un bipolo a due terminalidi un
quadripolo.

R T e b
$3
e
N

6.5.5 Doppio bipolo chiuso su un bipolo

La porta di destra (2) del
quadripolo C? & chiusa sul bipolo C}
dando origine al bipolo composito
¢ = definito dalla porta di sinistra
(1) di €¢ . Quindi la tensione e
1a corrente della prima porta del
doppio bipolo coincidono con le
corrispondenti grandezze del bipolo
composito. Nel caso che C§ sia
un generico quadripolo, esso opera
come un DBI, dal momento che il
bipolo fittizio intermedio (porta 3)
forma un taglio di un unico ramo.
Comunque in molti casi di interesse
Ct pubd essere sia un DBT sia un
DBP.

6.5.6 Bipolo in serie al terminale comune di un DBT

1 bipolo C2 & connesso in serie al terminale comune del DBT Cbr dando origine al DBT
composito C5y = Comun{C?,C8} . Le correnti del DBT composito coicidono con quelle del
DBT aggregato, mentre le tensioni sono date dalle tensioni del DBT aggregato sommate
alla tensione del bipolo in serie.

WWWWW??? COMPLETARE CON FIGURA "7?WWWWW

Avvertenza : La connessione a stella pud essere vista come la connessione di un bipolo
in serie al terminale comune di un particolare tripolo. "

6.5.7 Cascata di doppi bipoli

La figura qui accanto mostra due quadripoli qualsiasi (QQ) C2 e C? con una porta in
comune : essi formano il quadripolo composito C§ .
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quadripolo quadripolo
generico generico

Indicando i tre bipoli fittizi a catena di ciascun quadripolo e assumendo che il quadripolo
composito sia chiuso su due bipoli (ovvero porte proprie), abbiamo :

U3

In particolari condizioni, incontrate molto spesso nella pratica ed elencate nel sottostante
quadro, la connessione di C§ e C2 pud essere vista come la cascata di due doppi bipoli e il
quadripolo composito C§ come un doppio bipolo composito.

Quadro della cascata di due doppt bipoli

c: ct C5 | ulteriori commenti

DBT | DBT | DBT | cascata di due DBT costituenti un DBT

DBP | DBP | DBP | cascata di due DBP costituenti un DBP

DBP | DBT | DBP | cascata di un DBP e un DBT costituenti un DBP

DBT | DBP | DBP | cascata di un DBT e un DBP costituenti un DBP

QQ | DBP | DBP | C} opera come DBI == cascata di un DBl e un DBP

DBP | QQ | DBP | C? opera come DBI ==> cascata di un DBP e un DBI

DBT| QQ | QQ |seCS: DBI anche C? : DBl = cascata di un DBT e un DBI

QQ | DBT | QQ |seCS: DBI anche C3 : DBI ==> cascata di un DBI e un-DBT

QQ | QQ | QQ |seCs: DBI anche C3 : DBI e C : DBI == cascata di due DBI

Prova : esaminare i tagli di cui fanno parte le porte intermedie di C} e C3 e verificare se
esse fanno parte di tagli formati da un solo ramo. =
In presenza della cascata di due doppi bipoli, la tensione e la corrente della seconda porta
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del doppio bipolo C3 coincidono con la tensione e la corrente prima porta del doppio bipolo
C®, mentre la tensione e la corrente della prima porta del doppio bipolo €% e della seconda
porta del doppio bipole Cf coincidono con quelle del doppio bipolo composito.

6.5.8 Parallelo di due k-porte

La figura qui accanto mostra due k-porte qualsiasi C e CP con la stessa struttura di porte
normali, proprie, latenti .... Quindi le k porte di C¢ e C? corrispondono alle stesse coppie
di terminali. Nel caso che i terminali corrispondenti dei due k-porte siano connessi insieme
anche le corrispondenti porte sono a due a due connesse in parallelo. In questo caso si
dice che i due k-porte sono connessi in parallelo e costituiscono un k-porta composito C§ .
Nel caso del parallelo di due 7-porte, in cui abbiamo scelto i bipoli fittizi in modo analogo,
abbiamo la figura seguente :

T e =
1 }
i 7-polo CP i
1 1
i i
ol } | } { I 1 } { | { =
i i
1 - 1
(I DNURPNNON FUIPRPRPUN PPN NN NP N et
-d ‘Mu .#u .ﬁu .c .d ._U
1 < 13 c 13 c 14 c 15 < 2 c 2
1oef v§ v§ v§ v§ 6 of 7
5 c 5 < C >
3 -3 -3 i -8 Ja he:Y
51 %2 i3 24 5 g i
AR USRRSRRON ROV R S OO O] I -—
1 1
i 1
b 1 { } | ] i ] { I { = !
1 i
I i
" 7-polo C¢ !
L e e et e e e e e e e e e e e 1 2 e 2 2 e e e e o o A

WWWWW??7? ATTENZIONE la FIGURA put essere interpretata erroneamente 777WWWWW

Proprieta : le relazioni tra le tensioni e correnti dei due 7-porte originari e del 7-porta
composito sono una banale generalizzazione di quelle del parallelo di due bipoli (k = 1) :

(R gp——— € w9 o b € w93 o b
V=V = U] s U5 = Uy = Uy s s Vg =V = U
¢ .. 28 Y e ... S8 b € -b
1] =15 + i) ) 5 =15 + iy ) , i = 1+ 1

6.5.9 Parallelo di doppi bipoli

La figura qui accanto mostra due quadripoli qualsiasi (QQ) C2 e C? connessi in parallelo
e costituenti il quadripolo composito Cf§ .

WWWWW??? COMPLETARE con FIGURA del parallelo di doppi bipoli ?7?7WWWWW
In particolari condizioni, incontrate spesso nella pratica ed elencate nel sottostante quadro,
la connessione di C3 e C pub essere vista come il parallelo di due doppi bipoli e il quadripolo
composito come un doppio bipolo.

Proprietd : le proprietd topologiche riguardanti la connessione parallelo di due doppi
bipoli sono raccolte nel quadro :
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Quadro del parallelo di due doppi bipoli

c3 ct C§ | ulteriori commenti

DBT | DBT ,Uwﬂ, parallelo di due DBT costituenti un DBT

DBP | DBP | DBP | parallelo di due DBP costituenti un DBP

DBT | DBP | DBT | parallelo di un DBT e un DBP costituenti un DBT

DBP | DBT | DBT | parallelo di un DBT e un DBP costituenti un DBT

QQ |DBP| QQ |seC§: DBI anche C% : DBI ==> parallelo di un DBI e un DBP

DBP | QQ | QQ |seCS: DBI anche CP : DBI == parallelo di un DBP e un DBI

QQ | DBT | DBT | C§ non opera come DBI anche se C§ opera come DBI

DBT | QQ | DBT | C! non opera come DBI anche se C§ opera come DBI

QQ | QQ | QQ | C2 e CP non operano come DBI anche se C§ opera come DBI

Prova : la dimostrazione delle suddette affermazioni segue I'esame del ruolo delle porte

iintermedie di C¢ e C? . Cio& occorre verificare se esse costituiscono o non costituiscono un -

- taglio di un solo ramo. -

Quando siamo in presenza di due doppi bipoli in parallelo, le tensioni del doppio bipolo
composito coincidono con quelle dei due doppi bipoli aggregati, mentre le correnti del
doppio bipolo composito sono uguali alla somma delle rispettive correnti dei due doppi
bipoli aggregati. ’

6.5.10 Serie di doppi bipoli

I due quadripoli qualsiasi (QQ) C2 e C} sono rappresentati da tre bipoli fittizi ciascuno :
C2 e C? hanno una coppia di terminali in comune e formano il quadripolo composito C§ .
Per entrambi abbiamo scelto tre bipoli fittizi a catena.
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....................... . . taglio di un solo ramo. ]
: : Quando siamo in presenza di due doppi bipoli in serie, le correnti del doppio bipolo com-
posito coincidono con quelle dei due doppi bipoli aggregati, mentre le tensioni del doppio
bipolo composito sono uguali alla somma delle rispettive tensioni dei due doppi bipoli

aggregati.

WWWWWW??? DoPPI BIPOLI IN SERIE.

ew
Anche nel caso che il doppio bipolo noEvomx.o C§ operi come DBI, i due bipoli fittizi
intermedi costituiscono un taglio, per cui le corrispondenti correnti i§ e 4% non sono in
genere nulle. Quindi sia C} sia Cb non operano come DBIL Qualora uno o entrambi i
quadripoli C3 e C} sono DBP/DBT, la connessione pud essere considerata come la serie di
due doppi bipoli, come discusso nel quadro seguente :

Quadro delle condizioni per la serie di due doppi bipoli

c c ¢S | ulteriori commenti
3 3 3

DBT | DBT | QQ |se C2 e C? speculari e C§ : DBI == serie di due DBT

DBP | DBP | DBP | serie di due DBP costituenti un DBP

" DBT | DBP | DBT | serie di un DBT e un DBP costituenti un DBT

DBP | DBT' | QQ | come il primo caso

QQ | DBP | QQ |seC§: DBI anche C; : DBI == serie di un DBI e un DBP

DBP| QQ | QQ | C5: DBI anche C? : DBI ==> serie di un DBP e un DBI

QQ | DBT | DBT | C3 non opera come DBI anche se C§ opera come DBI

DBT | QQ | DBT | C! non opera come DBI anche se C§ opera come DBI

QQ 1 QQ | QQ |Ce C? non operano come DBI anche se C$ opera come DBI

Prova : la dimostrazione delle suddette affermazioni segue 1’esame del ruolo delle porte fine del capitolo 6

intermedie di C2 e C2. Ciok occorre verificare se esse costituiscono o non costituiscono un

i



7 BIPOLI
e CIRCUITI SEMPLICI
ADINAMICI
TEMPO-INVARIANTI
e LINEARI

WWWWW??7? FIGURA EMBLEMATICA : rete a scala con entro tutti i bipoli notevoli
compresi c.c. , c.a. , modelli di Thevenin e Norton
Con questo capitolo iniziamo I'analisi dei componenti e circuiti adinamici, tempo-invarianti e
lineari, che terminerd con il Cap. 13, mentre I'analisi delle altre classi di componenti e circuiti
(tempo-varianti e/o dinamici e/o nonlineari) & rinviato ai capitoli successivi al Cap. 13 . 1
wumm.mbﬁm capitolo si sofferma sui bipoli di questa classe, le loro connessioni serie e parallelo e i
circuiti pitt semplici costituiti da questi bipoli.
Sez. 7.1 : Bipoli generici : Vengono esaminati i generici bipoli adinamici, tempo-invarianti e
lineari, distinguendoli in bipoli impressivi o nonimpressivi, cmogenei o nonomogenei. bilaterali
e unilaterali ed analizzando le loro proprieta energetiche.
Sez. 7.2 : Bipoli notevoli: Tra i bipoli notevoli hanno un ruolo importante il corto circuito
(c.c.), il circuito aperto (c.a.), la sorgente di tensione impressiva (sVi), la sorgente di corrente
impressiva (sIi), gid incontrati nei CCap. 5 e 6, e il resistore. Infine vengono introdotti i modelli
di THEVENIN e NORTON atti a rappresentare un generico bipolo.
Sez. 7.3 : Serie e parallelo di bipoli : Dall'esame delle aggregazioni serie e parallelo dei
bipoli viene derivata la caratteristica del bipolo composito mediante facili ma importanti formule.
Inoltre vengono enunciate le regole riguardanti la ripartizione della tensione e della corrente per
i rispettivi partitori resistivi di tensione e corrente.
Sez. 7.4 : Analisi di circuiti semplici : Sono introdotti tre metodi di analisi di circuiti
semplici caratterizzati da strutture serie, parallelo o miste di bipoli. I due teoremi di MILLMANN
danno delle regole facili per analizzare i circuiti formati, rispettivamente, dal parallelo e dalla
serie di bipoli. Infine, il metodo della falsa posizione consente di analizzare rapidamente i circuiti
caratterizzati da una struttura ¢ scale di bipoli.
Sez. 7.5 : Generatori fisict : rendimento : Una misura accurata di molti bipoli fisici, che
in genere erogano potenza (chiamati usualmente generatori), consente di verificare che la loro
caratteristica-non & parallela a uno degli assi del piano v-i. Le sorgenti nonideali hanno la scopo
di fornire modelli pili accurati dei generatori. In particolare vengono introdotti i rendimenti del
modello e i rendimenti reali delle sorgenti nonideali.

157
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7.1 BIPOLI GENERICI

Vengono esaminati i bipoli adinamici, tempo-invarianti e lineari, mettendo in rilievo le loro
proprieta elettriche ed energetiche: in particolare i bipoli vengono suddivisi in impressivi
O NONIMPTESSIVE, OTROgENE: O NONOMOgEnes.

7.1.1 Classificazioni

Rappresentazione implicita : La relazione costitutiva di un generico bipolo adinamico
tempo-invariante e lineare consiste in un’unica equazione scalare h* v+ hii=% | in
cui h¥ e k' non possono essere simultaneamente nulli. Essa descrive una generica retta nel
piano v-i e prende il nome di rappresentazione implicita del bipolo. Per lo stesso bipolo
possono esistere infinite rappresentazioni implicite equivalenti : esse si distinguono per un

diverso fattore moltiplicativo comune ai tre coefficenti. ]
Definizione : La tensione v ovvero la corrente i viene detta nonvincolata, se non compare
nella rappresentazione (implicita), cioé se k¥ = 0 ovvero hi =0 . =

Sottoclassi : I bipoli adinamici, tempo-invarianti e lineari sono suddivisi in quattro
sottoclassi dipendenti dalla struttura dei tre coefficienti della rappresentazione implicita :

bipolo adin. tempo-inv. lineare struttura dei coeficienti
0TOogeneo e impressivo casol h'=0 h'#0 h=0
g P caso 2 h'#0 Ri=0]
, . casol A'=0 R #0 |;
TOMOMOgEneo € IMpressivo lcaso2 A'#£0 K=0 ,v #0
omogeneo e nonimpressivo R #0,h#0 k=0
TOTOMOYENED € NONITMPTESSIVO h*#0,h 0 R#0

1l termine “omogeneo” [“nonomogeneo”] significa che la situazione (v = 0,1 = 0) appartiene
[non appartiene] al dominio costitutivo del bipolo. Quindi la caratteristica dei bipoli
omogenei [nonomogenei] passa [non passa] per P'origine del piano v-7 . ]
11 termine “impressive” [“nonimpressivo”] significa che una delle grandezze & nonvincolata,
mentre la rimanente assume un valore fisso. La caratteristica risulta parallela ad uno degli
assi del piano v-7 . w
Bipolo omogeneo associato : Se annulliamo il termine noto A di una rappresentazione
implicita di un bipolo nonomogeneo, noi definiamo la caratteristica di un diverso bipolo.
Questo bipolo viene chiamato bipolo omogeneo associato al precedente :

o+ hii=h Ro+hii=0

generico bipolo nonomogeneo bipolo omogeneo associato =

=

Bilateralila e unilateralitd : In accordo alla definizione data nel Sez. 6.4, tutti i bipoli
omogenei sono bilaterali, mentre i bipoli nonomogenei sono unilaterali. Infatti cambiando
segno alla tensione alla corrente nella rappresentazione implicita, si ha :

bilaterale : B v+ h'i=0 => —h’v~h'i=0 (equivalente alla precedente)

unilaterale : A" v+ hli=h => — R v—hii=h (non equivalente alla precedente) m

o,



o
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impr. e nonom. 7

unilaterale

impr. e nonom.
unilaterale

impr. e omog.

<@

bilaterale

impr. e omog.
bilaterale

N
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Valori ammissibili: I valori di v [ 4] per cui f(v,7) = 0 ha una o pit soluzioni nella 7
[ v ] sono detti velori ammissibili di tensione [corrente] . n
Commento : 1 bipoli nonimpressivi (caso: h* # 0 ,hf 3 0) ammettono ogni valore
di tensione.'e corrente. I bipoli impressivi ammettono un solo valore ammissibile della
corrente (nel caso h? = 0) ovvero della tensione (nel caso hi=0). =
Rappresentazioni esplicite : Una generica rappresentazione implicita di un bipolo
diventa una rappresentazione esplicita qualora v ovvero i sia esplicitata a primo membro :

Rappresentazione esplicita controllata in correnie v ¢—i: v =7 i+0. Essa
esiste se e solo se h” £ 0 . In questo caso il bipolo & detto controllabile in corrente.
Rappresentazione esplicita controllata in tensione i+ v : i=guv+i. Essa

esiste se e solo se A # 0 . In questo caso il bipolo & detto controllabile in tensione.

1 parametri delle due rappresentazioni espliciter , 7, ge 7 sono indicati con simboli speci-

fici che ricordano il loro significato fisico. ]
Commento : Si pud verificare immediatamente che i bipoli nonimpressivi sono control-

labili sia in tensione sia in corrente. =

7.1.2 Potenza dei bipoli

1l prodotto v 7 denota la potenza assorbita (con la convenzione normale) ovvero erogata
(con la convenzione nonnormale). Il valore assoluto della potenza scambiata dal bipolo col
resto del circuito coincide, in ogni caso, con I’area del rettangolo con due lati appoggiati
ai due assi del piano v-{ e col vertice opposto coincidente col punto della caratteristica in
cui il bipolo si trova a operare. Il seguente quadro spiega il comportamento della potenza
in ciascun quadrante del piano -1
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Convenzione normale

Convenzione nonnormale
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quadrante | potenza quadrante | potenza !’
2>0,i>0] (vi>0) assorbe potenza | | v>0, i >0 | (vi > 0) eroga potenza
v>0,1<0| (vi<0)eroga potenza v>0,i<0| (vi<0) assorbe potenza
v<0,1i>0] (vi<0) eroga potenza v<0,1i>0] (vi<0) assorbe potenza
v<0,i<0]|(vi>0)assorbe potenza | | v <0, i <0 | (vi>0) eroga potenza

Per analizzare la potenza che un bipolo scambia col resto del circuito, & necessario intro-
durre alcune definizioni per distinguere i diversi comportamenti energetici : esse risultano
pit comprensibili se tracciamo la caratteristica del bipolo nel piano v-¢ .

Definizioni : Un generico bipolo adinamico e lineare pud essere classificato :

e Un bipolo & inerte quando la potenza assorbita p = 0 in qualsiasi situazione elettrica :
ogni punto della caratteristica giace su uno degli assi.

e Un bipolo & dissipativo quando la potenza assorbita p > 0 in qualsiasi situazione
elettrica : la caratteristica giace nel primo e terzo quadrante (assi compresi).

e Un bipolo & strettamente attivo quando la potenza assorbita p < 0 in qualsiasi
situazione elettrica : la caratteristica giace nel secondo e/o quarto quadrante (assi
compresi).

e Un bipolo & attivo quando la potenza assorbita p pud essere sia positiva sia negativa :
la caratteristica giace sia nel primo e/o terzo quadrante sia nel secondo e/o quarto
quadrante. Per esempio, qualsiasi bipolo nonomogeneo e nonimpressivo. =

La seguente figura riporta le caratteristiche di alcuni bipoli con le suddette proprieta
energetiche : in essa sono tracciate anche le iperboli equilatere che rappresentano le curve
con potenza erogata/assorbita v i = costante :
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7.2 BIPOLI NOTEVOLI

inerte

In questa sezione esaminiamo i bipoli notevoli ciog i bipoli che hanno alcune peculiarita
nella loro caratteristica e che sono nello stesso tempo modelli di bipoli fisici molto diffusi.
Tra i bipoli notevoli rientrano il c.c., il c.a., le sVi e le sli gia incontrati nei CCap. 5 e 6.
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7.2.1 Quadro dei bipoli notevoli

Quadro dei bipoli adinamici, tempo-invarianii e lineari

162

rappresentazione implicita h'v + k' = b (convenzione normale)
dove i coeficienti h” e h* non possono essere simultaneamente nulli
1mpressivo NONIMPTEsSIVO
B =0, R#0Rh #0, H=0 A #0 ) h#£0
controllabile controllabile controllabile
solo in tensione || solo in corrente sia in tensione sia in corrente
esiste I'unica esiste 'unica esistono le due rappresentazioni
rappresentazione | rappresentazione
L4 U (R Rk _ V-1
circuito aperto corto circuito . 1
ca. (%) ce. (1) resistore (%)
omogeneo i(t) =0 u(t) =0 i(t) = g v(t) v(t) = r i)
v nonvincolata i nonvincolata | ¢ = conduttanza| r = resistenza
v ] v
D < [
‘ ‘ r=1/g
h=0 p=0 p=0 p=g1v? _ p=ri
. 0<p<ooVr = 1/g>0
<r< <p< —
bilaterale 0<p<o0 0<p<0 *!ooAﬁMo,qﬂUu\@Ao
) . . dissipativoVr = 1/g>0
t t .
inerte inerte Amﬁmﬂ. attivoVr = 1/¢g<0
sorgente sorgente senza un nome specifico
di corrente di tensione modello (*) modello (%)
nonomog. si (%) sVi (%) di NORTON di THEVENIN
1= m v=79 . g . Py
v nonvincolata i nonvincolata LEgue v=ritu
- + _ corrente . _ tensione = __ corrente . __ tensione
h ﬂm 1] 1= . v= . 1= . v,
impressa impressa tmpressa impressa
g = conduttenza| 1 = reststenza
v U 1 9 r 1
< R
H M U 7 T .7‘ ‘7\
H v m o o
p=iv p=71 p=ivtgr? | p=>ditri
.@N
——<p<ooVr = 1/g>0
unilaterale | —co<p < oo —00 < p <00 4r 5
!ooAmMINM,,:. = 1/g<0
attivo attivo attivo Vr, ge R!
() vedere Par. 7.2.2, () vedere Par. 7.2.3
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7.2.2 Piano della caratteristica
Esaminiamo i suddetti bipoli notevoli tracciandone la caratteristica nel piano v- :

e La caratteristica del corto circuito coincide con I'asse della corrente, mentre la carat-
teristica del circuito aperto coincide con l'asse della tensione. Entrambi sono inerti.
Notare che il c.c. e il c.a. sono stati introdotti gia nella Sez. 6.1

e La caratteristica della sorgente (impressiva) di tensione & una retta parallela all’asse
della corrente, mentre la caratteristica della sorgente (impressiva) di corrente & una
retta parallela all’asse della tensione. Il termine “sorgente impressiva” indica le
sorgenti ideali sia di tensione sia di corrente, quindi equivale al termine “sorgente
ideale” molto usato nella letteratura. Entrambe sono attive. Notare che lesViele
sli sono state gia introdotte nel Par. 5.6.1

e La caratteristica del resistore : & una retta inclinata passante per l'origine. Esso &
dissipativo ( 7 > 0, resistore positivo) ovvero strettamente attivo (7 < 0, resistore
negativo). La resistenza viene misurata in ohm [Q] e la conduttanza in siemens (sl

ovvero [271] .

!@h il
7

-0
¢o¢o
@0

r<0

<@

<

r>0

BIPOLI ADINAMICI, TEMPO-INVARIANTI E LINEARI NOTEVOL1

Commento : 1l c.c. e il c.a. sono i bipoli omogenei associati, rispettivamente, alla sVi
e alla sli, mentre il bipolo omogeneo associato a un bipolo nonimpressivo e nonomogeneo
& un resistore. Il quadro riporta nella parte superiore i bipoli omogenei associati a quelli
nonomogenei riportati nella parte inferiore.

Resistori con resistenza negativa : Lo studente spesso si chiede se i resistori con
resistenza negativa esistono o sono una inutile invenzione accademica per rendere piil
difficili gli esercizi per superare gli esami. Quasi tutti i resistori fisici disponibili hanno
una resistenza positiva ciog assorbono potenza effettiva positiva in qualsiasi situazione si
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trovino a operare. Ma esistono resistori nonlineari che in certi tratti della caratteristica
esibiscono pendenze negative della stessa. E se il resistore si trova ad operare in un tratto
con pendenza negativa esso & equivalente a una sVi ovvero a una sli con in serie ovvero
parallelo un resistore con resistenza negativa. D’altra parte vedremo in seguito che quando
in un bipolo composito sono presenti sorgenti pilotate (vedere Cap. 10) il bipolo stesso
pud risultare equivalente a un resistore con resistenza negativa, benché tutti i resistori al
suo interno abbiano una resistenza positiva. =

7.2.3 Modelli di Thévenin e Norton

Dal quadro generale dei bipoli nel Par. 7.2.1 abbiamo visto che per un bipolo nonimpres-
sivo e nonomogeneo esistono due modelli equivalenti : essi sono stati descritti usando la

convenzione normale.
Qui di seguito, assumendo la convenzione nonnormale per entrambe le rappresentazioni

esplicite, riconsideriamo i due modelli :

Il modello di THEVENIN, derivato dalla 11 modello di NORTON, derivato dalla rap-
rappresentazione v = 9 —71 1 , & oS- presentazione i=i-—guv , & costitu-
tituito dalla serie di una V(%) e un R(r}, ito dal parallelo di una Z (3) e un R{1/g),
dove r ha il ruolo di resistenza interna : dove g ha il ruolo di conduttanza interna :

S

Trasformazioni tra i modelli di Thévenin e di Norton
Dalla rappresentazione ¢ + v possiamo Dalla rappresentazione v < 4 possiamo

ottenere, con una semplice operazione al- ottenere, con una semplice operazione al-
gebrica, la rappresentazione v 7 : gebrica, la rappresentazione 2 < v :

i=i—gv = v =1i/g—i/g v=9—1i = i=3r—vfr

da cui possiamo stabilire le regole pratiche per passare da un modello all’altro :

TRASFORMAZIONE NORTON—THEVENIN TRASFORMAZIONE THEVENIN—NORTON

Terminologia: THEVENIN e NORTON sono universalmente noti per i rispettivi Teoremi
(Cap. 11). Qui abbiamo dato i loro nomi anche ai modelli ottenuti dai due Teoremi. =
Commento : La resistenza ovvero la conduttanza dei resistori presenti nei due modelli
equivalenti & la stessa. Infatti essa.coincide con la resistenza del bipolo omogeneo associato
che non dipende dalla rappresentazione. Questo risultato & un caso particolare del primo
teorema di equivalenza, che sard enunciato per i modelli di componenti con un numero
qualsiasi di porte nel Cap. 8 . ™
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Commento : Siccomi i modelli di THEVENIN e di NorTON di un bipolo nonomogenco ¢
nonimpressivo sono equivalenti, ci si chiede se non basta conoscerne uno solo dei due per
affrontare lo studio dei circuiti. In realta & molto conveniente usare entrambi : ciascun
modello & pili appropriato per eseguire specifiche analisi e semplificazioni all’interno di un
circuito (vedere Sez. 7.3) . -
Le rappresentazioni esplicite dei bipoli ci consentono di scrivere espressioni della potenza
elettrica dei bipoli stessi.

Potenza minima e massima : La potenza erogabile ovvero assorbibile dai bipoli im-
pressivi e nonomogenei (sVi e sli) non & soggetta ad alcun limite inferiore e superiore.
Infatti la potenza, i i (per sVi) e 1 v (per sli) consiste nel prodotto di una grandezza fissa
e una nonvincolata. Per i bipoli nonimpressivi e nonomogenei la potenza erogata pud es-
sere sia negativa sia positiva in dipendenza della situazione elettrica del bipolo. Tuttavia,
essa non pud assumere tutti i valori tra —oo e +oo0.

Assumendo la convenzione nonnormale per il bipolo, la potenza erogata p = v ¢ pud essere
espressa in funzione della tensione [p(v)] o della corrente {p(1)] :

Nel caso ¢ > 0 (pil frequente), dalla Nel caso 7 > 0 (pilt frequente), dalla
rappresentazione i + v otteniamo : rappresentazione v + ¢ otteniamo :

3 < 2 .o N 2
=ifv—gv® = —— L D= i1 = e [ fr e
plv)=iv—-gv 17 v NG p(i) = 91 — ri o N/ 5/
il cui grafico & una parabola : . il cui grafico & una parabola :
p(v) p(3)

n

g

La potenza p(v) & compresa nell'inter-
vallo: —oo < plv) < 2/(49).

Nel caso g < 0 (pit raro) p(v) risulta :

N 2o\ 2

m»

ﬁ?&”lml_m_.*. da\_M_..T.wle\ql_Mﬂ_‘

il cui grafico & una parabola rivolta verso
P'alto, mentre p(v) & compresa nell'inter-
vallo: —%/(4g) < p(v) < +o0 Vu.

La potenza p(i) & compresa nell'inter-
vallo: —o0 < p(i) < g9*/4.
Nel caso 7 < 0 (pil raro), p() risulta :

~2 - 2

. v . v
p(i) = ———+ [ iy/|7] +
A 4fr| Vi 2/I7|

il cui grafico & una parabola rivolta verso
'alto, mentre p(z) & compresa nellinter-

vallo: —g9%/4 < p(i) < +o0 Vi.

Definizione : La potenza massima pnax erogabile da un bipolo nonomogeneo e nonim-
pressivo (con resistenza interna positiva) viene chiamata potenza disponibile del bipolo. =

Proprieta . Dalle precedenti espressioni della potenza si

Ik 12

ha che la potenza disponibile di un bipolo nonomogeneo DPmax = — =

e nonimpressivo con resistenza interna r positiva &

vy
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Questo valore massimo viene raggiunto per v = i/(2 g} ovvero per i = 3/(2 1) .

7.3 SERIE'E PARALLELO DI BIPOLI

Vengono esaminate le aggregazioni serie e parallelo di bipoli adinamici tempo-invarianti e
lineari di maggior interesse : da questo esame sistematico viene derivata la caratteristica
del bipolo composito. Alcune delle formule vengono usate frequentemente nella soluzione

'dei problemi di interesse pratico. Infine vengono enunciate le ben note regole per la

ripartizione della tensione e della corrente all'interno dei rispettivi partitori resistivi di

‘tensione e corrente.

7.3.1 La connessione serie

Consideriamo due bipoli generici connessi in serie (costituenti un taglio nodale) :

v? v® e
BT g — o == o—>—" '} ©
e ooce b v

dn

La connessione serie dei bipoli C} e C? da origine al bipolo composito C¢ = Serie{C2, "},

in accordo alle seguenti relazioni topologiche :

o le correnti fluenti in C? e CP coincidono : #* = ib.

o la corrente fluente in Cf coincide con la corrente comune a C e CP : ¢ = 2.
e la tensione ai capi di Cf coincide con la somma delle tensioni ai capi di C? e CP :
V& = y? 4 o,

Le precedenti relazioni sono scritte nel caso in cui i versi delle tensioni e correnti siano
quelli indicati in figura. Esse valgono anche nel caso in cui C? e/o CP siano sostituiti dalla
porta di un multipolo.

Come detto nel Cap. 6 due bipoli sono in serie anche qualora essi costituiscono un taglio
nonnodale, come indicato in figura. In questo caso la parte restante del circuito costituisce
due bipoli compositi. In definitva noi siamo di fronte ad un’unica maglia costituita da
quattro bipoli e possiamo spostate i singoli bipoli in modo che riformino un taglio nodale.

GENERIC! BIPOLI IN

)
LS
bipolo 8 bipolo
composito ! composito
p iy P p
ﬁ&
d b
G P — ¢
(
b

SERIE FORMANTI UN

TAGLIO ‘NONNODALE.
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TRASFORMAZIONE DEL TAGLIO NONNODALE IN UNO NODALE.

La connessione di bipoli in serie si estende immediatamente al caso di pit di due bipoli.

7.3.2 Connessione serie di bipoli controllabili in corrente

Qui analizziamo la serie di due bipoli adinamici nel caso in cui entrambi siano controllabili
in corrente. Entrambi sono rappresentati dal modello di THEVENIN :

Qﬂ
ettt
=t b

N.n

g

Proprieta : 1l bipolo €] = Serie{C2,CP} composto dalla serie di due bipoli lineari e con-
trollabili in corrente C3 e C? & a sua volta lineare e controllabile in corrente con tensione
impressa ¢ uguale alla somma delle tensioni impresse 9° = 9° + 9° e resistenza interna 7,
uguale alla somma delle resistenze interne r. = 7, + 1y , come risulta dalla somma delle
rappresentazioni v ¢ 1 (modelli di THEVENIN) dei due bipoli :

2 vr=rat 07
VPP = (A ) EAPR A = O =+ O
P et M S
co o o = rpi® + P e re pe -

7.3.3 Connessione serie di bipoli notevoli

Nel caso in cui C? e/o C? non siano controllabili in corrente, la caratteristica del bipolo
composito C§ deve essere calcolata in modo diverso.

Qui di seguito viene esaminato il bipolo composito C§ costituito dalla serie di due bipoli
notevoli qualsiasi C? e C? . Tra queste vengono esaminate anche le connessioni serie di

bipoli non controllabili in corrente.
WWWWW?2? IN TESTA al quadro non viene doppia riga TMTWWWWW
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Quadro della serie di due bipoli notevoli
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vP vt 2° ?° v*
M *)
iP i . i . i
incomp. incomp.
P e o v° N u©
s.v s._u wv A v 1 A v N&
i° i ms.n i i
Pl | {2 | o° el Spag b
S
H W
(') le tensioni v* e v non possono essere determinate.
(%) nel raro caso 9® = —9° si ha un c.c. .
(®) nel raro caso 2* = 1° si ha una sli, ma le tensioni v* e v® non possono essere determinate.
(*) nel raro caso r, = ~ry, 5i ha un c.c. .

(3) “incomp.” significa che la connessione & incompatibile.

Commento : Quando entrambi i bipoli connessi in serie sono controllabili in corrente,
la caratteristica del bipolo composito risulta facilmente comprensibile. I casi pilt delicati
da comprendere sono quelli in cui uno dei bipoli non risulta controllabile in corrente :
cioé quando nella serie & coinvolta una sli ovvero un c.a. . Infatti un generico bipolo in
seric a una sli {c.a.) & equivalente alla sli (c.a.) stessa. Infatti la tensione ve = va + v
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& nonvincolata essendo uguale alla la somma di due tensioni di cul una & a sua volta
nonvincolata mentre la corrente ¢ coincide necessariamente con quella della sli.

Quando entrambi i bipoli non sono controllabili in corrente la connessione serie & in genere
incompatibile : eccetto il caso della serie di due c.c. o di due sli con la stessa corrente

impressa.

7.3.4 La connessione parallelo

Consideriamo due bipoli generici connessi in parallelo (cioé costituenti una maglia) :

La connessione parallelo dei bipoli Cf e C® da origine al bipolo composito Cf = C3||CP, in
accordo alle seguenti relazioni topologiche :
e le tensioni ai capi di C2 e CP coincidono : v* = o,
o la tensione ai capi di Cf coincide con la tensione comune a C? e CP @ v° = o2,
o la corrente fluente in Cf coincide con la somma delle correnti fluenti in C2 e di CP :
i€ =12 4

Le precedenti relazioni sono scritte nel caso in cui i versi delle tensioni e correnti siano
quelli indicati in figura. Esse valgono anche nel caso in cui il bipolo €} e/o CP siano
sostituiti dalla porta di un multipolo. La connessione di bipoli in parallelo si estende
immediatamente al caso di pit di due bipoli.

7.3.5 Connessione parallelo di bipoli controllabili in tensione

Qui analizziamo il parallelo di due bipoli nel caso frequente in cui entrambi siano control-
labili in tensione. Entrambi sono rappresentati dal modello di Norton :

Proprieta : 11 bipolo C¢ = Paral{C%,C"} composto dal paralielo dei bipoli lineari e con-
trollabili in tensione C? e C® & a sua volta lineare e controllabile in tensione. con corrente
impressa ¢ uguale alla somma delle correnti impresse © = 7* 4+ i° e conduttanza interna
gc uguale alla somma delle conduttanze interne g. = g, + g» , come risulta dalla somma
delle rappresentazioni 7 < v (modelli di NORTON) dei due bipoli : ,
Cd: P=git+i
. b < “ . =
P41 = (ga+ gp) en+~w%sv == Cf : = gv°+1°

b % >
Ch o Pe=gb i i< o pS w
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7.3.6 Connessione parallelo di due bipoli notevoli

Nel caso in cui C? e/o C> non siano controllabili in tensione, la caratteristica del bipolo
composito Cf deve essere calcolata in modo diverso. Qui di seguito viene esaminato il bipolo
composito C{ costituito dal parallelo di due bipoli notevoli qualsiasi C? e CP . Tra queste
vengono esaminate anche le connessioni parallelo di bipoli non controllabili in tensione.

Quadro del parallelo di due bipoli notevoli

-
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b ¢

¢ .
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7 @ #Y 58 4 4@
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Cy | »® vt v v? v —
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N.u € ¢ . I i€
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2P v° v* v° 2°
¢
() o
o
m% & i Y i i
1
P v° v® v° 2° v© -
mw
o
Yoo | “Yge | “Ygb “Ygb
incomp. incomp.
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o]

(') le correnti i e i® non possono essere determinate.

(%) nel raro caso * = #° si ha una sVi, ma le correnti i* e %
determinate.
(3) nel raro caso ©* = —1® st ha un c.a. .

b non possono essere
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(%) nel raro caso g, = —gp Si haun c.a. .

(%) "incomp.” significa che la connessione & incompatibile.

Commento : Quando entrambi i bipoli connessi in parallelo sono controllabili in tensione,
la caratteristica del bipolo composito risulta facilmente comprensibile. I casi pil delicati
da comprendere sono quelli in cui uno dei bipoli non risulta controllabile in tensione :
ciojuando nel parallelo & coinvolta una sVi ovvero un c.c. . Infatti un generico bipolo
in parallelo a una sVi (cc.) & equivalente alla sVi (c.c.) stessa. Infatti la corrente
fo =iy + b & nonvincolata essendo uguale alla somma di due correnti di cui una & a sua
volta nonvincolata mentre la tensione v° coincide necessariamente con quella della sVi.

7.3.7 Partitori resistivi

La connessione serie e parallelo di resistori causa la ripartizione, rispettivamente, della
tensione e della corrente tra i resistori che costituiscono le connessioni. Vengono enunciate

le ben note e semplici regole per la ripartizione della tensione e della corrente.
Partitore semplice di tensione Partitore semplice di corrente

Uy
-

1 Ty
c.ﬂ T2 AS

Regole : Ciascuna delle due seguenti regole assume due forme diverse (equivalenti) :

v T2 9 i g _ T
v T+ T2 g1+ g2 i g1+ g2 7L+ T2

Formule analoghe esistono per i rapporti vi/v e iy /1.
Le formule sottograffate sono le pill usate e vengono in genere ricordate :

la corrente i viene ripartita tra
i singoli resistori in proporzione
ai valori delle loro conduttanze. ®

la tensione v viene ripartita ai capi
dei singoli resistori in proporzione
ai valori delle loro resistenze. ]

Commento : Comunque & molto usata anche la seconda formula per il partitore di
corrente, che & espressa in funzione delle resistenze e non delle conduttanze. =

Prova: Le correnti i, i; e i, sono uguali al
prodotto della rispettiva conduttanza per
la tensione v comune ai resistori. a

Prova : Le tensioni v, v; e vy sono uguali
al prodotto della rispettiva resistenza per
la corrente i comune ai resistori. "
Partitori multipli © Le due regole precedenti sono estese immediatamente al caso di
connessione di pili resistori :
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Partitore multiplo di tensione Partitore multiplo di corrente

7 U3 ]
€ e O — e
O-Pr = =~ i
t T4 73 T2 1 1 1 1
v —_— — - fall
14 13 ) i
O m
Olllnll

La corrente i si suddivide nei singoli resis-
tori in accordo alla

La tensione v si suddivide ai capi dei sin-
goli resistori in accordo alla

u Ty i 9

v orpHrpkryhra = i g AGtgtgto -

7.4 ANALISI DI CIRCUITI SEMPLICI

Vengono qui esposti tre metodi di analisi di circuiti semplici con strutture costituite da
bipoli in serie e/o in parallelo. I due teoremi di MILLMANN danno delle regole facili da
ricordare per il calcolo di circuiti formati da bipoli in parallelo e in serie. Infine, il metodo
della falsa posizione consente di analizzare rapidamente circuiti con struttura 2 scala, in
cui i bipoli sono connessi alternativamente in serie e in parallelo.

7.4.1 1 due teoremi di Millmann per strutture parallelo e serie

Secondo teorema di Millmenn : Sia
dato un circuito formato dalla serie di
bipoli nonomogenei e nonimpressivi cos-
tituenti 'unica maglia del circuito. As-
sumiamo che i bipoli, controllabili sia in
tensione sia in corrente, siano rappresen-
tati dal modello di NORTON.

Primo teorema di Millmann : Sia
dato un circuito formato da bipoli
nonomogenei e nonimpressivi incidenti
’unica coppia di nodi (ciod in parallelo).
Assumiamo che i bipoli, controllabili sia
in tensione sia in corrente, siano rappre-
sentati dal modello di THEVENIN.

™ T2 73
v N . .
U V2 ]

La tensione v tra l'unica coppia di nodi
risulta : risulta :

7

La corrente ¢ fluente nell’unica maglia
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correnti impresse
m_—\\: + @w\ﬂ.m -+ @w\g.u + .-
i+ 1l/r+1/ra+-

conduttanze &

U=

Prova : Trasformiamo il circuito intro-
ducendo per ogni bipolo il modello di
NORTON :

\5 \ﬂm ‘@m\ﬁm @w\ﬂ.m

v [ T2 73

la tensione v coincide con la somma delle
correnti impresse divisa per la somma
delle conduttanze dei resistori. "

tensioni impresse

. urn + ioTy + 373 + - -

i o=
Ty t+To+T3 4+
N remansimees?

resistenze ™

Prova : Trasformiamo il circuito intro-
ducendo per ogni bipolo il modello di
THEVENIN :

la corrente ¢ coincide con la somma delle
tensioni impresse divisa per la somma
delle resistenze dei resistori. ]

Commenti: Possiamo ottenere i due teoremi di MILLMANN dal principic di sovrappo-
sizione e dalle regole dei partitori :* consideriamo, per esempio, il primo teorema e scom-
poniamo il numeratore nella somma di singoli termini e le frazioni in somma di frazioni

con il medesimo denominatore :

.@w\iw .mm\q.w @w\ﬂm

Y =

1y Ty iy T3

1= -+

+ +
ri+1/ra+1frat o Uri+1/ra+rs+ - 1/ri+1/rg+1/rs +---

+...

i3 T3

+ +...

ri+retr3tos rytradryos Ty bre Ty
da cui si conclude che le due formule comprendono, rispettivamente, come casi particolari

le regole dei partitori di tensione e corrente.

7.4.2 Estensione dei due teoremi di Millmann

Tra i bipoli del circuito connessi in parallelo ovvero in serie possono essere presenti anche
resistori e semplici sli ovvero sVi. In questo caso le formule precedenti vengono completate

nel modo seguente :

Estensione del primo teorema
le correnti impresse delle eventuali sTi
vengono sommate al numeratore, mentre
le conduttanze degli eventuali resistori
vengono sommate al denominatore ]

Estensione del secondo teorema
le tensioni impresse delle eventuali sVi
vengono sommate al numeratore, mentre
le resistenze degli eventuali resistori
vengono sommate al denominatore L]

Prove : 11 lettore & invitato a ripetere le prove precedenti. o
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Esempio A : Sia dato il circuito in
figura costituito dal parallelo di sette
bipoli, di cui tre generici, due sli e due i 2
resistori. La tensione v risulta :

.@w\ﬂw +wm LT&m\ﬁm +mn +®m\ﬂm
H\: -+ H\.\.w+w\ﬂm -+ “_.\ﬂm +H\ﬁ.~

[

Esempio B : Sia dato il circuito in
figura costituito dalla serie di sette
bipoli, di cuil quattro generici, una sVi
e due resistori. La corrente 7 risulta :

G T O3y i T+l T
Ty + T3+ T+ T T+ T

1 =

7.4.3 Struttura a scala: regola della falsa posizione

La figura riporta un circuito a scala : partendo dal R (r;) sulla destra esso & costituito da
una sequenza di resistori, connessi alternativamente in serie e parallelo :

I R(rs) & in serie-al R(ry), il R(r3) & in parallelo al R {ry) 1 R(r1), il R(rs) & in serie al
R(rs)||[R(re) I R{r1)] e cosi via.

i Ts ‘i TE i, T4 iy T2

. " e’ " S

U Vg Ug Vg U2
T7 Uy Ts Us T3 U3 T1 U1
i7 15 i3 7

11 circuito pué essere analizzato con un metodo molto semplice ma applicabile solamente
ai circuiti costituiti da bipoli costituenti una rete a scala.

Regola : Un circuito omogeneo a scala, alimentato da una sola sorgente impressiva, pud
essere analizzato :

» Sia 9°7 la grandezza (in questo caso una tensione) impressa della sorgente impressiva.
Assegnare un valore fittizio, in genere vt = 1, alla grandezza di interesse (in questo
caso una tensione) del bipolo di destra.

¢ Risalire di bipolo in bipolo, da destra verso sinistra, al corrispondente valore fittizio
7 della grandezza impressa (tensione o corrente), applicando a ogni passo la legge
di OHM e, alternativamente, una delle leggi di KIRCHHOFF, quella delle tensioni (per
i bipoli in serie) e quella delle correnti (per i bipoli in parallelo). Assumendo vf* =1




i
{
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LEGGE DI KIRCHHOFF
DELLE CORRENTI

LEGGE DI KIRCHHOFF
DELLE TENSIONI

LEGGE DI OHM LEGGE DI OHM

- dmn.. =1 = i = .cwq..\j = iy = 13 = Up = Todp =P
U3 =v + V2 = ,N.w"du\.\m = iy =1dg+13 = U=y Ty =
vs = vzt Uy = Gs=Us/Ts = ig=ig+is = Ug=igTp =
Y =Us+ Vg T &.\.”dq\ﬁq == ig = i+ 1y = vy = 1g g >

ot = v7 + Vg

« Dal confronto del valore fittizio 4™ e di quello effettivo 7°7 della grandezza impressa,
il valore effettivo v¢T della grandezza di interesse risulta : vg™ = (uf* 9°7)/3% .

Prova : La prova richiede I'applicazione di una proprieta generale comune a tutti i cir-
cuiti adinamici e lineari alimentati da un'unica sorgente impressiva e che incontreremo
nella Sez. 11.4 . Questa proprietd dice che in un circuito con un’unica sorgente impressiva

tutte le tensioni e correnti di ramo sono proporzionali all’unica grandezza impressa. ]
Commenti : 1l metodo pud essere esteso anche a circuiti a scala costituiti da bipoli
nonomogenei. -

Avvertenzo : Se commettete un errore in uno dei semplici conti della “catena” di for-
mule, vi ritrovate col risultato finale errato, senza possibilita di accorgervi di un eventuale
errore intermedio. D’altra parte, quando inciampate scendendo i gradini di una scala vi
ritrovate un po’ ammaccati ai piedi dell'ultimo gradino. m
Esempio A : Consideriamo il circuito a scala in figura, di cui siamo interessati a calcolare
il valore effettivo v$¥ della tensione v; .

RN A SR

) S o’ o’ b S
10V Ug Us V4 (]

50 U7 280 Us 3Q v3 1Q vy

17 i5 i3 iy

Provvisoriamente, assumniamo per v; il valore fittizio vt = 1 V e calcoliamo i valori (fit-
tizi) di 41, %2, V2, V3, .. fino al valore fittizio della tensione impressa 9™ = 90,3 V, come
riportato nella sottostante tabella :
LEGGE DI KIRCHHOFF
DELLE TENSIONI

LEGGE DI KIRCHHOFF
DELLE CORRENTI
T =1V = h=1A == h=1A = hp=2V =
su”H;P = f”w» s .c»”m/\ =
py =11V == sm“w.Mbr = ~m”ﬂ,m> = dmnmw_m/\. =
v =233,5V == i7=6,TA = ig=14,2A = vg = 56,8V ==

LEGGE DI OHM LEGGE DI OHM

Facendo la proporzione otteni- off yfit pefl 1x10 ~ 01133 V

amo il valore effettivo di v; : nE Tam T 90,3
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7.5 GENERATORI FISICI : RENDIMENTO

Se si misura accuratamente la caratteristica dei generatori (fisici), (per esempio la batteria
di un’automobile), che in genere operano erogando potenza, si constata che la caratter-
istica non & parallela né all’asse delle correnti né all’asse delle tensioni del piano v-i .
Per rappresentarli accuratamente introduciamo i modelli chiamati sorgenti nonideal di
tensione ovvero corrente & i loro rendimenti energetici.

7.5.1 Premessa

Per ragioni pif: storiche e pratiche che concettuali, sono usate le seguenti definizioni :

Definizione : Si chiama sorgente non- Definizione : Si chiama sorgente
ideale (reale) di tensione un bipolo non- nonideale (reale) di corrente un bipolo
omogeneo e nonimpressivo con resisten- nonomogeneo e nonimpressivo con re-
za interna positiva di cui si usa preferi- sistenza interna positiva di cui si usa

bilmente il modello di THEVENIN. preferibilmente il modello di NORTON.

CRY
-

n n
Per entrambi i modelli, calcoliamo i seguenti rapporti con la regola del corrispondente
partitore :

Gu
Gu+ s

modello di Th Ty modello di No _

Uy
THEVENIN |~ % retre Norron T T

S

dove 7 & la resistenza interna della sorgente e r, & la resistenza del carico.

Notare che, per 7y & 7y, 7™ — 1, mentre, per rs 3> ry , 7"° — 1 : in questi casi la
grandezza del carico si avvicina alla corrispondente grandezza impressa, ciot il comporta~
mento del modello di THEVENIN si avvicina a quello ideale della sVi e quello del modello
di NORTON si avvicina a quello ideale della sli. L

7.5.2 Rendimento del modello

I rapporti 7™ e 7™° introdotti nel paragrafo precedente per misurare “I'idealita” dei mod-
elli delle sorgenti nonideali, hanno anche un significato energetico :

Definizione : 1l rendimento (del modello) di THEVENIN e/o NORTON di una sorgente
nonideale & definito come il rapporto tra la potenza utile p, assorbita dal carico e la potenza
Pimp erogata dalla sorgente impressiva che compare all’interno del modello :
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Proprieté : 1l rendimento di THEVENIN Proprieta : Il rendimento di NORTON di
di una sorgente nonideale & uguale a n™ : una sorgente nonideale & ugunale a 77°
2
Pu ty Tu = oTh Pu v2 gu _ .No
L= Gt = = Tt
Pinp i ? u + qmv B N:Eﬂ Vu A.Q: + bmv L

Se confrontiamo il rendimento di THEVENIN ™ e quello di NoRTON 7™, otteniamo due
risultati discordanti. Infatti la definizione del rendimento coinvolge la potenza piy, interna
al bipolo “sorgente nonideale” e quindi non pud essere determinato univocamente dalla
caratteristica esterna del bipolo. Se la resistenza esterna r, varia da 0 — +o00 :

n™ variada 0 — 1 , 7N° variada 1 — 0

Nel caso particolare 7, = 7, i rendimenti coincidono : n™ =M =1/2.
La somma dei rendimenti 77" + 7™° & sempre uguale a 1 .
Sorgente nonideale di tensione o di corrente ?: In principio, ciascuna sorgente
nonideale di tensione (modello di THEVENIN) pud essere sostituita da una sorgente nonide-
ale di corrente (modello di NORTON equivalente) e viceversa, come risulta dalla discussione
dell’equivalenza dei due modelli nel Par. 7.2.3 . Per distinguere rigorosamente le sorgente
nonideale di tensione e le sorgente nonideale di corrente occorre introdurre il concetto di
rendimento reale che viene presentato nel prossimo paragrafo. L]

7.5.3 Rendimento reale

La distinzione tra le sorgenti di tensione e corrente nonideali diventa pil rigorosa, se noi
consideriamo il rendimento reale del bipolo fisico. Il rendimento del modello introdotto
precedentemente non & assolutamente in grado di tenere conto di tutto quello che succede
all'interno del componente fisico ma solamente degli scambi energetici col resto del circuito
attraverso I'unica porta del bipolo. Infatti il componente fisico pud generare al suo interno
una potenza molto superiore a quella che puo essere scambiata alla porta : ma una parte
di questa potenza pud essere dissipata nell’interno stesso. In molti casi questa dissipazione
interna pud provocare un deterioramento irreversibile del componente fisico. Noi chiami-
amo rendimento reale il rendimento che tiene conto di tutte le potenze elettriche generate
all’interno e di tutte quelle dissipate al suo interno e della potenza scambiata tramite la
porta elettrica del bipolo. Esso pud essere valutato solamente se conosciamo la struttura
interna e non solamente la caratteristica esterna del bipolo fisico.

Per esempio consideriamo una batteria con un resistore connesso in parallelo, assumendo
che il rendimento del modello di THEVENIN della batteria sia uguale al rendimento reale
della batteria stessa : questa assunzione corrisponde al ben noto fatto che una batteria a
vuoto non dissipa energia. Ma il rendimento del modello di THEVENIN del parallelo della
batteria e del resistore si discosta dal rendimento reale del medesimo bipolo composito :
la batteria in parallelo ad un resistore dissipa anche qualora fosse a vuoto.
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Consideriamo la batteria con resistenza interna r; e costruiamo un bipolo composito
connettendo in parallelo un resistore di r; . In rendimento reale 7, e il rendimento di
THEVENIN T del bipolo composito risultano :

- Ty T2 To :j, _ TuTs+ Ty To
’ TuTs+TyTo+ 7572 Ty + T2 ! Tuls+TyTo+17sT2
da cui otteniamo :
_ Ty T2 1 o TuTe(rs/Ta 4+ 1)
dw - bl ) b

TuTs+ Ty T +7sTa Ty/Ta+1 TuTs+TyTa+7sTo

Siccome 1/(1 + ry/r2) < 1+ 15/79, noi abbiamo che 7, < 7™ .

Un bipolo fisico, la cui caratteristica & Un bipolo fisico, la cui caratteristica &
lineare nonimpressiva e nonomogenea, & lineare nonimpressiva e nonomogenea, &
considerato una sorgente nonideale di ten- considerato una sorgente nonideale di cor-
sione qualora il rendimento reale sia vicino rente qualora il rendimento reale sia vicino
al rendimento del modello di THEVENIN. al rendimento del modello di NORTON. In
In questo caso non si ha dissipazione in- questo caso non si ha dissipazione interna
terna e deterioramento del bipolo fisico e deterioramento del bipolo fisico qualora
qualora esso sia a vuoto. i due terminali siano cortocircuitati.

Commento : 1l confronto tra i rendimenti dei modelli e il rendimento reale ci consente
di distinguere se il bipolo fisico & piu vicino a una sorgente nonideale di tensione oppure a
una sorgente nonideale di corrente. -]

7.5.4 Conclusioni

In pratica la distinzione tra i termini sorgente nonideale di tensione o corrente dipende
dalle tre seguenti motivazioni :

sorgente nonideale di tensione _ sorgente nonideale di corrente
confronto tra la resistenza interna 7 e la resistenza r, del carico

s << Ty Te >> T
u

confronto tra le grandezze impresse interne alle sorgenti e quelle misurate sul carico

.::R@ &:ns

confronto tra i rendimenti dei due modelli

ez >> e 22 e >>

comportamento del bipolo fisico a vuoto e in corto
a vuoto non dissipa in corto non dissipa
mentre in corto si deteriora mentre a vuoto si deteriora

Divagazione : Un professore, apre il cofano della sua automobile e comincia a ragionare
sulla alterne fortune della carriera accademica :

“Se il modello della batteria fosse una sorgente di tensione impressiva e se il modello del
filo di rame fosse un corto circuito, la corrente sarebbe superiormente e/o inferiormente
illimitata.”
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modello v modello
ideale della — + ideale del
batteria filo di rame

e —

1

“Forse potrei afferrare il concetto di infinito per via sperimentale, suscitando I'invidia dei
miei Chiarissimi Colleghi di Filosofia e di Fisica.”

“Oppure potrei risolvere sperimentalmente il problema di trovare l'incrocio di due rette
parallele, suscitando la gelosia dei miei Chiarissimi Colleghi di Matematica, che dopo
lunghissimi secoli non ci sono ancora riusciti.”

Fieramente armato di cacciavite, egli connette il filo di rame ai morsetti della batteria e se
ne va nell’aula per tenere la lezione sulle batterie. Finita la lezione egli applica gli estremi
delle sue braccia al baule dell’automobile ed, erogando sudore, imprecazioni e potenza
meccanica, la spinge fino al pili vicino elettrauto. I~
WWWWW??? FARE FIGURA con caratteristiche del filo di rame e batteria reali.

7.5.5 Sorgenti nonideali di tensione in parallelo

Consideriamo un circuito fisico costituitc da due batterie (per esempio quelle montate
sugli autoveicoli) in parallelo e chiuse su un resistore (carico) :

Rappresentiamo le batterie con i rispettivi modelli di
THEVENIN e assumiamo che il loro rendimento reale coin-
cida con quello di THEVENIN. Nel caso in cui 4, # 9, anche
se il bipolo composito avesse i terminali a vuoto, circolerebbe

una corrente nell’unica maglia formata dalle due batterie in @ @
parallelo. Questa corrente riduce il rendimento reale.

Rivediamo le precedenti osservazioni esaminando i rendimenti di questo bipolo composito.

Rendimento reale : Calcoliamo il rendimento di THEVENIN e il rendimento reale del

bipolo composito.
La potenza totale pimp erogata dalle due sVi interne al bipolo composito e la potenza utile

p. assorbita dal carico risultano :

) _ By Am: - cv 4 [ A‘mw - cv - m @M _ A.ma\ﬂ.» + &m\ﬁwvm
Pimp o 5 o Ty 1l/m+1/ra+1/r
_v_ 1 Dy /1y +Ba/12 2
Pu Ty o \1/m +1/ra+1/7y
Le formule precedenti sono sviluppate esprimendo la tensione By /71 + Do /72

Y=

v per mezzo del primo teorema di MILLMANN (Par. 7.4.1): REVSESVES VS
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) 1 b1 /7y + Da/72 :
w nmwa_%“m:“wo reale n.w& n = Pe _ Ta \l Jry+ 1/r2 + 1ra
,mo.Exo ipolo composito e i m .mlw _ (611 + Bafra)?
) o1y 1ry+1/ra+ 17y

n = B/ + Dafr2)” ru
C T W Y 1r) [(0 = 92) () + 8/ (ra ) + 93/ (ra )]

Il rendimento di THEVENIN - TaT1+Tu T2
mm:o stesso bipolo composito n= TaT1 b Te T2t T T
e :

WWWWW??7? COMPLETARE IL CONFRONTO ?77WWWWW

Consideriamo il caso pi} interessante in cui %; == &, e chiediamoci con quale legge la
potenza p = p; + p, erogata dal bipolo composto dal parallelo delle due sorgenti nonideali
di tensione sia ripartita tra le due sorgenti.

Proprietd : La potenza erogata p & ripartita tra le due sorgenti in proporzione alle loro
conduttanze interne 1/r; , 1/r5 :

py = viy =v{v—9)/n px1/m
p=p+p2 = ] ==
p2 = viz = v(v — D) /m2 pr < 1/ra

Questa formula & strettamente legata alla regola del partitore di corrente (Par. 7.3.6) . =
Commento : Se le due sorgenti di tensione fossero ideali (resistenze interne nulle), non
sarebbe possibili calcolare le correnti erogate da ciascuna delle sorgenti. Si ha un caso di

indeterminatezza parziale limitato a queste due correnti (vedere Par. 11.5.5). =
Commento : Lestensione alle sorgenti nonideali di corrente in serie & immediata : qui
non & sviluppata poiché di minor interesse. |

7.5.6 Potenza disponibile

7?2

Pdisp = Mﬂ = 4

Ricordiamo dal Par. 7.1.3 che la potenza massima eroga-
bile da una sorgente nonideale, comunemente detta potenza
disponibile della sorgente, pgisp, & uguale :

dove r & la resistenza (positiva) interna, 9 la tensione impressa del modello equivalente di
THEVENIN e 7 la corrente impressa del modello equivalente di NORTON.

Questo risultato & indipendente dal modello equivalente (di THEVENIN o NORTON) adot-
tato per la sorgente nonideale in quanto viene presa in considerazione solamente la potenza
erogata dalla sorgente nonideale e non quella erogata dalla sorgente impressiva interna al
bipolo stesso, come nella definizione del rendimento (vedere Par. 7.3.2).

Notare che 'erogazione della potenza massima coincide con il caso 7" = 7 = 0.5.
Commento : Non ha senso definire la potenza disponibile per le sorgenti impressive, dal
momento che la potenza erogabile non & superiormente limitata. n
WWWWW??? FORSE il rendimento reale di un bipolo composto da svariate batterie &
sempre minore al massimo tra i rendimenti di Thevenin e di Norton ?77WWWWW

fine del capitolo 7



8 GENERICI MULTIPORTE
ADINAMICI
TEMPO-INVARIANTI
e LINEARI

WWWWW?7?? Fare disegno con un multiporta con all’interno del nocciolo una generica rappre-
sentazione ibrida. 777WWWWW

Questo capitolo prosegue I'analisi dei componenti adinamici tempo-invarianti e lineari, iniziata
nel Cap. 7 coi bipoli, prendendo in considerazione i generici k-porte della stessa classe. Questa
analisi richiede una buona conoscenza, seppur elementare, del calcolo matriciale.

Sez. 8.1 : Generalita : Le relazioni costitutive dei k-porte adinamici, tempo-invarianti e lin-
eari consistono in sistemi sottodeterminati di & equazioni lineari nonomogenee in 2k incognite,
noti come rappresentazioni implicite. Sulla base della struttura delle rappresentazioni implicite
i k-porte vengono distinti in omogenei o nonomogenei e impressivi o nonimpressivi.

Sez. 8.2 : Rappresentazioni esplicite : Le rappreseniazioni esplicite dei k-porte sono ot-
tenute da quelle implicite suddividendo le tensioni e correnti alle k porte in & grandeszze indipen-
denti e k grandezze dipendenti. Esse sono suddivise a loro volta in cardinali e noncardinali.
Sez. 8.3 : Grandezze impresse e primo teorema di equivalenza : Le grandezze im-
presse, che compaiono nelle rappresentazioni esplicite, coincidono con le grandesze dipendenti
qualora quelle indipendenti siano nulle. Esse possono essere rappresentate da k sorgenti impres-
sive connesse in serie e/o parallelo alle porte del k-porta omogeneo associato (primo teorema di
equivalenza).

Sez. 8.4 : Parameiri omogenei : Ciascun parametro omogeneo delle rappresentazioni es-
plicite viene definito da un punto di vista circuitale, come rapporto tra una grandezza dipendente
e una indipendente della rappresentazione, qualora le restanti grandezze indipendenti siano nulle.
Sez. 8.5 : Potenza effettiva: La potenza effettiva assorbita ovvero erogata dai k-porte viene
ottenuta da quella virtuale per mezzo di una delle rappresentazioni cardinali. Da un punto di
vista energetico i k-porte adinamici, tempo-invarianti e lineari vengono distinti in dissipativi,
inerty, strettamente attivi e attivi.

Sez. 8.6 : Reciprocitéa : Sulla base delle proprieta delle potenze virtuali incrociate : i k-porte
sono classificati in reciproci, antireciproci e nonreciproci. Inoltre il teorema di reciprocitd consente
di dimostrare la reciprocita dei k-porte composti da componenti reciproci e 'antireciprocita dei
k-porte composti da componenti antireciproci.

Sez. 8.7 : Appendice sulle forme quedratiche omogenee : sono richiamate alcune nozioni
riguardanti le forme quadratiche omogenee di una matrice quadrata necessarie per studiare le
proprieta energetiche dei k-porte adinamici, tempo-varianti e lineari.
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8.1 GENERALITA

Questa sezione introduce alcune informazioni preliminari sulle relazioni costitutive di
generici k-porte adinamici, tempo-invarianti e lineari. Essi sono descritti da sistemi sot-
todeterminati di:k equazioni lineari (in genere) nonomogenee in 2k incognite chiamati
comunemente rappreseniazion: implicite. La struttura di queste rappresentazioni ci per-
mette di distinguerli in k-porte omogenei o nonomogenei e impressivi o nonimpressivi.
Siccome siamo in presenza di componenti tempo-invarianti, le tensioni e correnti non
idipendono esplicitamente dal tempo ¢ : quindi il simbolo matematico di queste grandezze
sara privo del "(¢)", ciok faremo le seguenti sostituzioni : v(t) — v, §{t) ~— 7 .

8.1.1 Rappresentazioni implicite dei k-porte

Proprietd : Sia'dato un k-porta le cui relazioni costitutive siano descritte dal seguente

sistema sottodeterminato, usualmente chiamato rappresentazione implicita del k-porta :
z = [vT iT|T vettore delle 2 & incognite

H z = h dove H matrice di k& x 2k elementi costanti con rango pieno

h vettore di k elementi costanti

1l rango pieno di H garantisce I'indipendenza e la compatibilita delle k equazioni scalari. .

1l suddetto k-porta & adinamico, tempo-invariante e lineare. W
Prova : La verifica della adinamicita e della tempo-invarianza segue immediatamente dal
fatto che gli elementi di H e di h non contengono P'operatore derivata e/o integrale e non
dipendono dal tempo (vedere Cap. 5).

La linearita viene provata dal fatto che il dominio costitutivo X & uno spazio affine :
Date due qualsiasi situazioni elettriche (1) e 2(?) del k-porta si ha

Vel e ¥ = oM HzW = o}

Vo, o eReon oM o =1 HleMaW 4 o1z = 4

Ve e X = o@Hz® =a@h B

Commento : Esistono infinite rappresentazioni implicite (ovviamente equivalenti) del
medesimo k-porta. D’altra parte i 2 k% elementi della matrice H sono ridondanti. Per
passare da una rappresentazione implicita all’altra & sufficiente pre-moltiplicare i due mem-
bri della H © = h per una opportuna matrice k x & nonsingolare. =
Partizione delle 2k grandezze alle porte : 1l vettore che riunisce le k tensioni e k
correnti alle porte di un k-porta pué essere suddiviso in due sottovettori di dimensioni & :
z = [[z*|T [z"]T]T . Analogamente, anche la matrice H viene suddivisa nelle sottomatrici
kx %k H®*e H® . La rappresentazione implicita puo essere riscritta nella forma :

Hz=h = H*z*+H®z°=h

Quesito : Quante suddivisioni diverse sono possibili per lo stesso k-porta ?
Risposta : Dal calcolo combinatorio si ha che esse sono (2k)!/(k!)? . B
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Proprietd : Esiste sempre una suddivisione H = [H* H") tale che | H|#0. -
Prova : il rango pieno della matrice k x 2k H ci assicura che esiste almeno una sua
sottomatrice di dimensioni k x k con lo stesso rango {cio# nonsingolare). u
Definizione : Sono chiamati ammissibili i valori di k grandezze elettriche per cui esiste
una soluzione della rappresentazione implicita. .

8.1.2 k-porte omogenei 0 nonomogenei

Definizione : Come gia accennato nel Cap. 5, un generico k-porta adinamico, tempo-
invariante e lineare & omogeneo se il suo dominio costitutivo contiene l'origine Oz € X
Altrimenti il k-porta & detto nonomogeneo, -
Proprieté : Assumiamo che il k-porta sia omogeneo. Dal momento che il dominio costi-
tutivo X & uno spazio lineare, la rappresentazione implicita assume la forma :

owrmknﬂvmomwﬂ\wuﬂv@“owuvmﬂ"o» ™
mentre nei k-porte nonomogenei si ha necessariamente che h # 0 . ]
Definizione : Per ogni k-porta adinamico tempo-invariante lineare e nonomogeneo, noi
possiamo definire il k-porta omogeneo associato, la cui caratteristica & ottenuta da quella
di quello nonomogeneo annullando tutti i termini noti presenti :
Hz= m. Hz= Dr

= .
mwwmnwno W:UOme. nonomogeneo k-UOﬂﬂm. omogeneo associato ]

Commento : La sostituzione di un k-porta lineare nonomogeneo col k-porta omogeneo
associato equivale alla traslazione del dominie costitutivo (sottospazio affine) del k-porta
originale nel corrispondente sottospazio lineare. ™

8.1.3 k-porte impressivi o nonimpressivi

Definizione : Una tensione ovvero una corrente di un k-porta viene detta nonvincolata,
se non compare nella rappresentazione implicita del k-porta stesso. ]
Definizione : Un k-porta adinamico lineare & impressivo quando k delle sue grandezze

risultano nonvincolate.

Altrimenti il k-porta & detto nonimpressivo. =
Commento : La precedente definizione implica che gli elementi delle k colonne di H
corrispondenti alla grandezze nonvincolate siano necessariamente nulli. ]
Proprietd : Per ogni k-porta impressivo esiste una e una sola partizione :
H*z*+ H® z° = h tale che H® = Oy e |[H?| #0 n
Prova : Dal momento che le grandezze in z® sono nonvincolate, si ha H?* = O - Se
inoltre si avesse | H” |= 0, verrebbe contraddetta l'ipotesi sul rango pieno di H . =
Proprieta : 1l sottovettore delle grandezze dipendenti z® di un k-porta impressivo ha un
valore fisso, indipendente dal circuito in cui si trovasse a operare. ]

Prova : Siccome H?® =0, e |H®| # 0, si ha che :

Oy + Hz°=h = z® = [H®]"'h con z® nonvincolato "

Commento : Un k-porta impressivo impone i valori delle grandezze in z® al k-porta
complementare, mentre le grandezze in 2 sono determinate da quest’ultimo. ]
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8.2 RAPPRESENTAZIONI ESPLICITE

Questa sezione introduce le rappresentazioni esplicite dei k-porta adinamici, tempo-invarianti
¢ lineari : esse sono basate sulla separazione delle tensioni e correnti in grandezze indipen-
denti e dipendenti. Le condizioni per la loro esistenza sono discusse. Le rappresentazioni
esplicite sono molto importanti dal momento che sono le uniche usate in pratica e con-
sentono di costruire dei modelli circuitali del k-porta medesimo.

8.2.1 Definizione e controllabilita

Sia data una partizione z = [[*]T [z®]T]T delle 2k grandezze di un k-porta, tale che la
matrice H® che premoltiplica il sottovettore = sia nonsingolare.

Definizione : La rappresentazione implicita pud essere trasformata nella rappresen-
tazione equivalente :

rappresentazione implicita rappresentazione esplicita

Hez*+ Hozb = h = z° = —[HY|"' H2z® + [H?"'h

la quale viene riscritta con una notazione pili compatta : zb = Hbagd 4 b

La suddetta rappresentazione & detta esplicita, in quanto le grandezze dipendenti z® sono
espresse in funzione delle grandezze indipendenti z* . Quando necessario, una specifica
rappresentazione esplicita viene indicata dal simbolo zb — z* ]
Definizione : Fissando il vettore indipendente = nella rappresentazione esplicita zP
z?, il vettore dipendente z® rimane univocamente fissato. Questo fatto viene ricordato
dicendo che il k-porta & controllabile nelle grandezze appartenenti a z* . =
Commento : Qualora la rappresentazione z® « * non fosse definita, esiste almeno una
equazione algebrica scalare h™ @, dovuta alla singolarita di H b che coinvolge solamente
le grandezze elettriche appartenenti a =* . In questo caso il k-porta non & controllabile
nella 22 . [ ]
Commento : Diverse rappresentazioni esplicite (ovviamente tra loro equivalenti) dello
stesso k-porta possono generalmente essere definite : ognuna & associata a una specifica
partizione del vettore = in =® e z® . Il numero di rappresentazioni esplicite effettivamente
esistenti dello stesso k-porta non & mai superiore a (2k)!/(k!)? . [
Commento : Esiste (almeno) una rappresentazione esplicita in quanto esiste (almeno)
una partizione H? 24 H® z® = h in cui | H® [ 0 . I k-porta impressivi ammettono
una e una sola rappresentazione esplicita, come gia detto in precedenza. L]
Commento : Le rappresentazioni esplicite possono essere considerate come particolari
rappresentazioni implicite. Indicando con I la matrice identita k x k , si ha :

HP

Hv — mvw leT nwv — M|mvm HFL — nwv
HU | |

Per una qualsiasi rappresentazione P = HP z* + &% | le quattro sottoclassi dei k-porta
adinamici, tempo-invarianti e lineari, gia discusse nella Sez. 8.1, vengono riportate :
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Quadro dei impressivi nonimpressivi
k-porie lineari H =0, HY £ 0,
omogenei  &® =0, | z°=0; 2P = Hb pa

nonomogenei #° #0,| x¥=xb | gl = HY g8 4 zb

8.2.2 Rappresentazioni cardinali e noncardinali

In dipendenza del tipo di partizione = = [[z®]T [2®]T]T , alcune classi di rappresentazioni
esplicite sono individuate :

Definizione : Una rappresentazione esplicita & detta cardinale qualora la tensione e la
corrente di ciascuna porta siano separate : una tra le grandezze indipendenti z* e I'altra

tra le grandezze dipendenti z°. -

Commento : In genere per le rappresentazioni ]
N L . i i

cardinali di un generico .n.-vo?m. si usa una con- 2 3

venzione normale per ciascuna porta (vedere

Par. 6.3.4). Inoltre si usa ordinare le grandezze i i

in ciascuno dei vettori dipendenti e indipendenti O->— l—eo

in accordo alla numerazione delle porte. La figura

a fianco mostra un 4-porta riportando le tensioni vy Uy Vg Vs

e correnti indipendenti (a cespuglio) definite con
la convenzione normale.

Tra le rappresentazioni cardinali si distinguono :
o La rappresentazione controllata in correnie in cui z* = ¢ e z° = v . Essa viene

usualmente scritta con simboli specifici : v = R i + © , dove R & detta matrice
resistenza e ¥ & il vettore delle tensioni impresse. Nel caso di un 4-porta abbiamo :

U1 Tii Tz Tz Ti4 L1 S
V2| _ {Tax Taz Taz T iy + (173
U3 T3l T32 T3z T34 13 03
Uy T4r T4z T4z Taal Lig Uy
o La rappresentazione controllate in tensione in cui z® = v e z° = ¢ . Essa viene

usualmente scritta con simboli specifici : ¢ = G v + i, dove G & detta matrice
condutianza e ¢ & il vettore delle corrente impresse. Nel caso di un 4-porta abbiamo :

1 g G2 g1 gul|lwn u
B _ {9n g2 g Gu| |v2 + iz
i3 9n g2 Ga3 G3q | | U3 i3
iy Ga1 Gaz2 943 Gaa U4 14

o Le rimanenti rappresentazioni cardinali sono dette rappresentazioni ibride, in quanto
sia in z® sia in z° vi sono sia tensioni sia correnti. In principio esistono molte
rappresentazioni ibride. Per esempio, consideriamo una rappresentazione ibrida di
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un 4-porta :
" hi hiz bz hyg 3] .mu
ia - hav  has  hyz hag VU2 + m.m
i3 hay hyp  has  hag U3 i3
Vg hyy haa hazs haa i Uy

Definizione : Una rappresentazione esplicita & detta noncardinale quando esiste almeno
una porta la cui tensione e corrente appartengano allo stesso vettore, =* oppure z°. m®
WWWWW??7 Le convenzione di segno per ciascuna porta possono essere le piti diverse,
a parte il caso dei doppi bipoli (vedere Sez. 9.xxx).

WWWWW??? FARE FIGURA 777TWWWWW

Tra le rappresentazioni noncardinali si distinguono le :

o Le rappresentazioni di trasmissione, in cul ogni coppia tensione e corrente alla stessa
porta appartiene al medesimo sottovettore =* ovvero =° . Per esempio, consideriamo
una rappresentazione di trasmissione di un 4-porta :

U1 hiy his hia Ay V2 Ty
| _ Jha hae has hal | 4
= by ks ks s
U3 31 32 33 34 Uyq U3
i3 har hg Rag Ry 1y 13

o Le rimanenti rappresentazioni Honcardinali non vengono considerate, dal momento
che sono poco usate e comunque non hanno un nome specifico.

Commento : Le uniche rappresentazioni definite anche per i bipoli sono quelle controllate
in tensione e corrente (vedere Sez. 7.1). Le sei rappresentazioni possibili per i doppi bipoli
saranno discusse nella Sez. 9.1 : tra esse le uniche rappresentazioni noncardinali sono
quelle di trasmissione. ]

8.2.3 Esempi sul calcolo delle rappresentazioni esplicite

Questo paragrafo considera due esempi riguardanti il calcolo di rappresentazioni esplicite
di &-porte.

Esempio A : Consideriamo il sottostante 3-porta adinamico, tempo-invariante e lin-
eare nonomogeneo, con le tensioni e correnti indipendenti a cespuglio. Calcoliamo la
rappresentazione esplicita (vy, 4, v3) < (i1, v2,43) del 3-porta, assumendo di conoscere la
rappresentazione implicita riportata a destra :

iz i3 U
Ot — e]
v
‘ 3.2 4 -12 37 ° 3
ol -2 3 5 -3 1 0f|° = |-4
2 -3 4 -2 1 3/|" 2
U o Us ~.~
3

Riscriviamo la rappresentazione implicita separando le grandezze dipendenti v, , i , vz € le
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grandezze indipendenti ¢y , vz, iz in accordo alla rappresentazione esplicita che intendiamo

calcolare : )
3 2 4 mn -1 2 3 1 3
-2 1 5] }é| + -3 3 0|lw] = |[—4
2 1 4 U3 -2 -3 3 ww 2
grand. dipendenti grand. indipendenti

La matrice che premoltiplica il sottovettore delle grandezze dipendenti & nonsingolare. Se
non lo fosse il 3-porta non ammetterebbe la rappresentazione (v1,12,v3) & (81, 72,13)
Moltiplicando I'equazione per l'inversa della suddetta matrice si perviene alla

” 3 2 4171 =2 -3][4] 3 2 4]7'[ 3
bl = [-2 1 5 3 -3 0 jwvw] + (-2 135 —~4
v 2 1 4] |2 3 -3]|is] 2 1 4 2
Eseguendo l'inversione della matrice, otteniamo
vy 1 -1 -4 6 [1 -2 =37 T[4 ] 1 -1 -4 6 3
| =18 4 23|18 =3 0 m| + 55 18 4 -23||-—4
v 1704 1 7 |l2 3 -3]|is] -4 1 7|2

Eseguendo i prodotti deile matrici, otteniamo la rappresentazione ibrida (vy,42,v3) +
(41, v, i3) richiesta :

0 1 -1 32 -15 sAH 1 25
ia = Mm -~16 -117 15 Vg -+ .w..‘w -8
Vs 13 26 -9 i3 -2

Esempio B : Questo esempio riguarda il cambiamento dalla rappresentazione ibrida
(1,82, 03) (41, 92,45) di un 3-porta alla nuova rappresentazione ibrida (vi,v2,43) +
(41,42,v3) . Riscriviamo la suddetta rappresentazione nella forma apparentemente im-

plicita :
n
u 4 2 1[4 4 Hooénwva 4
l=|1 3 0f|w|+[3] = |010 -1 -3 0" =3
V3 -2 1 4] |1 1 0 01 2 -1 —4)|* 1
U2
. i

Ripetendo la procedura seguita nell'esempio precedente, noi mettiamo in evidenza le
grandezze dipendenti e indipendenti della rappresentazione (vy,va,d3) = (i1,42,v3) a cul
intendiamo pervenire :

1 -2 -1 {m -4 0 0] [i 4
0 -3 01lwi+|-1 1 0||il = |3
0 -1 —4] |4 2 0 1] lw 1

grand. dipendenti  grand. indipendenti

Moltiplicando 'equazione per 'inversa della sottomatrice che premoltiplica il sottovettore
delle grandezze dipendenti si ottiene :
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" 1 -2 -117'f4 o 01[i 1 -2 -117'14

vl = {0 -3 0 1 -1 0 i + |0 -3 0 3

i3 1o -1 -4 -2 0 -1} [vs 0 -1 -4 1
Eseguendo linversione della matrice e i [ N 3 1] 1[4 2
prodotti conseguenti, otteniamo larappre- |va| = 7% -3 3 0jjéial + |-1
sentazione ibrida (vy,v2,13) ¢ (31,22, v3) * i3 12 7 1 4| lv 0

8.2.4 Uso pratico delle rappresentazioni esplicite

In pratica qualsiasi k-porta viene sempre descritto per mezzo di una delle rappresentazioni
esplicite : infatti, rispetto alle rappresentazioni implicite, i parametri presenti si riducono
agli elementi presenti in una matrice k x k e in un vettore di k elementi. Per il loro uso

occorre tener presente che :

o Siccome per la maggior parte dei k-porte esistono pitt rappresentazioni esplicite, la
scelta della rappresentazione esplicita dipende dalle analisi che si devono affrontare;
conseguentemente, ognuna delle rappresentazioni esplicite di un k-porta pud essere
di volta in volta pilt appropriata delle altre. Comungue, molti doppi bipoli di largo
uso ammettono solo alcune tra le sei rappresentazioni (vedere Cap. 10} .

L]

Ogni rappresentazione esplicita consente di trovare un diverso modello equivalente
del k-porta, come sara dimostrato dal primo tecrema di equivalenza nella Sez. 8.3 e
dai modelli cardinali e noncardinali dei doppi bipoli (vedere Cap. 10).

o Gl elementi del vettore dei termini noti di ciascuna rappresentazione esplicita hanno
il ruolo di grandesze impresse che verra esaminato nella prossima sezione.

e Cli elementi della matrice (parametri omogenei) di ciascuna rappresentazione es-
plicita assumono un significato fisico molto importante che verrd esaminato nella

Sez. 8.4 . _

8.3 GRANDEZZE IMPRESSE -
E PRIMO TEOREMA DI EQUIVALENZA

Questa sezione esamina il significato fisico delle grandezze impresse presenti nelle rappre-
sentazioni esplicite di un generico k-porta. Il primo teorema di equivalenza dimostra che
il suddetto k-porta nonomogeneo & equivalente al k-porta omogeneo associato e ad alcune
sorgenti impressive connesse in serie o vm.am:m_o alle porte. Quindi i k-porte nonimpressivi
e nonomogenei possono essere trascurati.

8.3.1 Significato delle grandezze impresse

Proprieta : 1l vettore dei termini noti &", detto anche vetiore delle grandezze impresse o
vetlore impressivo, presente in ciascuna rappresentazione esplicita di un k-porta nonomo-
geneo z° = H z* + &P coincide col vettore delle grandezze dipendenti zb, qualora sia
annullato il vettore delle grandezze indipendenti z* :

TUJHN, ~0, = gh» O + b = zb "
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E possibile dare una interpretazione circuitale alla suddetta equazione, dal momento che
la nullitd delle grandezze indipendenti puo essere realizzata connettendo ad ogni porta del
k-porta un :

1. Un c.c. alla p-esima porta se la nm:mm.oso v, & tra le variabili indipendenti z® e la
corrente i, tra quelle dipendenti zb .

2. Un c.a. alla p-esima porta se la corrente i, & tra le variabili indipendenti z® e la
tensione v, tra quelle dipendenti z°

3. Un nullatore alla p-esima porta se sia la tensione v, sia la corrente i, sono tra le
variabili indipendenti z® .

4. Un noratore alla t-mmzdm porta se sia la tensione v, sia la corrente ¢, sono tra le
variabili dipendenti z®

L'inserimento di un nullatore e noratore (casi 3 e 4 qui sopra) & richiesto solamente in
presenza di rappresentazioni noncardinali. Comunque i nullatori e noratori sono presenti
nello stesso numero.

Esempio A : Consideriamo il 4-porta nella figura sottostante a sinistra. Le quattro
tensioni e correnti del 4-porta sono a cespuglio e definite con la convenzione normale.
Consideriamo la rappresentazione ibrida (v, i3, 43, vs) < (i1, v2, v3,14) a destra.

13 = 13

.
%]
]

.
[\

u hin hi Rz e 131 2
hov hay has hag V2 3

B2 4|
_ _ i3 har hzg haz hag U3 13

— Uy hat hay haz ha 4 Ugq
n =0

H [

L’annullamento delle quattro grandezze indipendenti{;, vy, v; € 44 comporta la connessione
di due c.a. e due c.c. alle porte, come indicato nella figura. In questo caso le grandezze
impresse 7, S, i3 e U4 presenti nella rappresentazione coincidono coi valori delle rispettive
grandezze dipendenti vy, 2, i3 € V4 .

Esempio B: DA FARE per Rappresentazione noncardinale ??7?WWWWW

<
ey
i
[+
=

8.3.2 Primo Teorema di equivalenza

Vediamo meglio la relazione che esiste tra un generico k-porta nonomogeneo Cy e il k-porta
omogeneo associato Cp,.

Teorema : sia dato un k-porta lineare nonomogeneo e nonimpressivo C; descritto dalla
rappresentazione esplicita z° + z®: z® = HY g + ® | Ii k-porta C; & equivalente al
k-porta composto in genere dal k-porta omogeneo associato Cy, e da k sorgenti impressive
connesse alle porte di Cy. : esse sono in serie, se sono sVi, e in parallelo, se sono sli :

C. = Aggreg{Cy., sorgenti impr.}
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Le sorgenti impressive sono meno di &, qualora alcuni elementi di £° siano nulli. ]

Prova : Ciascuna delle k equazioni scalari della rappresentazione esplicita z° « x? as-
sume una delle due forme :

per ciascuna tensione dipendente per ciascuna corrente dipendente
in serie in parallelo
ba g2 4 pba ba ba ba ba
by o3+ hs 15 + >>H>+et = h52 2% 4 A% 23 4 ...+m»§,+?

compon. omogeneo associato m<_ compon. onogeneo associato mr

Le suddette equazioni stabiliscono una eguaglianza tra la grandezza dipendente, tensione
.cw ovvero corrente i a primo membro, e una somma di termini a secondo membro; cias-
cuno di questi termini (eccetto l'ultimo) & caratterizzato dal prodotto di una grandezza
indipendente in z* e da un elemento della matrice H"®. L'ultimo termine a secondo mem-
bro, 9, ovvero i, , non comprende alcuna grandezza indipedente e ha necessariamente le
medesime dimensioni fisiche della grandezza dipendente a primo membro.

Confrontiamo queste equazioni con le corrispondenti equazioni del k-porta omogeneo asso-
ciato. I termini a secondo membro comprendenti una variabile in z® rimangono inalterati,
mentre viene a mancare la grandezza impressa 9, ovvero i .

Assumiamo che le k porte del k-porta siano state scelte seguendo un grafo a cespuglio :

tensione dipendente: em corrente dipendente: 18

si tiene conto della tensione costante 7, si tiene conto della corrente costante 1,
connettendo in serie al terminale dove connettendo ai terminali tra cui & definita
fluisce la corrispondente corrente ) una la corrispondente tensione v2 una sli con

sVi con tensione impressa 4, . corrente impressa 1,.

Qui di seguito riassumiamo la regola per connettere le sorgenti impressive alla generica
p-esima porta del k-porta omogeneo associato :

1. mm la tensione v, & tra le variabili indipendenti z® ¢ Hm corrente 7, tra quelle dipendenti
, occorre connettere una sli di corrente impressa F in parallelo alla y-esima porta.

2. Sela corrente 7, & tra le variabili indipendenti z* e la tensione v, tra quelle dipendenti
z® |, occorre connettere una sVi di tensione impressa 9, in serie alla p-esima porta.

hed

Se sia la tensione v, sia la corrente ¢, sono tra le variabili indipendenti z* , non si
deve connettere alcuna sorgente impressiva alla u-esima porta.

4. Se sia la tensione v, sia la corrente i, sono tra le variabili dipendenti z° , occorre
connettere due sorgenti impressive alla y-esima porta : una sVi di tensione impressa
@, in serie e una sli di corrente impressa 7, in parallelo. L’ordine della connessione
delle due sorgenti alla p-esima porta pud essere qualsiasi. L]

Nel caso di rappresentazioni cardinali noi incontriamo solamente i primi due casi, mentre
in quelle noncardinali incontriamo anche il terzo e il quarto.
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RIPRENDERE ESEMPIO usato per definire grandezze impresse.

FiG. WWWWW??7? ESEMP! DI MODELLI EQUIVALENT! OTTENUT! TRAMITE
IL PRIMO TEOREMA DI EQUIVALENZA (GRAFO A CESPUGLIO)

Commento : Lo schema delle sorgenti impressive di tensione e/o corrente diventa pii
complicato quando l'albero delle porte del k-porta non & un cespuglio. Infatti quando
uno dei terminali della porta non & in comune con altre porte, la sVi pud essere connessa
convenientemente in serie a questo terminale. In caso contrario una sVi connessa in serie
2 un terminale in comune con altre porte altera anche la tensione di queste porte. Questo
effetto indesiderato pubd essere compensato mettendo in serie ai terminali delle porte adi-

acenti altre sVi con tensione impressa opportuna e cosi via. Un semplice esempio pud
illustrare il metodo.
RIPRENDERE ESEMPIO usato per definire grandezze impresse.

F1G. ESEMPI DI MODELL!I EQUIVALENT! OTTENUTI TRAMITE
1L PRIMO TEOREMA DI EQUIVALENZA AO_N>M.;O A O>ﬂm2>v

Risultati: 1 valori delle correnti fluenti nei c.c. e noratori e delle tensioni ai capi dei c.a.
e noratori coincidono con le grandezze impresse delle sVi e sli connesse alle porte.

FiG. INTERPRETAZIONE CIRCUITALE DEI PARAMETRI IMPRESSIVI

Questo risultato ci consente di concludere che :

I'esistenza dei suddetti modelli equivalenti ci consente
di limitare la discussione ai k-porte omogenei
dal momento che quelli nonomogenei possono essere ottenuti
da quelli omogenei associati connettendo k sorgenti impressive alle porte.

gli unici componenti impressivi nonomogenei di interesse
sono quelli con due soli terminali (bipoli) :
le sorgenti impressive di tensione e corrente (sVi e sli).

Commento : I modelli di THEVENIN e NORTON incontrati nella Sez. 7.2 costituiscono
un caso particolare di questo teorema applicato ai bipoli (k = 1). ]
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8.3.3 Confronto tra i diversi modelli

Diversi modelli equivalenti a un dato k-porta nonimpressivo e nonomogeneo esistono, uno
per ciascuna rappresentazione esplicita esistente. 11 k-porta omogeneo associato rimane
sempre lo stesso in ciascuno dei modelli equivalenti. Quindii diversi modelli si distinguono
'un dall’altro per la diversa struttura delle sorgenti impressive connesse alle porte del k-
porta omogeneo associato e per i diversi valori delle loro grandezze impresse.
WWWWW?7? Fare tre esempi di applicazioni del primo teorema di equivalenza : ciascuno
con un 3-porta : due rappresentazioni cardinali € una noncardinale.

Commento : 1 precedenti diversi modelli equivalenti dello stesso k-porta possono essere
considerati come casi particolari di un modello equivalente pilt generale con un numero
ridondante di sorgenti impressive (una sVi e una sli per ciascuna porta).

FiG. MODELLO EQUIVALENTE GENERALE CON NUMERO RIDONDANTE DI SORGENTI IMPRESSIVE

Consideriamo il k-porta omogeneo Cp. associato a Ci e colleghiamo in parallelo a ogni
porta una sli e quindi in serie a ciascuna porta una sVi. Per stabilire '’equivalenza con
i k termini noti presenti nelle relazioni costitutive occorre verificare k equazioni, una per
ogni porta, in 2k grandesze impresse delle sorgenti. In genere esistono infinite soluzioni
dal momento che siamo di fronte a un sistema sottodeterminato. Se riusciamo a trovare
tra le infinite soluzioni una o pitt soluzioni in cui & tra le 2k grandezze impresse sono nuile,

¢i troviamo di fronte ai k-porte equivalenti ottenuti direttamente dalle rappresentazioni

esplicite. =

8.4 PARAMETRI OMOGENEI

Viene discusso il significato circuitale degli elementi delle matrici delle rappresentazioni
cardinali, usualmente chiamati parametri omogenei. I parametri omogenei delle matrici
noncardinali saranno discussi, limitatamente ai doppi bipoli, nella Sez. 9.3 .

8.4.1 Significato dei parametri omogenei delle matrici cardinali

Per un qualsiasi k-porta gli elementi della matrice H b2 di una rappresentazione esplicita
zP = H z?+ 2P, chiamati parametri omogenei, possono venire determinati da opportune
prove circuitali sul k-porta omogeneo associato, cioé annullando le grandezze impresse.

L’'elemento \Nww\ della matrice H® & uguale al rapporto tra la py-esima grandezza dipen-

dente Hw e la v-esima grandezza indipendente T3, qualora le rimanenti grandezze indipen-
denti in x® siano azzerate.

z° grandezza dipend.

\svv — I3 — - .
grandezza indip. Jcon altre grand. indip. nulle

ol =0vk£y
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WWWWW??? FARE DUE ESEMPI (cardinale e noncardinale) di k-porte omogenei in
cui k — 1 grandezze indipendenti sono annullate mediante c.c. c.a. e nullatori facendo una
figura . WWWWW??? COPIARE dal Cap. 9 sui Doppi Bipoli 7?7"WWWWW

Estensione ai k-porie monomogenei : una definizione un poco pilt generale dei
parametri omogenei presenti nella rappresentazione esplicita di un k-porta nonomogeneo
pud essere data. Essa & basata sul rapporto incrementale delle stesse grandezze presenti
nella formula riportata qui sopra.

Consideriamo di fare due misure caratterizzate da due valori diversi (z2)” e (z3) della
grandezza indipendente che sta a denominatore della definizione del parametro omoge-
neo. Avremo anche due valori diversi (z3)" e AHU\ della grandezza dipendente che sta a
numeratore :

?wv: - Aaw% _|incr. grand. dipend.

ba __
hP2 =

Nel caso di una matrice cardinale, ogni parametro omogeneo risulta uguale al rapporto
tra una grandezza dipendente e una indipendente (il cui valore viene imposto connettendo
a una porta un'opportuna sorgente impressiva sVi o sli), mentre le altre grandezze in-
dipendenti vengono azzerate (connettendo un c.a. o un c.c. alla porta corrispondente).
Gli elementi sulla diagonale principale corrispondono a resistenze o conduttanze in quanto
rapporti di grandezze elettriche alla stessa porta, mentre gli altri elementi sono rapporti
di grandezze a porte diverse e possono essere dei seguenti quattro tipi :

Quadro dei tipi di parametri omogenei

tensione indipendente corrente indipendente
ipendente i oy .
grandezza dipenden £ (conduttanza) -+ (resistenza)
alla stessa porta Uy iy
tensione Uy . L Uy .
; v ~ (rapporto di tension ~= (transresisten
dipendente p# v, (rapp 7) Ty (transresistenza)
corrente iy iy . .
. v -~ (transconduttanza £ rio di corrent
dipendente S v, ( ) iy (rappo )

8.5 POTENZA EFFETTIVA

La conoscenza delle rappresentazioni cardinali di un k-porta consente di esprimere la
potenza effettiva assorbita dal k-porta stesso in funzione delle grandezze indipendenti
della rappresentazione. Questa sezione esamina la potenza dei componenti adinamici,
tempo-invarianti e lineari. In base alle proprieta della potenza i k-porte vengono distinti
in dissipativi, inerti, strettamente attivi e attivi. L'espressioni della potenza mediante le
rappresentazioni cardinali non sono considerate perché di minor interesse.

8.5.1 Espressione della potenza

Proprietd : La potenza (effettiva) assorbita da un k-porta adinamico, tempo-invariante
e lineare pud essere espressa per il tramite di una qualsiasi delle rappresentazioni cardinali

(z2)" = (=) =0,k # v incr. grand. indip. |eop altre grand. indip. nulle
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2P = HY z® +3b:

p = Tapuq. Hv = THJ% :m,vu 8u+&ﬁ - _HJH mg 2 + MHJ% n,nc
[ —— [ —
term. quadratici term. lineari

L'espressione & una forma gquadratice dipendente dalle grandezze indipendenti (vettore
z*) della rappresentazione cardinale : se il componente & nonomogeneo ovvero omogeneo,
la forma quadratica &, rispettivamente nonomogenea ovvero omogenea, in quanto sono

‘presenti ovvero assenti i termini lineari. L’appendice posta alla fine di questo capitolo

richiama alcuni concetti sulle forme quadratiche omogenee.
Commento : L'espressione della potenza tramite una rappresentazione noncardinale

&
'pili complicata e meno usata. Un esempio sara incontrato nella Sez. 10.6 . "

8.5.2 Classificazione energetica dei k-porte

‘Viene qui presentata la classificazione dei k-porte adinamici, tempo-invarianti e lineari,

basata sulle proprietd della potenza effettiva assorbita dal k-porta stesso. Essa coincide
con quella discussa per i bipoli nella Sez. 7.1 .

Definizioni : in base alle proprieta della potenza p ovvero del lavoro w un componente
adinamico con dominio costitutivo A viene classificato nel modo seguente :

Quadro delle classificazioni energetiche dei componenti adinamici

Proprieta della potenza e del lavoro
izione del . .
definizione de p = potenza assorbita w = lavoro assorbito
componente
dissipativo seco>p>0V PTiTTex w Monotono crescente
£ t .
strettemente | o, _ o < p<O0V[vT iT|T € X | w monotono decrescente
attivo
inerte sep=0V [vTiT|Tex w=0
attivo in tutti i casi rimanenti
=

Commento : Un k-porta inerte non implica che ogni sua porta sia inerte. Infatti la
potenza effettiva di un k-porta & data da p = nnu Py e la nullita del primo membro non
implica affatto la nullitd di ogni termine del secondo membro. Nella Sez. 10.6 incontreremo
il trasformatore ideale e il giratore che sono doppi bipoli inerti. ]

8.5.3 Rappresentazioni cardinali e proprieta energetiche

Dalla forma quadratica della potenza possiamo dedurre alcune proprietd energetiche dei
k-porte adinamici, tempo-invarianti e lineari :

Proprietd : Qualsiasi k-porta nonomogeneo (sia impressivo sia nonimpressivo) & attivo.
In nessun caso pud essere strettamente attivo, dissipativo o inerte. L
Prova : In z* = 0 la forma quadratica nonomogenea della potenza & nulla e nello stesso
tempo le sue derivate parziali rispetto a 2* non sono tutte nulle. Quindi per valori di z*
nellintorno di 0 la potenza assume valori sia positivi sia negativi.. L
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roprietd : Le proprietd energetiche di un k-porta omogeneo, che ammetta una o
P prop &
pill rappresentazioni cardinali, dipendono dalla matrice H® della rappresentazione car-

dinale, dal momento che l'espressione della potenza & una forma quadratica omogenea
p= Tumw.ﬁ m&u z®

matrice dissipativo strett. attivo inerte attivo
i i i)definita . . in tutti gli
b Ammzzvmwms;m (semi) m.mE antisimmetrica | B FY ti gli .
positiva negativa altri casi

Commento : Come caso particolare, si ha che un k-porta omogeneo e impressivo pud
solamente essere inerte (se ammette almeno una rappresentazione cardinale) in quanto
HY = 0, oppure attivo (se non ammette alcuna rappresentazione cardinale). Infatti

quando la tensione e la corrente di una porta sono entrambe tra le variabili indipendenti,
la potenza in questa porta pud assumere qualsiasi valore. =

8.6 RECIPROCITA

Il concetto di reciprocitd e antireciprocita si ritrova in molti campi della fisica e del-
I'ingegneria. Nel caso dei circuiti esso consente di classificare i componenti in reciproci,
antireciproci e nonreciproci. Inoltre un teorema molto generale, garantisce la reciprocita
[antireciprocita] dei k-porte costituiti da componenti reciproci [antireciproci]. In questa
sezione ci limitiamo a presentare questo concetto nell’ambito dei k-porte adinamici, tempo-
invarianti e lineari, rinviando al Cap. 16 'estensione ai componenti dinamici.

8.6.1 Reciprocita e antireciprocitd di un componente

Per introdurre la reciprocitd di un componente, occorre premettere la definizione delle

potenze (virtuall) incrociate :

Definizione : Sia X il dominio costitutivo di un componente. Consideriamo una coppia
qualsiasi di situazioni [[#']T [#]T]" € X e [[+"]T ["]"]" € X . Introduciamo le potenze
(virtuali) incrociate p’ e p" definite dall’interscambio delle tensioni e correnti presenti nelle
due situazioni :

ﬁ\ = ?JH s._ = T.;.H. e: , Nu: n T\wﬂ s.: nu TJH e\ l

Ora siamo in grado di introdurre i componenti reciproci.
Definizione : Un componente adinamico tempo-invariante e lineare & detto reciproco se
le due potenze incrociate coincidono per qualsiasi coppia di situazioni :
V(T T e x
Ni = _dzw‘d i = E: — Md;.ﬂ " dove
v :dj.ﬂ Tuz_..Jq. cX
Altrimenti un componente & detto nonreciproco. ]
Definizione : Un componente adinamico tempo-invariante e lineare & detto antireciproco
se la somma delle due potenze incrociate & nulla per qualsiasi coppia di situazioni :
V([T [T e X
pap’ = [T i +[]Ti" = 0 dove
% :d:w_._. T.J.J.ﬂ cX ™
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Proprieté : Un componente lineare nonomogeneo & né reciproco né antireciproco. ]
Prova : Viene lasciata al lettore. ’ n
Proprieta : Il c.c. e il c.a. sono sia reciproci sia antireciproci. [ ]
Prova : Le due potenze incrociate sono nulle. u
Proprieté : Un resistore & reciproco. n
Prova : Consideriamo la rappresentazione cardinale v = 7 1 del resistore. Le due potenze
incrociate risultano coincidenti :

Nus — N\: N; — A.\c u”:v N.s =7 &s s.t , ﬁ: — e~ NLs — Aﬂ‘ ﬁ.sv N.Q =7 N{ N‘= -

8.6.2 Verifica della nmnmmn.oanw e antireciprocita dei k-porta

Esaminiamo le condizioni a cui deve soddisfare la matrice di un k-porta omogeneo affinché
esso sia reciproco o antireciproco. Cominciamo con le rappresentazioni controllate in
corrente e in tensione. Successivamente proseguiremo con una generica rappresentazione
cardinale.

Rappresentazione controllata in corrente : Consideriamo un k-porta omogeneo di
cui esista la rappresentazione controllata in corrente v = R 1 . Le due potenze incrociate
sono esprimibili nella forme :

ﬁ. o ?zu_.ﬂ i = :N .mJ.H. m\ — T“:_.H. :ﬂ,ﬂ n.. , ﬁ: — T”JA. e~ —_ T“J.M, R it

Proprietd : 1 k-porta & reciproco se e solo se la matrice resistenza R & simmetrica. m
Proprieta : 1l k-porta & antireciproco se e solo se la matrice R & antisimmetrica. =
Prove : Le suddette proprietd, riguardanti le potenze incrociate qualsiasi sia la coppia di
situazioni elettriche, implicano che sia nulla la differenza (per provare la reciprocita) e la
somma (per provare l'antireciporcita) delle due potenze incrociate :

P = [ (R ¢+ [ R = [ [RT £ R]#' =0 = RT=<R

che dimostra entrambe le proprieta. ]
Rappresentazione controllata in tensione : Consideriamo un k-porta omogeneo di
cui esista la rappresentazione controllata in tensione: ¢ = G v .

Proprieta : 1l k-porta & reciproco se e solo se la matrice G & simmetrica . ]
Proprieta : 1l k-porta & antireciproco se e solo se la matrice G & antisimmetrica . ]
Prove : Esse sono analoghe a quelle per la rappresentazione controllata in corrente. =

Consideriamo una generica rappresentazione cardinale del k-porta. Questa generica rap-
presentazione comprende come casi particolari le due precedenti.

Generica rappresentazione cardinale : Con-

sideriamo un k-porta omogeneo di cui esista una v® HY H*w] [
rappresentazione cardinale. Ordinando opportuna- =
mente le porte, una qualsiasi rappresentazione car- iP H® HY v®

dinale di un k-porta omogeneo assume la forma :
In questo caso le potenze incrociate assumomo le forme :

P = [0 = (6] (@) +{@®)] (0°)" P = [T = (@) @ HE) T (00

E‘ — Xs.wvi‘_, :mﬂ.:.%q, Amwv_ + :dav:ﬁ. zmccw.ﬂ + m_..._ ?.u% + ZGJJH .m..c AGGY
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P= (T EYT A ()T )T+ B () + ()] JH (08)"
Proprieté : Un qualsiasi k-porta omogeneo di cui esista una rappresentazione cardinale

& reciproco se e solo se le sottomatrici HY, H", H¥ ¢ H™ della matrice cardinale
soddisfano alle tre seguenti proprieta :

mc-. — M.m‘:JA. , ﬁmczw% - |mm m;.c = hmmcj‘ -
Questa proprieta viene ricordata agevolmente nella forma : Un k-porta omogeneo di cui

& nota una matrice cardinale H & reciproco se e solo se ciascuna coppia di elementi in
posizione simmetrica hy, € h,, con u # v di H soddisfa alle condizioni :

hy, = hy, qualora essi rappresentino delle transresistenze o transconduttanze

hy, = —h,, qualora essi rappresentino dei rapporti di tensione e/o di corrente =

Proprieta : Un qualsiasi k-porta omogeneo di cui esista una rappresentazione cardinale
& antireciproco se e solo se le sottomatrici H* e H™ sono antisimmetriche e le matrici
H¥ ¢ H" soddisfano alla [H™]T = ~H¥ . =
Questa proprieta viene ricordata agevolmente nella forma :

Un k-porta omogeneo di cui & nota una generica matrice cardinale H
& antireciproco se e solo se la matrice & antisimmetrica.

Prove : Le suddette proprietd, riguardanti le potenze incrociate qualsiasi sia la coppia
di situazioni, implicano che sia nulla la differenza (per provare la reciprocitd) e la somma
(per provare I'antireciprocita) delle due potenze incrociate :

Nus unwu: - :mmvﬁ.ﬂ zmi_% ¥ ms._ As.u% + :evvJ% :me:_.ﬂ +..m‘j As.wvﬁn .
uu:dvz.ﬁ Emécwﬂ + ‘m;.u.u_ As.mv: + Rewvjd :N? ES THNNJ.J Adc% =0
& assicurata qualora siano nulle le matrici
FmNeJH T .méJ =0 , H:.m.c:wq, + .mJ.J =0 , :WJ.: F :&«.Jj =0

che dimostra la proprieta. B
Rappresentazioni noncardinali : Anche le matrici noncardinali devono soddisfare
certe condizioni, qualora il k-porta sia reciproco. Dal momento che in questo caso le
condizioni diventano pili complesse, ci limiteremo a fornire le condizioni per le matrici
noncardinali T' e T dei doppi bipoli nel Par. 9.4.2 . u
Reciprocita tradizionale : Molti testi forniscono una definizione meno generale dei k-
porte reciproci : essi prendono in considerazione solamente i k-porte che ammettono la
matrice R e/o la matrice G . Un k-porta & chiamato reciproco se la matrice R ovvero G
& simmetrica. Questa definizione & meno generale dal momento che non pud prendere in
considerazione i k-porte reciproci, di cui non sono definite queste due matrici, come, per
esempio, il trasformatore ideale (vedere Sez. 10.6). L'uguaglianza tra i parametri omogenei
Ty € Ty, della matrice R pud essere interpretata considerando la loro definizione (vedere
Sez. 8.4). L'uguaglianza implica che se connettiamo una sli alla u-esima porta e un c.a.
alle restanti porte e misuriamo la tensione v, e se connettiamo la stessa sIi alla v-esima
porta e un c.a. alle restanti porte e misuriamo la tensione v,, le due tensioni v, e v,
risultano uguali. ]

WWWWW??? FARE FIGURA in cui si vede un doppio bipolo chiuso su una sli e un
alcuni c.a e su alcuni c.a. e unasli, le tensioni ai capi dei c.a. non cambiano ??77WWWWW
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8.6.3 Teorema di reciprocita

WWWWW?7?? SPOSTARE QUESTO PARAGRAFO NEL CAP. 11 777WWWWW
11 concetto di reciprocita ci consente di introdurre un teorema fondamentale :
Teorema : Sia dato il componente composito C¢ = {C*,€?,C%,...} in cui i componenti

aggregati C*, C2, C3, .. .sono supposti reciproci. Il componente composito C* & a sua volta

reciproco. ]
Teoremna : Sia dato il componente composito C¢ = {C*,C%,C3,...} in cui i componenti
aggregati Ct, C?, C®, ...sono supposti antireciproci. Il componente composito C® & a sua
volta antireciproco. ]
Prove : Consideriamo due situazioni elettriche diverse, a cui il componente composito e

quelli aggregati al'suo interno siano soggetti, e le due potenze incrociate :

componente P componenti _ p}, ph, P,
composito Pl ’ aggregati =~ p{, oy, pf,

Per il corollario della potenza virtuale (Cap. 2) le potenze incrociate p, e p? coincidono
con la somma delle rispettive potenze incrociate dei componenti aggregati :

Pe=PL+Py+ps+ - : Pl =pl +py P+

Le ipotesi p} = FpY , ph = Fph , py = Fpj , ... implicano necessariamente p, = Fp; . ©
Commento : Il teorema di retiprocita ci consente di affermare che, indipendentemente dal
numero di terminali, i componenti composti esclusivamente da bipoli omogenei (resistori,
c.a., €.C.) SONO necessariamente reciproci. =
Commento : Un componente composto di componenti nonreciproci € in genere ma non
necessariamente nonreciproco. Nella Sez. 10.6 vedremo come una coppia di sVpV ovvero
di sIpl, doppi bipoli tipicamente unidirezionali, pud costituire un trasformatore ideale, che
& un doppio bipolo reciproco. "
Commento : Nella letteratura il teorema di reciprocita viene spesso enunciato in una
forma meno generale di quella presentata qui, dal momento che considera solo circuiti
costituiti esclusivamente da bipoli. Questa forma afferma che un multiporta costituito da
soli resistori & reciproco. "
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8.7 APPENDICE
SULLE FORME QUADRATICHE OMOGENEE

8.7.1 Matrici asimmetriche, simmetriche e antisimmetriche

Richiamiamo alcune definizioni riguardanti le matrici quadrate.

Definizione : Una matrice quadrata & detta simmelrica se gli elementi di ogni coppia
simmetrica rispetto alla diagonale principale sono uguali.

Altrimenti la matrice & detta asimmetrica. =
Definizione : Una matrice quadrata & detta aniisimmetrica se ogni elemento della di-

agonale principale & nullo e gli elementi di ogni coppia simmetrica rispetto alla diagonale

stessa sono opposti. ™
Esempi : Qui sono riportate tre matrici 3 x 3 :
7 -3 4 4 -2 -3 0 2 -3
5 8§ -2 s -2 7 3 , -2 0 -1
4 -1 6 -3 3 6 3 1 0
asimmetrica simmetrica antisimmetrica L]

Proprietd: Se A ¢ una qualsiasi matrice asimmetrica, possiamo scomporla nella somma
di una matrice simmetrica e una antisimmetrica :

A= A% 4 AP dove AS™ = 1/2[A + AT] e A™ = 1/2[4 - AT

rici AS™ e A2 sono, rispettivamente, la componente simmeirica e antisim-
n

dove le mat:
metrica della generica matrice 4 .
Riscriviamo la precedente proprietd per una matrice 3 X 3 nella forma distesa :

a;; a1z 013 an (a2 +an)/2 (a1 + as)/2
an G2 G| = | (a2 +012)/2 ay (azs + @32)/2 | +
a3 G32 Q33 (az +013)/2  (as2 +a2s)/2 a33
0 (@12~ an)/2 (@13 —aa)/2
+ | (a1 — a12)/2 0 (ass — as2)/2
(az — a13)/2  (aa2 — a23)/2 0

Esempio : Quiriportiamola scomposizione di una matrice asimmetrica 3x3 nella somma
della componente simmetrica e di quella antisimmetrica :

7 =3 5 7 1 4 0 -4 1
5 8 =2 = 1 8 -2 + 4 0 0
3 -2 6 4 -2 6 -1 0 0
asimmetrica simmetrica antisimmetrica [ ]

8.7.2 Forme quadratiche omogenee

Richiamiamo brevemente le forme quadratiche omogenee associate alle matrici quadrate.
Definizione : A qualsiasi matrice quadrata A (in genere asimmetrica) possiamo asso-
ciare la cosidetta forma quadratica omogenea definita come Flz)=azT Az L
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Proprieta : La forma quadratica di qualsiasi matrice ¢nullaperz=0. n
. . . -7 -3 4
Esempio : Calcoliamo la forma quadratica omogenea .
o . . . 5 8 -2
F(z) associata alla matrice 3 x 3 qui a fianco : 4 -1 6
Flz)=T22+823+6z+(-3+58)zi 22+ (4 +4) my s+ (-2 1)z, z3
Plx)=7z2+823+623+2m 0+ 821 23— 312 73 n

Definizioni : Una matrice quadrata qualsiasi (in genere asimmetrica) & chiamata :
1. definita positivase F{z) >0V z #0.

9. semidefinita positivase F(z) >0V z #0.
La disequazione deve essere verificata col segno “=" per almeno un valoredi z # 0.

3. definita negativa se F(z) <0V #0.

semidefinita negativase F(z) <0V z #0.
La disequazione deve essere verificata col segno “=" per almeno un valorediz £ 0.

-

5

sndefinite in tutti i rimanenti casi.

Queste definizioni introdotte per le matrici sono immediatamente estese alle forme quadra-
tiche stesse.

Proprieté : Consideriamo una qualsiasi matrice antisimmet- o. a2 Q13

rica : la sua forma quadratica risulta identicamente nulla, come —a;2 0 ag

pud essere verificato per una generica matrice 3 x 3 : —ai3 —ay O
F(z) = (012 — a12) 71 T2 + (@13 — a13) T1 T3 + (223 — az3) T2 73 = 0 n

Proprieta : La forma quadratica associata a una qualsiasi matrice asimmetrica & uguale
alla forma quadratica associata alla componente simmetrica della matrice stessa:

ﬂﬁﬁvﬂﬁﬁbﬂnﬂﬂ M;Pmmanf.\ww:owaﬁﬂﬂ bmmEH‘TH.ﬂ meBnH"H.H \wmmanﬁ .

Commento : tradizionalmente i testi di algebra delle matrici introducono le definizioni
precedenti limitatamente alle matrici simmetriche, dal momento che ad ogni forma quadrat-
ica possiamo associare una ed una sola matrice simmetrica. ]

8.7.3 Proprieta delle forme quadratiche omogenee

Tutto quello che segue riguarda le forme quadratiche di matrici simmetriche. I risultati
valgono anche per quelle asimmetriche se si ha la precauzione di scomporle nella somma
della componente simmetrica e di quella antisimmetrica. A questo fine noi accenniamo a
due diversi metodi per verificare la definitezza di una matrice simmetrica.

I} primo metodo & basato sull’analisi degli autovalori (necessariamente reali) affinché le
matrici simmetriche siano (semi)definite positive o negative :

1. La matrice simmetrica k x k A & definita positiva se e solo se tutti i suoi b autovalori
sono positivi.
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2. La matrice simmetrica k x & A & semidefinita positiva se e solo se tutti i suoi k
autovalori sono nonnegativi, con la condizione che almeno uno sia nullo.

3. La matrice simmetrica & x k A & definita negativa se e solo se tutti i suoi k autovalori
sono negativi.

4. La matrice simmetrica k x & A & semidefinita negativa se e solo se tutti i suoi k
autovalori sono nonpositivi, con la condizione che almeno uno sia nullo.

Il secondo metodo & basato sulla verifica del segno del determinante di alcune opportune
sottomatrici della matrice (simmetrica). Per esempio, nel caso di matrici 2 x 2 si ha :

1. La matrice simmetrica 2 x 2 A & definita positiva se e solo se a;; > 0
e|Al=ay ap—0a% >0.

2. La matrice simmetrica 2 x 2 A & semidefinita positiva se e solo se a;; > 0

e |A] = a1 ax—a?, > 0 con il vincolo che una delle due disequazioni sia un’eguaglianza.
12 g

3. La matrice simmetrica 2 x 2. A & definita negativa se e solo se a;; < 0
e|A|l =an am~a;za;n >0.

4. La matrice simmetrica 2 x 2 A & semidefinita negativa se e solo se a;; <0 e
|A] = a1 ax — a?, > 0 con il vincolo aggiuntivo che una delle due disequazioni sia
un'eguaglianza.

5. Con riferimento ai precedenti punti 2 e 4, nel caso in cui a;; = 0 e |4| =

a1 agz — a3, = 0, solamente I'elemento agy # 0 . In questo caso la matrice & risulta

- semidefinita, positiva per a;; > 0 ovvero negativa per ay < 0. Nel caso in cui
anche apy =0 la forma quadratica risulta identicamente nulla.

Esempt : Le seguenti matrici simmetriche sono :

5 -2 8 -4 -3 -2 -16 8 5 -6
-2 4 ! -4 2 ’ -2 -4 7 8 -4} -6 4
definita semidefinita definita semidefinita indefinita
positiva positiva negativa negativa

Esempi : Le seguenti matrici asimmetriche sono :

5 -2 8 -1 -3 -6 -16 12 5 -8
-5 4 ! -7 2 ! 0 -4 ! 4 —~4 ! -4 4
definita semidefinita definita semidefinita indefinita
positiva positiva negativa negativa

Interpretazione geometrica : La forma quadratica omogenea di una matrice 2 x 2
definita positiva ha la forma geometrica di una scodella, mentre quella di una matrice
2 x 2 definita negativa ha la forma geometrica di un budino scodellato dalla stessa. La
forma quadratica omogenea di una matrice 2 x 2 semidefinita positiva ha la forma geo-
metrica di una grondaia, mentre quella di una matrice 2 x 2 semidefinita negativa ha la
forma geometrica di una grondaia rovesciata. Infine la forma quadratica di una matrice
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indefinita ha le forma di una sella di cavallo. H
WWWWW??7? FARE FIGURE con curve di livello centrate e scentrate delle forme
quadratiche omogenee, e nonomogenee : una figura per definita positiva, semidefinita
positiva, eccettera. DUPLICARE figure con ellissi dal Cap. 3 777TWWWWW

Per le matrici 3 x 3 st ha :

1. La matrice simmetrica 3 x 3 A & definita positiva se e solo se a;; >0,
apap—a?,>0eld]>0.

2. La matrice simmetrica 3 x 3 A & semidefinita positiva se e solo se a;; > 0,
ayn ax —al, > 0 e [A4] > 0 con il vincolo aggiuntivo che almeno una delle tre

disequazioni sia un’eguaglianza.

3. La matrice simmetrica 3 x 3 4 & definita negativa se e solose a;; <0,
annan—al,>0ed4]<0.

4. La matrice simmetrica 3 x 3 A & semidefinita negativa se e solo se a;; <0,
ay ay —a%, > 0e |A] < 0 con il vincolo aggiuntivo che almeno una delle tre

disequazioni sia un’eguaglianza.

Esempi : Le seguenti simmetriche matrici sono :
WWWWW??7?7 CONTROLLARE Le matrici qui sotto 77?7WWWWW

5 0,5 1,5 2 -3 0,5 -5 0 1,5 -1 3 0,5 5 0,5 -1

0,5 3 1,5 -3 5 3 0 -6 -2 3 -10 -4 0,5 -2 3,6

1,5 1,5 4 0,5 3 4 1,5 -2 -4 0,5 —4 —4 -1 3,5
definita semidefinita definita semidefinita indefinita
positiva positiva negativa negativa

Esempt : Le seguenti matrici asimmetriche sono :

5 -2 2 2 -4 0 -5 2 =2 -1 2 0 5 -6 2

1 3 -1 -2 5 2 -2 -6 2 4 -10 -4 5 -2 3

1 -2 4 -1 4 4 -1 2 —4 1 -4 -4 -4 4 3
definita semidefinita definita semidefinita indefinita
positiva positiva negativa negativa

fine del capitolo 8




9 GENERICI DOPPI BIPOLI
ADINAMICI
TEMPO-INVARIANTI
e LINEARI

WWWWW??? DISEGNO EMBLEMA DEL CAPITOLO un generico doppio bipolo con accanto
una generica rappresentazione ibrida MTWWWWW -

Questo capitolo si sofferma sulle rappresentazioni esplicite e sulle proprietd dei generici doppi
bipoli adinamici tempo-invarianti e lineari, partendo dalle conoscenze acquisite nel Cap. 8 su
generici k-porte della stessa classe. 11 capitolo termina con i tripoli a stella, a triangolo e i doppi
bipoli impropri a ponte.

Sez. 9.1 : Rappresentazioni esplicite : Le sei rappresentazioni esplicite dei doppi bipoli
sono suddivise nelle quattro cardinali e due noncardinali. Le formule per passare dalla matrice
di una rappresentazione all’altra insieme alle condizioni per la loro esistenza sono discusse.
Sez. 9.2 : Grandezze impresse: Analogamente ai k-porte, le due grandezze impresse presenti
nelle rappresentazioni esplicite coincidono con le grandezze indipendenti, qualora quelle indipen-
denti siano nulle. Applicando il primo teorema di equivalenza a ciascuna rappresentazione viene
ottenuto il corrispondente modello equivalente costituito dal doppio bipolo omogeneo associato
e due sorgenti impressive.

Sez. 9.3 : Parametri omogenei : 1 parametri omogenei delle sei rappresentazioni esplicite
sono definiti da un punto di vista circuitale, come rapporto tra due opportune grandezze della
rappresentazjone.

Sez. 9.4 : Proprietd: Le proprieta dei doppi bipoli adinamici, tempo-invarianti e lineari ven-
gono investigate : proprieta energetiche, reciprociti, antireciprocitd, simmetria, equilibratura, e
direzionalits. Le condizioni a cui devono soddisfare i parametri delle rappresentazioni, qualora
il doppio bipolo soddisfi alle suddette proprieta, sono introdotte.

Sez. 9.5 : Tripoli resistivi a stella e a triangolo : Per la loro diffusione vengono introdotti
i DBT costituiti dall’aggregazione a "T" (stella) e a "II" (triangolo) di tre bipoli adinamici,
tempo-invarianti, lineari e omogenei. Inoltre vengono derivate le formule per trasformare un
tripolo a T in un tripolo a "[I” equivalente.

Sez. 9.6 : Ponti resistivi : Vengono introdotti i quadripoli a ponte operanti come DBI, cal-
colando le loro matrici resistenza e conduttanza e discutendo le loro proprietd e condizioni di
equilibrio.

203
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9.1 RAPPRESENTAZIONI ESPLICITE

In analogia ai generici k-porte adinamici, tempo-invarianti e lineari, questa sezione intro-
duce le rappresentazioni esplicite dei doppi bipoli adinamici, tempo-invarianti e lineari.
Le condizioni per la loro esistenza sono discusse. Come nel Cap. 8, essendo in presenza
di componenti tempo-invarianti, le tensioni e correnti non dipendono esplicitamente dal
tempo t e useremo come simbolo vy, vz, 73 € 1 .

9.1.1 Rappresentazioni cardinali

Consideriamo un generico doppio bipolo adinamico, tempo-invariante e lineare, sia proprio,
tripolare e improprio. In accordo al Cap. 8, esistono quattro rappresentazioni cardinali.

" Ciascuna rappresentazione cardinale pud essere derivata da una generica rappresentazione

implicita se e solo se & verificata la condizione riportata nell’ultima colonna del sottostante
quadro. I sei parametri presenti in queste rappresentazioni sono definiti avendo adottato
la convenzione cardinale per il doppio bipolo (vedere Par. 6.3.4) .

generica rappresentazione implicita — O— )
R . . 3 iz
1 1 :
ﬁ 1 Ri2] [w 4| N ﬁ.w _ h Ea ﬁe»
v v i i ; B
21 flapd LV2 21 flozd L2 ha o —0
rappresentazioni grand. matrice grand. grand. condizione
cardinali - dipen. indip. impres. per 'esistenza
; (v T i Tl
1) controllata in corrente il _ | T 1 + 1 v Be — R RS £0
(v1, ) 4= (i1,%2) . . 11 122 12 21
1, V2 1542 L V2 To1 T2 12 Uz
. . -m v 4
2) controllata in tensione . g G2 1 + % i B — hiy B, #0
(i1, 12) + (v1,72) B = 11 1122 12 a1
1,02 1. %2 L2 gz G2l LV2 12
. . . ™ ! i > -
3) prima ibrida ul ﬁ 1 M2 ﬁé 4 1 o i i Bt £0
X . L= - 11 a2 = Ny2 gy
Adr smv A Asa_emv L 22 mu mn Vg 19
R .@ .R -N.H " H v N
4) seconda ibrida I Rt 1, 1 i hs Bt B £0
(41, v2) + (v1,%2) " " . . 11 22 12 iy
) V2 1542 L VU2 21 b‘mw %) k)

9.1.2 Rappresentazioni noncardinali

In accordo al Cap. 8, per i doppi bipoli adinamici, tempo-invarianti e lineari solo due
rappresentazioni noncardinali possono essere definite : entrambe sono rappresentazioni
di trasmissione in cui ogni coppia tensione e corrente della stessa porta appartiene al
medesimo vettore delle grandezze dipendenti ovvero indipendenti. Ciascuna di queste
rappresentazioni esiste effettivamente se e solo se & verificata la condizione riportata nel-
'ultima colonna : i parametri sono definiti avendo adottato la convenzione noncardinale
discussa nel Par. 6.3.4 .
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generica rappresentazione implicila —> Oo— R
E . . “ 13 2
1 3 hg
1 Al n L | e i hy e;, %S
v i i A R
n hgilve Ry Ryl liz ha o —°
rappresentazioni grand. matrice grand. grand. condizione
noncardinali dipen. indip. impres. per lesistenza,
. L. . ! 7 - )
5 di trasmissione diretta | [V1| [t T} v U1 TR
) (v1,%1) + (v2,12) 2 A TR B 1 hay — Rgy by #0
1,4 2, %2 1y 91 I9g 12 1
- . . . 17 ¥ ~
6 di trasmissione inversa| [v2] _[t1 2] [w U2 Y
) (v2,32) + (v1,41) e D N B I 92 Pip — i; Ry # 0
2,12 1y 12 21 an (5 19

Quesito : Dal momento che la rappresentazione di trasmissione inversa & poco usata,
perché viene elencata insieme alle altre 7

Risposta : Per impedire che qualcuno si svegli di buon mattino sostenendo di avere
trovato una nuova rappresentazione dei doppi bipoli. u

9.1.3 Esempio

Consideriamo una generica rappresentazione implicita di un doppio bipolo adinamico,
tempo-invariante, lineare nonomogeneo : ciascuna delle sei coppie di colonne facenti parte
delle due matrici 2 x 2 & linearmente indipendente. In questo caso tutte le sei rappresen-
tazioni esplicite sono definite. I risultati sono riportati nel quadro :

Dalla Hmvvnmmmﬁmsmouw wEﬁm&.ﬁm 3 21w —4 01 [é _4
a fianco otteniamo tutte e sei + =
le rappresentazioni esplicite (2 0] lu -4 2} |4 -8

rw] [ 2 -1][i —4 rd 3/4 1/21[w] [ 1
Hv i - .~ + Nv .w - \ \ 1 "

L2 -1 3/2] i 4] L2 1/2 1 jlw -2
T r4/3 —-2/3174 —4/37| 4 172 1/27[w 2
g [B] = [¥3 2R [9B) [y [] ] Y2 e,

L 22 .M\w M\w Uz lm\w L v2 IH\M 1 12 2

[v -2 =2 v, 4 [ v -3/2 2 7[w -2
5) .m = N‘ + 6) w. = / ! +

L4 L -1 =3/2] 1 -4 4 [ — iz 1 -2ll4 4

Avvertenza : Da questo esempio risulta evidente che le grandezze impresse, rappresen-
tate dallo stesso simbolo nelle diverse rappresentazioni esplicite (vedere Par. 9.2.1) sono
numericamente diverse, dal momento che rappresentano tensioni o correnti della stessa
porta ma con connessioni diverse all’altra porta (c.c., c.a., nullatore). w

i
|
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Rappresentazione grafica : Le rappresentazioni esplicite dei doppi bipoli possono es-
sere visualizzate graficamente da due famiglie di rette, una famiglia per ciascuna equazione
scalare. Una delle grandezze indipendenti in‘ascissa, I'altra come parametro della famiglia
e la grandezza dipendente in ordinata. Questa rappresentazione grafica & molto usata per
i doppi bipoli nonlineari (transistori).

Fic. RAPPRESENTAZIONE GRAFICA DELLE CARATTERISTICHE DI UN DOPPIO BIPOLO

9.1.4 Cambiamento di una rappresentazione esplicita

Questa sezione considera due esempi della trasformazione di una rappresentazione esplicita
di un doppio bipolo nonomogeneo in un’altra rappresentazione mediante semplici passaggi
algebrici.

Esempio A : Sia dato un doppio bipolo, di cui
conosciamo la rappresentazione controllata in cor-
rente (vy,v;) + (41,42} € calcoliamo la sua prima
rappresentazione ibrida (v, %) + (41, v2) .

v 4 2] [a] [4
= +
v 1 3} |i] |3

A questo scopo esaminiamo le due equazioni della rappresentazione (vy,v3) + (41,%,) :
nella v; =44; +24;+4 visono due grandezze dipendenti, v; e iz , e una indipendente,
%1, della prima rappresentazione ibrida, mentre nella seconda v, = 14, + 34, +3 vi sono
due grandezze indipendenti, %, € vy , e una dipendente, i, , della stessa rappresentazione.
Questa equazione pud essere trasformata direttamente nella seconda equazione scalare

della prima rappresentazione ibrida : i, = ~1/34; + H\,w v2 — 1 . Sostituendo questa
espressione nella prima equazione della rappresentazione (vy, v2) + (41,42), si ha la prima
equazione della prima rappresentazione ibrida : v =10/34 +2/3v,+2.

v 10/3 2/31 T[4 2
Quindi la prima rappresentazione T +
ibrida in forma vettoriale & : ‘2 -1/3 1/3] [ v ~1
Esempio B : Sia dato un doppio bipolo, di cui i 0,4 0,27 (o 0,4
conosciamo la rappresentazione controllata in ten- = +
sione (41,%2) ¢ (v1,v2) e calcoliamo la rappresen- i 0,1 0,3! |u 0,3

tazione controllata in corrente (vy,v) < (41, 3a).

Le grandezze v; e vy sono indipendenti nella rappresentazione nota, mentre sono dipen-
denti della rappresentazione che intendiamo calcolare. Quindi isoliamo il vettore delle
tensioni a primo membro, moltiplicando i due membri della rappresentazione nota per
Vinversa della matrice :

n 0,4 -0,271""T4, 0,4 -0,2]7"(0,4

vz -0,1 0,3 iz -0,1 0,3 0,3
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Eseguiamo l'inversione numerica della matrice e sostituendola si ottiene proprio la rapp-
resentazione controllata in corrente :

0,4 -0,2]17" [3 2 u 3 274 -1,8
= +

-0,1 0,3 1 4 Vg 1 4] |4 lu.as

inversione della matrice

rappres. controllata in corrente
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Awvertenza: In ciascuna delle quaterne delle formule di trasformazione i quattro elementi
della matrice a cui si intende pervenire hanno un fattore a denominatore in comune.
Questo fattore coincide con uno dei quattro elementi della matrice di partenza ovvero col
suo determinante. La eventuale nullita di questo fatfore significa che la trasformazione
non & possibile dal momento che la matrice a cui si intende pervenire non esiste. Quindi
la condizione a cui devono soddisfare i quattro elementi della matrice di partenza pud
essere individuata direttamente dalle stesse formule di trasformazione, come spiegato qui

9.1.5 Formule per le trasformazioni tra le matrici di doppi bipoli

Questo paragrafo considera tutte le possibili trasformazioni delle rappresentazioni esplicite
di doppi bipoli omogenei fornendo le trasformazioni da un matrice all'altra, congiunta-
mente alle condizioni necessarie ¢ sufficienti per l'esistenza di queste trasformazioni. Esse
sono ottenute tramite semplici operazioni algebriche, che il lettore pud sviluppare per
proprio conto, seguendo le procedure illustrate nel paragrafo precedente.

(g —on] [IH] M) [L =hh] |t [T ~tp 1
R= |G| |G| _ | hie B2 Lo k| _ |t n | _ 51 31
—gn gu =hy 1 hy  [HY| 1ty =T -ty
LGl |G| b f1 A thy i B 21
Crm —re] (1 -] [ R] [he o171 [=th 1]
G = {R| IRI| _|Ru B 5 hi - 12t | _  th
S 7Y 7 T A QA
L |R] |R] o kb 4 bRl Lt o th
|R| 712 1 —g e —hi] [t |T —t, 1]
= Tep T2 _ |91 u |H"| |H"| - thy th _ th hh
—ra 1| |gn |G| |Zha e O O el A
To2 T2 gu  gu [H"| [H"|1 Lipn in ho th
1 -7 |Gl 912] [ by —hi, ty —|T =ty -1
g™ ru | | 92 92 |H'| |H'| — o th — 13, 2
ra |R| -gn 1 ~hy Ry 1ty [T —tf
SRR P g gnd  LIHY] |HY 1t % th
| R| =gz —1] [—|H'| ~hy 1 hy thy i
P |t Tl _ | o 51 m | o hn | _ [T |7
1 -Gl —gu —hay -1 imw. |H"| ~ty
T21 Ta1 a2 g21 - L hn 5 2 51 :5_ _H:;
2 —|R| —gn 1 1 =hy =|H"| hy, » —tn
o T2 Tz | _ | 12 g2 12 12 - 12 12 - T T
-1 ™ —g22 —hy |H| ,.Mw -1 —ty
Ti2 T2 G12 12 12 12 1o | T | |

di seguito :

trasformaz. | condizione trasformaz. | condizione trasformaz. | condizione
tra matrici | di esistenza tra matrici | di esistenza tra matrici |di esistenza
R— G |R|#0 H — R hy # 0 T — R nF 0
R — H' T 0 H — G A 0 T — G : 0
R — H" MHMO H — H" _mwmwg T’ — H' WMMO
R-— T 791 7 0 H — T hyy #0 T — H" 1 F0
R— T" r2 70 H' —s T" 270 - T —T" | [T"|#0
G— R |G]#0 muilmw “_mmmo T"— R 5 70
G — H' 0 H'— G 0 T"— G 1 # 0
Sl ard | L | o E T
G — T g1 # 0 H'— T 5 #0 T"— H" | th #0
G— T" g12 70 H" — T" 4y F 0 T"— T | |T1#0

9.2 GRANDEZZE IMPRESSE

Questa sezione esamina il significato circuitale (fisico) delle grandezze impresse presenti
nelle rappresentazioni esplicite di generici doppi bipoli adinamici tempo-invarianti e lineari
nonomogenei. Inoltre sono presentati i modelli equivalenti di questi doppi bipoli nonomo-
genei costituiti dal doppio bipolo omogeneo associato e due sorgenti impressive.

9.2.1 Grandezze impresse dei doppi bipoli

Qui di seguito riportiamo in dettaglio I'interpretazione circuitale delle grandezze impresse
presenti nelle rappresentazioni cardinali dei doppi bipoli. Come visto nel Cap. 8 per i
generici k-porte, le grandezze impresse coincidono con i valori che assumono le grandezze
dipendenti qualora quelle indipendenti siano nulle; a questo scopo & sufficiente connettere
c.c. efo c.a. (per le rappresentazioni cardinali) ovvero un nullatore e un noratore (per le
rappresentazioni noncardinali) alle due porte del doppio bipolo. -
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1) Rappres. controllata in corrente

5= v w tensione

Y= U =i, =0 allaportal

b = u H- tensione
27 i =4,=0 allaporta?2

1|1
S

2) Rappres. controllata in tensione

3 o= L corrente
! Yoy =v,=0 alla porta 1

3= _ corrente
2 oy =w =0 allaporta 2
i =1 ig =1

3) Prima rappresentaz. ibrida

b= g tensione
17" =v,=0 allaportal
3 =1 H corrente
2T % =v;=0 allaporta 2

e,
[
I
€3,)
[X)

4) Seconda rappresentaz. ibrida

3= M corrente
17 %y =i, =0 allaportal

5= w tensione
27 "y, =i, =0 alla porta 2

=1 | IH
-

Up = U

5) Rappres. di trasmissione diretia

=1 _ tensione
PT Uy, =4y =0 allaportal

_ corrente

SHN.NHow:ongmw

6) Rappres. di trasmissione inversa

PY _ tensione
27 %y, =4, =0 alla porta 2

=i g corrente

27 %y =14, =0 allaporta 2

Attenzione : le suddette grandezze impresse di rappresentazioni diverse possono essere
indicate con lo stesso simbolo ma non sono affatto coincidenti. Per esempio, il simbolo 4,
& usato con significati diversi nelle rappresentazioni 1, 3, 5 e analogamente il simbolo 7,
nelle rappresentazioni 2, 3, 6, come & evidente dalle loro definizioni. B
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'9.2.2 Il primo teorema di equivalenza per i doppi bipoli

Questo paragrafo esamina i modelli dei doppi bipoli nonomogenei ottenuti tramite il primo
teorema di equivalenza (vedere Par. 8.3.2). Questi modelli sono, in genere, costituiti da
due sorgenti impressive, che tengono conto dei due termini impressivi che compaiono nella
corrispondente rappresentazione esplicita, e dal doppio bipolo omogeneo associato. Nei

_quattro modelli cardinali vi & una sorgente impressiva per ciascuna porta, mentre nei due

modelli noncardinali, le due sorgenti impressive sono connesse alla medesima porta, come
risulta dai quadri seguenti.

1) Rappres. (v1,vs) « (i1,72) — %w@' dobii |@Nu -
i oppio %
vy i T2 |4 By S\ﬂ bipolo ﬁem
= + omogeneo
V2 T Te2] L 73 associato

NV w.m.muﬁ.mmm. ?.H. smv £ Adw .cwv —_— . -
' o 7 doppio i
151 g1 Gi2f| | A v bipolo v
= + / |omogeneo| \
iy 921 gn] [V ) . 1y | associato | 1o
. . 7y
3) Rappres. (vy,i2) ¢ (i, v2) — doobi <
i oppio i
' 1 . ~ .
U1 n 2| lu Ty u bipolo v
= + omogeneo| \
i m Pl v 12 o associato | %2
. . )
4) Rappres. (i1, v2) + (v1,12) — doppi <
i oppio %
. n " s -
u 1n | (U it un bipolo v
= + / |omogeneo
V2 2 B |2 1y %1 | associato

, . (51
5) Rappres. (v;,4) + (v2,42) —_ doopio [ ==
i1 oppio i
U n te] [ve 7y v bipolo v
= + / | omogeneo
i 2 topl |2 4 1, | associato
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. . Tn
6) Rappres. (v2,12) + (v1,%1) INMV o— mwvvmo B IMV
v2 i 2] [u 1z nl bipolo o
= + omogeneo
i 5 tel L i 5 associato

I

Awvertenza : Come gid discusso nella Sez. 8.3, il doppio bipolo omogeneo associato &
comune ai sei modelli.

9.2.3 Confronto tra i diversi modelli

Diversi modelli equivalenti a un dato doppio bipolo nonimpressivo e nonomogeneo esistono,
uno per ciascuna rappresentazione esplicita esistente. Il doppio bipolo omogeneo associato
rimane sempre lo stesso in ciascuno dei modelli equivalenti : i modelli si distinguono 'un
dall’altro per la diversa struttura delle sorgenti impressive connesse alle porte del doppio
bipolo omogeneo associato e per i diversi valori delle loro grandezze impresse.

Esempio : 1l seguente esempio riguardano tre tra le sei rappresentazioni esplicite del
doppio bipolo esaminato nel Par. 9.1.3 : esse danno origine a tre diversi modelli :

1) Rappres. AS.SVT?ESV xﬂv ol®|| doppio I@!o AM»!

. 4V bipolo 4V
wi_|2 “1||n], —4 u % omogeneo vz
7 -1 3/2] |iz 4 associato

3) Rappres. (v1,12) ¢ (i1, %2) ,NV OIA UT doppio 5% AWI
" 4/3 -2/3 ﬁ; ﬁ»\J sﬁ 4/3V | bipolo ?
+ omogeneo

ia 2/3 2/3 ] Lw» —~8/3 associato
Ra . i) S 1 —_— . |l—o0 >
5) Rappres. (v1,11) + (v2,%2) 5 %.%Eo P
ﬁcé ﬁ o 3 v 4 e;, 4V bipolo HS
= + omogeneo
1 -1 ~3/2 4 4 A associato

Commento : 1 precedenti diversi modelli equivalenti dello stesso doppio bipolo possono
essere considerati come casi particolari di un modello equivalente pitt generale con un
numero ridondante di sorgenti impressive (una V e una i per ciascuna porta), riportato
nella sottostante figura :

b o b e
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‘9 @w :
— . -
i doppio iy

v : bipolo v
o omogeneo

1, | associato | 12

Per stabilire 'equivalenza occorre tener conto che i due parametri impressivi presenti in
ciascuna rappresentazione esplicita del DB dipendono dalle quattro grandezze impresse
delle due V e delle due T presenti nel modello. Quindi esistono infinite scelte di queste
quattro grandezze impresse, che danno origine alla stessa coppia di parametri impressivi
delle rappresentazione. Tra queste infinite scelte noi possiamo scegliere quelle per cui due
delle quattro grandezze impresse delle sorgenti sono nulle : queste scelte corrispondono ai
sei modelli visti nel Par. 9.2.2 . -

9.3 PARAMETRI OMOGENEI

Esaminiamo il significato circuitale dei quattro elementi della matrice di ciascuna rapp-
resentazione esplicita di un doppio bipolo, chiamati parametri omogenei. In questa inter-
pretazione circuitale noi assumiamo che il doppio bipolo sia omogeneo.

9.3.1 Parametri omogenei delle matrici cardinali dei DB

Qui di seguito riportiamo I'interpretazione circuitale dei quattro parametri omogenei pre-
senti nelle quattro matrici cardinali R, G, H' e H" dei doppi bipoli :

1) Parametri della matrice resistenza R

= wlé resistenza della porta 1 transresistenza tra
% )50 OB la porta 2 a vuoto - Tw la tensione della porta 1
¢ . 12 2]20 © la corrente della porta 2
ransresistenza tra B con la porta 1 a vuoto
] la tensione della porta 2
a= f1ilioe © la corrente dellaporta 1 | V2 resistenza della porta 2
” con la porta 2 a vuoto »= %2 heo COR la porta 1 a vuoto

ca.)

v a U2 n Hen

|
1 L
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2) Parametri della matrice conduttanza G

gu

mﬁuﬁ

Uy vo=0

conduttanza della porta 1
con la porta 2 in corto

transconduttanza tra
la corrente della porta 2

1y
.@L&nc e la tensione della porta 1

con la porta 2 in corto

s.m .mu

i

I

Gi2

@
Ny
[\

Il

ﬁdﬂ.ﬂ w =
24 yy=0
ﬁcs. w =

24y =0

transconduttanza tra
la corrente della porta 1
e la tensione della porta 2
con la porta 1 in corto

conduttanza della porta 2
con la porta 1 in corto

2

3) Paramelri della prima matrice ibrida H'

]

V2

P Y resistenza della porta 1 . rapporto tra le tensioni
L X vamo €O la porta 2 in corto 1o = ﬁl@ delle porte 1 ¢ 2
) 20420 ¢on la porta 1 a vuoto
i rapporto tra le correnti
b=l delle porte 2 e 1 . ﬁ i w conduttanza della porta 2
“Ju=0 con la porta 2 in corto 27 |6p;,0  conlaporta 1 a vuoto
wu. Num _ ,mw s.n
S‘H u
4) Parametri della seconda matrice ibrida H"
v _ ﬁ i w conduttanza della porta 1 i rapporto tra le correnti
U 19 J;=0  con la porta 2 a vuoto Y= delle porte 1 e 2
L. 2lu=0 conla porta 1 in corto
. rapporto tra le tensioni
2= T& delle porte 2 e 1 P ) resistenza della porta 2
Y1li=0  ¢op la porta 2 a vuoto 22 i o OOD la porta 1 in corto
ifg, ] i :

?
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9.3.2 Interpretazione circuitale dei parametri omogenei

delle rappresentazioni noncardinali

La definizione dei parametri omogenei di ciascuna matrice noncardinale sono un po’ di-

214

verse da quelle delle matrici cardinali gia esaminate nel paragrafo precedente.

Prima interpretazione : I parametri omogenei possono essere definiti dal rapporto tra
una grandezza dipendente e una indipendente solo se usiamo l'accortezza di connettere un
bipolo patologico alla porta di cui sia la tensione sia la correrte sono grandezze indipen-

denti. Dal punto di vista pratico questa soluzione non & affatto opportuna.

5) Parametri della matrice di trasmissione diretta T’ : prima interpr.

i = ﬁww
11 \mn

7

1@

rapporto delle tensioni
con la porta 2 chiusa
#=0 gy nullatore in serie a V
transconduttanza tra
£ o= ﬁ iy g la corrente della porta 1
27 | 9yd5=0 ©la tensione della porta 2
su nullatore in serie a V

Uz

L.
2 ™

U

12 ve=0

transresistenza tra
la tensione della porta 1
e la corrente della porta 2
su nullatore in paral. a £

rapporto tra le correnti
delle porte 1 e 2

21
TN vz=0 su nullatore in paral. a i

6) Parametri della mairice di trasmissione inversa T” : prima interpr.

0o ﬁ.ﬁ
1 .@u

U1

rapporto delle tensioni
con la porta 1 chiusa
#=0 gy nullatore in serie a ¥

transconduttanza tra
[k la corrente della porta 2
n- TL 4= € la tensione della porta 1
su nullatore in serie a ¥V

@%S

"o
12 ™

A
22—

V2

1 Jv,=0

iz

transresistenza tra
la tensione della porta 2

€ la corrente della porta 1
"su nullatore in paral. a Z

rapporto tra le correnti
delle porte 1 ¢ 2

“luw=0 su nullatore in paral. a T

)

®© ?

e i

Commento : il metodo della falsa posizione per I'analisi dei circuiti con struttura a scala
(vedere Par. 7.4.3) & parente stretto del metodo per calcolare i parametri omogenei della

matrice T".
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Seconda interpretazione circuitale : Si pud evitare 'introduzione del nullatore per
definire i parametri omogenei di una rappresentazione noncardinale, se si accetta di definire
il parametro omogeneo come il rapporto di una grandezza indipendente e una dipendente.
I quattro parametri delle matrici sono tutti definiti come il rapporto della grandezza im-
pressa della sorgente impressiva connessa a una porta (grandezza indipendente) e la ten-
sione o corrente misurata (grandezza dipendente) all’altra porta del doppio bipolo, mentre

Premoli, Fondamenti di CIRCUITI ELETTRyICI: Cap. 9, mar2000 216

6) Parametri della mairice di trasmissione inversa T” : seconda interpr.

U1

= = delle porte 2 e 1

@ ~ rapporto delle tensioni

#1=0 con la porta 1 a vuoto

no_ Y2
12~ |
u vy =0

transresistenza tra
la tensione della porta 2
e la corrente della porta 1
con la porta 1 in corto

la restante grandezza indipendente viene azzerata.

I seguenti quadri riportano le definizioni dei quattro elementi delle due matrici di trasmis-

sione :

5) Parametri della matrice di trasmissione diretta T’ : seconda interpr.

rapporto delle tensioni

v2

]

o= |2
12 7 .

transresistenza tra
la tensione della porta 1

A s

07 g, delle porte 1 ¢ 2 ip e la corrente della porta 2
i2=0 con la porta 2 a vuoto va=0 con la porta 2 in corto
\ww _ .mw s.u

transconduttanza tra
N la corrente della porta 1
=0 © 1a tensione della porta 2
con la porta 2 a vuoto

R 1
]

V2

rapporto tra le correnti
delle porte 1 e 2
con la porta 2 in corto

* .@w e .@N
U
tt ’ :
N transconduttanza tra 2 rapporto tra le correnti
a |22 la corrente della porta 2 w22 dell rte 2 el
tn = |- e la tensione della porta1 | 227 |i etle porte 2 €
U1]i=0 p "tly=0 con la porta 1 in corto
con la porta 1 a vuoto
- N
U
— mw mn

9.4 PROPRIETA DEI DOPPI BIPOLI

Partendo dai risultati teorici sui k-porte, presentati nel Cap. 8, esaminiamo le condizioni a
cui devono soddisfare le rappresentazioni esplicite affinché un doppio bipolo sia dissipativo,
attivo, inerte, strettamente attivo, ovvero reciproco, antireciproco, nonreciproco, ovvero
unidirezionale, bidirezionale, zerodirezionale, simmetrico, asimmetrico, equilibrato.

9.4.1 Potenza nei doppi bipoli oEow,mbmw

In analogia ai k-porte, qualsiasi doppio bipolo nonomogeneo (vedere Sez. 8.5) & attivo. Il
discorso & pil articolato per i doppi bipoli omogenei la cui potenza assorbita p , limitata-
mente alle rappresentazioni cardinali (I’espressione della potenza mediante le rappresen-
tazioni noncardinali & poso usuale), & una forma quadratica omogenea nelle due grandezze

indipendenti :
Rappresentazione forma quadratica della potenza assorbita p
Hv Aew dvaQw.s.wv p= iTRi=14T ﬂNNlTN.H._ N.\N
2) (4 42) + (v, v2) p=vT Gv=1vT[{G+ G v/2

Il

= Tw d& m: Tw Q&.H. T» dnu _”.ml -+ A.mJ.J TH QLA,\M

3) (vy i) + (i1, v2)
p=[v1 ia] H" [y 2T = [vg i) [H" + (H")T] [vr 22]7/2

4) (4 o)« (v1.%2)
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Per verificare se un doppio bipolo omogeneo sia dissipativo, strettamente attivo, attivo, o
inerte (vedere Par. 8.5.2), occorre esaminare la forma quadratica omogenea associata alle
rispettive matrici R, G, H', H" , la quale forma coincide a sua volta con quella associata
alle corrispondenti matrici simmetriche [R+ R¥)/2, [G+ GT)/2, [H'+[H'|T)/2,, [H" +
[H")F}/2 . Qui di seguito vengono riportate le condizioni a cui devono soddisfare le matrici
delle rappresentazioni cardinali affinché un doppio bipolo omogeneo sia dissipativo, inerte,
strettamente ‘attivo e attivo. Esse sono basate sul segno di un termine della diagonale
- principale e del determinante della matrice simmetrica associata (vedere Par. 8.7.2)

Quadro delle rappresentazioni cardinali e delle prestazioni energetiche

matrice dissipativo inerte strettamente attivo attivo
p=0 p=0 p<0
R Turee > (fe+r;m)?/4 | ru=rap=0 | rure > (ra+r)?/4 casi
320 Tiz = —Toq ™ <0 rimanenti

c g11922 2 (Gr2+ 921)2/4 | 911 =022 =0 | gu1922 > (12 + g21)?/4 casi

g =0 G12 = —ga g1 <0 rimanenti

N — — .

H 1hhe 2 (Bl + Ry )?/4 | By = ki =0 | Bl kY, > (B, + By )2/4 casi
=0 to = —hjy 5 <0 rimanenti

: Tk 2 (BYy + h5 )% /4 | by, = i, = 11hg = (Mo -+ ;)2 /4 casi
>0 Y2 = —hiy 7 <0 rimanenti

Commento : nella Sez. 10.6 incontreremo il trasformatore ideale e il giratore, che sono
appunto doppi bipoli inerti. -

Attenzione: Nel caso particolare in cui solamente un elemento della diagonale principale
sia nonnullo {ciod ( }11 =0, ( )ez # 0 [ovvero ()11 #0, ()22 =0], (Jz=0e ()n =0) 12
matrice risulta semidefinita positiva ovvero negativa in accordo al segno dell’unico elemento
nonnullo (vedere appendice in fondo al Cap. 8). ®

9.4.2 Reciprocita

Esaminiamo le reciprocita (antireciprocita) dei doppi bipoli: per le rappresentazioni cardi-

nali si pud facilmente estendere le proprieta presentate nella Sez. 8.6 per i generici k-porte.
Qui ci limitiamo a considerare le rappresentazioni noncardinali, non considerate preceden:
temente. .

Proprietd : La reciprocitd di un doppio bipolo, di cui siano note le matrici TV e T,
implica che il determinante della matrice sia unitario: |T/|=1¢|T"|=1. B
Prova: Cilimitiamo a provare la propriet per la matrice 7. Esprimiamo le due potenze
incrociate in funzione delle due grandezze indipendenti iye v :

;o He o gy 0 by ‘o 1041
P =t — vy = (85 + 11085 ) (505 + thytp) — 57y

1 i U . 1 ! T ! " 1 1 it
Uty — Vgl = Q:e,u +11289) (B0 + tyy8) — U35

p

Calcoliamo la differenza delle stesse : p' — p" = (¢);thy — 4, thy — 1) (vh if — 35 olf) .
HBvoummaoumooua_Eozm@‘H@:.vm~a=w~m5m~<m_o_..m&¢m,ﬂwemm&_mWoﬁﬁmumu
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T -1=0=s |T'|=1. =

Proprieta : L'antireciprocitd di un doppio bipolo implica che la matrice TV e T sia
diagonale o antidiagonale e che il suo determinante |T"| e | T"| sia, rispettivamente, 1 o
~1. l

< Prova : Ci limitiamo a provare la proprieta per la matrice I'. Esprimiamo la somma

delle due potenze incrociate in funzione delle grandezze indipendenti 75 € v, :

PHp = thy + thpthy ~ 1) (wp 0y 0y Gg) + 280; 6y vy vh + 22, 8, 1 1y

M1

- Imponendo 7' + p" = 0 per qualsiasi valori v}, i), v¥ e i% , si ottiene :
21 “23 V2 2

=0, =0, wnnmwnu. oppure fﬂo_uwwﬂo~m§w§“~ &

9.4.3 Verifica dei vincoli di simmetria

WWWWW??? DUPLICARE PARTE di questo paragrafo con la figura nella definizione
di doppio bipolo simmetrico nel CAPITOLO 6 . ?77WWWWW

Nel Par. 6.4.2 erano stati definiti i doppi bipoli simmetrici. Per i doppi bipoli adinamici,
tempo-invarianti e lineari omogenei questa definizioné implica che un doppio bipolo & sim-
metrico quando sono verificati due vincoli tra i quattro elementi della matrice. Essi sono

riportati nel Par. 9.4.7 alla fine di questa sezione. Qui di seguito verifichiamo i vincoli

della simmetria limitatamente alle matrici R , H' e T .
La figura seguente descrive il significato del ribaltamento delle due porte di un doppio

“bipolo. La prima figura riporta un generico doppio bipolo in cui le linea spessa serve a

distinguere le due porte indipendentemente dai pedici delle tensioni e correnti delle porte
stesse. La figura centrale ribalta le due porte lasciando immutata la rispettiva numer-
azione. La terza figura scambia la numerazione delle due porte : a sinistra la porta 1 e a
destra la porta 2. Se i doppi bipoli della prima e terza figura hanno la stessa rappresen-
tazione, il doppio bipolo & simmetrico.

Matrice R : Consideriamo la rappresentazione controllata in corrente del doppio bipolo,
in accordo alla equazione matriciale e alla figura sottostanti :

rappresentazione del DB —> O —0 <—

7 . 12
v i Tl |4 SA, ﬁen
vy Ta Taf li2 o— Y

Nella sovrastante equazione matriciale scambiamo le tensioni e le correnti delle due porte :
v, +— vpeid; +—+ 1. Questa operazione algebrica corrisponde, dal punto di vista
fisico, al ribaltamento delle due porte del DB, come indicato nella figura sottostante :
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ribaltamento delle porte lm.V o— o Am.l
2 1
V2 iy T2 |2 enﬁ QS
v Ty To2] L1 ot —o

Nella sovrastante equazione matriciale, riordiniamo le grandezze vy, va, iy € iy nell’ordine
iniziale : questo corrisponde a rinumerare le porte, come indicato nella figura sottostante :

riordino della rappresentazione 'N|V o Lo Aml.
1 2

n T2 T21 1y c% ﬁ&

V2 Tiz Tt 12 fo S Lo

Confrontando quest’ultima espressione matriciale con la prima, e pill precisamente i quat-
tro elementi delle matrici, si ha che il doppio bipolo & simmetrico se e solo se : 713 = 722
e 712 = Ty . Questo risultato ci assicura che un doppio bipolo simmetrico, di cui esista la

matrice R , & anche reciproco.

Matrice H' : Consideriamo la prima rappresentazione ibrida (w1,12) + (i1, v2) del doppio
bipolo e riscriviamola scambiando v, <+ vy e 4 € iz . Infine trasformiamo le equazioni,
riordinando v, ¥, 11 € 4 in accordo alla rappresentazione a sinistra : :

WWWWW??? RISTRUTTURARE COME in precedenza PTWWWWW

rappresentazione del DB ribaltamento delle porte riordino della rappresentazione
—h
: ! ! : 11 21 .
Ui wu mu u V2 11 12 2 n ~.m.~_ _m.s_ 2
= = == — = ' N

: ' ? ; 1 1 : !RS }‘nm

22 o1 Nz ] LV2 13 21 fo2 i L1 2 T TH | L2
|2 | |

Confrontando i quattro elementi della matrice a sinistra con quelli della matrice a destra
si ha che il doppio bipolo & simmetrico se e solo se :

7 ' 1 '
o 1 o 12 b\w — }\mn
-7 - - r:g
In genere queste quattro uguaglianze sono verificate se [H'| = 1 e hi, = —h}, . Questo

Y

risultato ci dice che un generico doppio bipolo simmetrico, di cui esista la matrice H' , &

“in genere” anche reciproco.

La suddetta affermazione ammette un’eccezione : infatti le uguaglianze tra i quattro ele-

menti delle matrici sono verificate anche in un altro caso molto particolare ma significativo
' ' LS L—
u=hy=0 ’ by = &1 ) 2 = %1

che verrd discusso nel Par. 9.4.5 . =
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Matrice T' : Consideriamo la rappresentazione di trasmissione diretta (v, 11)  (v2,12)
del doppio bipolo e riscriviamola scambiando v, ¢ v, € 1; <-4 . Infine trasformiamo le

equazioni, riordinando vy, vz, i1 € i, in accordo alla rappresentazione a sinistra :

WWWWW??? RISTRUTTURARE COME in precedenza 7?77TWWWWW

rappresentazione del DB ribaltamento delle porte  riordino della rappresentazione
. . 1 !
1 1 ! 22 12
n 1 b || V2 V2 n hef|n | T 1T v2
= = = =1 = . "
; 1 ! : ; ! Y : : 21 11 :
11 2 19 i -1 . (31 e pprd 12
21 22 21 22 _ H.:ﬁ _ H..;

Confrontando i quattro elementi della matrice a sinistra con quelli della matrice a destra
si ha che il doppio bipolo & simmetrico se e solo se :

! ! 1
tyy ‘ o

fo= 22 = 12 . 1 s
1 ﬁﬂi_ ) 12 TN.:” 1 21 ~H4_ 1 22 _H:_
In genere queste quattro uguaglianze sono verificate se [T = 1 ety =t . Questo

risultato ci dice che un generico doppio bipolo simmetrico, di cui esista la matrice 7', &

in genere anche reciproco.
La suddetta affermazione ammette un’eccezione : infatti le uguaglianze tra i quattro ele-
menti delle matrici sono verificate anche in un altro caso molto particolare ma significativo

thp=1p =0 , 1y = £1 . =kl
che verra discusso nel Par. 9.4.5 . . ‘ =

9.4.4 Verifica dei vincoli di equilibratura
WWWWW DA FARE vedere Par. 6.3.3

9.4.5 Un doppio bipolo molto strano : simmetrico e nonreciproco

Fra i cultori di teoria dei circuiti & diffusa I'idea che i doppi bipoli simmetrici siano nec-
essariamente reciproci. Ricordiamo che la definizione di doppio bipolo simmetrico & stata
data nel Par. 6.4.2 (doppio bipolo non varia in seguito al ribaltamento) e quella di k-porta
reciproco nella Sez. 8.6 (uguaglianza delle potenze incrociate). Nel precedente paragrafo
le condizioni di simmetria per le matrici H' e T possono essere verificate anche in due
casi molto particolari tra loro equivalenti

A ¥ ot . o g o !

1 =hp =0, hjy=hy ==£1 ] ta =ty =0, t), = —tp==%1
Quando la simmetria del doppio bipolo & verificata da queste particolari condizioni, ci
troviamo in presenza di un doppio bipolo adinamico, tempo invariante lineare e omogeneo,

di cui sono definite le quattro matrici

, 10 w; =;o E_ ,uT& 0 o[£l o_
MIT& ol » E'=la o] » T=10 ”L_ﬂl? F1
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che risulta nonreciproco e simmetrico.
Le sue relazioni costitutive sono: vy =wvy |, 4; =1, (convenzione cardinale) .
Se la seconda porta viene chiusa su un resistore di resistenza r, la prima porta presenta
una resistenza di valore —r :
L Tattl,  Elxry 40

Ting = = = Ty

thy Ty + thy 0F1

Esso prende il nome di convertitore negativo di resistenza.

9.4.6 Verifica dei vincoli di direzionalita
B immediata Ia verifica delle due seguenti proprietd per una qualsiasi rappresentazione
implicita dei doppi bipoli adinamici, tempo-invarianti, lineari e omogenei :

Proprieta : Un doppio bipolo & unidirezionale se la sottomatrice 2 x 2 estratta dalla
matrice 2 x4 H (matrice di una generica rappresentazione implicita) relativa alle variabili
della porta pilotata & singolare. u

Proprietd : Un doppio bipolo & zerodirezionale se entrambe le mcﬁosﬁﬁﬂ 2 x m di H
relative alle variabili di una delle porte sono singolari. ]

Proprieta : Per le quattro rappresentazioni cardinali, un doppio bipolo & unidirezionale
1 — 2 ovvero 2 — 1 qualora I'elemento { )i, ovvero ( )»; della matrice & nullo. In queste
condizioni la prima ovvero la seconda delle relazioni costitutive coinvolge solamente le
grandezze della prima ovvero seconda porta :

: ’ . — : s ros . "
Direz. 152 : w=rmié , Gh=gun , wu=~h4 , = 1nv

Ditez. 21 : v =rniz , G=get , G@=hhvn , w=hhi =

Proprietd : Se la matrice T esiste, la unidirezionalitd 1 — 2 del doppio bipolo richiede
che la resistenza Q.qummmo Ting 10N dipenda da vy € 4y .

! 7
v, i v
1 |t e 2 . _m_ vty i
= iy = — ==
. ;o . T vt
% 21 a2 2

La resistenza d'ingresso ri,; non dipende da v; e i, se e solo se il numeratore e il denom-
inatore, .ciascuno dei acw: dipende sia da v, sia da 4, coincidono a meno di un fattore
moltiplicativo costante : #3; vz + 115 i3 proporzionale a th, v +th, % V vp, 4y, che si
verifica qualora il determinante [T = ¢}, ¢}, — ¢}, 5, sia nullo. ®

Proprietd : Analogamente al caso precedente, se la matrice T esiste, la unidirezionalita
2 — 1 del doppio bipolo richiede che |T"| =0 . "

Divagazione : Ricordate la favola del lupo e dell’agnello che si abbeveravano allo stesso
ruscello : il lupo pil in alto e I'agnello pili in basso. II lupo sporcava I'acqua che I'agnello
beveva ma non viceversa. La favola & proprio basata sulla unidirezionalith del ruscello la
cui corrente scorre sempre nello stesso verso. ™
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9.4.7 Riepilogo delle matrici di doppi bipoli
reciproci, simmetrici, equilibrati e unidirezionali

Le condizioni a cui devono soddisfare i quattro elementi di ciascuna matrice, cardinale e
noncardinale, di un doppio bipolo omogeneo affinché il doppio bipolo sia unidirezionale,
zerodirezionale, equilibrato, simmetrico e reciproco sono riassunte nel seguente quadro. Il
numero di condizioni dipende dalla proprieti considerata.

Quadro dei doppi bipoli adinamici tempo-invarianti
lineari e equilibrati, simmetrici, reciproci e unidirezionali
equilibrato (%) zerodirezionale (3)

simmetrico (%)

— unidirez. unidirez.
reciproco 1—2 1+ 2
R T2=Ty | Ty =ra | Ty =2y T2 =0 To =0
G| gu=gn |gn=gn2 | g=-2g g12=10 g =0
H' || hyg=—hy | [H'|=1| hj=1/2 hi =0 by =0
NN.: fp=—hy | |H"| =1 o = ~1/2 12 =0 =
T [Tl=1 |t} =1t} =2 |T'| =0 . | nondefinita

Ty |T"=1 0=, =2 nondefinita | |T"] =0

‘Comments : Il suddetto quadro richiede alcune precisazioni.
(1) L’equilibratura (3 vincoli) implica la simmetria (2 vincoli).

) H..m simmetria (2 vincoli) mEv:nm quasi sempre la reciprocita (1 vincolo). L’eccezione

& discussa nel Par. 9.4.5, in cui & introdotto un doppio bipolo simmetrico ma non
reciproco.
(%) La zerodirezionalita (2 vincoli) pud essere interpretata come una
"doppia unidirezionalitd” : 1 —+2el+ 2.
(*) La reciprocitd implica I'impossibilita della ynidirezionalita.
(*) La nonreciprocit3 implica 'impossibilita della zerodirezionalita.
(%) Le matrici T' e T non sono definite in un doppio bipolo zerodirezionale.

9.5 TRIPOLI RESISTIVI “A STELLA” E “A TRIANGOLO”

Vengono introdotti i S.Eom (DBT) costituiti dall’aggregazione “a stella” e “a triangolo”
di tre resistori il cui uso & molto diffuso. Vengono derivate le formule per ﬁmmMoHEm:.m un
tripolo “a stella” in un tripolo “a triangolo” equivalente.

9.5.1 Connessioni a stella e a triangolo

Consideriamo i DBT compositi a stella e a Em.mmomo costituiti da tre generici bipoli :
queste aggregazioni implicano le seguenti relazioni tra le tensioni e correnti dei tre bipoli
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aggregati e del DBT composito :
DBT a Stella DBT a Triangolo

v? b}
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Proprietd : sia R la matrice resistenza
(simmetrica) di un doppio bipolo tripo-
larem e reciproco. Esso & equivalente a un
tripolo resistivo a " T" i cui resistori hanno
resistenze ™ =713 — 12 , 70 = Ty — T12
ré = Ti2 - L]

Proprieta : sia G la matrice condut-
tanza (simmetrica) di un doppio bipolo
tripolare e reciproco. Esso & equivalente
a un tripolo resistivo a "II” i cui resis-
tori hanno conduttanze ¢°*¢ = g1; + 912 ,

" =go2+ g12, ¢ = —~012 - "

IS

Siccome i tre bipoli della stella costitu-
iscono un taglio nodale, la corrente i

eguaglia la somma delle correnti ¢* e * :
i€ =24 1P

Le correnti id e i§ del Cgy. coincidono con le
correnti % e i°, rispettivamente : #§ = ¢
e if=1".

Le tensioni vd e v¢ del C§p sono date dalle
tensioni v*, v® sommate alla tensione v :

wW=ov"4v° e v§ =" +0°

Siccome i tre bipoli del triangolo costituis-

cono una maglia, la tensione 22 eguaglia

la differenza delle tensioni v*° e " :

.cw_u = 3¢ — .:cn
Le tensioni ¢ e v§ coincidono con le ten-

sioni °° e v*° rispettivamente : ¢ = v?
1

e v =10 .
Le correnti i e 3 sono date dalle correnti
1 ¢ 1°¢ sommate / sottratte della corrente

s.wwn mu.“s.wn.*ns.ww e s.w"s.vnls.»w A

9.5.2 Sintesi dei DBT a stella e a triangolo

Introduciamo la seguente simbologia per i tripoli a stella ("T") e a triangolo (I). Itre
terminali di entrambi i tripoli siano indicatida a, b, ¢ : ¢sia il terminale comune alle due
porte e le coppie (2,¢) e (b,c) identifichino le prime e la seconda porta :

DBT a stella di resistori: i bipoli del
DBT a stella sono tre resistori :

La matrice R del DBT a stella risulta :
™1 T2 4 7¢ re

Tor Ta2 re q.v + 7 ]

DBT a triangolo di resistori: ibipoli
del DBT a triangolo sono tre resistori :

rigihg WY 0 <—
31 H\.@wa 12
eé 1/g* 1/g> ?N

La matrice G del DBT a triangolo risulta :

g1 G12 g+ g —g®

gn gz -g® g +g®] =

Gli elementi delle suddette matrici sono calcolati applicando le loro definizioni introdotti

in Par. 9.3.1 .

La struttura della due suddette matrici ci consente di dimostrare la seguente proprieta :
Quando un tripolo & omogeneo e reciproco si possono (non sempre) ottenere tripoli equiv-

alenti composti solamente di bipoli :

Casi particolari : Due casi particolari vengono incontrati molto spesso : il primo &
derivato da un tripolo a stella in cui i resistori in serie alle due porte sono sostituiti da due
c.c. ed il secondo & derivato da un tripolo a triangolo in cui i resistori in parallelo alle due

porte sono sostituiti da due c.a. .

RESISTORE CON QUATTRO TERMINALI RESISTORE E C.C. TRASVERSALI
e — -<—

12 ) 1 \ Qmw 12

i ?

3 ﬂ 1/ o \ﬁ 22
n V2
o——0
La matrice R ha tutti gli elementi uguali: =~ La matrice G' ha tutti gli elementi uguali
a meno del segno :
P pC bwc - bmv
P - .Qwv .de
Infatti questo DBT & un tripolo a "T" con Infatti questo DBT & in tripolo a "II” con
rr=rP=0. n P =g"=0. . n

Commento : Anche un doppio bipolo a “L" pubd essere visto come un caso particolare
sia del DBT a “T” sia del DBT a II, come risulta dalle due seguenti figure.

— o MA—1 <
!
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9.5.3  ‘'Trasformazione stella — triangolo

Per doppi bipoli tripolari omogenei e reciproci & spesso conveniente passare dal modello a
" (stella) al modello a "II" (triangolo) :

Proprietda : Le conduttanze o resistenze del tripolo a triangolo sono date dalle resistenze
o conduttanze del tripolo a stella tramite tre diverse ma equivalenti terne di formule.
Uguagliamo gli elementi delle matrici conduttanze dei tripoli a triangolo e a stella :

b@n + bwv I.%md 8 4t e ~1 1 ﬂv 4+ 7€ —pC
l.bwv bdn + hmw h et rb e T orard + 787¢ - rbre —rc 78 4
DBT a triangolo DBT a stella

Prima terna : Dalla uguaglianza delle due matrici, elemento per elemento, si ottiene
una terna di formule simmetriche :

a b <
b.on — T mwn — T .Qwv = T
78 b 4 73 pC b pC ! rapb g papc b e 7 78 b 4 pa o b e

Seconda terna : Moltiplicando il numeratore e il denominatore di ciascuna formula per
il fattore g®gPg®, si ottiene un’altra terna :
be ,Qv .Qn ac ,Qm .Qn b .Qw .Qc

g “Qm(T;Qd-Tbn i g N.Qm..T.QUJT.Qn ? 9 ”bm+bc+bn

Terza terna : Invertendo i due membri di ogni formula si ottiene una ulteriore terna :

b < 3 pt rd .ﬁv

I3
, ﬂwnnﬂm+ﬁe+ , .ﬁwvnllq.ijq.v.T pr

ﬂwn”ﬂvnTﬂonT

ra rb

Conclusioni pratiche : La terza terna di formule & la pil facile da ricordare e la pit
conveniente per l'esecuzione dei calcoli : essa assomiglia a quella della serie di due resistori
a parte 'aggiunta del termine sottolineato dalla graffa, come indicato in figura :

a b
a b T
2 b ™+ + s
Va U Va. N . %
—
re
a c e b c ﬂv e
T4+ — AT+ —
[ o O T T
Ve ~— S,
o, O
~\n

La resistenza di ciascun resistore del tripolo a triangolo equivalente
& uguale alla somma delle resistenze dei due resistori del tripolo a stella incidenti
gli stessi terminali sominata al loro prodotto diviso per la terza resistenza della stella. ®

Infortunio professionale : Nel mezzo della prova orale di un esame di profitto I'autore

stava per cacciar via uno studente che stava usando delle “formule stravaganti” per eseguire
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la trasformagzione stella—triangolo. Le formule “stravaganti” costituiscono la terza wmg.w_
riportata nella figura. =

Commento : La trasformazione stella—triangolo modifica la topologia del circuito in
‘cui & inserito il tripolo : il numero dei nodi decresce di un’unitd perché sparisce il nodo
al centro della stella, mentre il numero di maglie cresce di un'unitad dovuta al fatto che il
triangolo forma una nuova maglia. B

9.5.4 Trasformazione triangolo — stella
Per doppi bipoli tripolari omogenei e reciproci & spesso utile passare dallo schema a "II”
:(triangolo) a quello a "T” (stella) :

Proprietd : le conduttanze o resistenze del tripolo a stella sono date dalle resistenze o
conduttanze del tripolo a triangolo tramite tre diverse ma equivalenti terne di formule.
Uguagliamo gli elementi delle matrici resistenza dei tripoli a stella e a triangolo :

Rt pe g% + bwv |,cwc -1 1 .an + bmc .Qwv
= = gab bgb b
e ﬂv +.~.o |Qwv b—un +va .Qu %wa +.Qw g ¢ +%mab © .Qwv .an +bwv
e —
DBT a stella DBT a triangolo

Prima terna : Dalla uguaglianza delle due matrici, elemento per elemento, si ottiene
una terna di formule simmetriche

a .an . bmn . g

= bnchmn + bmﬁ.@Vn + bgbv.w T debmn + .Qwvbvo o+ .thbcn T vabwn + .debdn + b@nbvn
Seconda terna: Moltiplicando il numeratore e il denominatore di ogni formula per il
fattore 72 7P¢ 3% si ottiene un’altra terna :

ab

T

7ab pac rab pbe rac ,Iun

<

b e
rbe + r3¢ 4 rab

r= rab | pbe 4 pac ! T

Q.w

= ab 4 pac ﬂ_un - !
Terza terna : Invertendo i due membri di ogni formula si ottiene una ulteriore terna :
bwv %wn .Qwu bvn Qma .QVn
o , QU = .va +.an o+ = , .Qn — Qwo + .an + =
g g g

Conclusioni pratiche : La seconda terna di formule & piti facile da ricordare e la pit
conveniente per l'esecuzione dei calcoli : essa assomiglia a quella del parallelo di due
resistori a parte I’aggiunta al denominatore del termine sottolineato dalla graffa, come
indicato in figura.

bw"bm¢+bwn+

v,
pab a 143
Y, 0 O Uy rab rac ﬂvn 7ab
be b be ac
pab ac 7@ 7 T
+7rae 4 1 +7be 4
Ve
e, O
ac .be
O o T
Ve ac t. pbe ab
T T T
+ e 4
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Ta resistenza di ciascun resistore del tripolo a stella equivalente é uguale
al prodotto delle resistenze dei due resistori del tripolo a triangolo incidenti
1o stesso terminale divisa per la somma della tre resistenze del triangolo.

Commento : la trasformazione triangolo—stella modifica la topologia del circuito in cui
& inserito il tripolo : il numero dei nodi cresce di un'unitd a causa del centro della stella,
mentre il numero di maglie decresce di un'unita per la scomparsa del triangolo. ]

9.5.5 Esempi

Esempio A : La figura riporta un.DBT a stella di cui sono note le tre resistenze 2, r° e
. Le resistenze del DBT a triangolo equivalente risultano :
4x%x3 6x3 ) 4x6
Pem 4434 =00, =643 =2 =13,50 , T =446+ =180
Va L Va Uy
40 60 189
= 90
3Q 13,50
o— o o —0
Ve Ve . L

Esempio B : Assumiamo ora di conoscere un DBT a triangolo le cui resistenze sono
=98, r"*=1350e 72 = 18 Q riportate in figura. Le resistenze del tripolo a stella

equivalente risultano :
18 x 13,5 .

ome
=40 b =60 =
9+18+13,5 v T AL

Abbiamo ritrovato i valori delle resistenze della stella da cui siamo partiti. Questo dimostra
che le formule sono corrette. "

9x13,5
=30
9+18+13,5 8

=

9.5.6 Casi particolari delle trasformazioni

Tripolo a stella equilibrato : Se le tre resistenze della stella sono uguali (r*°) il tripolo
% equilibrato (vedere Par. 6.4.3) : le formule della trasformazione stella—triangolo si sem-
plificano notevolmente, come pud essere provato, uguagliando le tre resistenze della stella

nelle formule precedenti : 7% = 37 .

o— )>\( -0

o —0 [og O =

Tripolo a triangolo equilibrato : Se le tre resistenze del triangolo sono uguali (r*%) il
tripolo & equilibrato (vedere Par. 6.4.3) : la trasformazione triangolo—stella si semplifica
notevolmente, come pud essere provato, uguagliando le tre resistenze del triangolo nelle
formule precedenti : 7t = 37,
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tri ﬂmom — q.:w\w ot o ﬂ:.m\w

o -0 O o]

Tripolo a stella simmetrico : Se le due resistenze in serie alle due porte del tripolo
a stella (ovvero in parallelo alle due porte del tripolo a triangolo) sono uguali il tripolo &
simmetrico (vedere Par. 9.4.3). In questo caso la trasformazione si semplifica :

P ﬂvn = 242 7 , ﬂwv = 278 4 Q.Jn\ﬂn
Tripolo o triangolo simmetrico : Se le due resistenze in parallelo alle due porte del
tripolo a triangolo sono uguali il tripolo & simmetrico : la trasformazione si semplifica :
a3 ﬂmv , Aﬂwnvw

<

¢ =

a b _
9 pac 4. pab ! 9 rac 4 pab

=7 =

9.6 PONTI RESISTIVI

Anche i ponti resistivi sono molto diffusi : essi sono quadripoli costituiti da quattro resistori
Rira = 1/ga), Riro = 1/gs), R{rc = 1/gc) € R{rq = 1/ga). Noi li esaminiamo nel caso,
invero molto frequente, che essi operino come doppi bipoli impropri. In questo caso essi
sono noti come doppi bipoli a ponte. Notare che i quattro resistori formano, nello stesso
tempo, sia una maglia sia un taglio.

PONTE RESISTIVO OPERANTE COME DBI STESSO PONTE RESISTIVO RIDISEGNATO

Siccome il quadripolo a ponte & omogeneo e opera come DBI, bisogna ricorrere a una
matrice per descriverne-il comportamento : le matrici cardinali sono le pilt usate :
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Matrice resistenza R Matrice conduttanza G

(g2 + gc)(gb + 9a) 9b 9 — Ga G
Ga+ g+ g+ ga Gat go+ gt ga

(ra + 1o)(rc + 74) T Te— TaTq
Ta+To+Te+ Ty Ta+Tp+ T+ 1y

Ty Te —TaTd (ra+7e)(ro + 7d) 95 9 — 9a 9a (92 + 9b)(gc + ga)

Ta -+ Tp -+ T+ T4 Ta+Tp+ T+ Ty Gatgot+gct 9a ga+ 9o+ Ggc+ ga
Ogni elemento di R e G pud essere calcolato appli- :
cando la definizione dei -parametri omogenei di un
doppio bipolo (vedere Sez. 9.3) . Qui ci limitiamo a
sviluppare i calcoli per R .
La resistenza a vuoto ry; = v;/ i1 coincide con quella v
del parallelo dei R{r.) i R(ry) e R{rc) I R(ra)
(vedere figura). Analogamente la resistenza rg co-
incide con quella del parallelo dei R(r.) 1 R{r) e
”‘Aﬂvv H.NNA.EV .

V2

La transresistenza r5; & calcolata osservando che la corrente impressa 7, si suddivide nelle |

correnti é, e ¢g che vengono calcolate mediante la regola del partitore :

Te+ 74 .= Ta -+ Tp
1 s T == I ——r—
TatTp+Tc+7g Ta+ T+ 7+ T4

b =

)

Consideriamo la maglia costituita dalla seconda porta del ponte e dai R () ¢ R{rq) : la
tensione v; a vuoto alla seconda porta risulta :

. . Uy To Te—TaTd
Up = U~ Ud =1 To — 14 Td S Toy = |=— =2 8¢

1 fp=0 TaTTe+Tct+Te
Analogamente puo essere calcolata l'altra transresistenza 7, , che comunque coincide con
791 dal momento che il DBT a ponte & reciproco. o

Proprieta : Uguagliando le resistenze a vuoto delle due porte, si ottiene la condizione
necessaria e sufficiente affinché il DBI a ponte sia simmetrico :
Tl =T = TaTctTpTd = TaTo+7TcTd |

Commento : Dall’esame degli elementi delle matrici R e @ risulta che, anche nel caso
usuale in cui le quattro resistenze r,, 4, 7 € 74 Siano positive, le transresistenze ry = 791
ovvero le transconduttanze g2 = gp; possono risultare positive, nulle o negative. ]

Equilibrio del ponte : il ponte risulta zerodirezionale qualora rs = ro; = 0 ovvero
12 = g1 =0, ciod ry 7g = 1, 7 . In questo caso si usa dire che il ponte é in equilibrio.
Questa regola viene ricordata nel modo seguente :

L’equilibrio del ponte viene raggiunto quando i due prodotti
delle resistenze dei resistori opposti del ponte sono uguali.

eaRaerenens e el
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Nel caso che il ponte sia in equilibrio le matrici R ¢ G assumono 'aspetto :

Maitrice resistenza R Matrice conduttanza G

Te Q.m + Juv Ta+Te
Lya L2 0 —_— 0
Ta + Te e (Ta + 7o)
0 ?.w + ﬁnvﬂv 0 Ilq.wh*.lﬂr|.
Ta + s Th Aﬂm + ﬂcv

La forma diagonale delle matrici R ¢ G di un
ponte resistivo in equilibrio ci suggerisce un mod-
ello equivalente costituito da due resistori separati
di resistenza r; = ry; = 1/gy; alla prima porta e di
resistenza ry = r9p = 1/goy alla seconda porta, come
riportato in figura.

Ponte a vuoto: Quando il ponte & alimentato da
una V alla prima porta e la seconda porta & a vuoto,
esso pud essere visto come il parallelo di due partitori
di tensione. Quindi il rapporto tra la tensione alla
seconda porta e la tensione alla prima porta, pud essere
ottenuto facendo la differenza tra i rapporti di tensione
dei due partitori, ciogé :-

. TJ Tb T4 Tp Tc ™ Ta g
Qy = re = - =
D1lip =0 TatTp  Te T4 [ra+ 7] [re + 4]
La conoscenza del rapporto «, & sufficiente per esaminare il comportamento del ponte
qualora la seconda porta rimanga a vuoto. In caso di equilibrio si ha o, =0 . [}

fine del capitolo 9



10 NULLORE
SORGENTI PILOTATE
TRASFORMATORE IDEALE

e GIRATORE

WWWWW??? FIGURA EMBLEMA contiene i simboli grafici dei sette doppi bipoli notevoli
alcuni in versione DBT e altri in versione DBP ?777TWWWWW

Questo capitolo esamina i doppi bipoli adinamici, tempo-invarianti e lineari omogenei di tipo
elementare nel senso che la loro matrice contiene non pil di un parametro indipendente. Essi
costituiscono il modello idealizzato di specifici doppi bipoli fisici e, nello stesso tempo, servono
come mattoni per realizzare modelli adeguati di generici doppi bipoli fisici.

Sez. 10.1 : Doppi bipoli impressivi con rappresentazione cardinale : 1 doppi bipoli
impressivi, sia omogenei sia nonomogenei, deseritti da una rappresentazione cardinale, hanno dei
modelli equivalenti costituiti esclusivamente da due bipoli impressivi (c.c., c.a., v, Z), uno per
ciascuna porta. 11 loro studio & superfiuo per la loro banalita.

Sez. 10.2 : Nullore : 11 nullore & un doppio bipolo omogeneo e impressivo, di cui esiste sola-
mente la matrice T’ . Esso & l'idealizzazione estrema dell’amplificatore operazionale. Vengono
discusse le condizioni necessarie e sufficienti per inserirlo in un circuito e la sua scomposizione
nella coppia di bipoli patologici : nullatore e noratore. ’
Sez. 10.3 : Le quatiro sorgenti pilotate : Le quatiro sorgenti pilotate hanno un ruolo di
assoluto rilievo tra i doppi bipoli omogenei e nonimpressivi : esse sono i piti semplici doppi bipoli
che non siano riconducibili all’aggregazione di bipoli, a parte il gia citato nullore. La connessione
in serie o in parallelo delle due porte della medesima sorgente pilotata pud dare origine a situ-
azioni patologiche. :
Sez. 10.4 : Modelli cardinali e noncardinali di k-porte generici : Le sorgenti pilotate,
congiuntamente ai bipoli, sono in grado di realizzare modelli di qualsiasi k-porta adinamico,
tempo-invariante e lineare. Nel caso dei doppi bipoli, questi modelli sono derivati da una rapp-
resentazione cardinale (modelli cardinali) o noncardinale (modelli noncardinali).

Sez. 10.5 : Sorgenti pilotate nonideali : Le sorgenti pilotate nonidecli sono un modello
pitt aderente alla realtd che non quelle ideali ; per esempio, esse sono usate come modelli degli
amplificatori. La resistenza della