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Le seguenti dimostrazioni sono fondamentali ma non
rappresentano la totalita’ di quelle svolte a lezione.

(Teorema di caratterizzazione del sottospazio generato)

SiaVunos.v.su R esia S={v,v,,.,v.}cV(n>1). Allora:

a) [S] é un sottospazio di V ;

b) [S]=S;

c) se W éun sottospaziodi V e W oS allora W o[S].

(Teorema di caratterizzazione dei sottoinsiemi linearmente dipendenti )

SiaVunos.v.su R esia S={v,v,,.,v,}cV(n=>1). Allora:

a) S ={v,} élinearmente dipendente < v, =0;

b) Se n>1,S é linearmente dipendente < esiste un elemento di S che & combinazione

lineare degli altri elementi di S.
(Teorema che porta al concetto di coordinate di un vettore rispetto ad una base)
Se f=(v,V,,.,V,) éunabase dellos.v. V, allora ogni elemento v eV si puo
rappresentare in un unico modo come combinazione lineare degli elementi di £ . (Segue
definizione di M ;(v)).
Se Ae M _(R) éinvertibile, allora |A[z0e|A™ |:|—i|.
Teorema di Cramer. Se il sistema lineare AX =B ha n equazioni in nincognitee | A|=0,

allora AX = Bha una ed una sola soluzione (non vale il viceversa). Calcolo della soluzione
col “metodo della matrice inversa”.
Teorema di Rouché-Capelli. Il sistema lineare AX = B ha soluzione < r(A) =r(A:B).

Se V éuno s.er. allora presi v,v,,...,v, €V,a,,...,a, €R,
a) <0,v>=0;

b) <v,ayv, +..+a,v, >=a <V,v, >+..+4a, <V,V, >.
Se V éunos.e.r. allora

) Jav|=lal M\

Vo
b) Se v=0,allora H € un versore,
v

c) v—cw L w(w=0,v,weV,c coefficiente di Fourier di v rispettoa w).

<V,V, >
. . <V,V, >

Se B =(Vy,..,V,) €unabase ortonormale di V e veV allora M ,(v) = .

<V,V, >

Costruzione di una base ortogonale . Procedimento di Gram-Schmidt e dimostrazione che
v, L v, . Passaggio da una base ortogonale ad una ortonormale.



Proprieta’ caratteristica delle matrici ortogonali (AA , =1).

Se A=(a;) e M, (R) € una matrice ortogonale, allora

a) lerighe (colonne) di A formano una base ortonormale di R" e viceversa (per n=2),
b) | Aj==1 (non vale il viceversa),

c) A; =za; (non vale il viceversa).

Se A B e M, (R) sono matrici ortogonali, allora AB é ortogonale.

Geometria analitica e s.e.r. Dimostrazioni delle condizioni di perpendicolarita e di

parallelismo “rette-piani” (tutti i casi possibili).

Parallelismo piano-retta mediante la discussione del sistema formato dalle loro equazioni.

Equazioni della sfera e della circonferenza. Determinazione di centro e raggio.

Se A éunautovaloredi Ae M (R) allora V, é un sottospazio di R".

SeAe M, (R) allora A, (1) =2 —tr(A)A+| A|.

Teorema fondamentale per il calcolo degli autovalori e degli autospazi.

m.g.di A=n-r(il —A).

Se Ae M, (R) é diagonalizzabile con U ortogonale, allora A é simmetrica.

a) A =0 éautovalore di A<|Al=0.

b) Se x;,x, sono autovettori di A associati agli autovalori 4,4, con 4, # 4,, allora
X;, X, sono linearmente indipendenti.

c) A=B—|A|HB| e AxB—o>A,(1)=A;(1).

d) Se A éautovaloredi A e x € un relativo autovettore, allora A° é autovalore di A® e
X € un autovettore di A®.

Se G € una matrice a scala, allora r(G) =numero di righe non nulle di G.

Teorema sulla riduzione a forma diagonale di una forma quadratica.
Teorema sulle forme quadratiche definite (semi-definite) positive.

a b
Se A= (b j e’ definita positiva <| A[>0e a>0.
c

Se Ae M, (R) é simmetrica e (semi-) definita positiva, allora esiste una (unica) matrice B

simmetrica e (semi-) definita positiva tale che B> = A. Segue definizione di JA.
Lo s.v. R[X] (polinomi nell’indeterminata x e a coefficienti reali) non ha dimensione finita.

Una funzione f ¥ ->V' V,V's.v.su R) é lineare

<a)flaw +a,w,)=af(w)+a,f(w,) .

Noti gli elementi di una base g =(v,,..,Vv,) di V e noti i corrispondenti tramite una
funzione lineare f ¥V — V' degli elementi di g (cioé noti f(v,),..., f(v,)), possiamo
trovare f(v) perogni veV.

Se f V —» V' éuna funzione lineare, allora

a) f(0)=0,

b) f(-w)=—-f(w),

c) N, éun sottospazio di V,

d) I, éun sottospazio di V'.

Una funzione lineare f ¥V — V' éiniettiva < N, ={0}.

Le funzioni del tipo f, (Ae M, ,(R)) sono funzioni lineari da R" — R™.



La funzione lineare f, con Ae M (R) e’ iniettiva se e solo se | A|= 0.

Se fV -V'e’ linearee S = {Vl,...,vn}gV ¢’ linearmente dipendente, allora

f(S) = {f (V)5 f(vn)}gV' e’ linearmente dipendente.

Se fV >V'e’ linearee l-1e S = {Vl,...,vn}gV ¢’ linearmente indipendente, allora
f(S) = {f (V) T (Vn)} c V' ¢’ linearmente indipendente.

Se ScV e’ unabasedi V allora f(S) genera I;.



