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Funzioni di trasferimento
STABILITA’
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Stabilita della funzione di trasferimento
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®» Dall'analisi dell’antitrasformata di una G(s), si nota
che tale funzione del tempo contiene termini tipo:

eIl peP1t  gm—lepit o oPrt o gth—l Pl

® Risulta pertanto immediato constatare che:
— Una funzione di trasferimento razionale fratta &
asintoticamente stabile se e solo se tutti i poli
hanno parte reale negativa

— Tale funzione € semplicemente stabile se e
solo se non presenta poli a parte reale positiva
ed eventuali poli a parte reale nulla sono
semplici

-
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Stabilita del sistema associato alla FdT
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®» La FdT € un modello equivalente (con condizioni
iniziali nulle) al modello ingresso-stato-uscita di un
sistema se esso € completamente raggiungibile-
controllabile e osservabile-ricostruibile

®» In caso contrario, occorre notare che:

— Se tutti i poli di una funzione di trasferimento
sono tutti a parte reale negativa, non e detto
che il sistema da cui essa € ottenuta sia
asintoticamente stabile

— In tale condizione, il sistema viene pero detto
stabile ingresso limitato — uscita limitata

-
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Criteri per la stabilita delle FdT
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®» Si deve quindi considerare il denominatore di G(s)
e risolvere I’equazione caratteristica della FdT:
as" +a, 15"+, tays+ag=0
®» Se n é elevato, pud essere utile applicare metodi che

non richiedano I'esplicita soluzione dell’equazione

» Ad esempio, vale il seguente:

— Teorema: condizione necessaria (ma non
sufficiente) affinché le radici dell’equazione
caratteristica abbiano tutte parte reale negativa:

ap>0,a1>0,...,a,-1>0,a,>0
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Criteri per la stabilita delle FdT - 1
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®» La non sufficienza della condizione appena
descritta non fornisce garanzie sulle proprieta di
stabilita di una FdT, e percido necessario trovare
altri metodi

®» |l criterio di Routh permette di superare la
limitazione del precedente teorema, applicando
una procedura iterativa per la costruzione, a
partire dai coefficienti del polinomio caratteristico
di una tabella dalla cui semplice analisi €
possibile determinare il segno dei poli
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Criterio di Routh
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®» Si costruisca la tabella di Routh:

n @) @D @D -

1@ @ @
n—2|by_2 bn_4 by

n—3|cn3 Cn-5

®» |La tabella ha n+1 righe, con n ordine dell’equazione
caratteristica

®» Le prime due righe sono riempite con i coefficienti del
polinomio di partenza
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Criterio di Routh -1
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®» La tabella di Routh si completa proseguendo
dalla terza riga con termini calcolati come segue:
an—104np—2 — ApQp-3 an—-18p—4 —Qn0ap-5

bp—y = a1 ) bp_4 = a1 R
n— h—

n Q.@ 2> .

1 @D @ @ -
n—2|by > bn—4 bn—6

r— @

n—3|cp3 Cn—5
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Criterio di Routh - 2
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®» |l termine b, _, € il determinante della matrice costituita dai
primi due coefficienti delle prime due righe, cambiato di
segno e diviso per il primo coefficiente della seconda riga.

» |l termine b,_, € il determinante della matrice costituita dai
primi e terzi coefficienti delle prime due righe, cambiato di
segno e diviso ancora per il primo coefficiente della
seconda riga ....

® |n modo analogo si costruisce ogni successiva riga della
tabella, in funzione dei termini delle due righe precedenti:

3 bp—2an_3—apn_1bp_4 c bp—2an5—an_1bp_s

n_ - b] n—5 — 9 s ey
bn—2 bn—2
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Criterio di Routh - 3

] | | | | [ | [ [C1CJCaaoon

® Le righe della tabella sono contraddistinte con i numeri n,
n-1, ... e sono di lunghezza decrescente: l'ultima riga (la
numero 0) ha un solo elemento

Data la tabella di Routh, vale il seguente:

» Teorema (di Routh): Ad ogni variazione di segno
che presentano i termini della prima colonna della
tabella di Routh, considerati successivamente,
corrisponde una radice con parte reale positiva,
ad ogni permanenza di segno corrisponde una
radice con parte reale negativa

pag. 10 Fondamenti di Automatica — 2.4 FdT: stabilita e feedback g’




Criterio di Routh - 4
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Osservazioni:

®» || criterio di Routh espresso dal precedente
teorema € un criterio necessario e sufficiente per
determinare la stabilita della funzione di
trasferimento di un sistema

®» || segno dei poli di una FdT é correlato alle
variazioni o permanenze di segno dei termini
della prima colonna nella tabella di Routh, NON al
segno stesso di tali termini

®» Se tali termini hanno tutti segno positivo oppure
tutti segno negativo, i poli della FdT saranno
comunque tutti a parte reale negativa
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Criterio di Routh: esempi
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1. Data I'equazione: s3-4s?2+s+6=0
la corrispondente tabella di Routh é:

3 1 1
2 4 6
1_4_6:2.5 0
4
0 256
25

nella quale si hanno due variazioni di segno (dalla
riga 3 alla riga 2 e dalla riga 2 alla 1) e una permanenza
(dalla riga 1 alla riga 0)
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Criterio di Routh: esempi - 1
|
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Si hanno pertanto due radici a parte reale positiva e una a

parte reale negativa (le radici dell’equazione sono: -1, 2, 3)

2. Data 'equazione: 2s* +s3+3s2+5s+10=0

41 2 3 10
3] 1 5 0

2|7 10

1 E 0
7

0] 10
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Criterio di Routh: esempi - 2
|
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Anche in questo secondo caso si hanno due variazioni di

segno (dalla riga 3 alla riga 2 e dalla 2 alla 1) e pertanto due
radici a parte reale positiva (piu due a parte reale negativa)

N.B.: Per il teorema di Routh si ha interesse
solamente al segno dei primi elementi di ogni riga.
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Criterio di Routh: esempi - 3
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®» Durante la costruzione della tabella, se i termini di
una stessa riga sono moltiplicati tutti per uno stesso
coefficiente positivo, non si modifica il numero delle
variazioni di segno nella prima colonna

®» Pertanto, si puo evitare che nella tabella compaiano
numeri frazionari, a partire da un polinomio con
coefficienti interi: nel calcolo degli elementi di una o
piu righe si puo evitare di dividere per il primo
elemento della riga superiore, limitandosi a un
cambiamento di segno se esso € negativo
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Criterio di Routh: esempi - 4
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3. Datalequazione:4s* +3s3+5s2+2s+1=0
414 5 1
313 2 0
2|7 3 (non si ¢ diviso per 3)
1|5 0 (non si ¢ diviso per 7)
0|3

Non ci sono variazioni di segno, percio tutte le radici
hanno parte reale negativa (FdT con tale denominatore =
asintoticamente stabile)
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Criterio di Routh: esempi - 5
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Casi particolari:

a) Il primo elemento di una riga € nullo: si puo
assegnare un segno qualungue allo zero ed evitare
(ovviamente!) di dividere la riga successiva per tale termine,
purcheé si consideri il segno ad esso associato

Es.: Data I'equazione s3+3s-2=0

311 3 < > 311 3
Qualunque segno
2|1+0 -2 si associ allo zero, 2|-0 -2
si ha una sola variazione
1| 2 =>» Una radice a parte 1|-2
reale positiva
0-—-2 0|-—-2
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Criterio di Routh: esempi - 6
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Casi particolari:

b) Tutti gli elementi di una riga sono nulli: cio puo
avvenire solamente per righe dispari. Si supponga (ad
esempio) che sia la riga (2m-1): in tal caso le variazioni di
segno che si verifichino nelle prime (n-2m+1) sono relativi ad
(n-2m) radici dell’equazione. Per le rimanenti 2m radici si
pud considerare I'equazione ausiliaria:

by, S2M + by S22+, + by =0
costruita con i coefficienti della riga 2m.
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Criterio di Routh: esempi - 6a
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Casi particolari:

b) Tutti gli elementi di una riga sono nulli:

Data I'equazione ausiliaria costruita con i coefficienti della
riga 2m, si pud procedere un due modi alternativi:

- Risolvere tale equazione esplicitamente e quindi
analizzare il segno della parte reale delle sue radici

- Oppure, effettuarne la derivata rispetto ad s e sostituire la
riga con elementi nulli con i coefficienti del polinomio cosi
ottenuto, cosi da poter proseguire con la costruzione della
tabella di Routh

-
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Criterio di Routh: esempi -7
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Casi particolari:
b) Tutti gli elementi di una riga sono nulli:
Es.: s6+s°5-2s*-3s3-7s2-4s5-4=0

6(1 -2 -7 —4

501 -3 —4
41 =3 -4
30 0 0

-
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Criterio di Routh: esempi - 7a
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L’equazione ausiliaria €:
s*-3s2-4=0
- Le radici di tale equazione sono +/- 2 e +/- ],

pertanto la FdT avente il denominatore di
partenza sarebbe instabile

- Derivando I'equazione ausiliaria rispetto ad s:
4s3-6s=0
si ottengono quindi i coefficienti 4 e -6

-
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Criterio di Routh: esempi - 7b
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Prosequendo |la costruzione della tabella di Routh
(dalla riga 3) con i coefficienti ottenuti:

3[4 —6
2| -6 —16
1| —100 0
0| —16

In tutta la tabella (righe da 6 a 0), si ha una sola
variazione di segno =» una radice a parte reale > 0

-
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Criterio di Routh per il progetto di controllo
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®» || criterio di Routh & di grande utilita nel progetto di
dispositivi di controllo in retroazione: spesso i coefficienti
dell'equazione caratteristica sono funzioni di un
parametro, del quale € utile determinare un intervallo di
valori che garantisca la stabilita della FdT ad anello chiuso

®» Es.: Si consideri il sistema in retroazione

T y _ K
?_' G(s) g con G(s) T A +653+11524+65+2

L’equazione caratteristica della FAT G, (s) = G(s)/(1+G(s)) e:
st 465 +1157+65+K+2=0
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Criterio di Routh per il progetto di controllo - 1
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La tabella di Routh risulta quindi dipendente da K:

4 1 11 K+2
3 6 6 0
2 10 K+2

1 48 — 6K 0

0 K+2

Per la stabilita asintotica sono necessarie le condizioni:

« 48-6K>0 (dacuiK<38)
« K+2>0  (dacuiK>-2) :D 2<K<8
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Criterio di Routh per il progetto di controllo - 2
| | | | | | C I ooaon

Osservazioni:

* La condizione sui valori ammissibili di K deriva dalla
necessita di preservare il segno dei termini dipendenti da
K rispetto a quelli precedenti nella tabella (in_questo caso,
tutti positivi), NON dal segno stesso

* Per il valore estremo K = -2, si puo facilmente verificare
che la FAT ad anello chiuso ha un polo nell’origine
(denominatore s* +6s°+ 115 +65) ed & pertanto
semplicemente stabile

* Per K = 8 si ha invece una coppia di poli puramente
immaginari, condizione che determina ancora la stabilita
semplice (denominatore s* +65° + 115> 4+6s5s+10 =

= (54 1)(s* + 65+ 10), poli in +/- j)
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Funzioni di trasferimento
RETROAZIONE ED ERRORE A REGIME
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Sistemi in retroazione
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®» La strategia di controllo ad anello chiuso € la piu efficace
quando e possibile misurare direttamente la variabile
controllata, come uscita del sistema da controllare, al fine
di ridurre al minimo I'errore di controllo in presenza di
disturbi e incertezze sul modello dell'impianto (plant)

comando ingresso variabile diStU;bO I
i riferi di controllo attuata agente su
di rlferlmgjto ld / agente

Y

Yot u Ua impianto
—————— | controllore attuatore (modello) [ Ki

errore di controllo

A

uscita
€=Y -V del sistema
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Sistemi in retroazione - 1
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® Lo schema ad anello chiuso, tuttavia, non garantisce
sempre una perfetta corrispondenza, anche a regime (cioe
pert > «), tra il riferimento e 'uscita del sistema.

®» |’'errore a regime € uno dei parametri fondamentali per
valutare le prestazioni di un sistema di controllo, pertanto i
metodi per la sua quantificazione sono di notevole
importanza pratica

ot ~

\
Yref | ol u tuat I Ua| impianto y
—:—» controllore » attuatore i (modello) S

7 |

. I

' I

| 1

N /‘\

Sistema di controllo
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Errore a regime
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®» Si consideri il sistema con retroazione unitaria:

YR({) E(S) G(S) Y(S) 1

T : : E(S):l-I-G(s)

®» L'obiettivo € studiare I'entita dell’errore e(t)
quando t > oo . Per il teorema sul valore finale
delle trasformate di Laplace:

YR(S)

: : . Yr(s)
li t)=hmsE (s) = hms———
t_gloe( ) 30" () 50" 1 + G(s)
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Errore a regime: risposta al gradino
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® Nel caso in cui yg(t) (ingresso di riferimento) sia
un gradino di ampiezza R

Y (D4
R, Ro
L[yr(t)] = —
‘ 5
Tt
» Si definisce errore di posizione: ¢, = lim e(?)
) R() 1 Ro
—1 —R = | e, =
v =50 1+G(s) 0 1+1in%G(s) [e” 1—|—K,,]
Nd

a
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Errore a regime: risposta al gradino - 1
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® La costante Ky =1im G(s) si definisce costante di
posizione (o costante dell’errore di posizione)

®» L'errore a regime tende a zero quando K, == e
cio avviene quando G(s) ha almeno un polo
nell’origine

®» |a molteplicita h del polo nell’origine si definisce
tipo del sistema (es. sistema di tipo 0 = h=0 o0
nessun polo nell’origine, sistema di tipo 1 =» h=1)

Seh:O:>Kp<oo:>ep¢0
seh>0:>Kp:oo:>ep:0
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Errore a regime: risposta al gradino - 2
| | [ | | | [ | | | |1 0oaon

errore a regime errore a regime errore a regime
costante nullo nullo

] | ] I\ | 1/\ l

JOTI OSV/

0 0 0
o 1 2 3 4 5 0O 5 10 15 20 25 o 5 10 15 20
sistema di tipo 0 sistema di tipo 1 sistema di tipo 2

ep, =0 ep =0
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Errore a regime: risposta alla rampa
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®» Nel caso in cui yg(t) sia una rampa con pendenza
Ro:
Ro
Lr()] =

» Si definisce errore di velocita: e, = lim e(t)

—>0

: Ro Ro Ro
ey = lim = - ) = —
" TS0 s[1+G(s)] | limsG(s) [ “TK ]
s—0
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Errore a regime: risposta alla rampa - 1
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® La costante Kv = lim sG(s) si definisce costante di
velocita (o costante dell’errore di velocita)

®» | 'errore a regime tende a zero quando K,=« €
cio avviene quando il sistema é di tipo h > 2

rseh=0:>Kv:O:>ev:oo

N

seh=1=>K <o=e #0

seh>1= K =o=e =0

-
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Errore a regime: risposta alla rampa - 2

| C

| | |11 oaon

errore a regime

crescente
Y4
A

1
a

1.5

/]
4/

/]
%/

0.5

NVe

0 1 2 3 4 5

sistema di tipo 0

€, = 0
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errore a regime
costante

1
! /AT/
4/

05 /,

sistema di tipo 1
Ro
€y — —
K,

errore a regime

nullo
15
1 //
0.5 //
0
0 5 10 15 20

sistema di tipo 2

e, =0

-
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Errore a regime: risposta alla parabola
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®» Nel caso in cui yg(t) sia una parabola con
accelerazione R

R, t/2 4

L{yr(t)] =

t

Ro
o3

» Si definisce errore di accelerazione: € = lim e(t)

Ro

Ro

lim

€q—
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irg 21+ G(s)]  lim s> G(s)

s—0

‘[ea

=X

-
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Errore a regime: risposta alla parabola - 1
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®» La costante K, = lii%szG(s) si definisce costante di
A)
accelerazione (costante di errore di accelerazione)

®» | 'errore a regime tende a zero quando K, =« €
cio avviene quando il sistema e di tipoh > 3

(seh=0l=K, =0=e, =0

/\

seh=2=K <wo=e, #0

(seh>2= K, =0o=e, =0
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Errore a regime: riassumendo

| | | s s s s e e
G(s) Kp Kv Ka €p ey €a
Ro
Tipo0 | K 0 0 14K 00 00
Tipo 1 | oo K 0 0 IE o
K
Tipo2 | oo 00 K 0 0 @
K
= S ha, indicando con / il tipo del sistema e Yz(s) = % :
(o h<i-1
eoo:RglimsZ i q Coo = % h=i-1
s—0 5"+ K
\ 0 h>i-1
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Errore a regime: generalizzando
| | | | | | C 1 C 1 oaon

®» Nelle analisi precedenti si sono considerati segnali
di riferimento tipici: a gradino, a rampa, a parabola

® Anche le trasformate di Laplace di detti segnali
hanno una struttura tipica: tali segnali infatti hanno
I'andamento dei modi di una FdT determinati da
termini corrispondenti ad A poli nulli

®» Ripercorrendo i risultati visti, si nota come
annullare I'errore a regime rispetto a tali segnali di
iIngresso richieda di avere una FdT di anello che
includano il modo corrispondente al segnale
d’'ingresso
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Errore a regime: modello interno
| | | | | | | [ |1 noon

®» Le considerazioni precedenti si possono
generalizzare enunciando il seguente:

Principio del modello interno: affinché sia
neutralizzato (con e. =0 ) un qualunque modo r(t) in
ingresso ad un sistema in retroazione, e necessario
che nella funzione di trasferimento del ramo diretto di
tale sistema sia presente un termine corrispondente
allo stesso modo in ingresso
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Errore a regime: modello interno -1
| | | || | C I CCaOCdCOaOoaon
®» Principio del modello interno (inseguimento perfetto)
Yr(s), E(s) Y(s)

T 1 Gls)

Se 7, = X0 o(t) > 0 solo se G(s) = —G/(s)

X(s) X(s)
. RO 1 / . .
— Es. gradino: Y, = — =2 G(s) = ;G (s) [sis. tipo 1]

1
~Es.rampa: Y, =—5 > G(s) = S—ZG'(S) [sis. tipo 2]

-
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Errore a regime: modello interno - 2
| | [ | | | [ | | | |1 0oaon
®» Principio del modello interno (inseguimento perfetto)
Yr(s), E(s) Y(s)

T 1 Gls)

Se 7, = X0 o(t) > 0 solo se G(s) = —G/(s)

X(s)’ X(s)
— Es. sinusoide: y _ Ro [y-(t) = Rpsin wot]
| 5% + @l
G(s) = G (s
> Gls) 52 + o2 (5

-
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Errore a regime: retroazione non unitaria
| | | || | C I CCaOCdCOaOoaon

® Nel caso in cui il sistema in esame presenti una FAT non
unitaria H(s) sul ramo di retroazione, le considerazioni
precedenti non sono direttamente applicabili all’errore,
inteso come differenza tra uscita y e riferimento y,

Yr(s) E(SL G(s) Y(s)

>
>

®» Tuttavia, € comunque possibile valutare 'andamento del
segnale e(t) nel consueto punto di uscita dal nodo
sommatore di retroazione
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Errore a regime: retroazione non unitaria - 1
| | [ | | ] [ | | | |1 0oaon

» ESEMPIO: segnale e(t) in risposta al gradino:

re(s) =+~ 6 [
H(s)
E(s) = Ya(s) —HG)Y(s); Y (s) = 1+§((& O
1 G(s) 1
> B0 =B G0EE
G(s)

limsE(s)=1—1limH
= sl—I>I(l)S (S) sgr(l) (S) 1+ G(S)H(S)
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Errore a regime: retroazione non unitaria - 2
| | | | | | C 1 C 1 oaon

» Esempio numerico:

E(s)[ 2 4 r(s
1 — s+2 s+1

s+1

1 2 4
+2 s+1 _
2 4
2

lime(t) =lims E(s) = 1 —lim >

[—oo s—0 s—0s+1 1+s
4

—1-— =

1
1+4 5
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1
s+1 s+1

+
=02

Errore a regime: retroazione non unitaria - 3
| | [ | | | [ | [ | C 10 on

®» NOTA: nel caso di retroazione non unitaria,
I'errore NON corrisponde alla differenza tra il
riferimento yr e l'uscita y: quest'ultima € appunto
moltiplicata per H(s) prima del confronto con Y,

®» [n condizioni di errore a regime nullo, si avra
1
y(<><>) = m)’r

® Nella pratica, € sufficiente (ma.. necessario!)
considerare il guadagno statico del trasduttore e
scalare opportunamente il riferimento, per
ottenere i valori desiderati dell’'uscita misurata!
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Funzioni di trasferimento
RETROAZIONE E LUOGO DELLE RADICI
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Modifica di poli/zeri al variare di un parametro
| | [ | | | [ | | | |1 0oaon

®» Si consideri il sistema in retroazione riconducibile
allo schema:

®» Tale schema permette di valutare I'influenza del
parametro k sul piazzamento di poli/zeri e quindi
sulla stabilita del sistema in retroazione

kG
 1+kG(s)

G (S )
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Modifica di poli/zeri al variare di un parametro - 1
| | | | | | C I ooaon

®» In particolare, 'equazione caratteristica del
sistema in retroazione e: 1+kG(s) =0
N(s)
+ D(s) 0 = D(s)+kN(s)=0

{0 i3

®» Pertanto, i poli di G,(s) sono gli stessi di G(s) se k
tende a 0 e sono invece gli zeri (se presenti) di
G(s) se k tende a infinito, altrimenti tendono essi
stessi ad infinito
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Modifica di poli/zeri al variare di un parametro - 2

| | [ | [ | [ ] | | | 1O on
» Esempio 1:
r+« _ e y u 12 y oo _ k
' Ls42 ) T st2+k
Fy |m
k=8 k=6 k= k=2 k=0
C—————<) yas
-10 -8 6 4 2 Re
Luogo delle radici

-
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Modifica di poli/zeri al variare di un parametro - 2a
| | | | | | C I ooaon

» Esempio 1, osservazioni:

— L'unico polo presente viene spostato, per effetto della
retroazione, sempre piu a sinistra dall’aumentare del
guadagno

— |l sistema closed-loop sara quindi sempre stabile, per
ogni k> 0, se il polo & gia a parte reale <0 per k=0

— E’ in sostanza impossibile che un sistema del primo
ordine stabile in catena aperta, diventi instabile ad
anello chiuso!

— Si lascia per esercizio al lettore la conferma di tale
osservazione con l'analisi dei margini di stabilita..
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Modifica di poli/zeri al variare di un parametro - 3

| | [ | | ] [ | | | |1 0oaon
» Esempio 2:
r+ _ e y u s—1 y G k(s—l)
' Ls+2 ) 4T s +k)+2—k
*Im
k — o0

>
4
-0
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Modifica di poli/zeri al variare di un parametro - 3a
| | | | | | C I ooaon

» Esempio 2, osservazioni:

— Come detto in precedenza, per k - +« il polo del
sistema in retroazione tende a coincidere con lo zero
del sistema in catena aperta

— Essendo lo zero a parte reale positiva, il sistema pud
diventare instabile al’aumentare del guadagno k

— E’ facile determinare che il passaggio dalla stabilita
all'instabilita corrisponde a k = 2, punto nel quale il polo
del sistema in retroazione € nell’origine
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Modifica di poli/zeri al variare di un parametro - 4

| | || | C O C 1 doaon
: 3s+1
» Esempio 3: G=—3
s(s*+s+1)
.| Poliin —O.Sijg
\ Zeroin 0.33
g‘-:f o * |
. k — oo
lk—m

Real Axis
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Modifica di poli/zeri al variare di un parametro - 4a
| | | | | | C I ooaon

» Esempio 3, osservazioni:

— Come nel primo esempio, i poli si spostano per effetto
dellaumento di k (purché > 0), ma rimangono sempre a
parte reale negativa

— A differenza del primo esempio, la parte reale dei poli
non tende a -«

— Anzi, € la parte immaginaria della coppia di poli
complessi a tendere all'infinito!
— Non € quindi possibile rendere instabile il sistema in

retroazione, ma lo si puo rendere intollerabilmente
sotto-smorzato
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Luogo delle radici
| | [ | | ] [ | | | |1 0oaon

®» [Def.] Si definisce luogo delle radici il percorso
descritto nel piano complesso dalle radici
dell’equazione caratteristica 1+kG(s)=0 al variare
del parametro k tra—e e +oo . Per valori di k
positivi il percorso prende il nome di luogo diretto,
per valori di k negativi di luogo inverso.

N.B.: il luogo delle radici € un metodo di analisi
versatile, applicabile anche a sistemi instabili e/o a
fase non minima, ed & di grande utilita pratica nel
progetto per la scelta del guadagno k di un
controllore puramente proporzionale (ma non solo!)
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Luogo delle radici - 1

| [ [ [ | [ | [ [C1CJCadoon

® Le regole pratiche (8 in queste slide, qualcuna in piu nei testi
piu completi sul’argomento..) per la costruzione del luogo
delle radici, che verranno elencate nel seguito, derivano da
considerazioni geometriche sulla distanza dei punti del
luogo da poli/zeri e dagli angoli dei segmenti tra essi

g Im
7 %
3 e 5 % \ A I
_p2 \ n 1
P = Re
73
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Luogo delle radici - 2

| [ | | | [ | [ [C1CJCaaoon

®» |n particolare, data la figura precedente, nella quale per

consuetudine sono indicati i poli con X e gli zeri con O, un
punto s appartiene al luogo delle radici se (con n, poli e
n, zeri):

n; "p
— L’angolo Y 6;— Y ¢; & un multiplo dispari di 180°

i=1 =1 (per il luogo diretto) o pari

(per il luogo inverso)

H?il 7"1‘

— |l rapporto delle distanze iy e pari a 1/k
j=1Mj
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pag. 59

Funzioni di trasferimento
REGOLE PER IL TRACCIAMENTO
DEL LUOGO DELLE RADICI

Fondamenti di Automatica — 2.4 FdT: stabilita e feedback i)

Luogo delle radici: regole fondamentali

| [ | | | | | [ [C1CJCaaoon

1.

pag. 60

Ha tanti rami quanti sono i poli della FAT di
anello (tali rami si intersecano in corrispondenza
delle radici multiple)

Ogni ramo parte (k—=>0) dalla posizione di un
polo della FAT di anello e raggiunge (k>+0)
uno zero della FAT di anello oppure tende

all’infinito, se numero di zeri < numero di poli

E’ simmetrico rispetto all’asse reale

Un punto dell’asse reale appartiene al luogo
diretto (k>0) [inverso (k<0)] se lascia alla sua
destra un numero totale dispari [pari] di poli+zeri
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Luogo delle radici: regole fondamentali - 1

| [ [ [ | | | [ [C1CJCadoon

5. Nei punti del luogo corrispondenti ad una radice
con molteplicita h, si incrociano h rami entranti
e h rami uscenti, alternati tra loro e le cui tangenti
dividono I'angolo giro in angoli di t/h

6. Ha un numero di asintoti pari al grado relativo
della FdT di anello (n, - n,)

/. Tali asintoti formano una stella con centro nel
punto dell'asse reale tale che:

1 Rp nz

Gasintoti = n—(z Pi— Z Zi)
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Luogo delle radici: regole fondamentali - 3

| | || | C OO oaon
8. Tali asintoti formano con 'asse reale gli angoli:
2i+1)m :
ei:u 1:0717...7np_nz_1
np_nz

per il luogo diretto (k>0) e gli angoli:

2imn .
0, = i=0,1,...,np—n;—1
np_nz

per il luogo inverso (k<0)

N.B.: esistono poi altre regole per determinare |l
baricentro del luogo e I'angolo tangente alla
diramazione da un polo e verso uno zero
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Luogo delle radici: procedura operativa
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®» Per il tracciamento (qualitativo) del luogo:

a) Contrassegnare sul piano complesso i poli della FdT di
anello con una X e gli zeri con un O.

b) Trovare i punti dell'asse reale che stanno sul luogo delle
radici (Regola 4)

c) Ricavare il numero di asintoti dal numero di poli meno il
numero di zeri (Regola 6), calcolare gli angoli tra
ciascun asintoto e 'asse reale (Regola 8) e il punto di
incontro tra gli asintoti (Regola 7, opzionale per disegno qualitativo)

d) Tracciare il luogo delle radici partendo dai poli per
arrivare agli zeri o verso gli asintoti (Regole 1-2),
mantenendo simmetria rispetto all'asse reale (Regola 3)
ed il conteggio dei rami entranti/uscenti in eventuali
incroci (Regola 5)
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Estensione del metodo del luogo delle radici
| | [ | | | | | | |1 0oaon

®» Qualora si desideri valutare le variazioni di un parametro a
diverso dal guadagno k, se a influenza linearmente i
coefficienti dell’equazione caratteristica &€ possibile
ricondurre I'analisi a luogo delle radici gia descritto

®» Ad esempio: . 4(1+5as)
s(1+as)(140.25)

mm) s(14as)(140.25)+4(1+5as5)=0
) 5(140.25) +4+afs*(1+0.25) +20s] =

als*(140.2s) + 20s] Analizzabile con il
) 1+ =0 .
s(140.25) +4 luogo delle radici
al variare di a
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pag. 65

Funzioni di trasferimento
ESEMPI DI LUOGO DELLE RADICI

NOTA: per tutti gli esempi proposti viene tracciato
solo il luogo delle radici diretto (k > 0). Si lascia per
esercizio al lettore il tracciamento del luogo delle
radici inverso (k <0).

-
Fondamenti di Automatica — 2.4 FdT: stabilita e feedback ﬂ

Luogo delle radici (diretto): esempi

| | | || o I o s s o o A
®» Sistemi del primo ordine:
1 s+2
G(s) = — G(s) =

s+1 s+ 1

Im, Im,

Fa Re T < ée
Un solo asintoto con angolo 1 Nessun asintoto
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Luogo delle radici (diretto): esempi - 1

| | [ | | | 1 | | gdon
®» Sistemi del secondo ordine con poli reali:
1 s+ 1
G(s) = 5 G(s) = 2
s+ Ts+10 s« +T7s+10
A A
Im Im
_—2-5 7
Ga = T = —\E
X% ¥ » K o
Re Re
Due asintoti con angoli 11/2 e (3/2)1 Un asintoto con angolo 1 -
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Luogo delle radici (diretto): esempi - 2

| | | | [ | C | | | |1 0oaon
®» Sistema del secondo ordine con poli reali:
s+8
G(s) =
(5) s2+7s+10
1 Im
- " Re
—P1

a
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Luogo delle radici (diretto): esempi - 3

| | | || | C I ooaon
®» Sistemi del secondo ordine con poli complessi:
s+3 s+8
G(s) = G(s) =
(5) 52 +10s+41 (5) s2+10s+41
Im, Im,

Re

Vi C |
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Luogo delle radici (diretto): esempi - 3a
| | [ | | ] [ | [ | C 10 on

®» Sistemi del secondo ordine con poli complessi:

— Nei due esempi precedenti la differenza é solo
nella posizione dello zero

— Si puo notare dai tracciati che I'angolo con cui |
rami escono dai poli é differente

— Come detto infatti, esistono formule (qui non
considerate perché non determinanti per il
tracciamento qualitativo) per calcolare la
tangente dei rami del luogo delle radici in
corrispondenza sia dei poli che degli zeri
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Luogo delle radici (diretto): esempi - 4
[ | | || [ I I | — =

®» Sistema del terzo ordine:
G(s) =

(s+1)(s+2)(s+5)

Im* .
s
4
ra
7
s

8
O, — 0 — _§ ’,
\,’ Re
< AR >
\\
\\
N
Tre asintoti con angoli /3, 1 e (5/3)1 \

\ -
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Luogo delle radici (diretto): esempi - 5

[ [ || o I o s s o o R
®» Sistema del terzo ordine:
G(s) =
(5) (s+1)(s2+10s+41)
Im ‘%/
11 ,’,
Gy =0p=— ’
< \(’ >
N Re
Tre asintoti con angoli 11/3, e (5/3)1 %\

-
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Luogo delle radici (diretto): esempi - 6
| | | || | C I CCaOCdCOaOoaon

®» Sistemi del terzo ordine con uno zero

s+ 8 s+4
G S) = G S) =
() (s+1)(s+2)(s+5) (5) (s+1)(s+2)(s+5)
Im, Im,
N - 50— >
Re Re
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Considerazioni finali
[ | [ ] | | L ] ] [ [ C 100 on

®» |e specifiche per il progetto di controllo possono in molti
casi essere ricondotte a regioni indesiderate nel piano
complesso (v. pag. 57 — Risposte / Sis. Elementari)

®» |l luogo delle radici permette di capire se € possibile
rispettare le specifiche, al variare del guadagno K

a

-
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FUNZIONI DI TRASFERIMENTO

- Stabilita

- Retroazione ed errore a regime

- Retroazione e luogo delle radici

- Regole per il tracciamento del luogo delle radici
- Esempi di luogo delle radici

FINE

-
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