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1 Integrale di Riemann su sottoinsiemi di R"

Sia  un sottoinsieme di R".

Definizione 1.1. Ogni funzione f: ) — R, definita su €2, puo essere estesa ad una
funzione f: R™ — R, definita su tutto R", ponendo

~ . Jf(=), quando x €,
/(@)= {0, quando x ¢ Q.

Chiameremo f ’estensione a zero di f.

Definizione 1.2. L’estensione a zero della funzione costante f(x) = 1 su Q si dice
funzione caratteristica di Q) e la indichiamo con xq(),

(@) 1, quando x € (),
xr) =
e 0, quando x ¢ .

Osservazione 1.3. Dati due sottoinsiemi A e B di R", abbiamo che:
e se AC Ballora 0 < ya(x) < xp(x) < 1;

® xauB(x) = xa(x) + xB(T) — XanB(T).

Quando €2 é un insieme limitato, esso é contenuto in qualche rettangolo n-dimensionale R,

Q g R = [al,bl] X [ag,bg] X o+ X [an,bn].
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Definizione 1.4. Sia () un sottoinsieme limitato di R". Sia f: ) — R una funzione
limitata. La funzione f si dice integrabile secondo Riemann su €) quando la sua estensione
a zero f ¢ integrabile secondo Riemann su un rettangolo R che contiene {2, e in tal caso

o /Qf(az)da: ::/Rf(a:)dm.

Essendo fnulla fuori da €2, questa definizione non dipende dalla scelta del rettangolo R.

In generale I'estensione a zero f puo presentare discontinuitd lungo la frontiera 02
del dominio €2; ad esempio, 'insieme dei punti di discontinuita della funzione caratte-
ristica xq coincide esattamente con la frontiera 9€). Pertanto I'integrabilita di f non é
garantita nemmeno se f é continua su {2, ma puo dipendere dalle proprieta geometriche
del dominio €.

2 Insiemi di misura nulla

Definizione 2.1. Diciamo che un sottoinsieme E di R™ ha misura nulla (secondo Lebe-
sgue) quando per ogni € > 0 esiste una successione (Ry)ren di rettangoli n-dimensionali
tale che la loro unione contiene E e la somma dei loro volumi complessivamente é minore

di €,
EC U Ry, ZV(Rk) <e.
k=0

keN
Ricordiamo che il volume n-dimensionale di un rettangolo n-dimensionale ¢ dato dal
prodotto delle lunghezze degli n intervalli unidimensionali che determinano il rettangolo,

n
V([al,bl] X [ag, bg] X+ X [an,bn]) = H(b] — Clj).
i=1
Osservazione 2.2. La sommatoria ;- ; a; di infiniti termini di una successione di valori
non negativi a; > 0, detta serie numerica a termini non negativi, si definisce come
limite, o equivalentemente come estremo superiore, delle sue somme parziali:

o0 n n

g ap = lim E ay = sup E a.
n—oo

k=1 k=1 nelN 1



E evidente dalla definizione che ogni sottoinsieme di un insieme di misura nulla é
ancora un insieme di misura nulla. Meno evidente invece é che 'unione di una infinita
numerabile di insiemi di misura nulla é ancora un insieme di misura nulla.

Proposizione 2.3. Se (Ey)ren € una successione di sottoinsiemi di misura nulla in R™
allora anche la loro unione E := UpenEy € un insieme di misura nulla.

Dimostrazione. Sia € > 0. Per ogni k € N, sia ¢, := 27%¢. Siccome Ej, ha misura nulla
esistera una successione (R ;)jen di rettangoli n-dimensionali in R™ tali che

E, C U Rk,jy ZV(Rk’]) < Eg.
J

JjeN

Dunque avremo che

E=|JE C | Ru

keN k,jEN
ed inoltre
— ) _ k. _ ; _ _
> V(RG) =YD V(R) < Y ome= 2 te=< m 3(5) =
k,jeEN keN jeN keN keN k=1
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Dunque F si pud ricoprire con un successione numerabile di rettangoli con volume
complessivo minore di €. O

Un insieme formato da un singolo punto ha misura nulla. Un insieme si dice numera-
bile quando coincide con l'insieme formato dai valori di una successione. Ogni insieme
numerabile di R™ ha misura nulla. Ad esempio 'insieme dei punti di R" le cui coordi-
nate sono tutte razionali & un insieme di misura nulla (essendo formato da una quantita
numerabile di punti), pur essendo denso in tutto lo spazio. Il grafico di una funzione
di n variabili integrabile & sempre un insieme di misura nulla in R"*!. In particolare
rette nel piano R?, o rette e piani nello spazio R?, sono insiemi di misura nulla.

Proposizione 2.4. Sia f: R — R una funzione integrabile secondo Riemann sul ret-
tangolo n-dimensionale R. 1l grafico di f,

grafico(f) == { (=, f(x)): © € R} CR"™,

& un insieme di misura nulla secondo Lebesque in R,

Dimostrazione. Consideriamo per semplicita di notazione il caso n = 1 di una funzione di
una variabile integrabile su un intervallo [a, b]. Sia € > 0. Per il criterio di integrabilita,
abbiamo che esiste una suddivisione o di [a, b] per la quale abbiamo S(f,0)—S(f,0) < e.



Supponiamo che ¢ scomponga [a,b] negli intervalli Iy, I, ..., se poniamo my, = inf;, f
e Mj, = sup,, [ allora

5(f,0) = S8(f,0) = > (My —me)L(1) = > A(Ry).

k k

dove Ry ¢ il rettangolo in R? definito da Ry := [, x [mg, Mi]. Quando z € I
abbiamo f(z) € [mg, My] e dunque (z, f(z)) € Ry. Otteniamo dunque che

grafico(f) C | JRe, ) A(R) =S(f,0) = 8(f,0) <e.

Dunque il grafico di f puo essere ricoperto con una sequenza di rettangoli con area
complessiva inferiore a qualsiasi quantita positiva, il che significa che ¢ un insieme di
misura (bidimensionale) nulla in R2. O

Un importante teorema dovuto a Lebesgue, che enunciamo ma di cui non diamo la
dimostrazione, afferma che l'integrabilita di una funzione ¢ determinata dall’insieme dei
suoi punti di discontinuita.

Teorema 2.5 (Lebesgue). Sia f: R — R una funzione limitata definita sul rettangolo
n-dimensionale R, allora f é integrabile secondo Riemann se e solo se [insieme dei
punti di discontinuita di f & un insieme di misura nulla secondo Lebesgue.

3 Insiemi misurabili secondo Peano-Jordan

Definizione 3.1. Sia 2 un sottoinsieme limitato di R". L’insieme () si dice misurabile
secondo Peano-Jordan quando la sua funzione caratteristica yq € integrabile secondo
Riemann su un rettangolo n-dimensionale R che contiene (), ovvero quando la funzione
costante 1 é integrabile secondo Riemann su ). Quando €2 é misurabile, la sua misura
n-dimensionale secondo Peano-Jordan é data da

V(Q) ::/Qldw:/RXQ(w)dw.

Proposizione 3.2. Un sottoinsieme limitato Q di R™ & musurabile secondo Peano-
Jordan se e solo se la sua frontiera 02 & un insieme di misura nulla secondo Lebesgue.

Dimostrazione. Per il teorema 2.5 abbiamo che ) & misurabile se e solo se 'insieme
dei punti di discontinuita di yo € un insieme di misura nulla, e tale insieme coincide

con 0. ]

Proposizione 3.3. Siano A e B due insiemi misurabili secondo Peano-Jordan. Allora
Punione AU B, lintersezione AN B e la differenza A\ B sono ancora insiemi misurabili
secondo Peano-Jordan.



Dimostrazione. Segue dal fatto che le frontiere dell’'unione, dell’intersezione e della
differenza sono contenute nell’'unione delle frontiere dei due insiemi,

D(AUB) C (0A)U(0B), 9(ANB)C (0A)U(DB),  9(A\ B)C (94) U (9B).
]

Osservazione 3.4. Collegandoci all’osservazione 1.3, se A e B sono due insiemi misurabili
secondo Peano-Jordan allora per le proprieta di monotonia e di linearita dell’integrale
abbiamo che

e se A C B allora V(A) < V(B);
e V(AUB)=V(A) +V(B)—- V(AN B).

Proposizione 3.5. Sia Q un sottoinsieme misurabile secondo Peano-Jordan contenuto
nel rettangolo n-dimensionale R. Se [ é una funzione integrabile secondo Riemann
su R, allora la restrizione di f ad §) é integrabile secondo Riemann su ().

Dimostrazione. L'integrabilita di f su € equivale all'integrabilita di g(x) = f(x)xa(x),
I'estensione a zero della restrizione di f ad 2. La funzione g € integrabile su R essendo
il prodotto di due funzioni integrabili su R. O]

Per I'integrale di Riemann vale la proprieta di additivita rispetto a domini misurabili.

Proposizione 3.6. Siano A e B due insiemi misurabili secondo Peano-Jordan la cui
intersezione € un insieme di misura nulla. Sia f: AUB — R. Se f ¢é integrabile secondo
Riemann sia su A che su B allora f é integrabile secondo Riemann su AU B e abbiamo

[ J@)da - [ 1@ e+ [ sa)ae 1)

Dimostrazione. Sia f I'estensione a zero di f; allora vale

FXaus = fxa+ fxs — fXxans. (2)
Siccome A N B ha misura nulla (per ipotesi) avremo che [, - f = 0 e dunque la
formula (1) segue da (2) per linearita dell’integrale. O

La proprieta di additivita ci permette di calcolare integrali su domini “complicati”
decomponendoli nell’'unione di parti pitt “semplici”. Un dominio semplice per noi sara
una regione delimitata dal grafico di due funzioni continue.



4 Domini semplici nel piano R?
Definizione 4.1. Sia € un sottoinsieme di R2.

e L’insieme (2 si dice dominio semplice rispetto all’asse y quando esistono due fun-
zioni continue ¢, g2: [a,b] — R definite sull'intervallo limitato [a, b], tali che

Q={(z,y) eER*:a<a<b glr) <y< g} (3)

e L’insieme (2 si dice dominio semplice rispetto all’asse x quando esistono due fun-
zioni continue hq, hs: [¢,d] — R definite sull’intervallo limitato [c, d], tali che

Q={(z,y) eR*: c<y<d hly) <z <ho(y)}. (4)
Y, Yy
y=ga(x) d
i Yy
) ;

i x=h2(y)

c
a Ti ] T x

Per capire se una regione limitata del piano €2 ¢ un dominio semplice rispetto ad vy,
un metodo grafico molto semplice é quello di verificare che per ogni x, l'intersezione
di €2 con la retta verticale di equazione x = x, € non vuota solo per z, che varia in un
intervallo [a, b] e per tali valori & costituita da un unico segmento verticale; mentre per
capire se una regione limitata del piano {2 é un dominio semplice rispetto ad z, basta
verificare che per ogni 1, l'intersezione di {2 con la retta orizzontale di equazione y = y,
é non vuota solo per y, che varia in un intervallo [c,d] e per tali valori & costituita da
un unico segmento orizzontale.

Definizione 4.2. Diciamo che un sottoinsieme Q di R? & semplicemente decomponibile
quando puo essere decomposto nell’unione di un numero finito di domini semplici €2,
essenzialmente disgiunti, nel senso che non possiedono punti interni in comune,

O=u Qnu=2, sej#tk
k=1

Esempio 4.3. 1l dominio nella seguente figura non é semplice né rispetto ad y e né
rispetto a x, ma é semplicemente decomponibile: ¢ possibile decomporlo nell’'unione di
tre domini semplici essenzialmente disgiunti.



Esempio 4.4. Il cerchio unitario C' := {(z,y): 2> +y?> < 1} ¢ un dominio semplice
rispetto ad entrambi gli assi. L’insieme D := {(z,y): |z|+ |y| <3, ly| <|z|+ 1} ¢ un
dominio semplice rispetto ad y ma non é semplice rispetto ad =x.

A

ary :
N

Osservazione 4.5. La frontiera di un dominio semplice nel piano é sempre un insieme
di misura nulla secondo Peano-Jordan, infatti é formata dall’unione di due grafici di
funzioni continue e di due segmenti rettilinei, che sono tutti insiemi di misura nulla.
Pertanto ogni dominio semplice é sempre un insieme misurabile secondo Peano-Jordan.

Esercizio 4.6. Disegna nel piano cartesiano i seguenti insiemi e determina se si tratta di
domini semplici rispetto ad uno od entrambi gli assi; e in caso affermativo rappresentali
nella forma (3) o (4) (determinando esplicitamente e funzioni g;, go, 0 hy, he, e gli
intervalli su cui sono definite).

1.

2.

A

T Q@ " = b Q W

= {(z,y): 0 <4y <3z, 2° +y* <25}

= {(x,y) €[0,3] x [0,2]: y > x2};



5 Domini semplici nello spazio R?

Definizione 5.1. Sia  un sottoinsieme di R?. L’insieme 2 si dice dominio semplice
rispetto all’asse z in R3, quando esistono due funzioni continue ¢, go: D — R definite
su un insieme semplicemente decomponibile D di R?, tali che

Q= {(r.9,2) €B*: (2,9) € D, g1(2,y) < = < gale,y) } (5)

Per capire se una regione limitata dello spazio {2 ¢ un dominio semplice rispetto
a z, un metodo grafico molto semplice ¢ quello di verificare che per ogni (z,,y,) € R?
l'intersezione di € con la retta verticale di equazione (z = z,,y = y,) € non vuota
solo per (z,,y,) che varia in un insieme misurabile D del piano z-y e per tali valori é
costituita da un unico segmento verticale.

Permutando il ruolo delle tre variabili x, y, z si definiscono in modo analogo i concetti
di domini semplici rispetto all’asse y o rispetto all’asse = in R3.

Esempio 5.2. La palla B := {(z,y,2) € R®: (z —2,)* + (y —v)? + (z — 2.)2 < r?} di
centro (Zy, Ys, 2,) € raggio r > 0 ¢ un dominio semplice in R3. Infatti, se consideriamo il
disco D := {(x,y) € R*: (z — 2,)? + (y — vx)? < r?} in R? di centro (z,,y,) e raggio r e
la funzione g: D — R definita da

g(z,y) = V/r? — (= 2,)? = (y — y.)*,

abbiamo B = {(z,y,2): (z,y) € D, z, — g(z,y) < 2 < z, + g(z,y) }.

Esempio 5.3. Tl cono retto C che ha come base il disco D := {(z,y) € R?: 2% + y? < r?}
nel piano z-y e altezza h > 0 ¢ un dominio semplice in R3. Infatti, se consideriamo la
funzione g: D — R definita da

3|

(- VET),

abbiamo C' = {(x,y,2): (z,y) € D, 0 < z < g(z,y)}.

g(w,y) ==



Esercizio 5.4. Verifica che 'ottaedro che ha come vertici i punti i??, ij, +k ¢ un dominio
semplice in R3.

FEsercizio 5.5. Sia A il cilindro infinito formato da tutti i punti di R3 la cui distanza
dall’asse x ¢ minore o uguale a 1; Sia B il cilindro infinito formato da tutti i punti di R3
la cui distanza dall’asse y é minore o uguale a 1. Verifica che 'intersezione AN B ¢ un
dominio semplice in R3.

Definizione 5.6. Diciamo che un sottoinsieme Q di R? & semplicemente decomponibile
quando puo essere decomposto nell’unione di un numero finito di domini semplici €2,
essenzialmente disgiunti, nel senso che non possiedono punti interni in comune,

O=u nu=2, sej#k
k=1



