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Nelle precedenti lezioni abbiamo più che altro considerato la di�erenziabilità per fun-
zioni scalari. Ora vogliamo estendere il concetto di di�erenziabilità anche per funzioni
vettoriali. Vedremo anche come utilizzando la de�nizione di di�erenziabilità possiamo
calcolare derivate parziali per composizioni di funzioni vettoriali.

1 Applicazioni lineari

Facciamo un piccolo ripasso sulle applicazioni lineari tra spazi Rn (rimandando al corso
di Geometria e Algebra per maggiori dettagli).

De�nizione 1.1. Siano V eW due spazi vettoriali sul campo R. Una funzioneL : V → W
si dice applicazione lineare quando valgono le seguenti proprietà:

L(x+ y) = L(x) +L(y), L(λx) = λL(x), ∀x,y ∈ V, λ ∈ R.

C'è uno stretto legame tra matrici e applicazioni lineari tra spazi vettoriali di dimen-
sione �nita. Ad ogni matrice a valori reali A = (aij)i=1,...,m

j=1,...,n
con m righe e n colonne, cor-

risponde un'applicazione lineare LA : Rn → Rm che al vettore (colonna) x ∈ Rn associa
il prodotto matriciale (riga per colonna) tra la matrice A e il vettore x

LA(x) := Ax =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn



x1
x2
...
xn

 =


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn

 .
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Gli elementi del vettore Ax sono dati dai prodotti scalari delle righe di A con x. Se
indichiamo con v1,v2, . . . ,vm i vettori formati dalle righe della matrice A abbiamo

vi :=
(
ai1, ai2, . . . , ain

)
, A =


v1
v2
...
vm

 ; Ax =


v1·x
v2·x
...

vm·x

 .

Ogni applicazione lineare L : Rn → Rm è della forma L(x) = Ax per una opportuna
matrice A conm righe e n colonne, le cui componenti aij si possono ottenere valutando L
sui vettori delle basi canoniche,

aij = ẽi·L(ej), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n,

dove e1, . . . , en sono i vettori della base canonica di Rn e ẽ1, . . . , ẽm sono i vettori della
base canonica di Rm. Il vettore L(ej) coincide con la j-esima colonna di A; inoltre
ogni vettore y = L(x) che è immagine tramite L di un vettore x = (x1, . . . , xn) è una
combinazione lineare delle colonne di A,

L(x) = L
( n∑
j=1

xjej

)
=

n∑
j=1

xiL(ej).

In particolare le applicazioni lineari L : Rn → R sono rappresentate da matrici con una
sola riga, e quindi possono essere scritte nella forma L(x) = v·x dove v = (v1, . . . , vn) è
il vettore riga della matrice che rappresenta L, con vj = L(ej).

Esempio 1.2. La funzione L : R3 → R2 de�nita da L(x, y, z) = (x− 2y + 3z, 5y − 4x)

è lineare ed è rappresentata dalla matrice A =

(
1 −2 3
−4 5 0

)
.

La funzione L : R3 → R de�nita da L(x, y, z) = 2x − 3z è lineare ed è rappresentata
dal vettore v = (2, 0,−3).

Esercizio 1.3. Sia L : Rn → Rm un'applicazione lineare.

1. Spiega perché se m > n l'applicazione L non può essere suriettiva.

2. Spiega perché se m < n l'applicazione L non può essere iniettiva.

Una matrice A con m righe e n colonne è formata da mn elementi, e in un certo senso
possiamo immaginarla come un vettore di Rmn (solo che le sue componenti invece di
essere tutte il �la sono disposte su righe e colonne); possiamo de�nire dunque la norma
euclidea di una matrice esattamente come abbiamo fatto per i vettori ponendo

‖A‖ :=
√√√√ ∑

i=1,...,m
j=1,...,n

a2ij =

√√√√ m∑
i=1

‖vi‖2,
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dove vi è il vettore formato dagli elementi della i-esima riga di A. Se L è l'applicazione
lineare corrispondente alla matrice A abbiamo

‖L(x)‖2 =
m∑
i=1

(vi·x)2 6
n∑
i=1

‖vi‖2 ‖x‖2 = ‖A‖2 ‖x‖2 ,

e dunque
‖L(x)‖ 6 ‖A‖ ‖x‖ .

In particolare ne segue che tutte le applicazioni lineari sono lipschitziane,

‖L(x1)−L(x2)‖ = ‖L(x1 − x2)‖ 6 ‖A‖ ‖x1 − x2‖ .

La composizione di due applicazioni lineari, quando è de�nita, è ancora un'applica-
zione lineare. Se L : Rn → Rm è l'applicazione lineare L(x) = Ax, rappresentata dalla
matrice A conm righe e n colonne, eM : Rm → Rk è l'applicazione lineareM (y) = By,
rappresentata dalla matrice A con k righe e m colonne, allora la funzione compo-
sta M ◦L : Rn → Rk è l'applicazione lineare M(L(x)) = BAx, rappresentata dalla
matrice prodotto BA con k righe e n colonne.

2 Di�erenziabilità per funzioni vettoriali

Per funzioni a valori vettoriali il concetto di di�erenziabilità rimane quello della possibi-
lità di avere un'approssimazione locale del primo ordine, che signi�ca che gli incrementi
della funzione sono descritti a livello in�nitesimale da una applicazione lineare degli
incrementi delle variabili.

De�nizione 2.1. Una funzione f(x) de�nita in un intorno del punto p ∈ Rn a valori
in Rm si dice di�erenziabile nel punto p quando esiste una matrice A con m righe e n
colonne tale che

f(x) = f(p) + A(x− p) + o
(
‖x− p‖

)
, per x→ p. (1)

La matrice A si dice matrice Jacobiana della funzione f nel punto p, e la indichiamo
con la notazione Jf (p) = A.

Utilizzando la de�nizione del simbolo o-piccolo, la scrittura (1) è equivalente al limite
vettoriale

lim
x→p

f(x)− f(p)− A(x− p)
‖x− p‖

= 0. (2)

Proposizione 2.2. Sia f(x) una funzione de�nita in un intorno del punto p ∈ Rn a

valori in Rm, e siano f1(x), . . . , fm(x) le sue m componenti scalari. Allora f è di�eren-

ziabile nel punto p se e solo se tutte le sue componenti scalari fk sono di�erenziabili nel
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punto p, e in tal caso la matrice Jacobiana di f nel punto p è la matrice le cui righe

sono formate dai vettori gradienti delle componenti scalari fk,

Jf (p) =


∇f1(p)
∇f2(p)

...

∇fm(p)

 .

Dimostrazione. Segue dal fatto che il limite (2) a valori vettoriali che de�nisce la di�e-
renziabilità per f è equivalente agli m limiti scalari

lim
x→p

fk(x)− fk(p)− vk·(x− p)
‖x− p‖

= 0, k = 1, . . . ,m.

che de�niscono la di�erenziabilità di ciascuna componente fk, dove il vettore vk è la
k-esima riga della matrice A.

Esempio 2.3. La funzione f(x, y) := (x+ y2, y sin(x), ex
2−y) è composta da tre compo-

nenti scalari che dipendono da due variabili,

f1(x, y) = x+ y2, f2(x, y) = y sinx, f3(x, y) = ex
2−y.

I loro gradienti sono

∇f1(x, y) = (1, 2y), ∇f2(x, y) = (y cosx, sinx), ∇f3(x, y) = (2xex
2−y,−ex2−y).

La matrice Jacobiana di f è data da

Jf (x, y) =

 1, 2y
y cosx, sinx

2xex
2−y, −ex2−y

 .

Data la funzione vettoriale di più variabili

f(x) =


f1(x1, x2, . . . , xn)
f2(x1, x2, . . . , xn)

...
fm(x1, x2, . . . , xn)


possiamo anche scrivere la condizione di di�erenziabilità nel punto x usando il vettore
degli incrementi h,

f(x+ h) = f(x) + Jf (x)h+ o
(
‖h‖

)
, per h→ 0.

La matrice Jacobiana di f non è altro che la matrice formata da tutte le derivate parziali
prime delle varie componenti della funzione,

Jf (x) =
(
∂xjfi(x)

)
i=1,...,m
j=1,...,n

=


∂x1f1(x) ∂x2f1(x) . . . ∂xnf1(x)
∂x1f2(x) ∂x2f2(x) . . . ∂xnf2(x)

...
...

. . .
...

∂x1fn(x) ∂x2fn(x) . . . ∂xnfn(x).
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L'applicazione lineare rappresentata dalla matrice jacobiana Jf (x) si dice di�erenziale

di f nel punto x,

df(x) : Rn → Rm, df(x)(h) = Jf (x)h.

Esempio 2.4. Consideriamo la funzione f(x, y, z) :=
(√

x+ y, log(y + z)
)
e determi-

niamo la sua approssimazione del primo ordine intorno al punto (1, 2, 3). Per mettere in
evidenza gli incrementi delle variabili rispetto al punto, scriviamo

x = 1 + a, y = 2 + b, z = 3 + c,

dove (a, b, c) è il vettore degli incrementi. Cerchiamo di ricondurci con opportune so-
stituzioni alle approssimazioni del primo ordine per funzioni di una variabile di radici
quadrate e logaritmi; abbiamo infatti che

√
1 + t = 1 +

1

2
t+ o(t), log(1 + t) = t+ o(t), per t→ 0.

Per la prima componente di f , quando (a, b, c)→ (0, 0, 0) abbiamo

f1(1 + a, 2 + b, 3 + c) :=
√
3 + a+ b =

√
3 ·
√

1 +
a+ b

3
=

=
√
3
(
1 +

1

2
· a+ b

3
+ o
(
|a|+ |b|

))
=
√
3 +

1

2
√
3
a+

1

2
√
3
b+ o

(
‖(a, b, c)‖

)
.

Per la seconda componente di f , quando (a, b, c)→ (0, 0, 0) abbiamo

f2(1 + a, 2 + b, 3 + c) := log(5 + b+ c) = log(5) + log
(
1 +

b+ c

5

)
=

= log(5) +
b+ c

5
+ o
(
|b|+ |c|

)
= log(5) +

1

5
b+

1

5
c+ o

(
‖(a, b, c)‖

)
.

Mettendo insieme le due cose troviamo

f(1 + a, 2 + b, 3 + c) =

(√
3 + 1

2
√
3
a+ 1

2
√
3
b

log(5) + 1
5
b+ 1

5
c

)
+ o
(
‖(a, b, c)‖

)
=

=

( √
3

log 5

)
+

( 1
2
√
3
, 1

2
√
3
, 0

0, 1
5
, 1

5

)ab
c

+ o
(
‖(a, b, c)‖

)
.

Dunque la matrice Jacobiana di f nel punto (1, 2, 3) è

Jf (1, 2, 3) =

( 1
2
√
3
, 1

2
√
3
, 0

0, 1
5
, 1

5

)
.

Osservazione 2.5. Per l'applicazione lineare L(x) = Ax rappresentata dalla matrice A
abbiamo

L(x+ h) = L(x) +L(h) = L(x) + Ah+ 0, ∀h,
e dunque ne consegue che JL(x) = A per ogni x.
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Per funzioni scalari la matrice Jacobiana coincide con il vettore gradiente. Se f : A→ R,
con A ⊆ Rn, abbiamo

∇f(x) = Jf (x) =
(
∂x1f(x), ∂x2f(x), . . . , ∂xnf(x)

)
.

Per funzioni vettoriali di una sola variabile la matrice Jacobiana è un vettore (colon-
na) formato dalle derivate delle singoli componenti, che chiameremo vettore derivata.
Se f : I → Rn, con I ⊆ R, abbiamo

f ′(t) = Jf (t) =


f ′1(t)
f ′2(t)
...

f ′n(t)

 .

Esercizio 2.6. Determina la matrice jacobiana per le seguenti funzioni nei punti indicati:

1. funzione f(x, y) = (x
√
y, y log x), punto (e, 4);

2. funzione f(x, y, z) = (x, xy, xyz), punto (2, 1, 0);

3. funzione f(x, y) = (x+ y, x− y, xy, x/y), punto (−1, 1);

4. funzione f(x, y, z, t) = (1 + 2x+ 3y + 4z, 5x+ 6y + 7z + 8t), punto (4, 3, 2, 1).

3 Di�erenziabilità di funzioni composte

Date due funzioni vettoriali f(x) e g(y) possiamo considerare la funzione composta

(g ◦ f)(x) = g(f(x))

solo quando il numero di componenti della funzione interna f coincide con il numero di
componenti della variabile y da cui dipende la funzione esterna g.

De�nizione 3.1. Siano n,m, k ∈ N. Siano f : A→ Rm de�nita sul dominio A ⊆ Rn

e g : B → Rk de�nita sul dominio B ⊆ Rm. Sia Ã l'insieme dei punti del dominio di f
la cui immagine tramite f appartiene al dominio di g,

Ã := {x ∈ A : f(x) ∈ B} ⊆ A ⊆ Rn.

Quando Ã non è vuoto possiamo de�nire la funzione composta g ◦ f ponendo

g ◦ f : Ã→ Rk, (g ◦ f)(x) := g(f(x)).

Teorema 3.2. Supponiamo che

• f è di�erenziabile nel punto x;

• g è di�erenziabile nel punto f(x);
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• la funzione composta g ◦ f è de�nita in un intorno di x.

Allora abbiamo che g ◦f è di�erenziabile nel punto x e la sua matrice Jacobiana è data

dal prodotto della Jacobiana di g in f(x) con la Jacobiana di f in x,

Jg◦f (x) = Jg(f(x))Jf (x). (3)

Nel caso in cui le funzioni siano due funzioni scalari di una variabile la formula (3)
coincide con la nota formula per la derivata di funzioni composte scalari

D[g(f(x))] = g′(f(x))f ′(x).

Anche la dimostrazione procede in maniera simile a quella del caso scalare.

Dimostrazione. Per l'ipotesi di di�erenziabilità di f in x, per piccoli incrementi h ∈ Rn

abbiamo
f(x+ h) = f(x) + Ah+ϕ(h), (4)

dove A = Jf (x) e ϕ è una funzione de�nita in un intorno di 0 ∈ Rn con ϕ(0) = 0
e ϕ(h) = o (‖h‖) per h→ 0. Sia y := f(x). Per l'ipotesi di di�erenziabilità di g in y,
per piccoli incrementi k ∈ Rm abbiamo

g(y + k) = g(y) +Bk +ψ(k), (5)

dove B = Jg(y) e ψ è una funzione de�nita in un intorno di 0 ∈ Rm con ψ(0) = 0
e ψ(k) = o (‖k‖) per k → 0. Combiniamo (4) con (5) tramite le sostituzioni y = f(x)
e k = Ah+ϕ(h), osservando che x è un punto �ssato, mentre l'incremento k può essere
reso piccolo scegliendo h su�cientemente piccolo, e otteniamo

g
(
f(x+ h)

)
= g

(
f(x) + k

)
= g

(
f(x)

)
+B

(
Ah+ϕ(h)

)
+ψ (Ah+ϕ(h)) =

= g
(
f(x)

)
+ (BA)h+Bϕ(h) +ψ (Ah+ϕ(h)) = g

(
f(x)

)
+ (BA)h+ ω(h), (6)

dove ω(h) := Bϕ(h) + ψ (Ah+ϕ(h)). Veri�chiamo che ω(h) = o (‖h‖) per h → 0.
Siccome ϕ(h) = o (‖h‖) per h→ 0, abbiamo che

∀ε1 > 0, ∃δ1 > 0 : ‖h‖ 6 δ1 =⇒ ‖ϕ(h)‖ 6 ε1 ‖h‖ ;

analogamente, siccome ψ(k) = o (‖k‖) per k→ 0, abbiamo che

∀ε2 > 0, ∃δ2 > 0 : ‖k‖ 6 δ2 =⇒ ‖ψ(k)‖ 6 ε2 ‖k‖ .

Dato ε > 0 scegliamo ora

ε1 := min

{
ε

3 ‖B‖
,

√
ε

3

}
, ε2 := min

{
ε

3 ‖A‖
,

√
ε

3

}
, δ := min

{
δ1,

δ2
‖A‖+ ε1

}
.

Preso h tale che ‖h‖ 6 δ, poniamo k := Ah+ϕ(h) e abbiamo

‖k‖ 6 ‖Ah‖+ ‖ϕ(h)‖ 6 (‖A‖+ ε1) ‖h‖ 6 (‖A‖+ ε1) δ 6 δ2,
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dunque

‖ω(h)‖ 6 ‖Bϕ(h)‖+ ‖ψ(k)‖ 6 ‖B‖ ‖ϕ(h)‖+ ε2 ‖k‖ 6
6 ‖B‖ ε1 ‖h‖+ ε2

(
‖A‖+ ε1

)
‖h‖ =

(
‖B‖ ε1 + ‖A‖ ε2 + ε1ε2

)
‖h‖ 6 ε ‖h‖ .

Abbiamo così provato che per ogni ε > 0 esiste un δ > 0 tale che quando ‖h‖ 6 δ si
ha ‖ω(h)‖ 6 ε ‖h‖, ma ciò signi�ca che ω(h) = o(‖h‖) per h → 0. Dunque tornando
all'uguaglianza (6) otteniamo

(g ◦ f)(x+ h) = (g ◦ f)(x) + (BA)h+ o(‖h‖), per h→ 0,

da cui ricaviamo che g ◦ f è di�erenziabile nel punto x e la matrice Jacobiana è data
da Jg◦f (x) = BA.

Esempio 3.3. Considera le funzioni

F (x, y) :=
(
x+ y, x log(y), cos(xy),

√
x+ y2

)
,

G(a, b, c, d) :=
(
b arctan(c), a+ b2 + c3,

d2

a+ b

)
.

Determiniamo la matrice Jacobiana della funzione composta H(x, y) := G(F (x, y)) nel
punto p := (π, 1). Calcoliamo prima il valore di F in p,

q := F (p) = F (π, 1) =
(
π + 1, π log(1), cos(π 1),

√
π + 12

)
=
(
1 + π, 0,−1,

√
1 + π

)
.

Determiniamo la matrice Jacobiana di F calcolando tutte le sue derivate parziali,

JF (x, y) =


1 1

log(y) x
y

−y sin(xy) −x sin(xy)
1

2
√
x+y2

y√
x+y2

 , JF (p) =


1 1
0 π
0 0
1

2
√
1+π

1√
1+π

 .

Determiniamo la matrice Jacobiana di G calcolando tutte le sue derivate parziali,

JG(a, b, c, d) =

 0 arctan(c) b
1+c2

0

1 2b 3c2 0

− d2

(a+b2)2
− d2

(a+b2)2
0 2d

a+b

 , JG(q) =

 0 −π
4

0 0
1 0 3 0
− 1

1+π
− 1

1+π
0 2√

1+π

 .

Otteniamo la matrce Jacobiana della funzione composta come prodotto delle matrici
Jacobiane delle sue componenti,

JH(p) = Jg(q)Jf (p) =

 0 −π
4

0 0
1 0 3 0
− 1

1+π
− 1

1+π
0 2√

1+π




1 1
0 π
0 0
1

2
√
1+π

1√
1+π

 =

0 −π2

4

1 1
0 1−π

1+π

 .
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Osservazione 3.4. Consideriamo il caso particolare della composizione di una funzione
scalare con una funzione vettoriale di una variabile. Sia f : I → A una funzione vet-
toriale di una variabile de�nita sull'intervallo I ⊆ R a valori nel dominio A ⊆ Rn, e
sia g : A→ R una funzione scalare di più variabili de�nita su A. Supponiamo che f e
g siano di�erenziabili. La funzione composta h : I → R, de�nita da h(t) := g(f(t)), è
una funzione scalare di una variabile. La sua derivata, per la formula (3), è data dal
prodotto di un vettore riga per un vettore colonna, che possiamo interpretare come il
prodotto scalare di due vettori,

h′(t) := Jh(t) = Jg(f(t))Jf (t) =

=

(
∂g

∂x1
(f(t)), . . . ,

∂g

∂xn
(f(t))

)f
′
1(t)
...

f ′n(t)

 =
n∑
j=1

∂g

∂xj
(f(t)) f ′j(t) =

= ∇g(f(t))·f ′(t).

Se poniamo x = f(t) e y = g(x) possiamo scrivere tale formula alla maniera dei �sici,

dy

dt
=

n∑
j=1

∂y

∂xj

dxj
dt

=
∂y

∂x1

dx1
dt

+
∂y

∂x2

dx2
dt

+ · · ·+ ∂y

∂xn

dxn
dt

,

questa formula viene anche chiamata regola della catena, e dice che la derivata totale

di y rispetto a t si ottiene sommando le derivate parziali di y rispetto alle variabili xj,
ciascuna moltiplicata per la derivata di xj rispetto a t.

Esempio 3.5. Supponiamo di voler studiare il comportamento del campo scalare F
de�nito da

F (x, y, z) := x2y + z3,

lungo la curva parametrizzata da

γ(t) := (x(t), y(t), z(t)) = (t2, cos t, log t), t > 0.

Andiamo a considerare la composizione

f(t) := F (γ(t)) = F (x(t), y(t), z(t)).

La derivata di f è data da

f ′(t) = ∇F (γ(t))·γ ′(t) = ∂F

∂x
x′ +

∂F

∂y
y′ +

∂F

∂z
z′ = 2xy x′ + x2 y′ + 3z2 z′ =

= 2t2(cos t)2t+ t4(− sin t) + 3(log t)2
1

t
= 4t3 cos t− t4 sin t+ 3

t
(log t)2.

Esercizio 3.6. Calcola il valore di g′(1) dove g è la funzione de�nita da

g(t) := F
(
F (t, t2), F (t3, t4)

)
, F (x, y) := x− log(xy2).
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Esercizio 3.7. Considera la funzione

F (x, y) :=

(
cos(x)

x+ y
,
sin(x)

x− y

)
.

Sia G(x, y) = F (F (x, y)) la funzione composta di F con se stessa.

• Determina la matrice jacobiana di F in un generico punto (x, y).

• Determina la matrice jacobiana di G nel punto (0, 1).

Esercizio 3.8. Considera le funzioni

f(x, y) := log(1 + x2y), G(t) := (arctan(1 + t), sin(3t)) , H(x, y) := G(f(x, y)).

• Calcola la matrice jacobiana della funzione H nel punto (1, 0).

• In quali punti (x, y) si ha che la matrice jacobiana di H é invertibile?

Esercizio 3.9. Considera le funzioni

F (x, y) :=
(
x+ x2y, sin(x+ y2)

)
, G(u, v) :=

( u

1 + v
, log(1 + 2u− 3v)

)
,

H(x, y) := G(F (x, y)), K(u, v) := F (G(u, v)).

Calcola le matrici jacobiane di H e K in (0, 0).

Esercizio 3.10. Considera le funzioni de�nite da

f(x, y) :=

(
x cos(y),

2y

x2 + 1

)
, g(s, t) := s−

∫ t

0

e−r
2

dr.

• Calcola tutte le derivate parziali di f e di g.

• Calcola il gradiente della funzione composta g ◦ f : R2 → R nel punto (0, 0).

Esercizio 3.11. Considera le funzioni de�nite da

f(t) :=
(
t, t2, t3

)
, g(x, y, z) :=

(
log(xyz), 1− ex+2y−3z) , h(a, b) :=

∫ b

a

cos(πr2) dr.

• Calcola tutte le derivate parziali di f , g e h.

• Sia k la funzione composta k(t) := h(g(f(t))); calcola il valore della derivata k′(1).

Esercizio 3.12. Considera le funzioni

F (x, y, z) := z

∫ y

x

(
log(t)

t

)2

dt, G(t) := (t, t2, t3),

de�nite per t, x, y, z > 0. Sia h(t) := F (G(t)) la loro funzione composta.

• Calcola tutte le derivate prime di F e di G.

• Calcola h(1), h′(1) e h′′(1).
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