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Nella precedente lezione abbiamo definito le derivate parziali di una funzione scalare
di piu variabili,

e piu in generale le derivate direzionali rispetto a qualsiasi vettore,

Dy f(x) = lim LB = (@)

t—0 t

Si tratta di limiti di rapporti incrementali fatti rispetto ad una variabile reale. Il calcolo
di queste derivate si riconduce facilmente al calcolo di derivate di funzioni di una variabi-
le. Diversamente da quanto succede nel caso di funzioni di una variabile, 'esistenza delle
derivate parziali o delle derivate direzionali non ¢é sufficiente a garantire la possibilita di
avere approssimazioni locali del primo ordine (lineari). Serve una condizione pin forte,
la differenziabilitd. Una funzione é differenziabile in un punto x € R" quando

f(x+h)= f(x)+Vf(x)h+o(h]), perh—D0.

dove Vf = (04, f,...,0,, f) indica il gradiente di f. La verifica della differenziabilita in
base a questa definizione equivale alla verifica della validita del limite

o f@t k)~ f@) - Vi@rh
s IRl |

Si tratta di un limite in n variabili, e la sua verifica puo risultare piuttosto laboriosa.



1 Teorema del differenziale totale

La semplice esistenza delle derivate parziali ¢ una condizione necessaria, ma non suffi-
ciente per garantire la differenziabilita della funzione; non é sufficiente nemmeno a ga-
rantire la continuita della funzione. Otteniamo pero una condizione sufficiente quando
le derivate parziali esistono e sono continue, allora risulta che la funzione é sicuramente
differenziabile. Questo é il contentuto del teorema del differenziale totale che andiamo
ad enunciare e a dimostrare.

Teorema 1.1. Sia f(x) una funzione scalare definita in un intorno del punto p. Sup-
poniamo che anche le sue derivate parziali siano ben definite nell’intorno di p. Se tutte
le deriwate parziali sono continue nel punto p allora f é differenziabile nel punto p.

Dimostrazione. Diamo la dimostrazione nel caso di una funzione di due variabili f(z,y)
definita nell’intorno del punto p = (z,,y,). Come ipotesi abbiamo che le derivate par-
ziali 0, f(x,y) e 0, f(x,y) sono definite in un intorno di (x, y,) e continue in tale punto;
questo significa che per ogni £ > 0 esiste d. > 0 tale che

0. f(2,y) — Ouf (24, y4)| < €,
10, f (@, y) — Oy f (4, ys)| < e.

La tesi da dimostrare & che f & differenziabile in (., ), ovvero che vale il limite

lim (@, y) — f(2e,40) = Ouf (20, 4 ) (0 — 20) — Oy f (T, ) (Y — Ys)
(@)= (T ys) [(z,y) — (24, ys)

1z, y) — (@, y)|| <0 = { (1)

—0. (2

Fissato € > 0, scegliamo un punto (z,y) nell’intorno sferico di (., y,) con raggio d,

(2, y) = (2, )l < 0. (3)

Consideriamo un percorso che parte dal punto (z,,v.), passa dal punto (z,y,), e arriva
al punto (z,y), muovendosi lungo due segmenti paralleli agli assi.

A

Y
n /—J
Yx

9B, £

Lungo il primo segmento consideriamo la funzione ¢(t) := f (¢, y,); essa & derivabile per ¢
che varia tra x, e x, con derivata ¢'(t) = 0, f (¢, y,). Per il teorema di Lagrange, esiste £
compreso tra x, e x tale che

flay) = fleay) _ ol@) —ole,) _ O (&) = 8, f(€, ),

T — Ty T — Ty




e dunque
fy) = f(@ay) = 0o f (& y) (@ — ). (4)

Lungo il secondo segmento consideriamo la funzione ¢ (s) := f(x,s); essa é derivabile
per s che varia tra y, e y, con derivata ¢'(s) = 0, f(x,s). Per il teorema di Lagrange,
esiste 17 compreso tra y, e y tale che

Ja ) = F@y) _ W) =90 _ iy = g, i),
Y~ Y« Y=Y

e dunque
f(a,y) = f@,p.0) = 0y f(@,m)(y — ys)- (5)

Sommando i membri a destra e a sinistra delle due uguaglianze (5) e (4) otteniamo

f('ray> - f(x*ay*> = f($7y> - f(x,y*) + f(xay*) - f($*7y*) =
= Oyf(z,n)(y — yu) + Ouf (&, y) ( — ).

Sottraiamo ora, a destra e a sinistra, la quantita 0, f (24, Ys ) (* — 24) + Oy f (T4, Y ) (Y — Y )
e otteniamo la quantita che si trova al numeratore nel limite (2),

f@,y) = f(2,4s) = Ouf (20, 4 ) (0 — 20) — Oy f (2, ) (Y — 0s) =
= (@cf(& Yi) — 8acf($*7y*))(x —z,) + (ayf(xa n) — ayf(xﬂy*))(y — Ys)-

[ punti (§,y,) e (z,n) sono piu vicini a (z,, y,) di quanto lo sia (z,y), e dunque abbiamo

||(€7y*) - (x*;y*)H < 55, ||(:L“,77) - (l’*,y*)H < 55;

per l'ipotesi di continuita (1) delle derivate parziali segue che

0. (& ys) — Ouf(y)| <& |0uf(zin) — O0uf(za, y)| < e

Inoltre |z — z4| e |y — yi| sono entrambi minori di ||(x,y) — (24, ys)||. Otteniamo allora

|F(z,y) = f(@e,40) — Ouf (e, y) (@ — 20) — 8, f (0, 1) (y — 1) | <
<|0uf (&, y) = O f (s y )|l — 2| + [0y f (2, 1) — Oy f (i y) | Iy =yl <
<2 |[(z,y) — (2w y)ll

OVVero

F(@,y) = f(@,4) = Ouf (s, ) (0 — 24) — Oy f (24, ) (Y — 4)
[(z,y) — (s, 4) |

< 2e. (6)

E tutto questo a partire dalla scelta (3) di (z,y) nell’intorno di (zy,v,) di raggio o..
Essendo ¢ una qualsiasi quantita positiva, cio significa che la quantita in (6) ¢ infinitesima
per (z,y) che tende a (zy,vs), € dunque vale il limite (2). ]



Esempio 1.2. Alla luce del teorema 1.1 riprendiamo un esempio che abbiamo gia visto
nella precedente lezione. Consideriamo la funzione f(z,y) := zsin(y) e verifichiamo se f
¢ differenziabile nel punto (—2,7/3). Le derivate parziali di f sono 0, f(x,y) = sin(y)
e 0y f(x,y) = xcos(y), e siccome sono funzioni continue in ogni punto per il teorema del
differenziale totale la funzione f é differenziabile in ogni punto. Ora ci ¢ bastata una
riga per verificarlo, mentre nella scorsa lezione ci sono volute un paio di pagine.

Il teorema del differenziale totale ci fornisce una condizione sufficiente per la differen-
ziabilita. La continuita delle derivate parziali non é comunque una condizione necessaria,
ci possono essere funzioni differenziabili con derivate parziali non continue.

Esempio 1.3. Consideriamo la funzione di una variabile definita da

t?cosi, set#£0,
p(t) = '
0, set = 0.

Quando t # 0 abbiamo ¢'(t) = 2t cos% + sin %; mentre per t = (0 abbiamo

oy e P —e(0) 1
gp(O)—}lg% ; —}lgr(l)hcosh—().

Dunque la derivata ¢'(t) é definita per ogni ¢ € R; ma non ¢ continua in ¢ = 0, infatti il
limite lim;_, /() non esiste, in quanto non esiste il limite di sin %
Con questa funzione ¢ costruiamo una funzione di due variabili ponendo

flzy) =el@)+ely),  V(zy) eR

Le derivate parziali sono definite in ogni punto,

Ouf(r,y) =¢'(x),  Oyf(x,y) =¥ (v),

ma non sono continue nell’origine. Nell’origine si annullano entrambe e dunque il gra-
diente é nullo, Vf(0,0) = (0,0). Anche la funzione si annulla nell’origine, f(0,0) = 0.
La condizione di differenziabilita nell’origine allora si riduce a richiedere che

f@y) = o(ll(x,m)]), per (z,y) = (0,0).

Controlliamo se tale condizione ¢ verificata. Siccome |p(t)| < t* abbiamo che

f(z, )| < lo@)| + o) < 2®+y* = ||(z,9)|,



e dunque

f(z,y)
[ (2, )l

Dunque f ¢é effettivamente differenziabile in (0,0), pur non avendo derivate parziali
continue.

\ <l@mn)l =0, per (5,9) = (0,0).

Esercizio 1.4. Studia la derivabilita e la differenziabilita delle seguenti funzioni definite
su R? e verifica se le derivate parziali sono continue.

M sin v/ x2+y?2 0.0
Alz,y) = { s se (z,y) #(0,0), Blz,y) = VTR se (z,y) # (0,0),
07 se (l'7y) = (070 ; 17 ge (x7y> _ (0,0),
1=cos(zy) 224342
Cla,y) =4 =7 se (z,y) # (0,0), Dz y) = vlog 7w, se (z,y) # (0,0), |
07 Se (IL',Q) = (O,O), O’ se (-T,y) — (070)

Definizione 1.5. Una funzione f: ' — R definita sul dominio £ C R" si dice di
classe C* su E quando esistono le sue derivate parziali su E ed esse sono continue.

Per il teorema del differenziale totale ogni funzione di classe C! & anche differenziabile
in ogni punto interno del dominio. In particolare ogni funzione di classe C! definita su
un aperto ¢ sempre differenziabile.

2 Derivate seconde

Ogni derivata parziale di una funzione scalare di piu variabili é a sua volta una funzione
scalare; possiamo dunque provare a calcolare le sue derivate parziali. La derivata parziale
di una derivata parziale di una funzione scalare f si dice derivata seconda di f. Per le
derivate seconde possiamo usare le notazioni

0*f
Oz ;j0xy,

per indicare la derivata rispetto a x; della derivata rispetto a z; di f calcolata nel
punto x.

(@),  0n,0nf(2),  fou (),

Esempio 2.1. Consideriamo la funzione f(z,y) := 2*—23y+y?. Le sue derivate parziali
prime sono
0 0
a—i(fﬁ, y) = 4a° — 32’y, 8—5(% y) = —a° +2y.
Derivando ulteriormente troviamo le derivate parziali seconde
0 f 02 f
— =122 — 6 = —32°
Brhy Lo Y) = 1227 — Bay, y0n (z,y) x”,
0 f 0 f

Osserviamo che in questo esempio le derivate seconde miste 9,0, f e 9,0, f coincidono.



Esempio 2.2. Calcoliamo le derivate seconde miste 0,0,f(0,0) e 0,0,f(0,0) per la
funzione definita da

1’3 —T 3
fog) o [ s @) £ 0,0)
’ 0, se (:zr,y) = (070)
Prima ci serve di conoscere le derivate prime non solo nell’origine, ma anche in un

intorno dell’origine. Siccome f(z,0) = 0 per ogni x abbiamo che 9,f(0,0) = 0.
Per (z,y) # (0,0) possiamo calcolare le derivate con le solite regole di derivazione,

(Ba?y —y°)(2® +9?) — (¢%y —ay’)2x 'y + 42y’ — P
(22 +y?)? (22 +y?)?

Ouf(x,y) = (7)

Siccome 0, f(0,y) = ?gfy_;)’z = —y, derivando rispetto ad y otteniamo 9,0, f(0,0) = —1.
Scambiando z con y la funzione cambia di segno, f(x,y) = —f(y,x), e per questa
simmetria risulta che 0, f(z,y) = —0.f(y,x) e anche 0,0,f(z,y) = —0,0,f(y,z). Ed
in particolare abbiamo 0,0,f(0,0) = —0,0,f(0,0) = +1. Dunque derivate seconde
miste rispetto alla stessa coppia di variabili nello stesso punto possono assumere valore
differente a seconda dell’ordine con cui si deriva. Osserviamo che per (z,y) # (0,0)

derivando 'espressione (7) si ottiene
28 + 9xty? — 9x2y* — o8
(22 + y2)3

0y0. f(2,y) =

)

in particolare per z # 0 abbiamo 0,0, f(z,0) = i—z = +1, e questo ci fa capire che 9,0, f
non puo essere continua in (0, 0).

Il teorema di Schwarz ci assicura che quando le derivate seconde miste sono continue
I’ordine con cui si effettuano le derivate non influisce sul risultato finale.

Teorema 2.3 (Schwarz). Sia f(x) una funzione definita in un intorno del punto p € R™.
Supponiamo che siano definite in un intorno di p anche le derivate parziali

O, o Ouify 00,00, f, O, Ou,f,

per due diversi indici j e k conpresi tra 1 e n. Se le derivate seconde miste 0,0, f
e Oy, 0, f sono continue nel punto p allora i loro valori coicidono,

O, 00, [ (P) = 04,04, f (D).

Come per la dimostrazione del teorema del differenziale totale (teorema (1.1)) an-
che nella dimostrazione del teorema di Schwarz faremo un uso ripetuto del teorema di
Lagrange.

Dimostrazione. B sufficiente considerare il caso di una funzione di due variabili f(z,v)
definita e derivabile due volte intorno al punto p = (., y,). Fissato (z,y) in un intorno
di (zy,y,) definiamo le funzioni

AQt) = f(ty) = f(ty),  Bls) = [flz,8) = [z 9).



Si tratta di funzioni derivabili. Applicando il teorema di Lagrange alla funzione A(?)
nell’intervallo di estremi x, e x troviamo che esiste un punto & in tale intervallo tale che

(f(x7y> B f(l’»y*)) — (f(x*,y) B f(x*,y*)) _

T — T,

_Alw) — Alwy) _ A&) = 0uf(€1,y) — Ouf(€1,y0). (8)

T — Ty

Applicando di nuovo il teorema di Lagrange alla funzione s — 0, f(&1, s) nell’intervallo
di estremi y, e y troviamo che esiste un 7, in tale intervallo tale che

a:cf(gl; y) — azf(é'l, y*)
Y~ Y«

Combinando le formule (8) e (9) ricaviamo che

flx,y) — f(@,y0) = F(@ey) + F(@ye) = 0,0, (§1,m) (2 — 20) (y — ys)- (10)

Procedendo esattamente nello stesso modo per la funzione B(s) invertendo i ruoli delle
variabili x e y, si ottiene che esistono un punto 7, compreso tra y, € y, e un punto &,
compreso tra x, e x, tali che

f(@y) = f(e,y) = f(2,00) + f(20,90) = 020, f (2, m2) (7 — 2,) (y — ) (11)

Confrontando (10) con (11) ricaviamo che

= 0y0x f(&1,m). (9)

0,02 f (§1,m) = 0:0,f (&2, 72) (12)
S
y o (z,y)
T ¢ (&1,m)
Up) —e
(&2:m2)
Yx °
(.’17*7 y*)
T &1 & T 13

La scelta dei punti (&1,71) e (£2,72) dipende dalla scelta del punto iniziale (z,y); inol-
tre, la distanza di (§1,7m1) e (§2,72) dal punto (z,,y,) € minore della distanza di (z,y)
da (z,,y.). Questo significa che quando facciamo tendere (z,y) a (zy,y,) anche (&1,11)
e (&2,1m2) convergono a (x4, y,). Per I'ipotesi di continuita delle derivate 9,0, f e 0,0, f
in (z,,y:), passando al limite per (x,y) — (24, vx) dall’'uguaglianza (12) otteniamo il
risultato cercato,

ayaxf(l’*, y*) = azayf(a:*v y*)'



Una funzione scalare di n variabili puo avere n derivate parziali, e ciascuna delle sue
derivate prime puo avere a sua volta n derivate parziali; dunque ogni funzione scalare
puo avere n-n = n? derivate seconde. Gli n? valori delle derivate seconde possono essere
organizzate in modo da formare una matrice n X n.

Definizione 2.4. Data una funzione scalare f(x) di n variabili che ammette tutte le
derivate seconde nel punto p definiamo matrice Hessiana per la funzione f nel punto p
la matrice quadrata n x n formata dai valori delle derivate parziali seconde di f,

02,00, f(P) 00,00, f(P) ... 0p,0n, f(P)

Oz, Oy f(p) a:czaxzf(p) < axzaxnf<p)
Hy(p) := ; E E

02,02, f(P) 00,00, f(P) .. 00,0u, f(D)

Dunque, (Hf(p))ij = 0y, 0x, f(p) PET 0, j =1,...n.
Esempio 2.5. Sia f(z,y,2) = ze*sin(3z). 1l gradiente di f ¢
Vf(z,y,z) = (e sin(3z), 2ze® sin(3z), 3ze™ cos(32)) .

La matrice Hessiana ¢

0, 2e¥sin(3z),  3e? cos(3z)
Hi(x,y,z) = | 2e%¥sin(3z), 4xe®sin(3z), 6xe® cos(3z)
3e¥ cos(3z), 6xe? cos(3z), —9we? sin(3z)

Nel punto (1,0, 7/2) abbiamo V f(1,0,7/2) = (—1,-2,0) e

- 0 -2 0
Hf(1,0, 5) — (=2 -4 0
0 0 9
Esempio 2.6. Calcoliamo le derivate seconde della norma. Sia f(x) := ||z|| per x € R™.

Abbiamo gia calcolato nella precedente lezione le derivate prime per x # 0,

T, ,
&Ejf(w):”—wjn, j=1,...,n.

Deriviamo ulteriormente rispetto a x;,
aﬂfzang<w) - 8301 (1’] Hm”il)
-1
= (On,y) 2™ + 25 (s

—1 —2
=0y |l — 2y ||~ (0n

z| ")
z|)

2

[
-1 -3
= 0ij el — @ix; |||

-3 2
= || (655 |l2)|” — @iz;)



dove 6;; = 0 quando @ # j e d;; = 1 quando @ = j. Nel caso tridimensionale, n = 3,
abbiamo

. i+ —ay —xz
Hy(z,y,2) = (@ +y*+2°)72 | —zy 22422 —yz
—Tz —yz 2?42

Esempio 2.7. Consideriamo un generico polinomio di secondo grado nelle due variabili
ey,
P(z,y) = ap + a1z + agy + asx* + agwy + asy>.

Calcoliamo le sue derivate

P.(z,y) = a1 + 2a3x + ayy, P,(z,y) = as + ayx + 2a5y,
Poo(x,y) = 2a3, Pyy(r,y) = Pu(r,y) =as, Pyylzr,y)=2as.

vro.0 = (2). o0 = (20 )

a9 ay 2(1,5

Dunque,

e risulta che possiamo scrivere

P(z,y) = P(0,0) + VP(0,0)- (g) + % @) -Hp(0,0) (;j) .

Esercizio 2.8. Calcola le derivate seconde e matrici Hessiane per le seguenti funzioni:

log(z + %), arctan Tty , xY,
1—2xy
NCESTE W in(x sin(y sin(2)))
T+ yz, SR A sin(z sin(y sin(z))).
y P y

Definizione 2.9. Una funzione f: E — R definita sul dominio £ C R" si dice di clas-
se C? su E quando esistono le sue derivate parziali prime e seconde su F ed esse sono
continue.

Per il teorema del differenziale totale le derivate parziali prime di una funzione di
classe C? sono differenziabili nei punti interni del dominio. Inoltre, come conseguenza
del teorema di Schwarz la matrice Hessiana di ogni funzione di classe C* & sempre una
matrice simmetrica. Questo fatto ¢ una cosa importante perché sappiamo (dal corso di
Algebra e Geometria) che ogni matrice simmetrica é diagonalizzabile, ed esiste una base
ortonormale di R™ formata da autovettori della matrice.

3 Approssimazione locale di ordine 2

Grazie allo studio delle derivate seconde possiamo porci il problema dell’approssimazione
locale con polinomi di secondo grado.



Definizione 3.1. Siano f e g due funzioni di classe C? definite in un intorno del pun-
to p € R". Diciamo che g approssima localmente f all’ordine 2 in un intorno di p
quando

f(z) = g(z) + o(|z — p|I*), perz — p,

ovvero quando vale il limite
@) - g(@)

— =0.
=op |z —p

Teorema 3.2. Siano f e g due funzioni scalari di classe C* definite in un intorno del
punto p € R™. Allora sono equivalenti le sequenti proposizioni:
1. la funzione g approssima localmente f all’ordine 2 in un intorno di p;

2. nel punto p i valori delle due funzioni e delle loro derivate prime e seconde coin-
cidono, ovvero

f(p) =g(p), Vf(p)=Vg(p), Hi(p)= Hyp).

Dimostriamo prima il caso particolare in cui g ¢ identicamente nulla.

Lemma 3.3. Siano h una funzione scalare di classe C? definita in un intorno del
punto p € R™. Allora sono equivalenti le sequenti proposizioni:

1. la funzione h ¢ un infinitesimo di ordine 2 per x — p, ovvero h(x) = o(||x — p||2)
per & — p;

2. nel punto p i valori della funzione e delle sue derivate prime e seconde sono nulli,
ovvero

h(p) =0, Vh(p)=0, Hy(p)=0.
Dimostrazione. Sia uw un qualsiasi vettore non nullo di R™. Consideriamo la funzione
o(t) :== h(p + tu),

definita per ¢ in un intorno di 0. Calcoliamo la derivata prima di ¢, e utilizzando il fatto
che h é differenziabile nel punto p + tu otteniamo

() = lim pltts) =) _ . hp+iutsu)—hluttu)

s—0 S s—0 S

= D,h(p +tu) = Vh(p + tu)-u = Z u;0,, h(p + tu).

=1

Derivando ulteriormente, e utilizzando il fatto che anche le derivate parziali prime di f
sono differenziabili nel punto p + tu facendo calcoli analoghi ai precedenti, otteniamo

O'(t) = Z uj% (0n,h(p + tu)) = Z u; (Z Uk Oy, Oz ;1 (P + tu)) = u-(Hu(p + tu)u).

j=1 k=1

10



Quando t = 0, ricaviamo

p(0) =nh(p),  ¢'(0)=Vh(p)u,  ¢"(0)=wu-(Hy(p)u). (13)
Se prendiamo come ipotesi la proposizione 1 significa che vale il limite

h(z)

=7 |z —p|*

(14)

Restringiamo questo limite ai punti della retta passante per p nella direzione u, para-
metrizzata da @ = p + tu, e per t — 0 otteniamo

o(t) . h(p + tu)

m 5 = m 3
PO luf” 20 ]

E dunque o(t) = o(t?) per t — 0. Ma questo significa che il polinomio di McLaurin di
ordine 2 per la funzione ¢ deve essere il polinomio nullo, e se i suoi coefficienti sono nulli
ne segue che anche ¢(0), ¢'(0), ¢”(0) devono essere nulli, e per le formule (13) otteniamo
che

h(p) =0, Vh(p)-u =0, u-Hp(p)u =0, Yu € R".

In particolare se scegliamo u = Vh(p) otteniamo che

2

Y

0= Vh(p)-Vh(p) = ||Vh(p)]

e dunque, avendo norma nulla, deve essere Vh(p) = 0. Se scegliamo u uguale ad un
autovettore della matrice Hessiana con autovalore A, per cui Hy,(p)u = Au, avremo che

= u-(H(p)u) = u- () = A Jlul?,

siccome un autovettore é sempre diverso da zero, non pud avere norma nulla e dunque
dovra essere A = 0. Quindi Hy(p) ¢ una matrice simmetrica con tutti gli autovalori
nulli, e questo significa che deve essere la matrice nulla, H,(p) = 0, in quanto ogni
matrice simmetrica ¢ simile alla matrice diagonale che ha come elementi sulla diagonale
gli autovalori, e 'unica matrice simile alla matrice nulla ¢ la matrice nulla. Ecco provata
cosi la proposizione 2.

Viceversa, prendiamo come ipotesi la proposizione 2. Essendo la funzione di classe C?
abbiamo che le derivate parziali seconde d,,0,, h sono continue e per ipotesi si annullano
nel punto p. Dunque anche la funzione

M(z) =Y |0s,05,h(x)|
g k=1

é continua e si annulla in p. Questo significa che per ogni € > 0 esiste un 6 > 0 tale
che qundo || — p|| < ¢ si ha M(x) < . Fissiamo ora un punto « nell’intorno di p di
raggio § e consideriamo la funzione ¢(t) := h(p + t(x — p)) (¢ la stessa di prima ma
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con x — p al posto di u); abbiamo visto che si tratta di una funzione derivabile due
volte, e per le formule (13) segue dall’ipotesi che

h(x) = ¢(1) per definizione di ¢
— (1) - 9(0) perché (0) = 0
= ¢'(t1) 3t; €]0, 1] per il teorema di Lagrange applicato a ¢
= ¢(t1) = ¢'(0) perché ¢'(0) = 0
= " (t2) Ity €]0, 1 per il teorema di Lagrange applicato a ¢’

= (¢ — p)-Hp(p + ta2(x — T — er la formula (13) per ¢ con u = x —
(x —p)-Hu(p+t2(x —p))(xz—p) D per ¢ p

Per il £ := p + ta(x — p) abbiamo ||€ — p|| = t2 || — p|| < 20 < 0, e dunque

h(x) (@ — p)-Hn(§)( ‘ Tk — P
o - pn 2 o ) =
|z |z — pkz‘
o, 6, ne ( B, Oy, h(€ ) £) <e,
<X g P2 O < Z‘M M)
e questo implica che vale il limite (14) e quindi anche la proposizione 1. O

Dimostrazione. |Dimostrazione del teorema 3.2] Consideriamo la differenza h := f — g;
¢ anch’essa una funzione di classe C? e abbiamo

hMx) = f(x) —g(x), Vh(x):=Vflx)-Vg(x), H(x):=H(x)— Hy(x).

Le proposizioni 1 e 2 per le funzioni f e g del teorema sono equivalenti alle proposizioni 1
e 2 del lemma (3.3) per la funzione h. Dunque il teorema segue dal lemma. O

Grazie a questi risultati possiamo determinare il polinomio di Taylor di ordine 2 per
funzioni scalari di pit variabili.

Teorema 3.4. Sia f una funzione scalare di classe C? definita intorno al punto p. Allora
esiste ed unico un polinomio T(x) di grado minore o uguale a due che approssima f(x)
al secondo ordine intorno a p, ovvero per il quale si ha

f(@)=T(x) +o(|z —p|), perz—p, (15)

ed esso si dice polinomio di Taylor di ordine 2 per la funzione f intorno al punto p, ed
e dato da

T(@) = f(p) + V(D) ) + 5 — p)-Hy(p)(x — ). (16)
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Dimostrazione. Vediamo prima il caso in cui p = 0. Possiamo scrivere un generico
polinomio di secondo grado nella forma

i=1 ij=1

,,,,,

=1,..,

troviamo che

VT (z)=b+2Cx, Hp(x) = 2C.

Per il teorema 3.2 abbiamo che T approssima f all’ordine 2 intorno a 0 se e solo se
f(0) =T(0) =a, Vf(0)=VT(0)=>b, H0)=Hr(0)=2C,

e dunque se e solo se T'(x) ¢ il polinomio

T(x) = £(0) + Vf(0)-x + %m-Hf(O)a:.

Per trattare il caso p # 0 basta traslare il risultato ottenuto per p = 0. Definiamo

fly):=fp+y),

per y in un intorno di 0. Se f ¢ di classe C? intorno a p allora f ¢ di classe C? intorno
a 0 e abbiamo

Viy)=Vflp+y). Hily)=Hp+y).

Per quanto visto nel caso p = 0 abbiamo che I'unico polinomio che approssima f
all’ordine 2 intorno a 0 ¢ il polinomio

T(y) := [(0) + VF(0)y + ;- H0)y.

e abbiamo f(y) = Tv(y) +o0 (HyH2) per y — 0. Effettuiamo la traslazione inversa: se
sostituiamo y = & — p e poniamo T(z) := T(x — p) otteniamo il polinomio (16) e
I'approssimazione (15) per f(x) = f(w —p). ]
Esempio 3.5. Determiniamo I'approssimazione di ordine 2 intorno al punto (3,2) per
la funzione

f(z,y) = zlog(z — y).

Calcoliamo le derivate parziali prime e seconde per f,

fz(xay)zlog(x_y)_‘_xiyv fy('%?y):_xiya
—2
f:m(xvy) :H7 fyx(xuy) :_ﬁ’
___ Y ___ "
fxy(xay) - (ZL‘ _ y)g: fyy(’y) - (ZL‘ o y)2
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Nel punto (3,2) abbiamo

f(3,2) =0, Vf(3,2):(_33>, Hf(3,2)=(:; :g)

I1 polinomio di Taylor di ordine 2 per f intorno al punto (3,2) é dunque

3 x—3 1 (z-3 -1 -2\ [x—3
o= (5)-(22) 3 () (2 5 000)
1 3
=3(z —3) 3y —2) — 5(¢ — 3 — 2z — )y — 2) — S(y — 2)
51 1 3
=—?+1Ox+9y—§x2—2xy—§y2.
Troviamo cosi I’approssimazione

51 1 3
wlog(r—y) = —5-+100+9y—5a° =2wey—y*+o((2=3)"+(y=2)*), per (z.y) = (3,2).

2
Esempio 3.6. Determiniamo I’approssimazione del secondo ordine per la norma in R?
intorno al punto ¢ = (1,0,0). Sia f(z,y,2) = ||(z,y,2)| = /22 + y? + 22. Abbiamo gia
calcolato in esempi precedenti il gradiente e I’Hessiano della norma,
vi+22 —ay —xz
VI@y2) = [yl (@9,2), Hiwy2) = @) [ —oy 22422 —ye
—xz —yz 2t 4y
Per il punto = (1,0,0) abbiamo
. . L. . 0 00
f@) =l =1, VfGE) =i=(1 0 0), His)=|0 1 0
0 01
L’approssimazione cercata é data da
1 1
Iy ) =1+ (@ = 1) + 50" + 52° + o(w = 1)* + 4 + 2°)
1 1
=o+ -y + 0((:(: — 1)+ + 22), per (z,y,z) — (1,0,0).

2 2

Esercizio 3.7. Determina 'approssimazione locale del secondo ordine per le seguenti
funzioni intorno ai punti indicati.

1. f(z,y) = 2® + 22%y — 3zy* — 4y® intorno al punto (1,2);
f(z,y) = arctan £ intorno al punto (2,0);

f(z,y) = log(z* + y?) intorno al punto (—1,1);
f(z,y,z) = y/x + yz intorno al punto (1, 1,0);
i
i

x,y,z) = xcos(y)e* intorno al punto (2,0,0);

F”.C’TP.C"’.M

x,y,z,t) = xyzt intorno al punto (1,2,3,4).
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