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Nelle precedenti lezioni abbiamo piu che altro considerato la differenziabilita per fun-
zioni scalari. Ora vogliamo estendere il concetto di differenziabilita anche per funzioni
vettoriali. Vedremo anche come utilizzando la definizione di differenziabilita possiamo
calcolare derivate parziali per composizioni di funzioni vettoriali.

1 Applicazioni lineari

Facciamo un piccolo ripasso sulle applicazioni lineari tra spazi R” (rimandando al corso
di Geometria e Algebra per maggiori dettagli).

Definizione 1.1. Siano V e W due spazi vettoriali sul campo R. Una funzione L: V — W
si dice applicazione lineare quando valgono le seguenti proprieta:

L(x +vy) = L(x) + L(y), L(\x) = \L(x), Ve,y e V, A e R.

C’¢é uno stretto legame tra matrici e applicazioni lineari tra spazi vettoriali di dimen-
sione finita. Ad ogni matrice a valori reali A = (a;;)i=1,..,m con m righe e n colonne, cor-

7777

7j=1,...,n
risponde un’applicazione lineare L,: R™ — R™ che al vettore (colonna) x € R" associa
il prodotto matriciale (riga per colonna) tra la matrice A e il vettore x

aiq aig ... Q1 1 a1, + ajoxg + - + a1y,

a1 Q2 ... Q2p T2 2171 + Q22T+ ++ + A2, Ty
Ly(x) = Az = =

Am1 Am2 .- Qmn Tp, Am1T1 + Am2T2 + -+ AynTn



Gli elementi del vettore Ax sono dati dai prodotti scalari delle righe di A con x. Se

indichiamo con vy, v, ..., v,, 1 vettori formati dalle righe della matrice A abbiamo
(] VX
v; o= (@i, Qia, - . ., Qi) A= 1]:2 ; Ax = v
U, U &

Ogni applicazione lineare L: R™ — R™ ¢ della forma L(x) = Ax per una opportuna
matrice A con m righe e n colonne, le cui componenti a;; si possono ottenere valutando L
sui vettori delle basi canoniche,

a;; = €;+L(e;), i=1,....m,7=1,...,n,
dove ey, ..., e, sono i vettori della base canonica di R" e e, ..., €, sono i vettori della
base canonica di R™. Il vettore L(e;) coincide con la j-esima colonna di A; inoltre
ogni vettore y = L(x) che é immagine tramite L di un vettore = (z1,...,x,) & una

combinazione lineare delle colonne di A,

L(z) = L(i xjej) = ixiL(ej).

In particolare le applicazioni lineari L: R™ — R sono rappresentate da matrici con una
sola riga, e quindi possono essere scritte nella forma L(x) = v-x dove v = (vq,...,v,) &
il vettore riga della matrice che rappresenta L, con v; = L(e;).

Esempio 1.2. La funzione L: R® — R? definita da L(z,y,2) = (z — 2y + 32,5y — 4x)
1 -2 3
-4 5 0)°

La funzione L: R®> — R definita da L(z,y,z) = 2r — 3z ¢ lineare ed ¢ rappresentata
dal vettore v = (2,0, —3).

é lineare ed é rappresentata dalla matrice A = (

Esercizio 1.3. Sia L: R™ — R™ un’applicazione lineare.
1. Spiega perché se m > n 'applicazione L non puo essere suriettiva.

2. Spiega perché se m < n 'applicazione L non puo essere iniettiva.

Una matrice A con m righe e n colonne é formata da mn elementi, e in un certo senso
possiamo immaginarla come un vettore di R™" (solo che le sue componenti invece di
essere tutte il fila sono disposte su righe e colonne); possiamo definire dunque la norma
euclidea di una matrice esattamente come abbiamo fatto per i vettori ponendo




dove v; ¢ il vettore formato dagli elementi della i-esima riga di A. Se L ¢ 'applicazione
lineare corrispondente alla matrice A, applicando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz
ai prodotti v;-a, otteniamo

m m

IL@))* =) (wez)* < Y lloill* ll)* = 14| 1]
=1

=1

e dunque
IL ()] < [|A]l [|]]-

In particolare ne segue che tutte le applicazioni lineari sono lipschitziane,
[ L(21) — L(x2)|| = [[ L2y — a2)|| < [JA]] [l — 22 -

Ne segue che, essendo lipschitziane, le applicazioni lineari da R™ a R™ sono sempre
continue.

La composizione di due applicazioni lineari, quando ¢ definita, ¢ ancora un’applica-
zione lineare. Se L: R"™ — R™ ¢é 'applicazione lineare L(x) = Az, rappresentata dalla
matrice A con m righe e n colonne, e M : R™ — R¥ & applicazione lineare M (y) = By,
rappresentata dalla matrice A con k righe e m colonne, allora la funzione compo-
sta M o L: R" — R* ¢ I'applicazione lineare M (L(xz)) = BAz, rappresentata dalla
matrice prodotto BA con k righe e n colonne.

2 Differenziabilita per funzioni vettoriali

Per funzioni a valori vettoriali il concetto di differenziabilita rimane quello della possibi-
lita di avere un’approssimazione locale del primo ordine, che significa che gli incrementi
della funzione sono descritti a livello infinitesimale da una applicazione lineare degli
incrementi delle variabili.

Definizione 2.1. Una funzione f(x) definita in un intorno del punto p € R" a valori
in R™ si dice differenziabile nel punto p quando esiste una matrice A con m righe e n
colonne tale che

f(x) = f(p) + Al® —p) + o(|x — pll), perxz— p. (1)

La matrice A si dice matrice Jacobiana della funzione f nel punto p, e la indichiamo
con la notazione J¢(p) = A.

Utilizzando la definizione del simbolo o-piccolo, la scrittura (1) é equivalente al limite

vettoriale
i (@) — f(p) — A(z — p)
z—p |z — pll

—0. 2)

Proposizione 2.2. Sia f(x) una funzione definita in un intorno del punto p € R" a
valori in R™, e siano fi(x),..., fm(x) le sue m componenti scalari. Allora f & differen-
ziabile nel punto p se e solo se tutte le sue componenti scalari i, sono differenziabili nel



punto p, e in tal caso la matrice Jacobiana di f nel punto p é la matrice le cui righe
sono formate dai vettori gradienti delle componenti scalari fy,

Vfl(p)
Vfa
T(p) = f.(p)

Vi (p)

Dimostrazione. Segue dal fatto che il limite (2) a valori vettoriali che definisce la diffe-
renziabilita per f é equivalente agli m limiti scalari

lim fe(x) — fr(p) — vi+(xz — P)

=0, k=1,....m.
=P |z —pl

che definiscono la differenziabilita di ciascuna componente fi, dove il vettore v, é la
k-esima riga della matrice A. m

Esempio 2.3. La funzione f(z,y) := (v + v, ysin(x), er_y) ¢ composta da tre compo-
nenti scalari che dipendono da due variabili,

filz,y) =a+12  folw,y) =ysing, fa(z,y) =" V.
I loro gradienti sono
Vf1<33,y) = (172:(/)7 VfQ(l',y) = (ycosa:,sina:), Vf&(xay) = (21.8332—1/’ _ex2—y)'

La matrice Jacobiana di f é data da

L, 2y
Je(x,y) = | ycosx, sinx
Q:Eexz*y, —e* Y

Data la funzione vettoriale di piu variabili

fl(l‘l,[E27 e ,ZL‘n)
Fla) = fQ(xl,mgi,...,xn)
fm(l’l, To, ... ,xn)

possiamo anche descrivere la condizione di differenziabilita in un punto @ usando un
vettore h per gli incrementi (infinitesimali),

f(x+h)=f(x)+ J(x)h+o(|h]), perh— 0.

La matrice Jacobiana di f non é altro che la matrice formata da tutte le derivate parziali
prime delle varie componenti della funzione,



L’applicazione lineare rappresentata dalla matrice jacobiana J¢(x) si dice differenziale
di f nel punto x,

df(z): R* > R™,  df(z)(h) = Js(x)h.

Esempio 2.4. Consideriamo la funzione f(z,y,2) := (/T + y,log(y + 2)) e determi-
niamo la sua approssimazione del primo ordine intorno al punto (1,2, 3). Per mettere in
evidenza gli incrementi delle variabili rispetto al punto, scriviamo

r=1+4a, y=2+D, z=3+4+c,

dove (a,b,c) ¢ il vettore degli incrementi. Cerchiamo di ricondurci con opportune so-
stituzioni alle approssimazioni del primo ordine per funzioni di una variabile di radici
quadrate e logaritmi; abbiamo infatti che

1
\/1+t:1+§t—|—0(t), log(14+t) =t+ o(t), per t — 0.

Per la prima componente di f, quando (a,b,c) — (0,0,0) abbiamo

b
Al+a,2+4b3+¢)=vV3+a+b=1V3- 1+a‘; _

\/_<1+1 a§b+o(|a\+|b])> V3+—

0t 5t (b))

Per la seconda componente di f, quando (a,b,c) — (0,0,0) abbiamo

b
fo(1+a,24b,3+¢) :=log(5b+ b+ c) = log(5) +log<1+ —é—c> =

b+ 1 1
= log(b) + Tc + o(|b] + |¢]) = log(5) + gb—k =€ + o(||(a, b, )]]).

Mettendo insieme le due cose troviamo

Fl+a,2+b3+¢) = (‘ggz;)?f?[; b) +o(ll(a, b)) =

1 1
(V3 L (35w
log 5 0, £,

ual= O

a
) () + oo,
c
Dunque la matrice Jacobiana di f nel punto (1,2,3) ¢é
A1
Jp(1,2,3) = <2¢5’ 2y3’ 1) :
5

Osservazione 2.5. Per 1'applicazione lineare L(x) = Ax rappresentata dalla matrice A
abbiamo
L(z+h)=L(x)+ L(h)=L(x) + Ah+0, Vh,

e dunque ne consegue che Jp(x) = A per ogni x.



Per funzioni scalari la matrice Jacobiana coincide con il vettore gradiente. Se f: A — R,
con A C R", abbiamo

V@) = Js(@) = (0n, f(@), On, f (). ... Ou, f ().

Per funzioni vettoriali di una sola variabile la matrice Jacobiana & un vettore (colon-
na) formato dalle derivate delle singoli componenti, che chiameremo wvettore derivata.
Se f: I — R", con I C R, abbiamo

()

Esercizio 2.6. Determina la matrice jacobiana per le seguenti funzioni nei punti indicati:
1. funzione f(x,y) := (z,/y,ylogx), punto (e,4);
2. funzione f(z,vy,z) := (x,zy, xyz), punto (2, 1,0);
3. funzione f(z,y) := (zr +y,z —y,zy,x/y), punto (—1,1);
4. funzione f(x,y,z,t) := (1 + 2x + 3y + 4z, 5z + 6y + 7z + 8t), punto (4,3,2,1);
5. funzione f(u,v,w) := arctan(u + wlogv), punto (0, 1, 2);
(

6. funzione f(t) := (tcost,tsint,t), punto .

3 Differenziabilita di funzioni composte
Date due funzioni vettoriali f(x) e g(y) possiamo considerare la funzione composta

(gof)x) =g(f(z))

solo quando il numero di componenti della funzione interna f coincide con il numero di
componenti della variabile y da cui dipende la funzione esterna g.

Definizione 3.1. Siano n,m,k € N. Siano f: A — R™ definita sul dominio A C R"
e g: B — R definita sul dominio B C R™. Sia A I'insieme dei punti del dominio di f
la cui immagine tramite f appartiene al dominio di g,

A:={xecA: f(x)e B} CACR"
Quando A non ¢ vuoto possiamo definire la funzione composta g o f ponendo

gof: AR (go f)(x) = g(f(x)).



Teorema 3.2. Supponiamo che
o f ¢ differenziabile nel punto x;
e g ¢ differenziabile nel punto f(x);
e la funzione composta g o f & definita in un intorno di x

Allora abbiamo che go f ¢ differenziabile nel punto x e la sua matrice Jacobiana é data
dal prodotto della Jacobiana di g in f(x) con la Jacobiana di f in x,

Jgor(®) = Jo(f(®)) Iy (). (3)

Nel caso in cui le funzioni siano due funzioni scalari di una variabile la formula (3)
coincide con la nota formula per la derivata di funzioni composte scalari

Anche la dimostrazione procede in maniera simile a quella del caso scalare.

Dimostrazione. Per I'ipotesi di differenziabilita di f in @, per piccoli incrementi h € R”
abbiamo

f(®+h)=f(z)+ Ah +(h), (4)

dove A = J¢(x) e ¢ & una funzione definita in un intorno di 0 € R™ con ¢(0) = 0
e p(h) = o(||k||) per h — 0. Sia y := f(x). Per l'ipotesi di differenziabilita di g in v,
per piccoli incrementi k € R™ abbiamo

gy +k)=gly) + Bk + (k) (5)

dove B = J,4(y) e 9 ¢é una funzione definita in un intorno di 0 € R™ con ¢ (0) = 0
e ¥(k) = o(||k||) per K — 0. Combiniamo (4) con (5) tramite le sostituzioni y = f(x)
e k = Ah+p(h), osservando che x é un punto fissato, mentre I'incremento k puo essere
reso piccolo scegliendo h sufficientemente piccolo, e otteniamo

g(f(x+h)) =g(f(x)+k)=g(f(x)) + B(Ah + p(h)) + ¢ (Ah + ¢(h)) =
= g(f(x)) + (BA)h + Bo(h) + ¢ (Ah + ¢(h)) = g(f(z)) + (BA)h + w(h), (6)
dove w(h) := Bp(h) + ¢ (Ah + @(h)).
Verifichiamo che w(h) = o (||h||) per h — 0. Siccome @(h) = o(||h]|) per h — 0,

abbiamo che
Ver > 0,36 >0: [|h]| <& = [lp(h)| <e|hl;

analogamente, siccome ¥ (k) = o (||k||) per k — 0, abbiamo che

Vey > 0,30, >0 [kl <02 = [[b(K)[| < ez [|K|-



Dato € > 0 scegliamo ora

€1 := min{L \/E} 15 '—min{L \/E} 5'—min{(5 L}
. 3IB|I"V 3’ : 3AITV 3 ) ' VAl e S

Preso h tale che ||h|| < J, poniamo k := Ah + (h) e abbiamo

1Bl < [[AR] + llp(R)]] < ([[A]l + 1) |R[] < (Al + 1) 6 < 65,

lw) < [[Beh)|| + k)| < Bl lleR)] + 2|l <

<
< 1Bl er bl + eo([|All + 1) [[R]l = (1Bl er + [|All 2 + ere2) [|R]] < € [|R]|.

Abbiamo cosi provato che per ogni € > 0 esiste un 6 > 0 tale che quando [|h| < § si
ha ||w(h)| < ]|h]|, ma cio significa che w(h) = o(||h||) per h — 0. Dunque tornando
all’'uguaglianza (6) otteniamo

(gof)(x+h)=(go f)(x)+ (BA)h + of[|h]), per h -0,

da cui ricaviamo che g o f ¢ differenziabile nel punto e la matrice Jacobiana é data
da Jgop(x) = BA. O

Esempio 3.3. Considera le funzioni

F(z,y) = (:c +y, xlog(y), cos(zy), Vo + y2> :

2

a—l—b)'

G(a,b,c,d) := (b arctan(c), a + b* + ¢,

Determiniamo la matrice Jacobiana della funzione composta H (z,y) := G(F(z,y)) nel
punto p := (m, 1). Calcoliamo prima il valore di F in p,

q:=F(p)=F(m1)= (71' + 1, mlog(1), cos(m 1), V7 + 12) = <1 +m,0,—1,vV1+ 7T> :
Determiniamo la matrice Jacobiana di F' calcolando tutte le sue derivate parziali,
1 1

log(y)
_ySi?(l’y) —zsin(zy) | Jr(p) =

N Joir Witr Vire

Determiniamo la matrice Jacobiana di G calcolando tutte le sue derivate parziali,

<

JF(xv y) =

o O =
O 3N

<

0 arctan(c) H% 0 0 -1 0 0
Jolabed)=| L 2 3¢ 0 ) dglg=| 1 0 3 0
T @) T (atb?)? 0 T T Ter Vitr



Otteniamo la matrce Jacobiana della funzione composta come prodotto delle matrici
Jacobiane delle sue componenti,

0 T 0 0 [1) 71T 0 -
w1 Y A 1 0 5=

1
2/ 14w V14w

Osservazione 3.4. Consideriamo il caso particolare della composizione di una funzione
scalare con una funzione vettoriale di una variabile. Sia f: I — A una funzione vet-
toriale di una variabile definita sull’intervallo I C R a valori nel dominio A C R", e
sia g: A — R una funzione scalare di piu variabili definita su A. Supponiamo che f
e g siano differenziabili. La funzione composta h: I — R, definita da h(t) := g(f(¢)), €
una funzione scalare di una variabile. Possiamo pensare ad f come una curva che ha
sostegno nel dominio del campo scalarre g, la funzione composta h = g o f non fa altro
che leggere i valori del campo g lungo la curva descritta da f.

La derivata della funzione composta h nel punto t, per la formula (3), ¢ data dal
prodotto di un vettore riga per un vettore colonna, che possiamo interpretare come il
prodotto scalare di due vettori,

R () = J(t) = J,(F(0) (1) =
O
- (200 0w) NN CLTE
= V4 (0)-F(1) = DyoalFD),

e coincide con la derivata direzionale di g nel punto f(¢) rispetto alla direzione f’(t).
Se poniamo & = f(t) e y = g(x) possiamo scrivere tale formula alla maniera dei fisici,

Z@y dr; Oy dxy Oy da “.+8y%
Ox; dt Oy dt  Oxo dt ox, dt’

]—

questa formula viene anche chiamata regola della catena, e dice che la derivata totale
di y rispetto a t si ottiene sommando le derivate parziali di y rispetto alle variabili z;,
ciascuna moltiplicata per la corrispondente derivata di x; rispetto a t.

Esempio 3.5. Supponiamo di voler studiare il comportamento del campo scalare F
definito da
F(x,y, 2) == 2’y + 2°,

lungo la curva parametrizzata da

~(t) :== (z(t),y(t), 2(t)) = (t*, cost,logt), t>0.



La derivata di f é data da

/ o / _aF / aF’/ aF/_ / 2 2
f(t)—VF('y(t))'y(t)—%x%—ayy—|—azz =2zxyx +a7y +32°2 =

3
= 2t*(cost)2t + t*(—sint) + 3(logt)*~ = 4t3 cost — t*sint + Z(log t)?.

~+ | =

FEsercizio 3.6. Calcola il valore di ¢’(1) dove g é la funzione definita da
g(t) == F(F(t,1*), F(*,t"),  F(z,y) =z —log(zy?).

Esercizio 3.7. Considera la funzione

F(z,y) = (

cos(x) sin(m)) |

r+y -y
Sia G(z,y) = F(F(z,y)) la funzione composta di F' con se stessa.
e Determina la matrice jacobiana di F' in un generico punto (z,y).
e Determina la matrice jacobiana di G nel punto (0, 1).
Esercizio 3.8. Considera le funzioni
f(z,y) :=log(1 +2%y), G(t):= (arctan(1+1t),sin(3t)), H(z,y) := G(f(z,y)).
e Calcola la matrice jacobiana della funzione H nel punto (1,0).
e In quali punti (z,y) si ha che la matrice jacobiana di H é invertibile?

FEsercizio 3.9. Considera le funzioni

F(z,y) := (z + 2%y, sin(z + 7)), G(u,v) = <1—1—Lv’ log(1 4 2u — 31})),
H(z,y) == G(F(z,y)), K(u,v) = F(G(u,v)).

Calcola le matrici jacobiane di H e K in (0,0).

FEsercizio 3.10. Considera le funzioni definite da

fla) = (reostn) 25) 0 alstyims— [

241

e Calcola tutte le derivate parziali di f e di g.
e Calcola il gradiente della funzione composta g o f: R*> — R nel punto (0,0).

FEsercizio 3.11. Considera le funzioni definite da

b
f(t) = (t, t2,t3) , g(zyy,2) = (log(xyz), 1— es"“y’gz) ,  h(a,b):= / cos(mr?) dr.

10



e Calcola tutte le derivate parziali di f, g e h.
e Sia k la funzione composta k(t) := h(g(f(t))); calcola il valore della derivata k'(1).

Esercizio 3.12. Considera le funzioni

Flz,y, 2) i= z/xy (loi<t)>2 dt,  G(t) = (t, 1,13,

definite per t,z,y,z > 0. Sia h(t) := F(G(t)) la loro funzione composta.
e Calcola tutte le derivate prime di F' e di G.
e Calcola h(1), /(1) e B"(1).

4 Calcolo differenziale vettoriale

L’operazione di derivazione parziale %, quando é ben definita, pud essere intesa come
J
un’applicazione lineare che trasforma funzioni in altre funzioni,
of
f— R
Lj
Ad esempio possiamo vederla come una trasformazione lineare che prende funzioni di
classe C' e restituisce funzioni continue,

i: ct — .
Oz,

Sia k € Ny. Indichiamo con la scrittura C*(A; B) 'insieme delle funzioni di classe C*
che hanno come dominio A e come codominio B. Essere di classe C* significa possedere
tutte le derivate fino all’ordine k ed esse sono tutte funzioni continue. Dato un sot-
toinsieme aperto €2 C R", 'operatore di derivazione parziale % agisce come operatore

lineare che trasforma funzioni di C**(Q;R) in funzioni di C*(Q;R),

0
—: C*HQ;R) — CH(4;R), j=12...,n.
3xj
La funzione % contiene informazioni su come f(x) varia al variare della singola variabi-
J

le ;. Possiamo combinare queste derivate parziali in diversi modi per avere informazioni
sulle modalita di variazione della funzione rispetto a tutte quante le variabili.

11



4.1 Gradiente

L’operatore gradiente associa ad una funzione scalare il campo vettoriale formato da
tutte le sue derivate parziali.

Definizione 4.1. Sia n € N. Sia {2 un sottoinsieme aperto di R™. Definiamo I’operatore
gradiente per funzioni di classe C*:

grad: C'(;R) — C°(; R™),

grad f(x) = Vf(x) := (S—x{(w),,gxf

(:c)), Ve € Q.

Il gradiente ¢ un operatore lineare e valgono le seguenti proprieta:

V(f+9)=(Vf)+(Vg),  V(fg)=fVg+gVFf.

Se indichiamo con e, ..., e, i vettori della base canonica di R", per linearita possiamo
pensare al gradiente come una somma vettoriale delle sue derivate parziali
0 0 "0
Vi ey g Mo 59
0, oz, = Ox;

A livello simbolico, I'operatore gradiente possiamo pensarlo come un vettore le cui
componenti sono operatori di derivazione parziale,

vz(a%,...,a%)

Per funzioni scalari di tre variabili, f(x,y, z), abbiamo
V=(0:,0,,0.), Vf=0.fi+0,fj+0.fk.

Abbiamo visto (nella lezione 12) che per funzioni differenziabili conoscere il gradiente
permette di calcolare facilmente derivate direzionali rispetto a qualsiasi direzione wv:

D, f(p) = Vf(p)-v.

Dal punto di vista geometrico il gradiente ci fornisce informazioni sulle direzioni di
massima crescita della funzione. Se V f(p) # 0 allora la direzione di massima crescita
per la funzione f(x) nel punto p ¢ data dal versore

1
v e P

e la velocita di crescita in tale direzione é data dalla derivata direzionale

Duf(p) = Vf(p)u=|[Vf(p)l.

12



Esempio 4.2. Consideriamo il campo scalare f(z,v,2) := 2° + y*2. 1l suo gradiente ¢
il campo vettoriale . ~
Vf(z,y,z2)=32% + 2yzj + v’k.

FEsercizio 4.3. Sia f(x,y) una funzione differenziabile nel punto (x, ). Quali condizioni
devono soddisfare due vettori u,v € R? affinché il gradiente V f(z,,y,) possa essere
determinato conoscendo solo i valori delle derivate direzionali Dy, f(2, ys) € Do f (24, Yx)?

4.2 Divergenza

L’operatore di divergenza associa ad un campo vettoriale il campo scalare definito dalla
traccia della sua matrice Jacobiana. (La traccia di una matrice ¢ la somma degli elementi
sulla sua diagonale principale.)

Definizione 4.4. Sia n € N. Sia {2 un sottoinsieme aperto di R™. Definiamo 'operatore
di divergenza per funzioni di classe C:

div: CH(R™) — CO(%R),

) B of.
div f(x) = V-f(x) :==tr J¢(x Zaxfj axfi( )+---+a§ (x), Vxe.

j=1

La divergenza ¢ un operatore lineare e valgono le seguenti proprieta:

Vif+9) = (V-f) +(Veg),  Ve(of) =(V-f) + (Vo) f,

per ogni coppia di campi vettoriali f, g e per ogni campo scalare .
A livello simbolico, 'operatore di divergenza applicato ad un campo vettoriale possia-
mo pensarlo come il prodotto scalare tra ’operatore gradiente e il campo vettoriale,

0
+ _fn-

: 0
lef = V'f == a_l’lfl + 6ZE

Attenzione pero all’ordine dei fattori: le scritture V-f e f-V non significano la stessa
cosa: il primo ¢ un campo scalare (la divergenza di f), mentre il secondo é un operatore
differenziale scalare. Se ¢ é un campo scalare abbiamo

_oh . ok

(V-flp = o Pt T
L 0p 0

(f'V)SO—fla—xl‘F'“‘l‘fn%-

Per funzioni vettoriali scalari di tre variabili a valori in R?,

f(x,y, Z) = (fl(x7ya Z)v fQ(xayvz)a fg(l',y, Z)), (7)
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abbiamo

V‘f = axfl + ayf2 + asz-

Dal punto di vista geometrico il valore della divergenza di un campo vettoriale in un
punto é una misura di quanto i vettori del campo tendono ad “aprirsi” (ad allontanarsi
tra loro).

Da un punto di vista fisico, se immaginiamo il vettore f(x) come la velocita della
particella di un fluido che si trova nel punto @ allora div f(«) indica la densita del flusso
del fluido nel punto x: immaginiamo di misurare la quantita di fluido che esce (o entra)
attraverso la superficie di un piccolo intorno regolare del punto «, il rapporto tra il flusso
misurato e il volume dell’intorno tende (sotto ragionevoli ipotesi di regolarita) al valore
della divergenza nel punto, quando l'intorno tende a concentrarsi nel punto.

Esempio 4.5. Consideriamo il campo vettoriale f(z,y,2) := (23, y?z, 22 + y). La sua
divergenza ¢ il campo scalare

V-f(z,y,2) =32 + 2yz + .

Esercizio 4.6. Calcola la divergenza dei seguenti campi vettoriali:

1. F(x,y) = <log \/x? 4 y?, arctan %),
2. F(z,y,2) = yz;+ xz5+ xyE;
3. F(x,y,2,t) = V(zy?z’e').

FEsercizio 4.7. Sia f(r) una funzione derivabile di una variabile. Dimostra che per € R"
vale la formula

V-(fUlll) =) = llz[l £ (ll]]) + nf (l])-

4.3 Rotore

L’operatore rotore associa ad un campo vettoriale su R? un altro campo vettoriale, ope-
rando simbolicamente il prodotto vettoriale tra I'operatore gradiente e il campo vettoriale
dato.

Definizione 4.8. Sia ) un sottoinsieme aperto di R3. Definiamo "operatore rotore per
funzioni di classe C':

rot: C'(Q;R?) — C°(Q; R?),

mtf(m):va(m);:(%—f—%)h(aﬁ (9“’05”)3*'+(a]t2 8f1)12, vz € Q.

0z ox

ox oy
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Il rotore ¢ un operatore lineare e valgono le seguenti proprieta:

VX(f+9)=(VXf)+(Vxg),  Vx(pf)=o(VXF)+ (Vo)X f,

per ogni coppia di campi vettoriali f,g e per ogni campo scalare .
A livello simbolico, 'operatore rotore applicato ad un campo vettoriale possiamo
pensarlo come il determinante di una matrice simbolica,

- — —

i ] Kk
rot f =Vxf=det |0, 0, 0.
i f2 fs

Dal punto di vista geometrico il vettore rotore di un campo vettoriale in un punto é
una misura di quanto i vettori del campo tendano a “ruotare” intorno al punto.

Da un punto di vista fisico, se facciamo ruotare un corpo rigido che occupa lo spazio R3
intorno all’origine con velocitd angolare costante w = (w,,wy,w,), allora il campo di
velocita che descrive la velocita dei punti del corpo in ciascun punto dello spazio é
descritto dal campo vettoriale dato da

—

v(1,y,2) = wX (2,1, 2) = (waz — wyy)i + (ws3z — w12)] + (w1 — woz)k.

In questo caso rot v risulta essere proporzionale alla velocita angolare,

rotv = VXv = (9,v3 — 0,v2) i+ (0,01 — 8$U3);+ (Opv2 — Oy11) k=
= (w1 — (~w1)) T+ (wo — (~w2)) J + (w3 — (—w3)) k = 2w.

Quando il corpo non ¢ rigido (ad esempio un fluido), la velocita angolare puo variare da
punto a punto ed essa puo essere misurata tramite ’operatore rotore.

Esempio 4.9. Consideriamo il campo vettoriale f(z,y,2) := (23, 4%z, 22 + y). 1l suo
rotore é il campo vettoriale

-

VX f(x,y,z)=(1— yQ){+ (0—2)7+(0— O)E =(1- yQ)Z— Zf: (1—1y?% —2,0).

Osservazione 4.10. Se abbiamo un campo vettoriale dipendente da due variabili e a
valori in R,

g € C' (4R,
definito su € aperto in R?, possiamo estenderlo ad un campo dipendente da tre variabili
a valori in R? ponendo

G((I,’7y, Z) = (gl(x7y)792(x7y)70)7 V(ZE,y,Z) € QxR

Se calcoliamo il rotore di G otteniamo

-

rot G = (8y0—8zgg){+(azgl—8I0);'+(8Ig2—8ygl)12 = (0292—0yg1 )k = (0,0, 0:90—0yn).

Osserviamo che si tratta sempre di un vettore parallelo all’asse z. L’informazione utile
in questo calcolo € tutta contenuta nella terza componente, che ¢ un campo scalare che
dipende solo dalle variabili z e y, ed essa definisce il rotore (bidimensionale) del campo g,

rot g(z,y) = 0.92(x,y) — Oyg1(z,y).
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FEsercizio 4.11. Calcola il rotore dei seguenti campi vettoriali:
1. F(x,y) = <log V2?4 y?%, arctan %),

2. F(z,y,z) = yzi + 25 + zyk;
3. F(r,y,2) = VX(z,2% ).

4.4 Composizione di operatori

Per campi di classe C? possiamo considerare la composizione di coppie di operatori
differenziali in vari modi.

Sia f(x,y,z) un campo scalare di classe C? e sia F(z,y,z) = (Fy, F», F3) un campo
vettoriale di classe C2.

e Il rotore del gradiente di un campo scalare é sempre nullo, infatti per il teorema
di Schwarz sull’'uguaglianza delle derivate seconde miste abbiamo

rot(grad f) = VX (Vf) =
= (8,0.f — 0.0,1)3 + (0.0uf — 0,0.1)5 + (8.0, f — 0,0, f)k = 0.

e La divergenza del rotore di un campo vettoriale é sempre nulla, infatti sempre per
il teorema di Schwarz sull’'uguaglianza delle derivate seconde miste abbiamo

div(rot F) = V-(VXF) =
= 0,(8,Fs — 0.Fy) 4 0,(0.Fy — 0,F3) + 0.(0,Fy, — 0,Fy) =
= 0y8ZF1 - azayFl + 828xF2 - axang + 310yF3 - 8y(9xF3 - 0

e La divergenza del gradiente di un campo scalare definisce un operatore differenziale
del secondo ordine, detto laplaciano, esso coincide con la traccia della matrice
Hessiana,

Af = div(grad f) = Vo(Vf) = 00,00, f + -+ 0,00, f = S0, f = tr Hj.

Jj=1

Esercizio 4.12. Sia F un campo vettoriale di classe C? su R? a valori in R3. Calcola,
cercando di semplicare al meglio il risultato il campo vettoriale G che si ottiene dalla
differenza tra il rotore del rotore e il gradiente della divergenza,

G :=VX(VXF)—-V(V-F).
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Esercizio 4.13. Dato il campo vettoriale

Calcola il campo vettoriale

g =VX(Vxf)—-V(V-f).

17



