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1 Valore medio integrale

La media aritmetica g di una sequenza ag,as,...,a, di n numeri si ottiene dividendo
per n la somma di tutti i numeri,

n

ai+ay+---+a, 1

n n Z
k=1

Questo valore medio p é caratterizzato dal fatto di essere quell’unico valore che se venisse

sostituito a ciascuno dei termini a; manterrebbe la somma totale invariata:

Zu =nu = Z Q.
k=1 k=1

Una sequenza di n valori tutti uguali ad una stessa costante produce la stessa somma
della sequenza degli ay, se e solo se la costante coincide con la media aritmetica degli a.
Proviamo a fare una cosa analoga, sostituendo al posto della sequenza di valori a; i
valori che una funzione assume su un certo intervallo [a, b] e sostituendo al posto della
sommatoria dei valori l'integrale della funzione. Data una funzione integrabile f(z)
definita su [a, b], ci chiediamo quale sia quel valore costante p tale che la funzione costante
definita da g(x) := p per ogni x € [a, b] abbia lo stesso integrale di f su [a, 0],

/abudxz/abf(x)dx,

Il calcolo dell’integrale di una funzione costante ¢ immediato, f;udx = ulb—a), e
b
a f

dunque otteniamo che dovra essere (b — a) = fab f(x)dz, ovvero p = 7



a b

Definizione 1.1. Sia f una funzione integrabile secondo Riemann sull’intervallo [a, b].
Definiamo valore medio integrale di f su [a, b] il rapporto tra I'integrale di f e la lunghezza
dell’intervallo odi integrazione,
1 b
b—a /a /

Una funzione ha valore medio nullo su un intervallo se e solo se il suo integrale su
quell’intervallo é nullo.

0$serva,zi0ne 1.2. Se p ¢ il valore medio di f(z) su [a, b] allora l'integrale della funzio-
ne g(z f(z) — p su [a,b] é nullo,

/g—/f dx—/udx_/f )do — (b— a)p /f d:c—/f

Esempio 1.3. Calcoliamo il valore medio della funzione f(z) = z? sull’intervallo [2, 4].
Utilizzando procedimenti visti nelle scorse lezioni, basati su approssimazioni tramite
somme di Darboux relative a suddivisioni di intervalli della forma [1, L] formate da punti
in progressione geometrica, possiamo ricavare che flL r?dr = %(L?’ —1). Applicando la
proprieta di additivita su [1,4] = [1,2] U [2,4], ricaviamo che

4 4 2
1 1 o6
/x2dx:/ x2dx—/xde:—(43—1)——(23—1):—.
2 1 1 3 3 3

. : . 4
Pertanto il valore medio sara p = 1= [, 2?da = 2.
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Esercizio 1.4. Utilizzando i calcoli di integrali che abbiamo gia svolto nelle precedenti
lezioni (ed esercizi) e applicando le proprieta dell’integrale di Riemann, calcola il valore
medio delle seguenti funzioni sugli intervalli indicati.

L. f(z) =¢"su [0,2];

2. f(z) =5 su fe,e?];

3. f(x) =2 — 3z su [~1,4];

4. f(z) =1 —22su [0,1],

5. f(x) = |42] (parte intera di 22) su [—4/3,7/4].

Esercizio 1.5. Per quale valore di L > 0 si ha che il valore medio della funzione f(z) = x?

sull'intervallo [0, L] coincide con la lunghezza di tale intervallo?

FEsercizio 1.6. Fai un esempio di una funzione continua definita sull’intervallo [2, 7], che
abbia valore medio uguale a 4, e tale f(z) =4 se e solo se x = 5.

FEsercizio 1.7. Fai un esempio di una funzione integrabile definita sull’intervallo [2, 7],
che abbia valore medio uguale a 4, e tale f(x) sia sempre diverso da 4.

Data una funzione f integrabile su [a, b], siano m := inf|, ) f ¢ M = sup, ;) f. Abbia-
mo che m < f(x) < M per ogni = € [a,b]. Per la proprietd di monotonia dell’integrale,
integrando e dividendo poi per la lunghezza dell’intervallo otteniamo

1 b
weit [
b—a /,

Il valore medio é dunque sempre un valore intermedio tra i valori estremi che una funzione
puo assumere. Sappiamo, per il teorema dei valori intermedi (visto nel primo semestre),
che quando una funzione é continua ed é definita su un intervallo allora assume tutti
i suoi valori intermedi. Ecco cosi dimostrato il teorema del valore medio integrale che
dice che ogni funzione continua su un intervallo assume sempre (almeno una volta) il
suo valore medio.

Teorema 1.8. Sia f una funzione continua a valori reali definita sull’intervallo [a,b].
Allora esiste un punto p € [a,b] nel quale il valore della funzione coincide con il suo

valore medio: . ,
o [ o= )

Senza l'ipotesi di continuita non é detto che il valore medio integrale sia un valore
assunto dalla funzione.

Esempio 1.9. Consideriamo la funzione f: [0,6] — R definita da

x) =
/(@) 4—%957 se2<zx

%x, se 0 <o <2,
<6



NI~
—_—

Il suo valore medio é

1 6 1 21 6 1 1 13
U 6—0/0 f(z)dx G (/0 2xdzv+/2 ( 4x>dx) 6( +12) 5

L’immagine della funzione, ovvero I'insieme dei valori assunti dalla funzione, é costituito
da due intervalli separati,
57
0,6]))=10,1U|=, =],
o.eh = .70 |37
tale immagine non contiene il valor medio 13/6, valore dunque che non viene mai assunto
dalla funzione.

Intorno ai punti di continuitd di una funzione il valore medio su piccoli intervalli
rimane vicino ai valori della funzione e vale il seguente risultato che ci servira in seguito
per dimostrare il teorema fondamentale del calcolo.

Proposizione 1.10. Sia f: [a,b] = R una funzione integrabile e sia q € [a,b]. Per
ogni x € [a,b] \ {q} sia ps(x) il valore medio di f sull’intervallo di estremi q ed x,

i) = —— [ sy

r—q

Se f & continua nel punto q allora il valore medio pir(x) tende a f(q) quando x — ¢,
lim p¢(z) = f(q)- (1)
T—q

Dimostrazione. Siccome una funzione costante coincide sempre con il suo valore medio,
considerando il valore costante f(q) abbiamo che

1 X
f(q) = / f(q)dt,
(q) —al, (q)
per ogni x # q. Dunque, per la linearita dell’integrale, possiamo scrivere
1 X
i) = £0) = [ (710~ 1(@) .
r—q),



Per ipotesi f é continua in ¢; cio significa che per ogni € > 0 esiste un 6 > 0 tale che
per ogni t € [a,b] quando |t —q| < § si ha |f(t) — f(q)] < e. Quando scegliamo x tale
che 0 < |x — ¢| < § abbiamo allora che |t —¢| < § per ogni ¢ compreso tra q ed x e

dunque
q)| dt < —/ edt =e.

Ma questo significa che lim,_,, ur(z) = f(q). O

() —

2 Funzioni integrali

Definizione 2.1. Sia f: I — R una funzione definita sull’intervallo I C R ed integrabile
su ciascun intervallo chiuso e limitato contenuto in I. Sia p € I. Definiamo funzione
integrale di f con punto base p la funzione F': I — R definita dai seguenti integrali

:/mf(t)dt, vrel.

Esempio 2.2. La funzione segno, f(x) = sgn(x), & monotona non decrescente su R e
dunque integrabile su ogni intervallo limitato. Calcoliamo la sua funzione integrale di
punto base 0:

F(z) = /Ox sgn(t) dt.

Quando z > 0, per ogni t €]0, z] abbiamo sgn(t) = 1 e dunque

F(x):/ ldz = x;
0

quando z < 0, per ogni t €]z, 0] abbiamo sgn(t) = —1 e dunque

F(x):/Om(—l)dx:—/xo(—l)dx:/:ldx:()—x:—x;

mentre per x = 0 abbiamo F(0) = fOOde = 0. Otteniamo cosi che F(z) = |z|. La
funzione integrale della funzione segno con punto base 0 coincide con la funzione valore
assoluto.




Esempio 2.3. Abbiamo visto che flL %dx = log(L) per ogni L > 1 e dunque la funzione
integrale di f(x) = < su [1, 400 con punto base 1 ¢ data da F(z) = log(x).

FEsercizio 2.4. Calcola le funzioni integrali nei seguenti casi:
1. f
2. f
3. f
4. f

Le funzioni integrali sono sempre continue.

Proposizione 2.5. Sia f: I — R una funzione definita sull’intervallo I C R ed integra-
bile su ciascun intervallo chiuso e limitato contenuto in I. Sia p € I. Allora la funzione
integrale di f con punto base p, definita da F(x) := fpx f(t)dt, é continua su I.

Dimostrazione. Siano a,b due punti dell’intervallo I con a < b. Siccome f & integrabile
(secondo Riemann) su [a,b], allora |f| sard una funzione limitata su tale intervallo, e
dunque possiede un maggiorante finito, sia esso M,

If(O)] < M, Vi€ a,b].

Comungque scelti due punti z1, s € [a, b], per la proprieta di additivita abbiamo

F(xl)—F(xg):/:l f(t)dt—/:gf(t)dtz/: (1) dt.

Utilizzando il fatto che il valore assoluto di un integrale si stima con l'integrale del valore
assoluto, e applicando anche le proprieta di monotonia, otteniamo

max{z1,r2} max{z1,r2}
|F(:L’1)—F($2)\§/ |f(0)] dté/ Mdt = M |z — x| .

min{z,z2} min{z1,z2}

Quindi F risulta essere lipschitziana su [a, b] con costante di lipschitzianita M. In par-
ticolare, segue che F' é (uniformemente) continua su [a,b]. Dunque F' é continua in
ogni punto di ogni intervallo chiuso e limitato contenuto in I, quindi F' é continua su
tutto I. O]

Quando la funzione integranda ¢é continua, la funzione integrale diventa derivabile.

Teorema 2.6. Sia f: I — R una funzione definita sull’intervallo I C R ed integrabile
su ciascun intervallo chiuso e limitato contenuto in I. Siap € I. Sia F(x) := fpm f(t)de

la funzione integrale di f con punto base p. Se f é continua nel punto q € I allora F' é
derivabile in q e F'(q) = f(q).



Dimostrazione. Calcoliamo il rapporto incrementale della funzione integrale tra i punti ¢
e v # q. Applicando la proprieta di additivita troviamo che

F(xi:S(Q) _ xiq </:f(t)dt—/qu(t)dt) — %_q/qxf(t)dt = uy(x).

Ovvero, il rapporto incrementale di F' coincide con il valore medio integrale di f. Siccome
abbiamo supposto f continua in ¢, per la proposizione 1.10 abbiamo che

lim pip(2) = f(q)-

Dunque otteniamo che
F(x) - Fg)

lim = f(a),
a—q T —(
ovvero che F' é derivabile in g e che F'(q) = f(q). ]

Il teorema 2.6 costituisce la prima parte di quello che viene chiamato “Teorema fonda-
mentale del calcolo™ la derivata di funzioni integrali coincide con la funzione integranda
quando quest’ultima é continua. Questo ci dice che in un certo senso l'operazione di
derivazione funziona come operazione inversa dell’operazione di integrazione.

Per calcolare derivate di funzioni integrali non é sempre necessario calcolare prima il
valore degli integrali.

Esempio 2.7. Calcoliamo la derivata della funzione

T

G(z) = /e cos(t?) dt.

1+x2
Se consideriamo la funzione integrale

Fla) = /0 " cos(?) dt,

abbiamo che per la proprieta di additivita ff cos(t?)dt = F(b) — F(a) per ogni a,b € R
e dunque

G(z) = F(e") — F(V1 + 22). (2)
La funzione cos(z?) ¢ continua e quindi per il teorema 2.6 essa coincide con la deri-
vata di F'(x); applicando la regola di derivazione di funzioni composte all’identita (2)
otteniamo

G'(z) = F'(¢") - " — F'(V1 + 22) -

2z zcos(1 + z?)

2v/1 4 22 V1422

FEsercizio 2.8. Calcola le derivate delle seguenti funzioni definite tramite integrali:

Alx) = /: I B(x) ;:/: £ dt,

1427

= e cos(e*”) —

log(z) cosx
Cla) = / odt, (x>0),  Dx):= / (arccos(t) — arcsin(¢)) dt.

—log(z)




3 Primitive

Definizione 3.1. Date due funzioni f, F': I — R definite sull’intervallo I C R, diciamo
che la funzione F' & primitiva della funzione f sull’intervallo I, quando F' ¢é derivabile
su I e abbiamo che F'(x) = f(x) per ogni x € I..

Di fatto, ogni funzione derivabile é primitiva della sua derivata. Ad esempio, la fun-
zione 73 — 2x & primitiva della funzione 32% — 2; ma anche la funzione 23 — 22 + 5 ¢é
primitiva della funzione 322 — 2.

Siccome funzioni costanti hanno derivata nulla, segue facilmente dalla definizione che
se F'(z) ¢ primitiva di f(z) allora anche la funzione F'(z)+ ¢ ¢ anch’essa primitiva
di f(z), qualsiasi sia la costante ¢ € R. Dunque quando esiste una primitiva, allora ne
esistono infinite, ma esse differiscono tra loro per delle costanti additive.

Proposizione 3.2. Se ' e G sono due primitive sullo stesso intervallo I della medesima
funzione f allora esiste una costante ¢ € R tale che

F(z) =G(x) +c, Vo el

Dimostrazione. Consideriamo la funzione differenza delle due primitive H := F — G,
Derivando troviamo che

H'(z) = F'(z) = G'(z) = f(z) = f(x) =0,

per ogni x € I. Sappiamo che ogni funzione con derivata nulla su un intervallo deve
essere costante. Pertanto esiste ¢ € R tale che H(x) = ¢ per ogni z € I. Dunque, per
ogni z € I,

F(z) =G(z)+ H(z) = G(x) + c.

]

Un’immediata conseguenza del teorema 2.6 ¢ che le funzioni integrali di funzioni con-
tinue sono sempre primitive delle loro funzioni integrande; questo significa che tramite
funzioni integrali possiamo costruire primitive di funzioni continue.

Corollario 3.3 (Teorema fondamentale del calcolo (parte A)). Sia f: I — R una fun-
zione continua definita sull’intervallo I C R e sia p € I. Allora la funzione integrale

F(x) = /zf(t) dt

¢ una primitiva di f(x) su 1.

Per la proposizione 3.2 le primitive costruite tramite funzioni integrali differiscono da
qualsiasi altra primitiva solo per una costante additiva. Questo ci permette di ottenere la
seconda parte del teorema fondamentale, che ci dice che utilizzando primitive possiamo
calcolare integrali di Riemann di funzioni continue.



Corollario 3.4 (Teorema fondamentale del calcolo (parte B)). Sia f: I — R una fun-
zione continua e sia F una sua primitiva sull’intervallo I. Allora, per ogni a,b € 1
abbiamo che

/f@&:F@—F@.

Dimostrazione. Consideriamo la funzione integrale definita da G(z) := [ f(¢)dt. Ab-
biamo G(a) = [* f =0e G(b) = fab f. Siccome f & continua su I, per il corollario 3.3
abbiamo che GG é una primitiva di f su /. Per ipotesi anche F' é una primitiva di f su [
e allora per la proposizione 3.2 esiste una costante ¢ € R tale che F' = G + ¢. Dunque,

ﬂ@—ﬂ@z@%ﬂm%{@@+dzﬂ@—m@:/f—O:/f
]

In generale, senza l'ipotesi di continuita della funzione integranda, non é detto che una
funzione integrale sia una primitiva. Nell’esempio 2.2 abbiamo visto che F(x) = |z| &
funzione integrale della funzione f(z) = sgn(z), ma in questo caso F(z) non ¢ derivabile
nel punto x = 0 e quindi non puod essere considerata una primitiva di f secondo la
definizione che abbiamo dato. D’altro canto, non é necessario che f sia una funzione
continua affinché possa avere un primitiva.

Esempio 3.5. Consideriamo la funzione F': R — R definita da

Flx) = a?cos L, perz #0,
0, per z = 0.

Tale funzione é certamente derivabile per z # 0 in quanto ottenuta tramite prodotti e
composizioni con funzioni derivabili, e abbiamo

1 1
F'(x) = 22z cos — + sin —,
T T

mentre per x = 0 abbiamo

. F(h)— F(0) . 1
/ J— pR— —
F'(0) = }ILIH(I) — -0 - }llnr(l)hcos 7= 0.

Dunque F' ¢é derivabile su tutto R ed ¢ quindi una primitiva della sua derivata F’. Ma
la funzione F’ non é continua in x = 0, in quanto il limite per x — 0 di F’(z) non esiste.
Dunque F' ¢ un esempio di primitiva di una funzione non continua.




Definizione 3.6. Indichiamo con la notazione

[ = 1@

Iinsieme delle primitive della funzione f. Tale insieme si dice integrale indefinito di f.

Quando f é definita su un intervallo I e possiede una primitiva F' su I allora per la
proposizione 3.2 abbiamo che

/f:{F—l—c:cE]R}.

Con un leggero abuso di notazione scriveremo

/f(x)dx = F(z) +c,

dove con c si intende una costante arbitraria. La differenza di due valori di una funzione
la indichiamo con la notazione

F(b) = F(a) = [F(2)];Z, = [F(2)], -

Tr=a

Il contenuto del teorema fondamentale del calcolo espresso dal corollario 3.4 pud essere
riscritto nella seguente forma: per funzioni continue sull’intervallo [a, b] abbiamo che

/f +c=>/f [F(x)]°.

Esempio 3.7. La funzione 23 — 2z é una primitiva di 322 — 2 su tutto R. Dunque,
/(3x2—2) de = 2° — 2z + ¢,

mentre

/2 (302 —2) de=[+° —22]"" = (2° —=2-2) = (-1)* =2 (1)) =4~ 1 = 3.

X _
Esempio 3.8. Consideriamo la funzione f: [0,4] — R definita da

f(z) := min {z* e}

/
/
/
N
/

10



Si tratta di una funzione non negativa. Vogliamo calcolare ’area del suo sottografico,
ovvero 'integrale f04 f. Si verifica facilmente che su [0,1] abbiamo f(z) = 2? e una
3 1—x

sua primitiva ¢ 32°, mentre su [1,4] abbiamo f(z) = e'~ ¢ una sua primitiva ¢ —e

usando la proprieta di additivita e il teorema fondamentale del calcolo otteniamo

! 12 41—3: 131 12yt _ 1 -3 4 1
i f= i x dz+ 1 e Tdxr = 37 +[—e }1:§—O+(—e )—(—1)25—5-

0

Osservazione 3.9. Anche se vengono scritti con simboli simili ricordiamoci che:
e gli integrali di Riemann, fab f, detti anche integrali definiti, sono dei numeri;
e gli integrali indefiniti, [ f, sono invece delle (famiglie di) funzioni.

Per definire gli integrali definiti abbiamo utilizzato approssimazioni tramite somme di
Darboux, mentre per definire gli integrali indefiniti abbiamo usato il concetto di pri-
mitiva, il quale si basa sulla nozione di derivata. Il teorema fondamentale del calcolo
descrive lo stretto legame tra funzioni integrali e primitive, e quindi costituisce come
un ponte che collega il calcolo differenziale (derivate e primitive) con il calcolo integrale
(somme di Darboux e integrali di Riemann).

Osservazione 3.10. Ricordiamoci di fare attenzione al fatto che I'enunciato del teorema
fondamentale del calcolo, in entrambe le sue forme, si applica a funzioni definite su un
intervallo, e puo perdere di validita quando viene applicato a funzioni il cui dominio
non ¢ un intervallo. Ad esempio, la funzione 1/x* & la derivata della funzione —1/z,
dunque —1/x ¢ primitiva di 1/2?. Se applicassimo il teorema fondamentale del calcolo
in modo sbadato troveremmo che

[ae=[2] = () - (%)==

ma ¢ assurdo pensare che 'integrale di una funzione positiva risulti negativo. L’errore
sta nel fatto che abbiamo applicato la formula del teorema fondamentale del calcolo
sull’intervallo [—3, 3], ma la funzione integranda non ¢ definita nel punto z = 0, e non &
nemmeno integrabile secondo Riemann in quanto non é limitata.

Comunque, grazie al teorema fondamentale del calcolo, il problema del calcolo degli
integrali di Riemann in molti casi si trasforma nel problema di determinare le primitive
delle funzioni integrande.

FEsercizio 3.11. Determina 1 valori delle costanti A e B in modo che la funzione
F(z) := Acos(z) + Bsin(z)
sia una primitiva della funzione

f(z) = cos(x + 1) — sin(z — 2).

11



Esercizio 3.12. Usando il fatto che %x" ¢ primitiva di 2" ! per ogni n € N, calcola i
seguenti integrali:

/5 (2° — 2z +1) dz, /0335(95_1)(;1;_2)(13;,

—2

/ z(1 —x)de, |2(1 — z)| dz,

1 -1

/0 min{2z(z — 3), (z — 2)(z — 6) } d, /0 max{2z(z — 3), (z — 2)(z — 6) } dz.

Esercizio 3.13. Calcola il valore dell’integrale fol 1;};0 dx.
Esercizio 3.14. Disegna il grafico della funzione F(z) := [[(t 4 1)(t — 3)dt.
FEsercizio 3.15. Dimostra che se f(x fo t) dt per ogni z € R allora f ¢ identicamente

nulla.

Le tecniche di calcolo di primitive saranno l'oggetto delle prossime lezioni.
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