SOLUZIONI

COMPITO DEL 17/05/2016

Esercizio 1. (1) si ha

Llzag)(2) = Xe™*" L[] (A 2)

(2) il segnale in esame & positivamente periodico, con periodo T' (il seg-
nale ¢ un’onda a dente di sega). Si ha pertanto

1 z
_ st e —1—=z
Llz](z) = 1_62/0 e tdt_i(ez—l)z?

per z € C tale che Re(z) > 0 (come per tutti i segnali causali posi-
tivamente periodico).

(3) si tratta di un segnale C' a tratti, la derivata distribuzionale & data
da

o0

?(t)=1-) 6(t—n);
n=1
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FiGure 1. Il segnale x dell’Esercizio 1.
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FiGURE 2. 1l segnale periodico x dell’Esercizio 2.

(4) usando le ben note formule per la trasformata di Laplace si ha

Cletta]() = Lltal(s — 1) = —diz[x](z - 1)

- e
_ —(e* P =1)2(z—1) + (et = 2) [ 2=l el —2]
T 1P (- 1P

valido per Re(z) > 1.
Per il secondo segnale e decisamente pie semplice, basta usare la
formula al punto (1) con A =1/2 e tp = 1/2. Si ottiene

Lle(2t—1)](2) = %e—% clol (2)

definita per Re(z) > 0. Infine, per il terzo segnale, si usa la formula
che lega convoluzione e trasformata di Laplace

eF—1—=z

Llz @ u](z) = L[z](2) Llu](z) = CEnEL
ancora per Re(z) > 0.

Esercizio 2. Il segnale in esame ¢ periodico, con periodo T' = 2. I suoi
coefficienti di Fourier sono dati da

_ 1 T |t| —jnt _ 1 " ||
=5 7T(1 7T)e dt—27T/7r 1—— | cos(nt)dt

_J [ <1 . ’W’) sin(n t) dt.

27 J_,

(e 1 —1)2(z—1)2 - z) [e*7t 24 2(e 1 =1)(2 - 1)]
—1
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Se si osserva che la funzione ¢t — 1 — (|t|/7) ¢ pari, si ottiene

1 (7 t 1 (7 t
/ (1 - ||> cos(nt)dt = / (1 — ) cos(nt)dt,
27 J_, m T Jo T

! <1 - m) sin(nt)dt = 0.

27 J_, T
Quindi si ottiene per n € Z \ {0}

e = 1/ (1 — t) cos(nt)dt = [1 sin(nt) —
7 Jo ™ s ™

s

sin(n t) dt

—T

n? ),
1
= m (]. — COS(nTr)),

1 (7 t 1
e (DY
T Jo T 2
In definitiva, per ogni n € Z\ {0} si ha
1 { 0, sen pari,

and

Cp —

- n2x2 | 2, sen dispari
e quindi
( ) 1 2 el (2k+1)1
t)=-4=> ——
2 2
2 T = (2k+1)

Si puo anche scriverlo come serie di soli coseni

1 4 cos ((2 k+1) t)

{L’(t) = -+ — 2
2w T 2kt )
Esercizio 3. (1) la funzione ¢ costante a tratti
(2) si ha
400 1 e 1 k+1 o 1 —k
|m(t)|dt:2/ dt + / dt + / dt
/—oo 1 ; k2 Ji ; k2 J k1

=1
=2 +22ﬁ<+oo,
k=1

perché 'ultima serie & convergente;

(3) basta osservare che

+o00 ) +o0 )
/ 6_]27rftgj(t) dt' < / |€_]27rftl’(t)’dt

o0 —00

(X ()] =

—+o00
:/ 2(t)| dt < +o0.

—00
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Ficure 3. Il segnale dell’Esercizio 3

(4) la funzione in esame ¢ costante a tratti, la sua derivata distribuzionale
¢ quindi una somma di funzioni Delta di Dirac in corrispondenza dei
punti di salto (che sono z; = k) e con intensita pari al salto. Si ha
dunque

o — (1 1
x(t)_a(t+1)_5(t—1)+k§::2<k2—W) (6(t+ k) — 6(t — k)

(5) ricordando che la trasformata di una Delta di Dirac concentrata in
to &
X(f) =izt

si ottiene

LU/(f) — (6j27rf_e—j27rf> +k§::2 (]:2 _ (ki1)2> (ejZWfk_e—j27rfk)

=27sin(2w f)+ 27 Z (k:12 - (k:—i-ll)2> sin(2 7 f k)
k=2

(6) usando la relazione

si ottiene

_ sin(27 f) sin(27 f k)
W=Eer 22( i) e

Il fatto che la trasformata di Fourier € a valori reali poteva essere
dedotto fin da subito, osservando che x € reale e pari.

Ovviamente, la trasformata di Fourier di z poteva essere calco-
lata anche direttamente, ricordando la trasformata della funzione
rettangolo.
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Esercizio 4. Si osservi che la funzione di trasferimento ¢ data da

1 1 1 1 1
LlY]G) = 24 (z—=2)(z+2) T4 <z—2_z+2)

La risposta impulsiva del sistema ¢ data quindi da
2t -2t
et —e
Y(t)= — 1 u(t).
La soluzione y del problema di Cauchy puo essere determinata usando la

trasformata di Laplace: deve aversi

(=% = 4) Ly(2) = LIf)(=),

OVVero 1
Llyl(z) = 35— LUf1(=) = LIYILIf] = LIV @ f].
Si ottiene quindi
y(t) =Y « f(t) = /t o _4623 e? (=) gs
0

t 2s t —2s
_ / € 2(t-9) gg / €70 2(t-9) g
o 4 o 4

t€2t €2t t

—4s
=— - — e "7ds
4 4 Jo
t€2t th 176—415
T4 41

In definitiva, si ha

1 ot 672t €2t
t)y=-(t ).
y(t) 4<6 + 1



